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Die subdirekte Unzerlegbarkeit
der Intervallrechnung

Von H. Ratschek in Diisseldorf

1. Einleitung

Sei I die Menge der reellen kompakten Intervalle und 4 « B={axb:ac A, be B}
fir A4, Bel und *€ {+, —, -, :}, wobei 4:B nicht erklirt ist, wenn 0 € B. Das System
a, +, —, -, :) heiBt einfache Intervallarithmetik und ist sowohl fiir die automatische
Fehlererfassung auf Rechenmaschinen als auch fiir eine Fehlertheorie im weitesten Sinne
von Interesse. Seit Erscheinen der ersten Monographie [5] iiber diesen Gegenstand
bemiihte man sich auch um eine algebraische Charakterisierung der Intervallrechnung.
Zwar kann die Intervallarithmetik als Fehlerbereich der reellen Arithmetik angesehen
werden, doch differieren die algebraischen Eigenschaften dieser Systeme wesentlich.
Z.B. gilt das distributive Gesetz 4 (B+ C) = AB+ AC fiir A, B, C € I nur in Ausnahmefil-
len; oder die Gleichungen 4 + X =B bzw. AY= B haben nicht X=B—A4 bzw. Y=B: 4
als Losung, usw. ' ' ' '

Die Struktur von I hinsichtlich der einzelnen Operationen ist leicht beschreibbar,
vgl. [7]. So ist (I, +) einbettbar in (R?, +), die additive Gruppe der Ebene (R sei die
Menge der reellen Zahlen). Das multiplikative System (I', -) mit I' =1\ {[0, 0]} ist einer-
seits so in disjunkte Teilmengen I, I, und I, zerlegbar, daB (I,, -) einbettbar in die
Gruppe (R, -) x (R, -) ist, wenn (R’, -) die multiplikative Gruppe der reellen Zahlen be-
deutet. Es ist (I,, -) isomorph zur multiplikativen Gruppe der positiven reellen Zahlen,
und (I, ) ist disjunkte Vereinigung von Gruppen, die isomorph zu (R’, ) sind. Somit
ist (', ©) durch wohlbekannte Gruppen iiberdeckbar. Andererseits gilt eine Darstellung
als subdirektes Produkt, d.h. (I, -) ist einbettbar in ein direktes Produkt von vier ,,be-
kannten* Halbgruppen,

({_19 0, I}a ) X (R+’ ) X ([0’ 1]’ ) X ([_13 O], /\)’

wobei R* die Menge der positiven reellen Zahlen, a A b=min {a, b} und jeder der
Faktoren des direkten Produktes homomorphes Bild von (I, -) ist. Subtraktion und
Division sind zwar nicht die Umkehroperationen von Addition bzw. Multiplikation,
sind aber mittels Involutionen auf diese zuriickfiithrbar, vgl. [6].

Von besonderem Interesse ist jedoch die Struktur des additiv-multiplikativen Systems
I=(1, +, -), da es das eigentliche Rechnen mit Intervallen représentiert. Uber dieses war
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bisher keine vollstindige Aussage bekannt, man wuBte nur, daB es wegen des fehlenden
distributiven Gesetzes Schwierigkeiten bereitet, 3 mit Ringen, Korpern und anderen
klassischen Strukturen in Verbindung zu bringen und 3 durch diese darzustellen. Wieder
andere Perspektiven eroffneten sich im Rahmen der dreiwertigen Mengenlehre. Mit deren
Methoden konnte D. Klaua [3] nachweisen, daB in 3 die Korperaxiome erfiillt sind,
wenn in den Axiomen die iibliche Gleichheit = durch die verallgemeinerte (auch
Quasi-) Gleichheit ~ ersetzt wird, die durch 4 ~ B, wenn 4 N B+ 0 ist, definiert wird.
Insbesondere kann die Intervallrechnung unter Benutzung beider Gleichheiten axiomatisch
erfaBt werden [4], wobei die verwendeten Axiome von einfacher und ,,bekannter
Gestalt sind.

Das System 3 heiBt subdirekt unzerlegbar, wenn es nur dann einen Mono-
morphismus von J in ein direktes Produkt von homomorphen Bildern ¢;(3) gibt, wenn
einer der Homomorphismen ¢; ein Isomorphismus ist [2].

In dieser Note wird gezeigt, daB 3J subdirekt unzerlegbar ist. Es ist also (unter
Beibehaltung der iiblichen Gleichheit) nicht mdglich, 3 global auf einfachere Strukturen
zuriickzufithren. Demnach ist mit klassischen Methoden die Struktur von J nicht ent-
schliisselbar, so daB der Schritt zu nichtklassischen Hilfsmitteln, wie der dreiwertigen
Mengenlehre, zwingend ist.

In Abschnitt 2 werden intervallarithmetische Hilfsmittel abgeleitet und Kongruenz-
relationen von J studiert. Der Nachweis der subdirekten Unzerlegbarkeit erfolgt in Ab-
schnitt 3. Am Rande ergibt sich, daB die einpunktkompaktifizierte Zahlengerade homo-
morphes Bild von 3 ist. In Abschnitt 4 wird, dhnlich wie bei der Uberdeckung von
(I', -) durch Gruppen, 3 in disjunkte Bereiche zerlegt, von denen jeder in den Korper
R=(R, +, -) der reellen Zahlen oder in die Potenz R =R x R einbettbar ist.

2. Intervallarithmetische Hilfsmittel

Aus der Definition der Intervallverkniipfungen erhilt man die Rechenregein
[a,b]+[c,dl=[a+c,b+d], [a,b]l—[c,dl=[a—d,b—c],
[a, b] [c, d] =[min {ac, ad, bc, bd}, max {ac, ad, bc, bd}],
[a,b]:[c,d]=[a,b][1/d,1/c],, wenn O0¢[c,d].

Intervalle [a, a] heiBen Punktintervalle, und man schreibt kurz a statt [a, @], so daB
auch a+4, aA, usw. fir aeR und 4 el erklart ist. Mit IN\NR wird die Menge der
eigentlichen Intervalle bezeichnet, das sind Intervalle, die keine Punktintervalle sind.
Intervalle [ —a, a] heiBen symmetrisch. Die Menge der von 0 verschiedenen symmetri-
schen Intervalle bezeichnen wir mit S.

Zur Beschreibung verschiedener Intervallklassen sind Intervallfunktionale zweck-
maBig: Fir 4=[a, b] und B=[c, d] +0 sei

@ A=(a+0b)/2 (Mittelpunkt), AA=b—a (Weite),
Y A=max{|a|, |b|} (Norm), oA=sgn(a+b) (Vorzeichen),

o A= 1, wenn cA=0, _Je/d, wenn |c[<]d],
" |—1, andernfalls, d/c, andernfalls.
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Es sind ¢:(I, +)> (R, +) und A:(I, +)— (R, +) Homomorphismen, ebenso
o, )->®R,), ¥v:L)>®R,?) und x: T, )—([—1,1],©) mit a © b=ab, wenn
a,b=0, bzw. a © b=min {qa, b}, andernfalls. Ein Intervall 4 ist sowohl durch die Werte
@A und A4 als auch durch die Werte ¢4, 4 und y A4, wenn A #0, eindeutig bestimmt,
und dann gilt

) A=9A+[-1,11(G4)/2 und  A=(0'A) (Y 4) x4, 1].
Einzelheiten findet man in [7].

Eine Kongruenzrelation = auf J ist eine Aquivalenzrelation auf I, fiir die die
Ersetzungseigenschaft (kurz: EE) gilt [2], d.h. aus 4;= B; fiiri=1,2folgt 4, » A, =B, » B,
fir x e {+, -}.

Lemma 1. Seien S,Te€ S mit AT> AS und = eine Kongruenzrelation auf I mit
S=T. Dann gilt S=T fiir alle T' €S mit

a) ASSAT AT oder b) ATSAT oder ¢c) AT'<AS.

Beweis. a) O.B.d.A.sei S=[—-1,1], T=[—¢,fJund T'=[-1¢, t"]. Aus S=T folgt

nach EE die Bezichung
t=t' -1 t—t' -1 )
e S+ 1 S 1 S+ 1 =T,

b) Sei wieder S=[—1,1], T=[—t,t] und T'=[-¢,t']. Aus S=T und T=1tS
folgt £S=¢>S nach EE und hieraus aufgrund der Transitivitit S= %S, usw., d.h. fiir alle
natiirlichen Zahlen n gilt S="S. Wegen 1 <t=1t' gibt es ein hinreichend groBes »n mit
1<t'<1t", so daB 7" zwischen S und 'S liegt und S= T’ nach a) gilt.

c) Sei T'=[—-1t,1t], S=[-s,s], und 0.B.d.A. sei T=[—-1,1]. Aus S=T und
S=sT folgt s*T=sT nach EE, usw., d.h. fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt s"T=sT.
Wegen 0<t'<s<1 gibt es ein geeignetes n mit s"<t <s, so dal 7" zwischen s"T und
S=sT liegt und s"T=T" nach a) und weiter S=T" gilt.

S

Korollar 1. Seien S, TeS mit S+T und = eine Kongruenzrelation auf 3 mit
S=T. Dann gilt S'=T fiir alle S', T' €8S.

Ist M eine Teilmenge von I und = eine Kongruenzrelation auf 3, dann sei
=y={(4, B):A=B und 4, Be M}.

Lemma 2. Sei = eine Kongruenzrelation auf 3 und =g=S?. Dann ist =g =1 \R)%.
Beweis. Der Reihe nach wird gezeigt:

a) Je zwei Intervalle 4, Be I\R mit ¢ 4 =¢ B sind kongruent,

b) je zwei Intervallé [0, x], [0, ] mit x, y >0 sind kongruent,

c) je zwei Intervalle 4, B€ I\R mit 04, 0 B>0 sind kongruent,

d) je zwei Intervalle 4, B I'\R sind kongruent.

a) Aus A=pA+[—1A4/2,AA/2], B=¢B+[—AB/2, AB/2], vgl. (1), der Gleich-
heit 9 4= B und der Voraussetzung, daB Intervalle aus S kongruent sind, folgt 4 =B
nach EE.
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b) O.B.d.A. nehmen wir 0 <x <y an. Sei a) y<2x. Dann ist [0, y]=[y—x, x]
nach a). Aus [0, y][0,1]=[0, y] und [y—x, x] [0, 1]=[0, x] folgt die Behauptung.
Sei f) y >2x. Die Strecke [x, y] wird in » gleiche Teile zerlegt, x=y, <y, <---<Y,=J,
wobei n so gewidhlt wird, daB d=(y—x)/n<y, ist. Wegen y;,—y;_,=d ist y;<2y;_,
und [0, y;_,1=[0, y;] nach «) fiir i=1, ..., n und [0, x]=[0, y] aufgrund der Transiti-
vitat.

¢) Sei A=[a, b] und B=[c,d]. Mit a+b>0 und c+d>0 folgt

[a, 5]1=[0,a+b]=[0, c+d]=[c, d]
nach a) und b).
d) Sei xeR so gewihlt, daB x>max {|pA4|, |@B|} gilt. Dann ist a(4+x)>0

und o(B+ x) >0, woraus 4 + x= B+ x nach ¢) und durch beidseitige Addition von —x
die Behauptung folgt.

Die Diagonale einer Menge M bezeichnen wir mit 4y, das ist die Relation
{(x, x): x e M}.

Lemma 3. Sei = eine Kongruenzrelation auf 3, sei =g= As und =g = Ag. Dann ist
= As .

Beweis. Wir leiten vorerst eine notwendige Bedingung fiir die Kongruenz von zwei
verschiedenen Intervallen X und Y ab: Zunidchst kann keines der beiden gleich O sein,
denn aus X=0 folgt X—X=0. Da X—Xe€S ist, erhielte man r(X—X)=0 fiir alle
reR, im Widerspruch zu =¢=45. Ebenso ist X, YeI\R: Wire X=x ein Punkt-
intervall, so konnte Y wegen =g=4; keines sein. Aus x=7Y folgte —x=—Y und
0=x—x=Y—Y=+0. Damit wire ein Intervall aus S kongruent zu 0, im Widerspruch
zu der oben gemachten Aussage. Nun zu einer weiteren Bedingung: Aus X=Y folgt
[-1,1] X=[—1,1] Y und hieraus [—1,1] X=[—1, 1] Y wegen =g= 45, woraus sich
[-1,1]¢X=[-1,1]1¢y Y nach (1) und weiter Yy X=y Y ergibt. Wir fassen zu-
sammen:

?2) Aus X=Yund X+ Yfolgeny X=¢y Y>0und X, YeI\R.

Seien nun A =[a, b], B=[c, d] und A= B. Wir wollen A = B zeigen. Hierzu fithren
wir die Annahme 4 4 B zum Widerspruch und unterscheiden 3 Moglichkeiten (die anderen
sind auf diese zuriickfiihrbar oder aufgrund der Voraussetzungen ausgeschlossen, wie zum
Beispiel 64 =0B=0):

a) cA=1, 6B=—-1, b) dA=1, 6B=0, c) 0A=0B=1.

a) AuscAd=1und 4 € I\R nach (2) folgt |a| <b und y A=>b. Aus 6B= —1 und
BeI\R folgt |d| <|c|=—c und ¢y B= —c. Nach (2) ist b= —c. Aus 4 = B erhilt man
2A=A+ B und Y (24) =y (4 + B) nach (2). Nun ist y(24) =2b, hingegen

Y(A+B)y=y[a+c, b+dl=max{|la+c|, |b+d|} <2b.

Dies ist ein Widerspruch.



Ratschek, Subdirekte Unzerlegbarkeit der Intervallrechnung 291

b) o0B=0 bedeutet B= — B, woraus aus A=B auch —4=B und A= — 4 folgt.
Dies fiihrt wegen 6(—A)= —1 und 6 4 =1 auf Fall a).

¢) cA=0B=1 bedeutet Y A=>b und Yy B=d. Aus Yy A=y B und
YA=b=((b+a)/2+b—a)2=0A+1A4]2 bzw. YB=@B+iB/2

folgt ¢ A+ ¢ B, sonst wire mit 9 A=¢ B auch 14 =1B und damit 4= B nach (1), im
Gegensatz zur Annahme A+ B. Aus A=B folgt A—pA=B—@A. Es ist A—¢pA
symmetrisch, B—@A nicht, so daB sich nach b) ein Widerspruch ergibt, wenn
o(B—q@A)>0. Andernfalls ist 6(¢p A —B)>0, und 4 —pA=¢pA— B ergibt den Wider-
spruch mit b).

3. Nachweis der subdirekten Unzerlegbarkeit

Satz 1. Das System 3 besitzt genau drei Kongruenzrelationen: die Allrelation 12, die
Diagonale A, und die eigentliche Relation Az v (I \R)?.

Beweis. Sei = eine Kongruenzrelation auf 3. Da das System der reellen Zahlen, als
Ring R=(R, +, -) aufgefaBt, genau zwei Kongruenzrelationen besitzt, 4, und R?, muB
die Einschriankung von = auf R eine dieser beiden Relationen sein:

a) =g=RZ% Es folgt = =I>. Als Nachweis geniigt es, 4=0 fiir ein beliebiges
Intervall 4 zu zeigen. Laut Voraussetzung ist 1 =0, woraus 14=04, d.h. 4 =0 folgt.

b) =gp=4g. Es folgt entweder = =4, oder = =4z U (I\R)2. Nehmen wir
= % A; an, dann muB =g+ Ay nach Lemma 3, damit =g=S? nach Korollar 1 und
=, g=O\R)? nach Lemma 2 sein. Es kann aber kein Intervall 4 e I\R zu einem
Punktintervall ¢ kongruent sein; denn dann wiirde A+1=c+1 und wegen A=4+1
auch c=c+ 1 folgen, im Widerspruch zur Annahme b). Somit ist = gleich 45 U (I \R)?.

Korollar 2. Das System 3 ist subdirekt unzerlegbar.

Beweis. Eine universelle Algebra ist subdirekt unzerlegbar genau dann, wenn sie
einelementig ist oder der zugehorige Kongruenzenverband ein Atom besitzt, das Teil-
menge einer jeden von der Diagonale verschiedenen Kongruenzrelation ist, vgl. [2].
Dieses Kriterium trifft nach Satz 1 auf 3 zu.

Unter der einpunktkompaktifizierten reellen Achse verstehen wir eine Erweiterung
R=R, +, ) von R mit R=R U {0} und a+ oo =00 fiir alle ae R und a0 =0 fiir
alle aeR, a+0 und 0co=0. Man erhilt R als homomorphes Bild von J unter der
Abbildung ¢:1— R, definiert durch ¢4 =(44) © + ¢ 4. Direkt aus Satz 1 folgt:

Korollar 3. Das System 3 hat bis auf Isomorphie nur drei verschiedene homomorphe
Bilder: das System 3, die triviale Algebra ({0}, +, ) und die einpunktkompaktifizierte
reelle Achse R.
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4. Uberdeckung von 53 durch R und R2

Es ist lokal mdglich, 3 mit dem Korper R der reellen Zahlen und der Potenz
R2=RxR in Bezichung zu bringen, und zwar wird I disjunkt durch additiv-
multiplikative Strukturen so iiberdeckt, daB jede dieser Strukturen isomorph zu R
oder R? ist.

Eine Zerlegung in disjunkte Teilbereiche ist gegeben durch
I'=I,ul {I;: —15a<0, §e{—-1,0,1}},
mit Iy={4e€l:x420} und I;={4del:yAd=a,04=06} fir
—1<i<0 und d€{—-1,0,1}.

(Fiir A+0 sind 64=0 und y4= —1 gleichwertige Aussagen. Daher sind einige der
I,;=0. Das Intervall 0 wurde bei der Zerlegung von I nicht beriicksichtigt, da es zu jeder
der angegebenen Teilmengen hinzugefiigt werden kann, ohne an den folgenden Uberlegun-
gen etwas zu dndern.)

Lemma 4. Die Mengen 1,; mit 6 20 sind beziiglich Addition und Multiplikation abge-
schlossen, 1, ist beziiglich Multiplikation und 1,; mit 6 = —1 beziiglich Addition abge-
schlossen.

Beweis. Die Abgeschlossenheit beziiglich Multiplikation folgt aus den Homomorphie-
eigenschaften der Funktionale y und o, vgl. Abschnitt 2: Ist y4=0, yB=0, dann ist
x(AB)=(xA) (xB)=0. Ist yA=yB=a<0 und ¢4, 6 B=0 (bzw. 1), dann ist

x(AB)=min{xA4, yB}=a und o(4B)=(cA)(cB)=0 (bzw. 1).
Zu zeigen bleibt die additive Abgeschlossenheit von I,;, wobei wir 0.B.d.A. 6 =0 anneh-
men. Sei A=[a,b], B=[c,d] und yA=yB=o. Wegen 64,6 B=0 ist b,d+0 und

a=a/b=c/d. Wegen d(A+B)=4 ist b+d+0 und x(4+ B)=(a+c)/(b+d). Hieraus
erhidlt man mit a=bc/d weiter: '

(be/d)+c _beted ¢ b+d—a
b+d  bd+dd d b+d

x(A+B)=

Sei &,:I, — R?, definiert durch [a, b]— (a, b), und ¢,;:L;— R fir xe[—1,0)
und d € {—1, 0, 1}, definiert durch 4 — (Y 4) (¢’ 4). Die im folgenden Satz verwendeten
Begriffe, speziell die fiir partielle Algebren, beziehen sich auf die Terminologie von [2].
FaBt man 3, =(1,, +, ) und 3,;=(1,;, +, -) als Unteralgebren oder relative Unteralgebren
von J entsprechend Lemma 4 auf, erhilt man (auf den einfachen Nachweis der Homo-
morphieeigenschaften sei verzichtet):

Satz 2. Es ist &, eine Einbettung von 3, in R* und ¢, eine Einbettung von 3,5 in R
fiir ae[—1,0) und 6e {—1,0,1}.

Bemerkung. Die angegebene Zerlegung ist nicht eindeutig. So kann I, auch zerlegt
werden in Iy={4d€l,:04=1} und Ig={4€l,:04= —1}. Dann ist I; abgeschlossen
beziiglich Addition und Multiplikation, I; abgeschlossen beziiglich Addition, so dal3
g&o(Iy) eine Unteralgebra von R? und &,(Iy) eine relative Unteralgebra von R?* be-
stimmt.
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