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ZLIII STABILITATSPROBLEM DES STARR ODER ELASTISCH GEBETTETEN
KREISRINGES INFOLGE GLEICHMASS IGER TEII{PERATURERHöHT'NG

von  H .  Ha in  und  B .  Fa l t e r  
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Ubersicht :  Das StabiL i tätsproblem eines radia l  e last isch gebetteten Kreisr inges unter
gle ichmäßiger Temperaturerhöhung wird mit  der k lassischen Stabi l i tätstheor le '  e iner
geometr isch nicht l inearen Theor ie und durch Versuche untersucht .  Die Ergebnisse f i l r
d ie kr i t ische Temperatur ,  das Verhal ten im überkr i t ischen Berei .ch und den Einf luß von
Vorverformungen werden in Diagrammen in Abhängigkei t  von ztdei  Stei f lgkei tsparametern
angegeben .

Surunary:  The stabi l i ty  of  c i rcular  r ings wi th radia l  e last ic  support  under a uni form
temperature r ise is  invest iga+-ed by c lassical  theory of  stabi l i ty ,  by geometr ical ly
nonl inear theory and by tests.  The resul ts for  the cr i t ical  temperature,  the behavior
in the postcr i t ical  range and the inf luence of  in i t ia l  i r regular i t ies are presented
in graphs as funct ions of  t r^ro st i f fness parameters.

1 .  E i n l e i t u n g

Das Problem eines Kreisr inges in starrer  oder e last ischer UnhüI lung,  der durch Tempe-
raturerhöhung des Ringes oder durch Vorspannung der Unhül lung einem Kontakt-Au8endruck
ausgesetzt  wird,  spie l t  in  verschiedenen Anwendungsgebieten in der Praxis e ine Rol Ie.
Hier  s ind vor a l lem unter i rd ische Behäl ter  zur Aufnahme verf lüssigter  Gase und vorge-
spannte Druckbehäl ter  von Kernkraf twerken zu nennen.

Eine erste theoret ische Untersuchung zu diesem Problemkreis stammt von BERGII iAN [1]  ,
der d ie Temperaturbeulung einer kreiszyl indr ischen Behäl terauskle idung untersucht  hat .
CHWALLA/STEINER [2]  betrachten für  Druckrohr-  und Druckschachtpanzerungen das starr
ummantel te Rohr unter  Außendruck und für  Temperaturerhöhung. Für den Temperatur last-
f a11  we rden  dabe i  d i e  E rgebn i sse  von  BERGMAN bes tä t i g t .  1963  s te l l t e  I IETTLER [3 ]  f es t ,
daß BERGIIAN und CHWALLA/STEINER für  den FaI l  des Kontaktdruck-Problems durch unvol l -
ständige Anwendung des energet ischen Stabi l i tätskr i ter iums Stabi l i tätsgrenzen ermit te l t
hat ten,  jedoch bei  konsequenter Anwendung unbegrenzte Stabj . l i tät  des Grundzustandes
resul t ier t .  METTLER zog daraus die Folgerung, daß das starr  ummantel te Rohr durch Er-
wärnung oder Verengung der Umhül1ung nicht  zum Beulen gebracht  rderden könne. CHAN/
Mctt l INN [4]  zeigten jedoch 1966, daß der starr  ummantel te Ring unter  Kontaktdruck zwar
nach  de r  k l ass i schen  S tab i l i t ä t s t heo r i e  ke i ne  I ns tab i l i t ä t  au fh re i s t ,  j edoch  du rch
Störkräf te ausgelöst  in e inen neuen Gleichger^r ichtszustand mit  größeren Verformungen
du rchsch lagen  kann .

BR ITVEC [5 ]  un te r such te  eben fa l l s  1966  d i e  t he rn i sche  Kn i ckung  von  s ta r r  umhü1 l t en
Kreisr ingen. Bei  der Lösung der s ich ergebenden nicht l inearen Beziehungen \^t j . rd er  ähn-
I i ch  w ie  PFLÜGER [6 ]  be i  de r  Un te r suchung  des  Kn i cks tabes  au f  e l l i p t i s che  I n teg ra l e
ge füh r t .  D ie  e rha l t enen  Tempera tu r - ve r sch iebungs -Ku rven  ze igen  ke inen  Ve rzwe igungs -
punkt .  Sie fa l1en in Berej .ch sehr k le iner Beulverformungen stark ab und ste igen nach
Erreichen des l l in imums etr" /as f lacher wieder an.

EL -BAYOUMY [7 ]  un te r such te  1972  das  Beu lp rab lem des  e l as t i s chen  R inges  i n  e i ne r
g l e i ch fö rm ig  s i ch  zusammenz iehenden  Umhü l l ung .  t l be r  Ene rg iebe t rach tungen  ze ig t  e r ,
daß  de r  R ing  j ,m  cha rak te r i s t i s chen  S tauchungs -Ve rsch iebungsd iag ramm d re i  G le i chge -
v r i ch t szv re i ge  au fwe i s t ,  von  denen  e i ne r  zum ungebeu l t en  zus tand  m i t  kons tan te r  S tau -
chung  und  d i e  be iden  ande ren  zu  ausgebeu l t en  zus tänden  m i t  k l e i nen  bzw .  g roßen  Ve r -
formungen gehören.  In e iner wei teren Arbei t  [8]  untersuchte EL-BAYOUMY auch das
Temperaturbeulproblem (über den Querschni t t  konstante und veränder l iche Temperatur)
und  den  Fa l l  e j , ne r  Kopp lung  de r  Las t f ä I l e  "Tempera tu r "  und  "Zusammenz iehung  de r  Um-
hüL Iung "  m i t  H i l - f e  e i ne r  Va r i a t j - onsme thode .

Ausgehend von dem prakt ischen Problem eines Doppelmantel tanks zur Lagerung von Fl-üssig-
gas ,  de r  im  Be t r i eb  g roßen  Tempera tu r schwankungen  ausgese t z t  j . s t ,  beschä f t i g t e  s i ch
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EBNER+) mit den TemPeraturbeulproblem und stellte fest, da8 die Ergebnisse von
BRITVEC [5] und cItAN/ücüINN [4] - dle nit Hllfe g€ometrlsch nl-chtlinearer Theorien
gewonnen wurden - mit den ftlr den starr ummantelten Ring unter AuBendruck von ITAIN [9]
angegebenen lferten, die nit Hllfe des Energlekrlteriums filr das lndifferente Gleich-
gewlcht ermlttelt wurden' praktlsch llberelnstinnten. EIne entsprechende überelnstim-
mung zelgte sich auch mit den Ergebnj.ssen von EL BAYOUü]r [7], die ebenfall-s mit der
Energiemethode gewonnen surden. tfährend dle Ähnlichkel,t der Beulproblerne des Ringes
infolge gletcbmäBiger Temperaturänderung und Lnfolge Vorspannung der Umhttllung auf
der Hand liegt - beides slnd Kontaktdruckprobleme - ilberraschte zunächst die erwähnte
tlbereinstimmtlng der Ergebniase des Au8endruckproblenlr [9] mit denen des Kontakt-
druckproblens [4],  [5],  [7],  da slch erstens belde Probleme in ausgebeulten zustand
sesentlich voneinander unterscheiden (der unabhängige Außendruck bleibt erhaLten, der
Kontaktdruck verschwindet) und zweitens die Ergebnlsse mlt Theorien unterschiedlicher
Näherungsstufe gewonnen wurden.

Zur Klärung dieser Frage wird ln der vorliegenden Arbeit das Temperaturbeulproblem
nit einer ln [10] hergeleiteten' geometrlsch nichtl inearen Theorl-e untersucht. Die
Untersuchungen zelgen, daB die Dehnungs-Verschiebungs-Kurve des Problems sich aus den
Lösungen des Beulproblems des beldseitlg (nach innen und außen) gebetteten (Abschnitt
2.2.1' l  und des eLnseit ig gebetteten Ringes (Abschnitt  L.2.21 zusammensetzt. Dabei wird
einerseits elne Beschränkung auf den t'all der ilber den Querschnitt konstanten Tempe-
raturerhöhung vorgenonmen, da eln ilber den Querschnitt veränderlicher Temperaturan-
tei l  nur geringen EinfIuB auf das Beulen hat (vgl.  [8]).  Andererseits werden zusätz-
l ich der Einf lu8 einer elastLschen Bettung des Ringes und der Einf luß von Vorverfor-
rnungen bertlcksichtigt. Die theoretlschen Untersuchungen werden durch Versuche ergänzt
und kontrol l iert.

2. Geonetr i .sch nlchtl ineare Theorie des elast l-sch gebetteten
Kreisringes unter Temperatur- und Druckbelastung

2.1 Dl f ferent ia lg le ichungen des Problems

Es gel ten die fo lgenden Bezeichnungenr k = T/Er2 Ringparameter

t Handstärke des Ringes

r Radius des Ringes
" 1 7

k =.r| fu r Verhältnis Dehnsteif igkeit /

Symmelrieochse
Biegestei f igkei t  des Ringes

bei  Rechteckquerschni t ten)

Bettungsmodul

po

g = "t4 lm steif igkeitsparameter

c = p. r3/nt Lastparameter

h Temperaturdehnkoeff izient

aT über die Wandstärke kon-

stante Temperaturänderung

k lass .  k r i t .  Tempera tur

minLmale Temperatur (nicht-

I ineare Theorie)

bezogene Tangentialverschie-

bung

bezogene Radialverschiebung

Stabachsendehnung lz = Ol

-v

'  P " = c w

= COltSt

11*  =  r / t

c

q = e/EF

€ y

w
v

T
K

T*

Abb.1  Beze ichnungen

V Verdrehung der Ringachse

n = !{/EFr bezogenes Biegemoment

n = N,/EF bezogene Normalkraft bzw.

Beulwellenzahl

g = :

? = :
e

bezogene Querkraft

im Versuch ernit telte kri-

t ische Stauchung

Vorverf ormungsampl itude

--lij
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Die dem Problem zugrunde l iegenden Di f ferent ia lg le ichungen s ind in [10]  unter  den fo l -
genden Voraussetzungen hergelei tet  r , rorden (s iehe auch Abb.1):
'1.  Es gi l t  entsprechend der BERNOULLIschen Hypothese Ebenbleiben der Querschni t te,  ! ro-

bei  d ie in [10]  berücksicht igten Schubverformungen hler  vernachlässigt  \ rerden.

2.  Die Ringdehnung € und die Stabachsenverdrehung r f  s lnd mit  den Verschiebunqen ln ra-
dia ler  und tangent ia ler  Richtung 2 = w/r  und I  = v/r  sowie deren Ablel tungen nicht-
l i nea r  ve r knüp f t  ( 1a rb ) ,  wobe i  d i e  De_hnung€ r ,w ie  be i  p rak t i s chen  I ngen leu rp rob lemen
übl ich,  a ls Längenänderung (dez-dio/) /a€6.  der Stabfaser e ines Ringelementes def in ier t
i - s t .

3.  Die Gleichgewichtsbeziehungen des ebenen Kreisel-ementes s ind für  den verformten zu-
stand formul ier t ,  wobei  äußere Belastung (po) und Kontaktdruck (p")  der Bet tung nor-
malentreu angenornmen werden.

4.  Der Kontaktdruck des Bettungsmediums genügt dem V{INKLERschen cesetz:  pB = cw.

In der vor l iegenden Arbei t  wird zusätz l ich vorausgesetzt ,  daB der E-Modul  des Ring-
we rks to f f es  unabhäng ig  von  de r  Tempera tu r  i s t .  En t sp rechend  [ 10 ]  G le i chungen  (78a ,b ,d - f )
ergeben s ich die fo lgenden Verschiebungs-Verzerrungs- und Gleichger i r ichtsbeziehungen

5  =  n + ( ' t + e ) @ s V - 7  ,

n  =  - 5  +  ( 4 . d s i n t y
;  =  g ( , t + z r - J
q '  s  -n  ( ' t * t f l  -  ka *  k |n

, l
:  J  

(1a- f )
V '  =  n +  5 m ,  u t ' =  - q ( l + e )

Die Dehnung muß urn den aus Temperaturänderung resul t ierenden Antei l  ergänzt  werden.
Bei  g le ichmäßiger Ervrärmung +AT gi l t

e  =  n + m + d . t a T  l 2 l

Die Gleichungen (1a-f )  und (2)  s ind im fo lgenden Grundlagre sowohl  für  Untersuchungen
en tsp rechend  de r  k l ass i schen  Beu l t heo r i e  a l s  auch  des  n i ch t l i nea ren  übe rk r i t i s chen
Verhal tens

2.2 Lösungen des Temperatur-  und Außendruckbeulproblems

2 .2 . ' l  Lösungen  nach  de r  k l ass i schen  S tab i l i t ä t s t heo r i e  f ü r  den  be idse i t i g  gebe t t e ten
Ring

Im  Grundzus tand  ( I ndex  o )  i s t  das  Sys tem du rch  g l e i chmäB ig  ve r t e i l t en  Außend ruck  po

und Temperaturwirkung äT belastet ,  was zu einem rotat ionssymmetr ischen Verformungszu-
s tand  und  i n f o l gedessen  zu  e i nem Ve rschw inden  de r  an t ime t r i s chen  Größen  f üh r t :

E . = 1 / o = 1 o =

Die  von  Nu l l  ve r sch iedenen ,  r o ta t i onssymmet r i s chen  Grö8en  e rgeben  s i ch  aus  den  D i f f e -
r en t i a l g l e i chungen  (1 )  m i t  ( 2 )und  den  Abkü rzungen

ä . -  a r [ f ,  { ' ,  r .  + ,  ,  F - = ! f g o ,

tlo ' n o = - t t u B ' 1 . - k * )

D o '  k B n " - k *  ,  E o  -  - a l o

Die  s ta t i s chen  Größen  des  Nachba rzus tandes  e rhä1 t  man  aus  de r
s t r i chenen  Zusa t zg rößen

t
t - ' l

(  3a -d )

(  4a -d  )

k a - [ &
I * k F

Add i t i on  de r  que rge -

I  =  5 . *  F , r l  -  r l . *4 .  ,
Di f  f e ren t i a l g l e i chungssys tem (  1a - f  )

a l . * i  *  ( , t * € o * E ) c o s p  - 1  |
- E  *  ( . t + 6 . + E ) s i n f

Q ( r + P ' )
- (no*nl (t+ 9') - trc + kP fut.*fi)

ergeben s ich die BeziehungenNach  E inse t zen  i n  das

( € * t " ) ' - 5 '
o

h

t

f r '  -  - 4 ( . t * e o * E )  
,

F "  f r + 8 f r  ,

E  =  f r + f r

5 t -g )



8 2

die in übl icher weise in den quergestr ichenen Ausdrücken l inear is ier t  werden.

Im fo lgenden wird durch El iminat ion eine einzige Di f ferent ia lg le ichung höherer Ordnung
von nur e iner Unbekannten,  h ier  d ie Verschiebung {  ,  hergele i tet .

l 4 i t  ( 5a )  und  (5b )  f o l g t  nach  L i nea r i s i e rung

und  h i e raus  m i t  ( 4d )

5 ' - 1 . * {  * q * €  ,
i L  -  - E ' ( l + 1 l {

s ' - d
i ' *  E
4 - 4 ,

( 6 a , b )

ä ,  m -  und  {  e rgeben  s i ch  m i t  ( 5c , f  , g }  zu

n  -  
# ( F ' - E )

n  =  h ( s E - F ' l
1 r  n  - f i { s a '

Nach  E inse t zen  i n  ( 5e )  und  n i t  ( 6a ,b )  f o l g t

E th6. . - ' t  +  !  ( . t -n . ' t |  +  q*  # i :  ,  n ' [1-  t ( , t -q) f  .  0

Die z$/ei te Di f ferent ia lg le ichung für  E und {  ergibt  s ich entsprechend durch
in (5d) und Umordnung

e-"  (s  -  h)  .  F ' [ l  -  h .  -  ß-r )k{  F# h. ]
- n*' t _L,t. - n. ß * h, + (t-'tl k+ ffi ti.l

- q ß - ( ß - ' t ) k P J  -  0

Aus  (8 )  und  (9 )  f o19 t  sch l i eß l i ch  d i e  gesuch te  D i f f e ren t i a l g l e i chung  f ü r  {

i " '  *  n" '  12 -  , . f  f#r  ß- ' t  - t%lJ

* {' { 4 + k1n. + (r-t-tt1.ltut ffi * kp(t-u,Jl| - O

+- t+kßf f i  *  ( r  -1 - r f f# ) {u ry*kFU-  } " r# ) j -o

I

t

-  r7- )

(  7a - c  )

( 8 )

E inse tzen

( 1 0 )

( 9 )

Unter Voraussetzung einer über den Ringumfang mit  n Wel len+) ver laufenden Eigenfunk-
t i on  f üh r t  m i t  c l e i chung  (10 )  de r  Ansa t z

4 = n,  cosn!
zu  de r  f o l genden  Bes t j .mmungsg le i chung  f ü r  d (n )  bzw .  a (n )

nr'  -  nL IZ r t1 f f i  ( t  - t  - t  f i#)J

( 1 1 )

( 1 2 1

Im foJ-genden werden die Lösungen für  das Außendruck- und das Temperaturbeulproblem
e inze ln  angegeben .

a) Lösungen für  das Außendruckbeulproblem (A = 0)

Nach  Umordnung  e rg i b t  s i ch  aus  (12 )  e i ne  b j . quad ra t i s che  G le i chung  f ü r  ko / ( f +kp ) ,  de ren
Lösungen

I  k e  I  -  ' t  t - l  . [ G ^ - t l + 2 k ß . 1 , t  +
|  [ + k p t L 7  2  t  f  ( n z - { l + 1 a p  (  , -

+

ff [Uttn-r) +,.ß]

* ) I .  
f o l o " r , den  w i rd  n  i n  de r  Bedeu tunq  de r  Beu lwe l l enzah l  ve rwende t .

l a u t e n .

(  1  3 )
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Zur Vereinfachung dieses Ausdrucks werden ein ige Näherungen eingef i lhr t :

1.  3 !  1 + l1/k l ,  d.h.  es wird von der Näherung des schwach gekrürnmten Stabes Ge-
b r a u c h  g e m a c h t  ( v g l .  [ 1 0 ] ,  S . 3 8 ) .  r ü r  f  =  5 / t S  -  1 )  f o l g t  d a n n :  f  =  1  +  k .

2.  k wird gegenüber 1 vernachlässigt ;  bei  Stäben mit  Rect l teckguerschni t t  beträgt
de r  Feh le r  f ü r  r / t  )  10  wen ige r  a l s  I 7 - .

Damit  ergibt  s ich aus (13) unter  Verwendung des negat iven vorzeichens vor der
wu rze l

o ( ( n ) - f i t t - t , B t # * # | 4 -  J  t r a r

3. Mi t  der Annahme (rr2-1)  >> kp,  d ie im Bereich F ä 0 di rekt  und im Bereich gro-

ßer B unter  Voraussetzung groBer Werte für  r ' t  , tn6 p11 k (1 er f i t l l t  is t ,  ergibt
s ich schl ießI ich nach Reihenentwicklung des Wurzelausdrucks als Gleichung für
den kr i t ischen Lastparameter

cx .6(n)  =  
ß l  ! t , t * t ,ß ) (n ' -1  *  #a) I

von SLITER/BORESI [11]  nach der Energiemethode hergelei teten Be-
ziehung für  cr ,*(n)  überein.  Graphisch brgibt

s ich eine Gir landenkurve,  deren Enveloppe
die Gleichung

d x =  ( 4 + k P ) 2 l F  ( 1 6 )

ha t  ( vg l .Abb .2 ) .  D ie  We l l enzah l  n  wächs t  m i t
zunehmendem Stei f lgkei tsparameter B nach der
Beziehung

n -  ' { , t  ,ß ,  t17l

was  f ü r  d i e  im  Abs ihn i t t  3 . 2  da rges te l l t en
versuchsergebnisse des elast isch gebetteten
Ringes mit  g le ichmäßigem Kontaktdruck von Be-
deu tung  i s t .

Die numerische Auswertung des genaueren Aus-
d rucks  (14 )  ze i g t  f ü r  o *  e i ne  gu te  Ube re in -

s t i nmung  m i t  de r  Nähe rung  (15 ) ,  wäh rend  im
Bereich sehr hoher Stei f igkei tsParameter und
k le i ne r  k ' -Wer te  d i e  Anzah l  n  de r  Beu lwe l -
l e n  n a c h  G I . ( 1 4 )  i m  V e r g l e i c h  z u  ( 1 7 )  g e r i n -
ge r  i s t .  A t l e rd i ngs  we rden  h i e r  be re i t s  d i e
kr i t ischen werte des starr  urunantel ten Rin-
ges  maEgrebend ,  d i e  i n  Abb .2  a l s  ho r i zon ta l e
L in i en  von  de r  Ku rvenscha r  ( 15 )  abzwe igen .

d e n  L ö -

( 1 8 )

( 1 5 )

Sie st i rnmt mit  der

107

L,,
n
uJ
t to'

c\
tr

d lot

ß l  t
F= cr ' lE l  - -

Abb .2  D ruckbeu len  des  be idse i t i g
e l as t i s ch  gebe t t e ten  K re i s r i nges

b) Lösungen für  das Temperaturbeulproblem (ct  = 0)

Aus .  ( 12 )  e rhä1 t  man  f ü r  f ö , 2 ( f+k9 )  w iede rum e ine  b i quad ra t i s che  G le i chung  m i t

sungen

(* . r r ) , , ,  = i+#U'  J
Mi t  den  Ve re in fachungen  1 )  und  2 )  (  3  :  1  -  

f ,  
x  z<  1 )  g i l t  dann

ä = ctraT = *(t*t,N (- # . H'[ n;ff,
- 2 - t

u n d  m i t  3 1  4 . n Ä a  < < 4

( 1 9 )

(2o l
m i n
o > Z

-  c r :  m i n  (  l . r g l  {  n 2 - 1 .  j = 1
^  n r 2  n " l

- - - af 2lT (Envctoppe tft k=O)
- - - - -  Grenzwat t  tü t  P=a:

ax.6 ,? ' t r * )s !  i i$
n. Beutw.ltcnzohl noch Gl.l14 )

( = ! b€i R.chteckqusschnitl€n )

+ 2 ' l r l l r n : l (
^ .2  z i  Z  3  6  tO . tE  32  7 .56

d", aTy hl { h * t B ) ( #  -  # ) l
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Die Enveloppe von (20)  e rmi t te l t  s ich

mit  der zugehör igen Beulwel lenzahl

c(,ATr - Qt" kB)(fr

7I g TT;E

. ä ) ( 2 ' t  I

( 2 2 1

klq$itch. lh.ori. ( b.irs. BailurE )
- - - klossisch. lh.ori. (.ins. Btttungl

richtlin6r. Th.oriG

Grcnzwcrte lür slorc Ummonlclung

k- =Er; l; nrnrccrqwsctrnrrt*

+ p

Abb .3  Tempera tu rbeu l - en  des  e l as t i s ch  gebe t t e ten  K re i s r i nges

Abb .3  ze ig t  u .a .  den  k r i t i s chen  Tempera tu rpa rame te r  aT  ÄTK  i n  Abhäng igke i t  vom S te i f i g -

k e j , t s p a r a m e t e r  B  =  c r ' / n t  n a c h  d e n  B e z i e h u n g e n  ( 1 9 )  u n d  ( 2 0 ) .  D i e  A b w e i c h u n g e n  z w r -
schen  de r  Nähe rung  2 .S tu fe  und  de r  Nähe rung  3 .S tu fe  s i nc l  nu r  i n  Be re i chen  ß  <  100  nen -
nens tde r t ,  so  daß  G le i chung  (20 )  a1s  b rauchba re  Nähe rung  f ü r  das  meh rwe l l i ge  Tempera -
t u rbeu lp rob lem be t rach te t  we rden  kann .

c )  Ana log ie  zw i schen  Außend ruck -  und  Tempera tu rbeu l - en

B e i  V e r n a c h f ä s s i g u n g  k l e i n e r  G l i e d e r  (  € .  < <  1 ,  k  < <  1 ) ,
e rg i b t  s i ch  e i ne  Übe re ins t immung  i n  den  D i f f e ren t i a l g l e i chungen  be ide r  p rob l "eme ,  wenn
man

d - r A T  =  f u .  f t ) a  Q 3 l

se t z t .  D ies  en t sp r i ch t  auch  de r  r e i n  anschau l i chen  übe r l egung ,  be i  d i esen  be iden  Kon -
tak td ruckp rob lemen  d i e  im  c rundzus tand  w i r kende  No rma l k ra f t  ( bzw .  Dehnunq )  aus  Außen -
d r u c k  b z w .  T e m p e r a t u r z w ä n g u n g  g l e i c h z u s e t z e n :

N,(r) = 
#

= Norar  =  - fuY ( 2 4 t

Man  e rhä1 t  dann  aus  dem Außend ruckbeu lp rob lem du rch  E inse t zen  i n  ( 15 )  d i e  Bez iehunq

o( . rAT ,<h)  -  
T : !  [Q t rp (#4  -  # ) ]
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Nur bei kleinen vterten B zeigen sich geringfügige Abweichungen gegenüber den ge-
naue ren  Wer ten  nach  (20 ) (  vg l .  Abb .3 )  .

Mi t  den Ergebnissen dieses Abschni t tes (ausgezogene Kurven Abb.3) können jedoch zwei
beim Temperaturbeulen unmantelter Schalen auftretende Phänomene nicht erklärt werden:

1 '  Für ste i fer  werdende Bettungsmedien ste igt  d ie kr i t ische Temperatur  keLneswegs ge-
9€D -r  wie d ie vom Parameter k '  abhängigen Kurven vermuten lassen.

2.  Aus Versuchen und theoret ischen Arbei ten,  z"B.  von BRITVEC [5] ,  ergibt  s ich bei
starrer  Ummantelung ein p lötz l iches Durchschlagen einer e inzlgen Beule.

Aus diesen Gründen ist  e ine Ur. tersuchung des Verhal tens im überkr i t ischen Bereich er-

forder l ich,  zumal in dem in der Praxis häuf ig vorkommenden Bereich 103.  B (  -  d ie

beiden Phänomene eine stärkere Bedeutung haben als bei  Bet tungen rni t  F < 103.

2 .2 .2  i i l i ch t l i nea re  Lösungen

Zur Ermit t lung von Gleichgewichtszuständen ät l )= o.TÄT( ' l )  im i lberkr i t ischen Bereich

ist  von dem nicht l inearen Di f ferent ia lg le ichungssystem (1a-f )  und den zugehör igen sdchs
Randbedingungen bei  I  = 0 und 7

atso einem nichrlinearen zweipunk.-."i*;.1:o;.9:"";J"u.l,. ""r. Beulprobten u":' '
s ta r r  umman te l t en .  R inges  (2 .B .  BR ITVEC t5 l ,  haben  d i e  übe r  d i e  Ve rsch iebung  Z ( t=0 )
aufgetragenen Temperaturdehnungen d einen parabelähnl ichen Ver lauf  mi t  e inem Minimum
d,-  und einer bei  n = 0 l iegenden Asymptote A(r l to)  = - .  Ahnl iches is t  auch für  den ela-m '
st isch gebetteten Rinq zu erwarten,  woraus s ich für  d ie numerische Behandlung zwei
Probleme ergeben:

1.  Es können nicht  d ie übl ichen Lastste igerungsmethod.en verwendet werden, da s ie bei
a l len Beulproblemen mit  abfal lendem überkr i t ischen Ver lauf  aufgrund der Mehrdeu-
t i gke i t  de r  Lösung  ve rsagen .

2.  Zu der oben beschr iebenen Dehnungs-Verschiebungskurve gehört  e ine gegenüber dem
k lass i schen  Beu lp rob lem (Abschn i t t  2 . 2 .11  vö11 i9  ve rände r te  B iege l i n i e  m i t  nu r  e i ne r
Symmetr ieachse'  für  d ie bei  numerischen Verfahren eine Ausqangslösung "geschätzt"

we rden  muß .

Hier für  hat  s ich fo lgendes Vorgehen bewährt :

Zu  1 .  Es  w i rd  n i ch t  d i e  äuße re  Las t  ( h i e r  d i e  Tempera tu r )  s ch r i t twe i se  vo rgegeben ,  son -
dern die VerschiebungsgröBe l (? = 0l  -  d ie zuqehör ige Temperaturdehnungf is t  dann
eine wei tere Unbekannte des Di f ferent ia lg le ichunqssystens,  für  d ie

ä (9) = const. und damit

g i l t .  Zusätz l j -che  Randbed ingung des  Sys tems

( 2 7  a l

von  s i eben  D i f f e ren t i a l g l e i chungen  i s t

da.
7 6 = d -  

' u

n  ß - o l  
=  n ,  , \ t ,  u s w ' (27b1

Das  Sys tem aus  s i eben  me i s t  n i ch t l i nea ren  D i f f e ren t i a l g l e i chungen  (1a - f )  und  (27a )
w i rd rw ie  i n  [ 10 ]  besch r i eben ,  m i t  e i nem ve ra l l geme ine r t en  NEWTON-Ve r fah ren  l i nea r i -
s ier t  und i terat iv  unter  Einschluß der Randbedingungen gelöst .

Zv  2 .  zum S ta r t  des  NEWTON-Ve r fah rens  w i rd  e i ne  Ausgangs lösunS  (1 ,oy  E  (o )  ,  Y  ( o ) ,  * ( o )  ,

. ( o )  t t d  9 (o )  i .  I n t e r va l l  0  { f  <? l )  dadu rch  gewonnen ,  daß  das  Sys tem fü r  äuße ren

Druck bis in den überkr i t ischen Bereich hinein berechnet wird und dann im Rechenpro-
gramm auf das Temperaturbeulproblem übergegangen wird.  In Abb.4 is t  d ieser Rechen-

ab lau f  f ü r  das  Be i sp . r - e l  B  =  104  und  k t  =  50  da rges te l l t .

2 .  3  Tempera tu r -Ve rsch iebungsku rven

M i t  H j . I f e  de r  i n  den  Abschn i t t en  2 .1  und  2 .2  e r z i eL ten  E rgebn i sse  f ü r  das  k l ass i scheund
das  n i ch t l i nea re  Tempera tu rbeu lp rob lem des  e l as t i s ch  gebe t t e ten  R inges  l assen  s i ch  nun
die vol l -s tändigen Temperatur-Verschiebungskurven angeben. Das gesamte Verformungsver-
hal , ten l -äßt  s ich theoret isch und wie auch die im Abschni t t  3 beschr iebenen Versuche
ze |gen ,  i n  d re i  Phasen  A ,B  und  C  au fg l i ede rn :

Phase A: Der rotat ionssymmetr ische Grundzustand mit  l inear von d abhängigen Radialver-
s c h i e b u n g e n  T o  n a c h  c l .  ( 4 a )  .

P h a s e  B :  N a c h  E r r e i c h e n  d e s . l . I n d i f f e r e n z p u n k t e s  ä ^  n a c h  G I . ( 2 1 )  b e u l t  d e r  R i n g  m e h r -

we l l i g  aus .  Fü r  den  unm i t t e l ba r  benachba r ten  übe rk r i t i s chen  Be re i ch  l äß t  s i ch
nach  EL  NASCHIE  t 13 l  d i e  Bez iehung

& ,qt - A^ (t " t  , [F.n' ) ( 2 8 1

angeben ,  d .h .  das  Sys tem bes i t z t  noch  e i ne  übe rk r i t i s che  T rag rese rve  be i  wach -
senden  Beu lamp l i t uden .
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Phase C: Bej-  e iner best i rünten Beulent iefe 11
schneidet  d ie Kurve (28) d ie nach
Abschn i t t  2 . 2  e rm i t t e l t e  n i ch t l i -
neare Lösung, d ie auf  e inen Wert
d abfäl l t  ünd danach al lmähl ichm
wieder ansteigt .  Dieser Ast  der
Temperaturdehnungs -Verschi ebungs -
kurve kennzeichnet das Durch-
schlagverhal ten des gebetteten
R inges  i n  e i ne r  e i nz i gen  Beu le .

Aus diesem Ver lauf  der Dehnungs-Verschie-
bungskurve is t  e ine Klärung des Tempera-
turbeulproblems gebetteter  Ringe mögl ich.
So  i s t  nach  Abb .4  e i ne  s ta r ke  Abhäng ig -
kei t  von den Parametern B und k 'des Sy-
stems zu beobachten:  Weichere Bettungen
(kle inere l {er te des Stei f igkei tsparame-
ters F) ergeben ein langsameres und we-
niger t iefes Abfal len der Kurve C im über-
kr i t ischen Bereich,  ferner haben s ie e ine
höhere überkr i t ische Reserve nach Errei -
chen der kr i t ischen Dehnung d,* .  nei  har-

ten Bettungen erfo lgt  das Durchschlagen
plötz l icher,  was s ich aus der größeren
Nähe der beiden Kurven der Phasen A und C
e rkennen  I ä8 t .  S i nngemäß  g i l t  d i es  auch
für  zunehmende kr-werte,  a lso dünnwandi-

0.1

Abb. 4 Temperaturdehnungs-Verschie-
bungskurve

ge re  R inge .
Aus einer grö8eren ZahI von numerischen Rechnungen wurden die Minimaldehnungen ä.  in

Abhängigkei t  von F und k* ermit te l t  und in Abb.3 eingetragen. Ein wicht iges Ergebnis
ist  ihre Konvergenz geqen die werte 

_ g

&^ 19 .  -1  -  o ,so  ( t - l  o  
,  (2s l

die EBNER durch Umrechnung der Ergebnisse von BRITVEC [5]  herfe i tete und die Mit
entsprechenden Ergebnissen von CHAN/MCMINN [4]  und HAIN [9]  übereinst immen.

Eine recht  gute Übereinst immung der Ergebnisse der n icht l inearen Rechnungen ist  auch
mit  den k lassischen Beul lasten nach HAIN l9 l  d.H für  e inwel l iges Beulen des einsei t ig
gebe t t e ten  R inges  f es t zus te l l en .  D ies  e rg i b t  s i öh  t r o t z  de r  Un te r sch iede  zw i schen
Außendruck- und Kontaktdruckproblem daraus,  daß bei  der Untersuchung des Außendruck-
beulens berei ts d ie.  Annahmen getrof fen worden s ind,  d ie s ich beim hier  untersuchten
KontaktdruckprobTeF im überkr i t ischen Bereich ungünst igstenfal les e instel len können:
E inse i t i ge  Be t t ung  (d .h .  im  Be re i ch  de r  Beu le  Abheben )  und  e i nwe l l i ge  Beu l f o rm .

3 .  Ve rsuche

3 .1  S ta r re  Umman te lung

3 . 1 . 1  V e r s u c h s e i n r i c h t u n g

Zur Kontrol le der theoret ischen Ergebnisse für  das Temperaturproblem wurden Versu-
che  an  R ingen  aus  Hos taphan  du rchge füh r t .  D ie  Ve rsuchse in r i ch tung  ( vg I .Abb .7 )  be -
s teh t  aus  de r  i nnen l i egenden  Fo l i e  ( h= ' l  cm)  und  e i nem 4mm s ta r ken  und  rd .  4 ,5  cm
hohen ,  i nnen  gesch l i f f enen  S tah lman te l  und  e i ne r  äuße ren  B lechmansche t t e ,  d i e  du rch
eine Schraube kont inuier l ich angespannt werden kann. Der über seine Höhe geschl i tz te
S tah lman te l  (Spa l t b re i t e  s=5  mm)  l äß t  s i ch  so  b i s  zu r  Sch l i eßung  des  Spa l t es  zusam-
menz  i ehen .

Die Darstel lung des Temperaturbeulproblems erfo lgt  a lso in der Versuchseinr ichtung
durch Erzeugen von Kontaktdruck.  Dadurch wurden die Versuche wesent l ich er le j -chter t
und konnten mit  der dargestel l ten einfachen Versuchseinr ichtung und ger ingem Mate-
r ia laufwand durchgeführt  werden. Bei  e iner d i rekten Untersuchung des Temperaturbeul-
problems würden einersei ts hohe, auf  den Innenr ing zu konzentr ierende Temperaturen
und  ande re rse i t s  e i n  ande res  Ve rsuchsma te r i a l  e r f o rde r l i ch ,  da  d i e  E las t i z i t ä t s -
eigenschaften von Kunststof fen zu stark temperaturabhängig s ind.

3 .  1  . 2  Du rch füh rung  de r  Ve rsuche

Die Versuche mit  s tarrer  Urunantelung wurden mit  verschiedenen Ringen aus einer
Hostaphan-Fol ie der Dicke t  = 0,2 mm und verschiedener Höhe durchgeführt .  Die Stoß-
stel le wurde mögl ichst  wei t  vom Spal t  ent fernt  angeordnet,  um eine Beeinf lussung
des Beulvorganges zu vermeiden.  Der StoB r^rurde durch eine in d ie Konstrukt ion ein-
g re i f ende  A r re t i e rung  unve rsch ieb l i ch  f es tgeha l t en .

Das  E in l egen  des  R inges  e r f o l g te  m i t  g roße r  So rg fa l t  be i  geö f f ne te r  Mansche t t e ,
da besonders beim 4cm hohen Ring die Art  der Elnbr ingung berei ts e inen wesent l i -
chen  E in f l uß  au f  den  Beu lbeg inn  ha t t e .  Ung le i chmäß iges  An l i egen  de r  Fo l i e  an  den
Stahlmantel  bewirkte e in wesent l ich f rüheres Ausbeulen.

Um den Reibungseinf luß zu el iminieren,  der e ine Abnahme der Vorspannung im Ring mit
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zunehmender Ent fernung vom Spal t  zurFolgehat,  wurden in Vorversuchen Kontrol lmes-

sungen mit  DehnmeBstrei fen durchgeführE. In unmit te lbarer SPal tnähe ergab_sich ge-

genüb.r  dem aus der Spal tverk le inerung as berechneten Mit te l \ ter t  e in un rd.  30t

ve rg röße r te r  Wer t ,  a l so

e = , t  3  +6s-  (30)
' -  2  r I r

Um den aus den theoret ischen Untersuchungen berei ts ers icht l ichenr mit  B wachsenden

Einf luß von Vorverforrnungen exper imentel l  nachzuweisen,  wurden Vorbeulen unterschied-

I icher Höhe mit  s inus-Foim (vgl-  Abb.5)  zwischen Versuchsr ing und Stahlmantel  gelegt .

Die Länge der Vorbeule betrug b = 6,3 cm, ihre Ampl i tude das Ein-  b is Fünf fache

de r  R ings tä r ke  t .

3 .  1  . 3  Ve rsuchse rgebn i sse

Die nach Gl .  (30) aus Äs berechneten Versuchsergebnisse s ind für  vorverformunglsfre ie

Ringe (h=1 und 4 cm) und für  Ringe (h=1cm) mit  s inusförmigen Vorverformungen in

anUl5 eingezei-chnet,  wobei  jede Eintragung dem Mit te lwert  aus 3 bis 5 Versuchen ent-

spr ich t .

I
I ro-'
I
E

r tJ
;

r d
i

5.rc-3

1 , 5 . 1 0  
2

1 0 -
0

Ohne planmä8lge Vorverformung (w,,  = 0)  zeigt  s ich
ein starker Unterschied zwischen'Ringen ger inger
und größerer Höhe: Bei  letzteren konnten Versuchs-

rde r t e  f ü r  d i e  k r i t i s che  S tauchung  von  €v=3 ,4 ' 10 -3

b i s  4 r4 .10 -3  e r z i e l t  we rden ,  wäh rend  de r  schma le re

Ring 16=1.. )  in e in igen Versuchen auch bei  max € ' . , r= lQ-z

(=Grenzwert  der Versuchsanordnung) noch nicht  durch-
schlug.  Eine Erklärung f indet  s ich in unplanmäßigen
Vorverformungen des höheren Ringes.

Bei  p lanmäßig eingebrachten vorverformungen fa l len
die kr i t ischen Dehnungen stark ab;  berei ts bei  e i -
ner Vorbeule mit  w. ,  = 2t  = 0r4 mm wird t . ,  auf  rd.30t

reduzier t !  Für grö8ere l {er te (etwä w.,  > 5t l  konver-
gieren die kr i t ischen Dehnungen 9e9ei  das Minimum
äer Dehnungs-Verschiebungskurve f t*  nach Gl-  (29) .

Zum Vergle ich s ind die von BUCCIARELLI/PIAN [12]
angegebenen'  ungünst igeren werte für  punkt förnige

Vorverformungen in Abb.5 eingezeichnet;  s ie zeigen
für zunehmende werte von wv eine ähnliche Tendenz

wie die versuche mit  s inusförmigen Vorbeulen.

AIs Resul tat  der versuche mit  s tarrer  Ummantelunq

kann demnach d*=0,56(ä) 
'  

ars untere Grenze der Beur-

bei  grö8eren Vorverformungen nicht  unterschr j - t ten wird.

Abb. 5 Versuchsergebnisse des
starr  ummantel ten Kreisr inges
ohne und mit  Vorverformungen

werte angegeben werden, d ie auch

3 . 2  E l a s t i s c h e  B e t t u n g
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3 .2 .  1  Vo rbemerkungen

Die Versuche wurden mit  dem gle ichen Versuchsaufbau wie
wurde der Last fa l l  der g le ichmäßigen TemPeraturerhöhung
de r  äuße ren  Umhü l l ung  e r se t z t .

i n  3 .1  durchgeführ t .  Wie  dor t
durch eine Zusammenziehung

1 , 0 _

des Bettungsmoduls

3 , 2 . 2  M o d e l l r i n g e

Als Model lmater i -a l  d ien-
te wiederum Hostaphan-
Fol ie,  d ie zu Ringen der
erforder l ichen Größe zu-
sammengeklebt  wurde.  Die
Model l r inge wiesen V{and-
d i c k e n  v o n  0 , 0 2 0  '  0 1 0 2 6
und  0 ,035  cm und  Höhen
von  4  cm au f .

3 .2 .3  Be t t ungsmed ien

Um einen mögl ichst  großen
Bere i ch  des  S te i f i g ke i t s -
parameters I  abzudecken,
wurden drei  verschiedene
Bettungsmater ia l ien sehr
unterschiedl icher Härte
herangezogen. Der Bet-
tungsmodul  wurde in Vor-
versuchen mlt  quadrat i -
schen Stempeln verschie-
dene r  G rö8e  gemessen .  I n
A b b . 6  i s t  d i e  -  s i c h  e r -
hrar tungsgemäB ergebende -

A b b .  6  L a s t a b h ä n g i g k e i t

p  I N r c m 2 ]
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Lastabhängigkei t  des Bettungsmoduls dargestel l t .  Der Bet tungsmodul  l iegt  für  Moosgummi

im  Be re i ch  0 ,9  b i s  1 ,5  N / cm3 ,  f ü r  ze l l kau t schuk  be i  20  b i s  35  w /cm3  und  f ü r  pa rag rau

im  Be re i ch  140  b i s  1000  u / cm3 ,  a l so  i n  Be re i chen ,  d i e  s i ch  um zehne rpo tenzen  un te r -
scheiden.

3 .  2 .4  Ve rsuchse in r i ch tung

Die Versuche wurden - wie bei der starren Urnhtlllung - ln einem im Vergleich zum Ver-
suchsr ing sehr ste i fen Stahlzyl inder mi t  e inem Spal t  von 5 mm durchgef i thr t  (vgl .Abb.7) .
In d lesen Stahlr ing wurden die aus Plat ten herausgeschni t tenen Bettungsschichten zwän-
gungsfre i  e ingelegt .  Eine beim versuch s ich aufbauende Reibungswirkung zwischen Ver-
suchsr ing und Bettungsschicht  konnte durch Talkum wei+-gehend verhindert  werden. Ver-
suche mit  f lüssiger Schmierung (ö l )  erbrachten höhere kr i t ische Dehnungen, was auf
die info lge von Oberf lächenspannungen auf t retende "Klebewirkung" zurückzuführen is t .

3.  2.  5 Versuchsdurchführung

Die Versuchsr inge wurden in der Regel  zwängungsfre i  in den Stahlzyl inder mi t  der e la-
st ischen Schicht  e ingebracht .  Anschl iegend erfo lgte durch Anziehen der l r lanschette d ie
Zusammenziehung der äußeren Umhül lung bis zum Auslösen des Beulvorganges.  Die Klebe-
stel le,  d ie e ine ör t l iche Verstei fung des Ringes darste l l t ,  wurde gegenüber dem Spal t
angeordnet '  da die e inspr ingende Beule (e lnwel l iges Beulen) immer vom Spal t  a]s Stör-
steI le ausging.  Mi t  e iner } teßuhr wurden die Ringspal tverkürzungen und zur Kontrol le
mit  DehnmeBstrei fen die Stauchungen des Versuchsr inges gemessen, außerdem, sowei t
mögl ich,  d ie Beulwel lenlängen beim mehrwel l igen Beulen und die Beulvrel lent iefen beim
einwel l igen Beulen.

a.  Versuche mit  Zel lkautschgk

Die Versuche mit  dem Bettungsmedium mit t lerer  Härte (Zel lkautschuk) erwiesen s ich
als vergle ichsweise einfach.  Die Versuchsr inge konnten spannungsfre i  e ingebracht
werden (vgl .Abb.7) rda die Spal tverkürzung ausreichte,  um den Beulvorgang auszulösen.
Schon vor dem eigent l ichen Durchschlagen einer Beule (vgl .Abb.8) war e ine mehrwel l i -
ge Peul form zu beobachten.  Der Beginn dieses mehrwel l igen Beulens konnte nicht  genau
festgestel l t  werden, da diese Beul form al lmähl ich und mit  sehr ger ingen Beulwel len-
t iefen durch Umlagerung und Vergrößerung unvermeidbarer Vorbeulen entstand.

Aus der gfemessenen Spal tverkürzung Äs ergibt  s ich die Ringstauchung €v mit  Hi l fe

des Bettungsmoduls c und des fnnenradius der Umhül lung R zu

r R€, = g-;7 es mlt  €s-  #

Zur Kontrol le der Dehnungswerte d ienten ein ige Versuche ni t  beidsei t ig aufgeklebten
Dehnmeßstrei fen,  wodurch die Ringstauchungen direkt  gemessen werden konnten.  Sie be-
stät igten im Rahmen der übl ichen Versuchsgenauigkei ten die über d ie Spal tverkürzung
errechneten Werte.

b) Versuche mit .lloosgummi

Die Versuche mit  d iesem Bettungsmedium, das den k le insten Bettungsmodul  hat ,  waren
dadurch gekennzeichnet,  daß die Spal tbrei te n icht  ausreichte,  un bei  spannungsfre i
e ingelegtem Ring ein Ausbeulen zu erzeugen. Daher mußte der Versuchsr ing mit  e iner
best immten Vorspannung eingebracht  werden, d ie durch eine VergröSerung des Ringum-
fanges und anschl ießendes Einlegen bei  zusammengedrückter  Bet tung erz ie l t  wurde.

Die cröße der Vorspannung bzw. Vorstauchung dieses Ausgangszustandes wurde durch Mes-
sen des Ringumfanges und der Zusammendrückung der Bet tung ermit te l t .  Um ein Durch-
drücken der weichen Bettung durch den Spal t  und damit  e ine erhebl iche Störung in
Spal tnähe zu verrneiden,  wurde dieser durch ein Stück Hostaphan-Fol ie überbrückt .

D ie  meh rwe l l i ge  Beu l f o rm  wa r  h i e r  k l a r  e r kennba r  ( vg l .Abb .9 ) .  Das  e i nwe l l i ge  Beu len
erfo lgte n icht  so schlagart ig wie bei  den Versuchen mit  härterer  Bet tung,  sondern
a l lmäh l i ch  ( vg l .Abbn .10  und  11 ) ,  wobe i  ve r such t  wu rde ,  den  Beg inn  des  Umlage rungs -
vorganges festzustel len.  Wegen der geschi lderten Schwier igkei ten s ind die Ergebnisse
der Versuche mit  Moosgumrni  vors icht iger a ls d ie jenigen der anderen Versuche zu in-
t e rp re t i e ren .

c)  Versuche mit  Paragrau

Die Versuche mit  d iesem härtesten der verwendeten Bettungsmedien ver l iefen ähnl ich
wie die mit  Zel lkautschuk.  Al lerdings mußte,  um ein Abrutschen und Ubereinanderschie-
ben der Fol ienenden durch die bei  harter  Bet tung hohen Normalkräf te im Grundzustand
zu  ve rh i nde rn ,  d i e  K lebes te l l e  zusä t z l i ch  e i ngespann t  we rden .  De r  E in f1uß  d i ese r  zu -
sätz l ichen Störung auf  das nehrwel l ige Beulen is t  wegen der h ier  auf t retenden hohen
Beulenzahlen ger ing und auf  das einwel l ige Beulen ohnehin vernachlässigbar k le in.

Die I r lodel l r inge konnten ohne Schwier igkei ten spannungsfre i  e ingebracht  l rerden.  Das
mehrwel l ige Beulen t rat  h ier  ebenfal ls  auf .  Seine Beobachtung war wegen der hohen
Wel lenzahlen und der sehr ger ingen Beulwel lent iefen recht  schwier ig.  Mi t  Hi l fe von
Lichtref lex ionen konnten aber dennoch die t te l lenzahlen festgestel l t  werden. Das an-
schl ießend auf t retende einwel l ige Beulen er fo lgte noch schlagart iger a ls bei  den
Versuchen mit  Zel lkautschuk.



8 9

Abb .  7  Ve rsuchse in r i ch tung  m i t
e l - as t i s ch  qebe t t e tem
R ing  im  Grundzus tand

Abb .8  E inwe l l i ge  Beu l f o rm
(Be t t ungssch i ch t :  Ze l l -
kau t schuk )

Abb .9  Meh rwe l l i ge  Beu l f o rm
(Be t t ungssch i ch t  :  Moosgummi )

A b b . 1 0  u .  1 1  ü b e r g a n g  z u r  e i n w e l l i g e n  B e u l f o r m
(Be t t ungssch i ch t  :  Moosgummi )
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Die Ergebnisse al ler vorstehenden Versuche sind in Abb.3 elngetragen. Fi lr  jede Pa-
rameterkombination sind mindestens 5 Versuche durchgeft lhrt worden. In Abb.3 sind
durch Kreise üit tel.wert und untere und obere Grenzrerte jeder Versuchsreihe markiert.
Im dargestel l ten Streubereich sind die unterschledl ichen Reibungselnf l i lsse enthalten.
Deren genauere Untersuchung bleibt weiteren versuchsrelhen vorbehalten. Dabei rntlssen
die Einf lüsse der beim Aufbau des Grundzustandes und der belm t lbergang in den ausge-
beulten Zustand auftretenden Reibung getrennt untersucht werden. l fährend der erstge-
nannte Reibungseinf lu8 zu einer ungleichnä8igen Normalkraftvertei lungt und ln Spalt-
nähe zu vergröEerten Werten führt,  was einer Unterschätzung der kri t lschen Dehnung
gleichkommt, wird durch die Reibung beim Ausbeulen dle kri t ische Dehnung erhöht und
damit überschätzt.

d) Versuche mit planmä8igen vorverformungen

Bei den Versuchen nit  elast ischer Bettung war es schwierlger als bei denjenigen mit
starrer Umhüllung, ei,ne genau definierte Vorverformung anzubringen. Schl ie8l ich wurde
durch eine an dem Stahlzyl inder befestigte Spindel über ein Gestänge, das durch zwei
Bohrlöcher mit einem innen l iegenden Stempel verbunden war, eine i lber die Höhe des

Versuchsringes konstante
Störverformung erzeugt.
Eine Spindelumdrehung
entsprach einer Vorbeu-
len t ie fe  von 0 ,5mm.  D ie
Vorbeulen wurden bei ei-
ner ersten Versuchsreihe
im Grundzustand (ver-
fornter Zustand vor dem
Ausbeulen) eingefahren
und auf diesen bezogen,
während in einer ereite-
ren Versuchsreihe die
vorbeulen bereits im
{spannungslosen} Aus-
gangszustand erzeugt
wurden. Die Ergebnisse
dieser versuche zum Eln-
fLuß der Vorbeulen sind
in  Abb.12  in  Abhäng igke i t
vom Verhältnis der Vor-
beulentiefe zur Wand-
stärke aufgetragen.
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Abb.12 Versuchsergebnisse zum Vorbeuleneinf lu8 beim ela-
st isch gebetteten Ring

3 .2 .6  ve rg l e i ch  r n i t  t heo re t i s chen  E rgebn i ssen

Die durch Versuche ermit te l ten kr i t ischen Dehnungen €, ,  I iegen in a l lgemeinen zwischen

den theoret ischen l fer ten der k lassischen Theor ie mit  beidsei t iger Bet tung (obere Grenz-
werte d-)  und den Herten aus der n icht l inearen Theor ie (untere Grenzwerte ö.) .  UabeiÄ
is t  ihr  Abstand vom oberen Grenzuert  ger inger a ls vom unteren.  Bei  den Versuchen mit
l i toosgunmi,  a lso bei  k le inen l fer ten des Stei f igkei tsparameters F,  wird der obere Grenz-
wert  noch überschr i t ten (vgl .Abb.3).  Eine Erklärung hier für  kann in dem zunächst  gut-

ar t igen überkr i t ischen Verhal ten des beidsel t ig gebetteten Ringes gesehen werden, das
be i  k l e i ne ren  p - t { e r t en  s tä r ke r  ausgePräg t  i s t  ( vg l .Abb .4 ,  Phase  B ) .

Die mit  der Energiemethode hergelei teten Beulwerte des einsel t ig gebetteten Ringes un-
ter  Außendruck nach [9]  t iefern bei  Umrechnung mLt Gleichung (24) kr i t ische Temperatqr-

dehnungen &pa, dLe im betrachteten Parameterbereich nur geringfügig von den Yterten d. der

nicht l inearen Untersuchungen abwelchen. Wie die Versuche mit  Vorverformungen zeigen,  
-"

werden diese unteren Beulnerte auch bej .  gro8en Vorverforrnungen nicht  unterschr i t ten. ,

Zusammenfassung

Durch Untersuchungen mit  der k lassischen Beul theor ie und mit  e iner geometr isch nicht-
l inearen Theor ie wird das gesamte Beulverhal ten eines elast isch gebetteten Ringes un-
ter  konstanter  Temperaturerhöhung untersucht .  Das Problem wird durch di .e Parameter

- - 4
* '=r [E r  (beim Rechteckquerschni t t  r / t )  und B = 

; ts  
beherrscht .  Vom geradl in igen Tei l -

stück der Dehnungs-Verschiebungskurve (unausgebeul ter  Grundzustand) zweigt  in 1.  In-
di f ferenzpunkt ,  der aus Untersuchungen nach der k lassischen Beul theor ie des beidsei t iq
gebetteten Ringes errechnet werden kann, e ine Kurve ab,  zu der mehrwel l ige Beul formen
gehören.  Im Bereich gröBerer Verschiebungen wird e ine andere Gleichgewichtskurve maß-
gebl ich,  zu der e ine einwel l ige Beul form mit  ungebettetem Bereich gehört .  Dieser Kurvenast

ste igt  nach Erreichen eines Minimums wieder an.  Das Minimum der kr l t ischen Dehnung kann
als maßgebender Wert  für  d ie Bemessung angesehen werden. Die Größe der Di f ferenz zwi-
schen Abzweigpunkt  und Minimum und die Ent fernung des Minimums vom Grundzustand ste l len

o tc t6 t( t2 l
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ein Maß für dle vorbeulenempftndlichkelt der Konstruktion dar. Der Abzweigpunkt
l iegt umso höher, je steifei die Bettung des Rlnges ist.  Beim starr umnantelten
Ring exlst iert kein Abzweigpunkt für endl lche Dehnungen. Die theoretlschen Er-

gebnisse werden durch die Versuche 
+l 

bestät igt.
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