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I Einleitung

Neuzeit l iche Konstruktionen, die in natürl ichem Boden oder

anderen Medierr gebettet sind. zeichner-r sich einerseits durch

die Verwendung hochfesten Materials und abnehmeude Quer-
schnittsfläche, andererseits durch Einsatz von Werkstoffen

mit kleinem Elastizitätsmodul, z. B. Kunststoffe, aus. Bei den

ersten Tunuelbauteu unter Flußläufen konnte aufgrund ihrer
großer.r Wandstärke noch erfolgreich ein Nachweis geger.r Beu-

len der ungebetteten Konstruktion geführt werden, während

heute überwiegend von der mittragenden Wirkur.rg des Bodens

Gebrauch gemacht wird. Das hat zur Folge, daß den Stabili-

tätsproblemen bei Wasserdruck, Erdbelastung oder auderen

äußeren und iuneren E,inwirkuugen zunehmende Beachtung

geschenkt werden muß.
Das räumliche Problem wird unter Aunahme eines in der

Längsachse des Zylinders unveränderlichen Belastungsver-

laufs auf das eber.re Problem des elastisch gebetteten Kreis-

ringes reduziert (Bild 1). Arbeiten zur Berechnung von Tunnel-

ringen nach der Theorie l.Ordnung erschietlen 1964 r'or-r

Schulzei Duddeck l1], nach eiuer linearisierten Theorie 2. Ord-

nung 1966 von Wir.rdels l2], 1970 r'on Hain7'Horst [3] sowie

1969 von Durth [4]. Von den für Spannungsberechnunget.t
verwendeten Theorien, der Kontinuumstheorie und der Bet-

tungszahltheorie, ist die Tetztere zur Lösung des Stabilitäts-

problems weiterentwickelt worden. Es wird 1968 von Hain [5]
mit Hilfe der klassischen Stabilitätstheorie, 7L)14 r'on Hus-

sein [6] mit finiten Stabelementen und 1975 in 17] mit einem

auf Differentialgleichungssysteme verallgemeinerten Newtol.t-

Verfahren untersucht. E,in weiteres, auf der Energiemethode

beruhendes Verfahren zur Berechnung vol-l biegeweichen

Rohren unter Erdlasten stammt von KlöppeltGlock [8] aus

dem Jahr 1970. Von Kessler [9] wird 1976 fnr stählerne Tun-

nelauskleidungen eine gute Übereinstimmung des Fließgelenk-

modells mit genaueren Rechnungen festgestellt für der.r Para-

meterbereich des Tunnelbaus werden Ergebr.risse ir.r tabellari-

scher Form vorgelegt.
Inzwischen sir.rd auch verschiedene Modell- und Großr'er-

suche veröffentlicht worden: Sonntag [10] und FleckiSonn-

tag [11] experimentierten 1966 b2w.1974 au Ringen aus Aral-

dit und Stahl, die in Stahlwalzen gebettet waren. Iu der bereits

genannten Arbeit vor.r KlöppeliGlock werden zur Absicherung

der theoretischen Ergebnisse Versuche an Modellen und an

einem überschütteten Durchlaß aus Wellrohren beschrieben.

Untersuchungen an ähnlichen Konstruktionen stammen von

Satt ler [12] 1971 und von Kienberger [13] 1975. Sie führten

zur Festlegung einer,,Bemessungstabelle liir Wellblechrohre",

eines Beitrags zum Prix Magnel,
de Contröle pour la S6curitÖ de la

die in der Praxis zusammeu mit einer Einbauanleitung eiu

wichtiges Hilfsmittel darstellt. Ferner seieu die Versuche vou
Di"irkop l14l 1974 an eingebetteten Tanks aus glasfaserver-

stürktem Kunststoff (GFK) erwühnt. die durch angelegtes
Vakuum zum Einsturz gebracht wurdeu, sowie die von

Gaube/Müller 115] 1975 an Rohrstücken aus PVC und Poly-
äthylen durchgeführter.r Experimente.

Im folgenden sollen nun auf der Grundlage der Arbeit [7]
Bemessungsdiagramme aufgestellt werden. die eir.re Abschät-
zung der Sicherheit der oben erwähnten Konstruktionen gegen
Erreichen der Grenzlast ermöglichen. Da die Herleitung des
maßgebenden Differentialgleichungssystems in [7] beschrie-

Lelq_y@_lq{bschnitt 2 eir.re gekürzte Darstellung der ,.
Grundlagen gewäihlt, dagegen auf die unterschiedlichen Er-
gebnisse bei Belastung durch Wasserdruck und durch Erd-
druck in der.r Abschnitten 3 urrd 4 näher eingegangen.

2 Differentialgleichungen für gebettete Systeme,
in denen Belastung und Bettungswirkung voneinander
unabhängig sind (2. B. Wasserdruckproblem)

Betrachtet sei der Fall einer kreiszylindrischen Konstruktion
nach Bild 1, die an ihrer äußeren Kontur r. durch radial
wirkende Federn, die nur Druckspannungen aufnehmen
können, gestützt wird. Im Falle einwärts gerichteter Ver-

schiebungen bleibt die Konstruktion in diesem Bereich un-
gebettet. Die äußeren Lasten - z. B. Wasserdruck oder Unter-
druck im Innenraum - bleiben hierbei in voller Höhe wirk-
sam.

Bild l .  System, Belastung und
elastisch gebetteten K reisr inges
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Diesem Belastungs- und Stützungsverhalten entspricht als
statisches System der einseitig gebettete Kreisring nach Bild 1.
Es wird angenommen, daß sich der Ring bei rotatiot.tssymme-
tr ischen Lasten (1": 1) in einem Bereich der Größe 2Q, tn' t
beliebiger Stelle, die durch Störur.rgen der Geometrie oder der
Lasten bestimmt sein mag, nach innen verformt und dort un-
gebettet ist. Im Fall )" < 1 tritt der ungebettete Bereich an der
Stelle der maximalen Lastordinate, z. B. im Firstpunkt. auf.
Bei Laststeigerung ergibt sich ein nichtlineares Spannungs-
problem, das auf die Existenz einer Grenzlast mit stark atr-
steigender-r Verformungen zu untersuchen ist.

Zur Lösung dieses Problems wurden in [7] folgende An-
nahmen zugrunde gelegt:

1. Die Verzerrungeu {; und ry' sind mit den Verschiebunger.r
l und n', sowie mit den Verschiebungsgradienter.r r.richtlinear
verkr.riipft.

2. Die drei Gleichgewichtsbeziehungen des eber.ren Kreis-
bogenelemer-rtes sind für den verformten Zustand formuliert.

3. Die Belastungen und Bettungswirkunger-r sind normalen-
treu.

4. Die Bettungswirkunger.r werden mit Ausnahme der Son-
derftille im Abschnitt 3.6 durch den Winklerschen Bettungs-
ansatzp : r'n' beschrieben.'

5. Entsprechend der Bernoull ischen Hypothese gi l t  Eben-
bleiber.r der Querschnitte; Schubverformungen werden nach
eir.rer Überpri"ifung durch Vergleichsrechnungeu vernach-
lässigt.

6. Die Größe des ungebetteten Bereichs wird bei jeder Last-
stufe aus der Bedingung w(+ d,) :  0 ermittelt .

7. Aus Symmetriegründen wird das System nach Bild 1
uur im Bereich 0 < d < n untersucht.

Unter diesen Voraussetzungen ergibt sich mit den sechs
dimensionslosen Unbekannten

( 1 a  0
. " _  N  , _  a, ' -  

E A '  , -  E A

ein Differer.rtialgleichungssystem 1. Ordnung, das aus den Ver-
schiebur.rgs-Verzerrungsbeziehungen (2a,b), den Gleichge-
gewichtsbeziehungen (2d-f) und den konstitutiven Gln. (2c, g)
besteht:
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sowle

(3 c, d)

(Fi.ir Rechteckquerschr.ritte gilt i: 0.8 + l2 (1)'. rgf t .
\ . /

Gr .46b)

Die Randbedingungen am lntervallanfang / : 0 und am
Interval lende@ : z lauten:

( :  t l t  :  q : 0  ( 4 a -  c )

Die übrigen Randwerte sowie die Feldgrößen sind unbekannt,
es handelt sich also um ein Zweipunktrandwertproblem eir.res
nichtlinearen Differentialgleichungssystems.

Die numerische Lösung erfolgt durch ein auf Differential-
gleichungssysteme der Form

(5  a)

verallgemeinertes Newton-Verfahren, wodurch das nicht-
lineare Problem zunächst auf eine ur-rter bestimmten Voraus-
setzungen quadratisch konvergierende Folge lir-rearer Rand-
wertaufgaben transformiert wird. Die (/r * 1)te lineare Diffe-
rentialgleichr.urg hat die Form

' r i ( t + l )

in der die Jakobi-Matrix der partiellen Ableitungen vor.r .r7,
nach -t, an den Stützstellen 1, : 1At aus der /r-ten Näherung
zu ermitteh.r ist. Der Algorithmus (6) wird in der englisch-
sprachigen Literatur [16] als,,quasi l inearization" bezeichnet.
Das im linearen Fall gültige Superpositionsprir.rzip gestattet
es nun, die unbekannten Fur-rktionen x,(t) aus einem Funda-
mentalsystem der Lösungen der Anfangswertaufgaben durch
L inearkombi  na t ion  zu  gewinnen.

Auf diese Weise kann ftir vorgegebene Lastparameter flr,
u r, ... der Vektor : der Zustandsgröß en t,(, ry, r!, n, q, m) an den
Stützstellen dr - Ir ermittelt werden. Eine Grenzlast a- des
Systems ist erreicht, wenn bei kleinen Zuwächsen des Last-
parameters charakteristische Zustar.rdsgrößen wie z. B. die
Firstverschiebung 4(d:0) stark ansteigen. Bei weiterer A1-
rräherung an die Grenzlast wird das numerische Verfahren
divergent.

Eine Möglichkeit, auch nach Erreichen der Grenzlast
Gleichgewichtszustände des Systems zu berechnen, eröffnet
das Parameterschätzverfahren z.B. nach Lee [17]. Anstelle
des Lastparameters a wird die Randgröß e tl o : U (ö : 0) vor-
gegeben und der Parameter a als weitere Unbekannte in das
Differentialgleichungssystem (2a-l) eingeführt. Da u" konstant
bezüglich der unabhängigen Variablen d ist. gilt als siebente
Differentialgleichung

- . - . . i - n4  - . \ ?  -  u . (5  b )

Damit können die .,'ollständigen Last-Verschiebungskur-
ven des Systems berechnet werden. Insbesondere kann ge-
zeigt werden, daß die vom einseitig gebetteten Ring aufirehm-
bare Belastung im überkritischen Bereich in der Regel ab-
sinkt, es sich also um ein von'erformungsempfindliches Sta-
bilitätsproblem handehi kann.

M
E A r

(2a f)

(2e)

und den Abkürzungen liir den Lastparameter a und delr Stei-
figkeitsparameter p

, ' , 1

L I
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J  t + -
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f  a e
l t t - - ' q
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i = l  \ , . r i . / ( k l

(6)
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1
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q '  -  - n ( l  -  ü ' l -  .  Ä o L r l  + z )
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mit

t : n + n 1

p 1 3

EI

1 Zur Ermitt lung von c. 'z.B. [8, 25,33].
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Eine ausreichende Genauigkeit und schr.relle Konvergenz

der numerischer-r Rechnungen konnten mit den folgender-r

Steuergrößeu erzielt werden :
t)a: 1y Genauigkeit des Bereichswinkeis @t,
für das verallgemeinerte Newton-Verfahren:
{;r :  1"1 Differenz aus x;111 und r;111r1,
Lö : 5" Abstand der Stützstellen im h.rtegratior.rsgebiet,

für die Anfangswertaufgaben nach Wanner [18] :

m : 5 Ordnung der Taylorreihenentwicklut.rg,
I  :  1 Ordnung der Störungsrechuuug (Lie-Reihen),

k : I Zahl der Quadratur-Stützstellen.

3 Ergebnisse für das ,,Wasserdruckproblemo'

3. I Verhuh en bei Last steigerLln(J

3. 1. 1 Last-Verschiebungskurven

Zunächst wird das Verhalten der Konstruktion bei Laststei-

gerurlg anhand der in Bild 2 dargestellten Last-Verschiebungs-

kurven betrachtet. Für den Steifigkeitsparameter dieser Bei-

spiele ist der verhältnismäßig hohe Wert B : 104 gewählt

wordeu, der in Anwendur.rgsftillen mit geringer Biegesteifig-

keit der Wandung und steifem Hinterfüllungsmaterial (2. B'

Kunststoffrohre und Behälter aus GFK) auftreteu kaun.

Abhäneis von einem Parameter

bei Ringen mit relativ zur Biegesteifigkeit zunehmender Dehn-

steifigkeit die Axialdehnungen im Grundzustand klein und

damit die Unterschiede zwischen den Annahmen der klassi-

schen Stabilitätstheorie und der nichtlinearen Rechnung gertn-

ger sind. Dagegen sind z.B. bei Kunststoffrohren mit kleinen

Werten / i*(<20) erhebliche Abweichungen zwischen den

Maximal- und den klassischen Beullasten vorhanden.

3.1.2 Last-Verschiebur.rgskurveu f i i r  Konstruktioneu

mit Vorverformungen

Bild 2 zeigt die Abminderung der Maximallasten bei Vorhan-

densein von Vorverformungell, deren Verlauf über den Um-

fans nach den Gln.

t1 ,k i l  :  r l t , . cos2 | .  o , :  !

<,(ö) : 0,5 ro,. sin2t' ,

rl/,(Ö\ - - 1.5rr;l,,sin2@

angenommerl wurde. lr',. ist die Vorverformungsamplitude im

Scheitelpunkt. Der durch die Gln. (8a c) r 'ereinbarte Verlauf

der Vorverformungell. wodurch der Kreisring die Gestalt

e iner l iegenden Ell ipse erhült,  ist z. B. für den Anwer.rdungs-

bereich eingeschütteter Kut.tststoffrohre mit größeren Wand-

st: irken sir-rnrol l ,  währeud bei dünnwandigeren Konstruk-

tionen eher eine örtlich begrenzte Vorbeule anzusetzen wzire.

Aus Bi ld 2 ist zu eutnehmen. daß bei kleir-reren / i*-Werteu
(flachere Last-\'erschiebungskurven) der Vorbeuleinfluß auf

die Maximallasten abnimmt. Hier kanu mit einem ausreicher-rd

großen Sicherheitsbeiwert der Einf luß der Rohrel l ipt izi tät er-

faßt werden. was durch Parermeterstudien im Abschritt 3-2.2

bestät igt wird.
Bei diinnwandigeren Rohretr (größeres /i*) kanr.r dagegen

nicht auf genallere Untersr.tchungeu des Vorbeuleinflusses

verzichtet werden. So wird bei f l :  1{14 11nd Ä* : 100 die

Maximallast durch Vorverformullgen von 0.5",; ,  des Radius

um 59'; ;  bei el l ipt ischer Rohrform und

um 28"r. bei tirtlich begrenzter Vorbeule

nach Rechnut.tgerl \'ott Mer.rzel [19] reduziert.

l ,*" .,

( _
\ -

I  bei Rechteckquerschnitten), (7)
t /

der das Verhältnis zwischen Dehn- ur.rd Biegesteifigkeit kenn-

zeichnet, steigen die Kurven bis zur Maximallast a. mit ur-rter-

schiedlichen Steigur.rgen an (Phasen A und B) und fallen nach

Überschreiten des Maximums mit geringeren Steigungen wie-

der ab (Phase C). Im überkritischen Bereich ist auch bei größe-

ren Verschiebungen des Scheitels der Konstruktion kein er-

neutes Ansteigen der Lasteu zu beobachten.
Die Maxima der Last-Verschiebungskurven konr ergierett

fi-ir wachsende Parameter k* gegen die klassischen Beullasten

z^, nach Hain [5]. Der Grund hierfür ist darin zu sehen. daß

I
ü

;
t l

at

o qol o,o2 0,05 o,l0 0,15
W o / r  +

Bikl 2. Last-Verschiebungskurven des einseit ig elast isch gebetteten Kreisringes
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k'=.,JNTf r (betiebiger Querschnitt )
= r /  t  (Rechteckquerschni t t  )
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B \ c20
-  k ' = 1 0  -
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Bild 3. Veränderung des Winkels des ungebetteten Bereichs bei
Laststelgerung

3.1.I iiffnungswinkel des ungebetteten Bereichs

Zur Verauschaulichung der Phasen des Beulvorganges unter

einer von der Bettung ur.rabhüngigen Belastur.rg ist in Bild 3

der Wirrkel @, des ungebetteteu Bereichs in Abhängigkeit ron

e angegebeu. Er wird bei Erhöhung des Lastparameters von

0,5e. aufa. um rund 50'7u verringert und steigt im überkriti-

schen Bereich lar-rgsam wieder au. Dies entspricht nach

Glock [20] dem Verhalten des Ringes mit starrer Ummante-

lur.rg, der sich zunächst infolge eir.rer Umfangsverki"irzung bei

unterkritischer Druckbelastung voll der Ummantelung löst.

Bereits ror und wtihrend des Ausbeulens kommt es danu zu

einem Anliegen au der Wandung, wobei sich der Kontakt-

bereich vergrößert (Phasen A und B), und uach Erreichen von

z- wieder zu einem Loslöser-r von der Wandung, während der

Ring nach ir.rnen zusammenstürzt (Phase C). Für die Frage

der maßgebenden Vorbeulform ist die Größe des Wiukels @t

Bauingenieur 55 (1980)

bei a. r 'on Bedeutung U9]. Bi ld 3 zeigt, daß @, bei wachsen-

den Werteu vor-r B ur-rd /.* abr-rimmt.

.1. 2 P m'cunet rist he Ll nt arsuchuntt ot

3.2.1 Maximallasteu

In Bild 4 sind die Ergebnisse von umfangreichen parametri-

schen Untersuchuugen dargestellt. Wichtiger Kurvenpara-

meter ist wieder das Verhältnis der Dehn- zur Biegesteifigkeit

der Kor.rstruktior.r, das besonders fi"ir größere Werte p einen

erheblichen Einfluß auf die Maximallasten a^ hat. Bei Ver-

nachlässigung der axialen Dehnungen ergibt sich die Kurve

/.* :  :c. die für dickwandigere Bauteu z.T. erheblich i iber den

erak leu  Crenz las ten  l ieg t .
Im Bild 4 sind die beiden Grenzlzille des freien und des

starr ummantelten Kreisringes zu erkeuuen. Im Fall p gegen

Null gehen die Kurven für a- und a*, ineinander über und

konvergieren gegen den bekannten Wert

a , , . ,  :  u .x i . , , :  3 ,0  (9 )

mit der in [21] nüher dargestel l ten Besonderheit:  Bei unge-

ftihr p : 40 zwe igt von der Kurve für die einwellige Versagens-

form (n" : 1 Symmetrieachse) eiue weitere Kurve für zwei-

wellige Beulformen (n" : 2) ab, die für /i < 40 unter der erste-

rer.r liegt.
Bei zunehmender Federstei l igkeit  der Bettung ist in Bi ld 4

eine Abflachung der Kurven für a,,, uttd für kleinere Werte /.*

ein Einmünden in Paral lelen zur B-Achse zu erkeunen. Fi ir

die Grenzwerte hat Glock i20'l auf der Grundlage der Etrer-

siemethode die Gl.

:
^ ,  -  f a l r . * 5' J . r '  

r  
-  L . W L t \ i l0)

hergeleitet. Diese Beziehung gilt bei Beri-icksichtigung der

Axialdehnungen t:n im Grut-tdzustar-rd. Der Fall {r0 : 0 wurde

von Britvec 122] im Zusammenhaug mit dem Temperzttur-

I

I

il

i
t l

E
at

103
B  =  c r a l E l  d >

k* = r[lt-l2T r
1 ,  - .q m =  P m r - / E t

B = c r a l E l = 1 o o
p = 1 0 0

Beto.stung normqlentreu i'= fill7f r

l .  kons ton t  über  den Umlong:  ) .=  1  (  -  k ' :  r / t )

ktoss. Beuttosten c,*; [5 )
Mcximqtlosten

', mit cos29-förmiger Yorverformung
', mit örtt icher Vorverf.  I  t9 ]

Vorverf ormungs omptitude
7 oim F i rs t :  t r l "=  r /100

2.verändert iche Belostung
) . =  0 , 5  ( t r t " = 0 )

ourchschtogstosten von GFK-
Behöttern ous Versuchen [t / . ]
.  Versuch Nr.5 : r l l= 47

Bild 4. Grenzlasten des einseitig gebetteten Kreisringes und Versuchsergebntsse
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beulproblem des starr ummantelten Ringes behandelt.  Durch
Umrechnungen mit

u rLT* , :  ku"x i . ,

mit der Wärmedehr.rzerhl a1 und der kritischen Temperatur-
erhöhung ATKi läßt sich die Gl.

Die in Bitd 4 angegebenen Maximallasten gelten unter der
Voraussetzung linear elastischen Materialverhaltens. Wird
bei Laststeigerur-rg im unterkritischer-r Bereich a < a. in einer
Randfaser die Streckgrenze des Ausbaumaterials i-iberschrit-
ten. müssen die elast ischen Maximallasten a...1 auf die plast i-
schen a..o, abgemir-rdert werden.

Ein N;iherur.rgsverfahren hierzu wird von Duläcska [24]
beschrieben und in Bild 5 auf eir.r glattwandiges eingebettetes
Rohr aus St 52 mit den Parametern ß :1000 und /<* :
rlt:50 angewandt. Voraussetzung ist, daß im maßgebenden
Belastungsbereich r.rur ein Fließgelenk im Firstpunkt auftritt.
Auf der Abszisse ist die Exzentrizität e der Normalkraft im
Firstpunkt bezogen auf die Wandstärke r aufgetragen, an der
Ordir.rate die auf die Streckgrenze n" bezogene Normalkraft
n -- N lEA. In diesem Diagramm sind die Kurven

. co
I

ur-rd ( 1 2 a . b )

385

!
a " x i . ,  : 6 J 2 k * 5 ( 1 1 )

f i . i r  r ;n :  0 ermitteln. Die gestr ichelten Kurven in Bi ld 4 kon-
vergieren für p - :r- gegen die kritischen Lasten nach Gl. (l 1).

3.2.2 Variation des Verlaufs der Vorverformungen

Der Einfluß der Vorverformungsfigur auf die Größe der
Maximallast ist aus Bi ld 4 zu entnehmen. Die Ampli tude ist
konstant und beträgt @, : 0,01 r. Bei zweiwelliger Beulform
(ll < 40) ist eine Vorverformur.rg nach Gl. (8a- c). bei einwelli-
ger Beulform ([i > 40) dagegen die örtliche, einwellige Vorver-
formung nach [19] maßgebend. Es sind also entsprechend der
Forderung in [23], Abschnitt  1.5.1. wonach als Vorverfor-
mur.rgsfigur eine der maßgebenden Eigenform ähnliche Funk-
tion zu wühlen ist, abhüngig vom Steifigkeitsparameter /i zwei
verschiedene Vorverformungsrerlüufe zu betrachten.

Zum Vergleich ist in Bild 4 auch der Fall nicht konstanten
Außer.rdrucks. geker.rr.rzeichnet durch i":0,5, für / .* :20
und 50 eingetragen. Fi ir  kleinere B-Werte werden ungünsti-
gere Werte f i" ir  z. erhalten, während die Kune ,r, :0,5 f i" ir
große f gegen die Kurve für )"-- 1,0 kor.rvergiert. Fi"ir die
Frage der anzusetzenden Imperfektionen folgt hieraus. daß
Belastungsimperfektior.ren Q" I 1) und geometrische Imper-
fektionen (r.o, I 0) am lorliegenden System r,öllig verschie-
dene Auswirkungen haben. Eine Rechnung mit l"  < 1 kann
also bei Vorliegen r,or-r Vorbeuler-r eine Analyse des Vorbeul-
einflusses nicht ersetzen.

.i. 3 Gält iqlteitsqren:en

Zum Einfluß r'on Schubverformungen auf die Maximallasten
gilt r.rach hier nicht wiedergegebenen Rechnungen: Schubver-
formungen sollten bei Schubverteilur.rgszahlen :z > 5 für
/ ix < 20 ur.rd bei z> 1,2 f i i r  / i*  < 10 in Betracht sezosen
werden.

0 0,5 lp
e / t  { >

Bild 5. Last-Verschiebungskurve bei Überschreiten der Streck-
grenze

t'lu 
: 

1

u '  1 +

(  t l l , -

t t'r

; : - ' ' ,  -  Jo(;) ' .  '
die von cil abhängigen Grenzlinien fi-ir das Erreichen der
Streckgrenze in einer Randfaser bzw. der Bruchgrenze mit voll
plastiziertem Querschnitt. Trägt man in das Diagramm die
auf n" bezogenen dimensionslosen Normalkräfte n des Sy-
stems im am stärkster-r beanspruchten Punkt, dem Firstpunkt,
in Abhüngigkeit von

( 1 3 )

ein, dann erhält man einen Schnittpunkt mit der Grenzkurve
n"11'n,, bei deren Überschreiten im Querschnitt Fließen auf-
tritt. Die maximale Dehr-rur-rg in der Randfaser

t r -  n  +  n t ' 6 l i *

hat hierbei den Wert

, . , 5 2 _ o " \ ' s 2  - 1 6 0  _ r ? r  r n . {. \ , t -  
-  

-  
2 . 1 . 1 0 . - ' - , , ' , ,

Zwischen den Kurven n,.,7'n. und nuin, erfolgt nun eine Ab-
minderung der elastischen Normalkraftkurve (gestrichelt) ent-
sprecher-rd dem verringerten Tragr,ermögen des teilplastizier-
ten Querschnitts (vgl.  [24], Bi ld 11). Die ausgezogene Kurve
n7'n. i,erläuft unterhalb der Linie rtuf n" mit einem Maximum
n..u,f n":0,49, woraus die gesuchte plast ische Maximallast
a..r,  ermittelt  werden kann.

Ein N:iherungsverfahren flir a,,.0, ergibt sich auf bekannte
Weise mit dem Vergleichsschlankheitskonzept: Mit den klas-
sischen Beullasten a*,:p*,r3fEl nach [5] oder bei Ringen
mit Gelenken nach [21] erhült man die Vergleichsschlank-
heit

:  r 'n  10,U7 r
i -

V s r ; l  V f l x ;  
I

und mit zugehörigem ro

zylu.. : zulg . ,r(L\'� ."  u E  \ , /
Für das Beispiel nach Bild 5 lieiert das rr;-Verfahren mit
f lr i :33 bei St52 den zulässigen Lastparameter 13.2, das
Verfahrer"r nach [24] dagegen mit a,,,: 27,5 den Wert
zula-., :  14.7. Weitere hier nicht wiedergegebene Vergleiche
für glattwandige Rohre zeigen, daß fiir steigende Werte p die
Werte von zulurl  z.T. weit urrter zr"r lo., ,  l iegen, da hier die

I
c " ^

c

(14\

( 1 5  a )

( 1 5 b )

"'t n, -"t n"
F]\ o" luttrb o.
l - r J l i l

t t
B = 1000
k ' =  5 0  , ^ F F ^

i 
- 
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200

I 
rool

I
*- r- 5o

I N

200 5oo 103 2..|o3 5.103 to4 2.101

ß  =  c r a / E l  *

Bild 6. Maximale Randdehnungen von glattwandigen Kreis-
zylinderschalen bei Erreichen von 0,82,,,

Reduktion von fln geger.rüber a., durchschlägt (Bild 4). Bei

kleineren Werten B ist eine umgekehrte Tendenz zu beobach-

ten.
In Bild 6 sind die Randdehnungen t, \'on Rechteckquer-

schr.ritten bei Erreicher.r von 0.8fachen Maximallasten aufge-

tragen. Bei vorgegebener Grenzdehnung c,.", des Werkstoffes

kann damit beurteilt werden, ob eine plastische Untersuchung

erforderlich wird. Der Grenzwert 0,8n,n wurde gewählt, da

kurz vor Erreichen von d.m.et das Biegemoment M und damit

die Randdehnungen e"(M) steil anwachsen (Bild 5, unterer

Teil). So wird bei Anwendung von Bild 6 u. U. auf eine volle

Ausnutzung von dn verzichtet, es bleiben aber die linear

elastischen Ergebnisse in einem größeren Parameterbereich
gültig.

3.4 tr/erqlcithe mit Ergebnissen tler linearisierten

Theorie 2.Ordnung

Eine erste Arbeit, nach der Tunuelausbauteu aus Ti-ibbings

nach Theorie 2.Ordnung tabellarisch berechnet werden kön-

nen, stammt von Windels [2]. Hierin wird ein konstanter

Öffnungswinkel des ungebetteten Bereichs mit 2Ör:9U

vorausgesetzt. Zur besseren Vergleichbarkeit wird das vot-t

HainiHorst [3] angegebene Verfahren verwendet, in dem wie

ir.r der vorliegenden Arbeit der Winkel @t auf jeder lterations-

stufe neu ermittelt wird. In Bild 7 sind die Abweichungen für

tr = 0,99
ü=1ß7nTr  =  zo
ti = 200

B =
1or

100
103

100

to lo0 103 lol los
B = c ' L t E ' '  +

Bild 8. Abweichungen der Maximallasten r,,, von den klassischen
Beullasten e^, und Anwendungsgebiete

die Verschiebungeu im First zwischen linearisierter Theorie

2.Ordnung uud der vorliegenden nichtlinearen Theorie an-
gegeben. Da für l" : 1 mit dem erstgeuaunten Verfahren keine

Konvergenz erzielt werden konnte, wurde L für die Vergleiche

auf 0,99 reduziert. Es zeigt sich, daß ftir die untersuchten Para-

meter die linearisierte Theorie 2.Ordnung bis zu 80'/" der

Maximallast brauchbare Ergebnisse für die radialen Firstver-

schiebungen liefert (max. Fehler bei f : 10": 1012.). Die nach

der linearisierten Theorie 2. Ordnung berechr.reten Verschie-

bungen sind kleiner, die Maximallasten 4. größer als die nach

der r.richtlinearen Theorie ermittelten Werte. Ahnliche Er-

gebnisse wurden für den hier nicht dargestellten Fall L: 0,5
gefunden.

-1.5 l/erglleit'h mit tlen klassischen Bettllusten uyi

In Bild 8 sind die Abweichur.rgen der klassischen Beullasteu

fl(i vou den Maximallastelt cn in Prozent angegeben. Die Ab-

weichungen haben eine steigende Tendenz bei wachsenden p-

und bei faller.rden Äx-Werten (Bild 4). Außerdem ist der unge-

ftihre Bereich für mehrere praktische Anwendungsldlle ange-
geben: Tunnelkonstruktionen. Behälter aus glasfaserverstärk-

tem Kunststoff. dickwandige Rohre aus PVC ur.rd Polyäthylen

urrd Rohrauskleidur.rgen. Bei Kunststoffrohren sind die Ab-

weichungeu besonders groß (> 40'12"), bei Vorhandenseitl von

Wasserdruck sollte die Dimensior.rierung daher mit den Er-
gebnissen der nichtlinearen Theorie und eiuer ausreicheuder-t

Sicherheit gegen Überschreiten der Grenzlast a. erfolgen.

.i.6 Anv'entltnu sherert he urul Eru eil erungen

In allen Fällen, in denen zwischen Belastung und stützend wir-

kender-r Spaunungen unterschieden werden kanr-r, sind ur-rter

Berücksichtigung der eingangs genannten Voraussetztlngeu
die Maximallasten nach Bild 4 für eine Abschätzung der

Grenzlasten solcher Konstruktioneu verwendbar. Im einzel-
nen kann es sich dabei um folgende Bauten handeln (Bild 8):

a) Belttilt er aus t1 Iaslaserterst ärkt ent K urtst st ofJ ; Di.irkop
hat in [14] in einer größeren Versuchsreihe GFK-Behälter im
Maßstab I : I mit und ohne Erdhinterfi.illung durch äußereu

Druck oder angelegtes Vakuum zum Einsturz gebracht. Die
Parameter der gebetteten Behälter lieger.r für B ungefr:thr zwi-

schen 103 ur.rd 104 ur.rd für / .*(:  r ir)  zwischen 50 und 150.
Die in Bild 4 eingezeichneten Versuchsergebnisse zeigen eine
gute Übereinstimmung mit den Maximallasten 4..

40

r 3 0

I
? n

10

;:
o

;
<.r I
3 l =
Ll3
E I

' l 0
0,5 cr. m Q B  o ,  o m

q =  pr3 /EI  d>

Bild 7. Vergleich der Firstverschiebungen aus Rechnungen nach
der linearisierten Theorie 2.Ordnung und der vorgelegten
Theorie
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b) St'hilth:orgetriebene Tunncl werden in der Regel unter
der Ar-rr-rahme eines im Firstbereich reibur-rgsfrei nachrutschen-
den Erdkeils (,,Silotheorie") dimer.rsioniert [25]. Diese auf der
sicheren Seite liegende Annahme ist vor allem bei geringeren
Überdeckungen (h < 4r) zu treffen, wo eine Berechnung des
Bodens als elastisches Kontinuum mit kreisförmigem Aus-
schnitt über dem First Querzugspannungen aufweist, die vom
Erdmaterial i. a. nicht aufgenommen werden können.

Als ein Beispiel für die Größenordnung der im Tunnelbau
auftretenden Parameter sei der Hamburger Elbtunnel mit
k* : 16,7 und f : 446 genannt. Aufgrund der r.riedrigen
Werte für ft* ist eine Berücksichtigung der Längsdehnunger.r
sowohl für Spannungs- als auch f|ir Stabilitätsnachweise er-
forderlich.

c) Dtu't'hlässe Lrnter Stral:|en und Eisenbahnstre('lien cots
kaltgev'ellten untl kaltplcbo.tlenen Stahlblet.hen 18, 12, 1 3l : Wie
bei Tur.rnelbauten ist auch hier bei geringen Überschüttungen
eine Abtragur.rg der Erdlast und der Verkehrslasten durch Ce-
wölbebildung im Boden in nur beschränktem Umfang mög-
lich. Die vertikalen Bodenspannungen tiber dem First bleiben
bei nach innen ausweichender Konstruktior-r nahezu unver-
mindert erhalten. Im Fall sehr gerir.rger Überschüttungen
Qt:40 bis 60cm) hat Kienberger [13] durch Messung der
Bodenspannunger-r bei wachsender Auflast sogar eine abr-reh-
mende rechnerische Bettungszahl nachgewiesen. was durch
Grundbrucherscheinungen in den Ulmenbereichen bedingt
sein dürfte. In bestimmten Anwendungen müssen also die
Bettut-tgsspannungen p : cn' (oder dimensionslos a: ßry)
im Ulmenbereich begrenzt werden, da sonst unzulässig hohe
Spannur.rgsspitzen im Bettungsmedium entstehen (Bild 9b).
Dies kann durch Einfi.ihren eines nichtlinearen Bettunss-
gesetzes
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tiert dargestellt. In dem frei gewählten Beispiel wird die Maxi-
mallast um 7"1 und die Spannungsspitze in der.r Ulmen um
50'i,; reduziert.

Die in [12] angegebenen Mindestwandstärken könner.r
näherungsweise in zulässige Lastparameter umgerechnet wer-
den. Sie sind für h : 0,4 und 1 m in Bild 4 eingetragen. Da bei
den hier i"iberwiegende n Verkehrslasten (Raddruck des SLW 60)
der Seitendruck vermindert ist, sind die Kurven mit L : 0,5
ftir Vergleiche eher geeignet.

d) Rohrauskleiduntlen : Zu diesem Anwendungsbereich ge-
hören z. B. zweiwandige Schalen mit einer wärmeisolierenden,
elastischen Zwischenschicht oder sogenannte Inliner, die als
Korrosionsschutz nachträglich in Rohre größeren Durch-
messers eingezoger-r werden. Bei solchen Konstruktionen stellt
sich häufig die Frage nach den Auswirkungen eines freien
Spaltes zwischen Innen- und Außenrohr auf die Höhe der
Maximallasten. Zur Lösung wird das folgende Bettungsgesetz
vorseschlasen

, - l t , t , l '  - � t - 2 a r c r n , ' { ( "  *  ' ) 1 .
L { ,  z  r \ 4 ,  / l

(17)

2  ß i r
d : 1 n , " ,  a r c t a n  :  ; 4

lt un^\ z

in das Dgl.system erfolgen. Das Bettungsgesetz sowie die resul-
tierende Last-Verschiebungskurve sind in Bild 9a strichpur.rk-

2I, 0,0,l 0,02 0p3 0,04 0,05
a  I = w / r  +

0,06 0.07

worir.r 4. die bezogene Spaltgröße u,.ir bedeutet. Fi"ir /i : 5666
und /.x :  50 sind in Bi ld 9a die Auswirkungen eines verhält-
nismäßig kleinen Spaltes (-r i1000) auf die Last-Verschie-
bungskurve dargestellt (gestrichelte Kurve): Die Reduktior.r
von zn, beträgt 17,5'2.!  Das Problem der Spaltbi ldung bei
starrer Ummantelung ist von McGhieiBrush 126] behandelt
worden.

4 Überlegungen und Ergebnisse zum Erddruckproblem

4. I M otle lb ci'sut'he tmd ret' hnerist he Ansüt z e

Das Stabilitätsproblem einer durch E,rdlasten beanspruchten,
eingebetteten Konstruktion unterscheidet sich vom Beulen
unter den im Abschnitt 3 behandelten Lasten. die bei Verfor-
mungen der Kor.rstruktion in ihrer Größe unverändert bleiben.
Bei Erddruck ändert sich die Größe der auf der Konstruk-
tionsoberfläche angreifenden Spannungen bereits bei Verfor-
mungen des Systems im Grundzustand: Das Bauwerk kann
sich durch örtliches Ausweichen Spannungsspitzen entziehen.
Sonntag [10] und SonntagiFleck [11] haben dieses Tra-ever-
halten in Modellversuchen, in denen Araldit-  und Stahlr inge
tiber dicht aneinanderliegende Stahlwalzen erddruckähnlich
belastet wurden, untersucht. Bei den biegeweicheren Ringer.r
zeigten die spanr.rungsoptischen Versuche, daß die Zahl der
Biegelinienwendepunkte zunimmt, also ein mehrwelliger Ver-
formullgszustand vorliegt. Bei Laststeigerung erfolgte das
Durchschlagen der Ringe jedoch in einer einzigen Beule.

Zur Behandlung des 
-I 

e mperaturbeulproblems des elastisch
gebetteten Ringes wurden in [27] Modellversuche mit Rir.rger.r
aus 0,2 mm dicker Hostaphan-Folie und einem Radius von
76,5 mm durchgeführt (Bild 10a c). Die Dehr.rungen aus
linearer Temperaturär.rderung wurden durch ein gleichmäßi-
ges Zusammenziehen des den Ring ur.rd eir.re Bettungsschicht
(8 mm Moosgummi, Bettungsmodul 0,9 bis 1,5 Nicm3) um-
fassenden Stahlringes mittels einer Manschette simuliert. Diese
Versuchsanordnung ist unter idealisierenden Annahmen auch
Iiir das Erddruckproblem gi.ittig.
Analog zu [10] und [11] r 'er läuft der Beulvorgang des über
die Gummischicht radial belasteten Ringes in mehreren Pha-
sen ab :

A) Im Grundzustand wird der Ring gleichmäßig axial ge-
staucht, alle statischen Größen sind rotationssymmetrisch
(B i ld  10a) :

B) Nach Überschreiten eines Grenzdruckes (darstellbar
durch die Spaltverkiirzung an der äußeren Ummantelung)
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Bild 9a u. b. Last-Verschiebungskurven und Bettungsspannun-
gen bei nichtlinearen Bettungsgesetzen
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Bild l0a-c. Beulversuch an einem kurzen Zyl inder aus }{osta-
phanfol ie (t  :0,2 mm) mit Moosgummizwischenlage. a (]rund-

zustand, Phase A; b Mehrwell iges Beulen, Phase B; c Einwell i -
ges Durchschlagen, Phase C

kommt es zur Ausbildung einer mehrwelligen Beulfigur. Im

Versuch (Bild 10b) handelt es sich um 8 über den Umfang

verteilte Beulen. Dieser Zustand ist auch bei weiterer Last-

steigerung anfangs noch stabil, was auf ein zur.rächst gutartiges

Verhalten der Konstruktior.r im i-iberkritischen Bereich schlie-

ßen läßt.
C) Bei Erreicher.r einer weiteren Lastgrenze schlägt der

Ring schließlich einwellig durch, wobei sich die Beule in einem

gewissen Bereich vollständig vom Bettungsmedium löst
(Bi ld 10c).

Die Zahl der Beulwellen in der Phase B härrgt von der

Härte des Bettungsmediums ab: Bei einer Bettung durch eine

5 mm starke Schicht aus Paragrau-Gummi (Bettungsmodul

140 bis 1000 Nicm3) waren erheblich gerir.rgere Abstände der

Wendepunkte zu beobachten (vgl. [27]).
Die oben beschriebenen Phaser-r lassen sich rechnerisch

wie folgt darstel len:
A) Im Grundzustand gilt für die gleichmüßige Kontraktion

des Rinses

Bauingenieur 55 (1980)

o,1
wo/r  +

Bild I l. Last-Verschiebungskurven beim Erddruckproblem

B) Der erste lt.tdifferenzpunkt ist nach SliteriBoresi [28]
durch die Beziehung

u y i Q t ) : m i n ( l  * * i l ( r ' _ � t +  l l  
)  , ' n ,' ' -  " : 2  \  / r - -  l /

gegeben. Die Gl. (19) läßt sich als Girlandenkurve über B auf-

trager.r, fi-ir deren Enveloppe die Gl.

u * , Q t ) : l + k r � \ 2 J ß

mit der Wellenzahl

n- ^"r-1+ JB QI)

gilt. Nach Erreichen des Indifferenzpunktes steigt die Last-

Verschiebungskurve nach der von El-Naschie [29] hergelei-

teten Gl.

u1i: axln)(l + 0,25 J Pa2) \22)

parabelförmig über 4 an.
C) Die numerische Darstellung der Phase C ist nicht mehr

elementar möglich. ln l27l wird für Temperaturbelastung

durch Einftihrung eines Temperaturdehnungsanteils i und

Addition zur elastischen Dehnung c aus den Gln. (2a-g) ein

Dgl.system aufgestellt, das den überkritischen Bereich be-

schreibt. Durch den Schnittpunkt det Kurven für die Phaseu B

und C wird eine theoretische Maximallast fi-ir das einwellige

Durchschlagen festgelegt.

u

t l

ö

0,8i 1

(20)

* n l
a o : i :  s * ' ' o '

( 1 8 )

wobei der Faktor 1lU + k P) die Reduktion der Ringbelastung
durch Lastaufnahme des Bettungsmediums kennzeichnet.

L
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Fi- ir  den steif igkeitsparitmeter / :  104 und / i*:  10' 20'

50 r-rnd 100 sind die vol lstündigen Last-Verschiebuugskurver.t
(Pl.rasen A. B und C) im Bild 1l eingetragen. Die Versuche mit

Moosgummibettung nach Bild 10 sind durch / i  :  5000.

/ i *  :  300 und mi t  Ze l l k : ru tschuk  durch  / i :2 .5 '104 und

/t* :  200 gekennzeichnet. Die Versuchsergebnisse l iegen in

der Nühe der Beullast 16,(rr) für mehrwell iges Beulcn uud bei

zunehmender Bettungssteif igkeit  deutl ich darunter 1r gl '  [27].
Bi ld 3). Bei Versuchen mit planmüßigen Vorverformungerr

hel die kritische Dehnur.rg noch etwas ab, jedoch nicht uuter

das Mir.r imum 2,,, ; , ,  det Phase C ([27] '  Bi ld 12). a,"1, '  sl immt f i- i r

grirlSere /i*-Werte ntiherur-rgsweise mit cler-r klassischen Beul-

lasten a*, nach Hain [5] i"iberein.

4.2 Dus Ertltlru< liProblent

Fi- ir  den Stabi l i tütsfal l  unter Erdlasten ohne üußeren Wasser-

druck mi-isset-r die den Versucheu urld dem Rechenmoclell

nach Abschnitt  4.1 zugrunde l iegenden Anuahmen kri t isch

betrachtet werdeu. Im einzeluen sind die folgenden Einschrün-

kungen zu neltt ten:
1. Das Winklersche Bettungsmodell  mit ucbeueinauder-

l iegenclen, r 'oueinauder unabhängigen Einzel ledern ist f i - i r

natürl iche Bodenverhi i l tnisse nur angcnühert zutreffend. r ' iel-

mehr bewirken clie Reibungskriifte zwischen Bodenteilchen

mit unterschiedl ichen Verschiebunget-r eine Koppelung der

Fedem. Die Beulwellenzahl rr würde gegeni- iber Gl '(21) -ee-

ringer.
2. Bei Versuchen mit natürl ichem Bodenmaterial ist der

in den Motlellen allgenommene rotatioussymmetrische Span-

nungszustand vor Erreichen des 1. Indifferenzpunktes nicht be-

obachtet wordeu (vgl.  [15]. [30]).  Vielmehr neigten die in I  I  5l

verwendeten Versuchszylir-rder aus PVC mit r'7't : 50 zu citrcr

elliptischen Verformungsfi gur.

3. Das ger.rerell nichtlineare Verhalten des Bodeumaterials'

für das ein Coulombsches Stoffgesetz gilt, seine 3-Phasen-

Eigenschaften uncl die große Zahl geometrischer Größen (wie

z. B. Überdeckung. Schichtstürken. räumliche Lastvertei luu-

gen. etc.) erschweretl  eine Analyse des Problems uud machen

eine parametrische Darstellur.rg ähnlich der im Abschnitt 3 ftir

das ..Wasserdruckproblem" t lahezu unmöglich.

Trotz der r ielzühl igen Einwände gegen die in 4'1 darge-

stellte. einfache Formel (20) für den 1. Indifferenzpunkt lassen

sich mit ihr r.rach Horst [31] die Beullasten der Versuche in [1 5]

mit Steif igkeitsparametern B zwischen 300 und 104 rechnerisch

bestät igen. Auch die in [32]. Abschnitt  5.2 und in [33], Gl. (16)

angegebctten Bemessungsgleichungen beruhen auf G1 (20)' die

je<1och fi.ir B gegen z nicht mehr anwet.rdbar ist. Eir.re auf der

sicheren Seite liegende Bemessung bei Erddruckbelastung rst

mit Hi l fe der niedrigereu klassischen Beullasten für einwell iges

Beulen möglich. Hier gi l t  bei / l  gegerl 7- der Gretrzwcrt t t i tch

Gr .  (1 r ) .

5 Zusammenfassung

Fi- ir  elast isch gebettete. kreiszyl indrische K onstruktionen wird

im Fall  getrennter Belastungs- uud Bettt tugswirkung das Last-

Verschiebungsverhalten analysiert.  Es zeigt sich. daß das Sy-

stem eine Grenzlast hat, nach deren Überschreitung die auf-

r.rehmbare Belastung absinkt. Flir Arrwer.rdungsftille in dcr

Praxis und zur Auswertut"tg von Modell-  und Großr'crsuchen

wird ein Diagramm fi"ir die Ermittlung der Grenzlasten ange-

gebcn (Bilcl 4). Die r.rntersuchter.r Bereiche des Steiligkeitspara-

meters / j  und des Konstruktionsparameters / i* l tmfassett Au-

wenclungeu wie Tunr-relwaudungeu' Rohre und Rohratrsklei-

dut.tgcn aus PVC und Polyäthyleu sowie Durchl i isse aus kir l t-

gewellte n und kaltgebogenen Stahlblecher.r. Es wird die Ci'iltig-

keit cles gewiihlten. linear elastischen Stoffgesetzes der Kon-

struktior-r abgegrenzt.
Für das Erddruckproblem, in dem Lasten und Bettungs-

wirkungen nicht mehr voneinander getrennt werden können,

werden Versuche und rechnerische Ansätze dargestellt, die

einen Einblick in das Verhalten der Konstruktion bei Last-

steigerung ermöglichen. Unter idealisierten Voraussetzungen

existiert im überkritischen Bereich des zunächst mehrwelligen

Beulproblems ein weiterer Indifferenzpunkt und eine ein-

wellige Beulform.
Für cl ie Forschungsmöglichkeiten am Lehrstuhl für Stat ik

der Unilersitüt Hannoler danke icl .r  Prof. Dr.- lng. Dr.- lng'

E. h. Pfli.iger. Viele Anrcgungeu. iusbesondere von Prof'

Dr.- lng. Hain unci Prof. Dr.- lng. Horst halfen bei der Bearbei-

tung des Problems. Dipl.-Ing. Menzel und Techniker Dühring

gilt mein Dank für die Hilfe bei der Versuchsdurchführung.
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