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Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung
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Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

1. Verformung durch Torsionsbeanspruchung

= Die Verdrehung einer Welle infolge einer Torsionsbeanspruchung ist gegeben durch:

T-Lt
¢_G-Ip [¢] = rad
g
= Dabeiist
e Lt die verdrehte Lange (Abstand von Torsionsein- bis -ausleitung)
- Mittenabstand der Maschinenteile, die das Torsionsmoment lGbertragen
e G Schubmodel, G =~ 8 - 10* N - mm™2 fiir Stahl T=G- Yy
* I polares Flachentragheitsmoment
T
Iy ==5-d*
P32
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Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

» |n der Regel liegen abgesetzte Wellen vor, so dass der Verdrehwinkel entsprechend abschnittsweise berechnet und

aufaddiert werden kann:

. Ty - Lq ) Th Lty

= "4 ... 4
Gl'Ipl Gn'Ipn

Pges = @1t + Py

e Da Drehmoment und Schubmodul (in der Regel) konstant sind, folgt:

@ 354,54

n | ‘
r Ly R e I
¢ges = E . Z —k K ‘ §§\ ‘ = s

k=1 P 157 :
S | 5 & 1s 5 5
* Beispiel eines nicht konstanten ‘ (R NI= s y B
Drehmomentenverlaufs (Schlecht) 198

158 582,5 180,5
|
(921)

M,-Verlauf
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Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

= Zuldssige Werte hinsichtlich der Verdrehung von Wellen werden bezogen auf die Wellenlange, was der Verdrillung

entspricht:

= Ublich sind

rad 1
Sy = (4..9) - 10_3? ~ (0,25 ...0,5)° - —

=

e Kleinere Werte fir Transmissionswellen,

grofSere fur Getriebe, Fahrwerks- und sonstige Wellen.
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Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

2. Verformung durch Biegebeanspruchung

2.1 Differentialgleichung der Biegelinie

= Beispiel: Durchbiegung eines zweifach gelagerten Balkens unter Einzellast

= Ansatz ist die Differenzialgleichung der Biegelinie 2. Ordnung (Herleitung: siehe z.B. Dankert)

El-f" = —M,
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Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

= Vorgehensweise zur Berechnung der gro3ten Durchbiegung:
e Bestimmung der Lagerkrafte und des Biegemomentes

* Integration von EI - f'" = —My, unter Berucksichtigung der Randbedingungen zur Ermittlung der

Integrationskonstanten

e Ergebnis

1,, ist ebenfalls eine Funktion von x!!
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Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

= Dain der Regel (insbesondere bei Wellen) mehr als nur eine Kraft angreifen, missen die fiir jede duRere Last (Kraft

oder Moment) bestimmten Verformungen Uberlagert werden.

- Superpositionsprinzip

u Hllfre|Ch Sind dann Belasiungs{all Gleichung der Biegelinic Durchbiegung Melgungswinkel
i 1 F =x=42: s F.2
-—u—i : . = =L
entsprechende Tabellen o O [ P FLATEY fu = 3R, A== T
Y — 1.6 T aRE [T I
A wixl M&
werke, z.B. Dubbel. o T
- II‘ -l
2 i 1 £ ] =x=a: Fatb? Fabil+ b}
[ lr I b Nx o f =357 A= G
Yy v MY TR [(”E)?_ﬂw] — Fabii + a)
1 L Fin 18— oy =—
. . A ¥ l‘.'._i!] m i _T:_‘.{ asEx=f a> lr-’:_f:-n _ = aFl,l
= Alternativ dazu kdnnen - \ o EPB[f N x () _ OVEEL
o wpie = EL 1+ Y Raraiary inxy, = IF-1)3
: S .
auch numerische ! emp @y
O ART

in iy =1 1,.-'[?_' P TE]

Methoden (z.B. Mathematica)

30 e— NP — L M [x oy 3 ME ! i
M . . Wil =——|2-— {— —[— =—— inx=c &a ~am
. oy 4 o [T R VPR Y] I6EL, 2 3EF,
zum Einsatz kommen. — T 2 M ! i
! B Al fw = —= iy, =i——= 5 Ol
g Q3T WA Y
. L,
- vgl. Beispiel B
!
1 T i MI
jh 1 ' g ¥ Fing =Fim = Mi =ity =5
l I LA . JP(‘ ) I3 TRl
# MEL | A _ i
AR HrExsl: SN i
0 |
A ‘ _'I \ NM P ¥ mI T —— {(l —#:I
= m “V ""’=24u~[ 3115 12(3) () ] VA
X
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Ubung Maschinenelemente

2.2 Satz von Castigliano

Kraftangriffspunktes (vgl. z.B. Dankert)

Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

Die partielle Ableitung der Formanderungsenergie nach der dulSeren Kraft liefert die Verschiebung des

o owi _ Z f Fnie 0Fnk J Mo OMox b
oF EA OF EI oF
ki Ik
* Beispiel: Kragtrager * My(z) = —F -z
7 ET F
= —9.
7 H“H—'—UF aMb
Z — =z
= doF
z
ow; Mb oM, 1 jF 2y, _FE
FE9F T B R YT E) T YT 3E
0 0
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Ubung Maschinenelemente

Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

= Zur Nutzbarmachung fiir die Berechnung einer Welle wird diese gedanklich in zwei eingespannte Freitrager geteilt:

Fy

-

\ _YF

|r

\

e

“{—“‘E
[}

Fa

a

Fy

-

vFi

-i_;[

@‘Aﬁ!

: 4
* /
F

= Bereits integrierte Ansatze fiir typische Belastungsfalle liefern dann die entsprechenden Einzelverformungen und

Neigungswinkel, die dann wiederum Uberlagert werden mussen (siehe Vorlesung Prof. Gruss, Decker).

i
1 - J - Fo (B P2 B_P
L e 2 1 3 2 5
- Iz - ! ‘ﬂM_zE f“—f— Tns + T (1527)
l-“—“'.— !bi‘ i IE‘J
by f > fa=Ea(f B-h BB (1528)
; T... L T 7 o I AL I
I n(f L A—E
I < . Pu=-— (1432 (1529)
a0 i ! 2F \ Iz Iya
- -
(B F(B B-B
N v - =t |2 432 [P (1530)
hy by T ¥ Ja=3g (sz+ I )HN i
Iq 2
. /2 ] =£ pf_pf+;§_;l+3_lr§ (1531)
7 ; y MTIE\ I Inz Iy
e [T
H 11 : R
Fo(h-—f h-K L-h
X =L — B (1532
fi It la Sas 3;( Iny + Ihz + Iz Pai i )
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Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

2.3 Verfahren von Mohr

= Das Verfahren von Mohr beruht auf folgender Analogie:

My (x) )
Streckenlast — "= _ Krimmung
q=q(x) f E1,(x)
My, (x :
Querkraft Fo(x) = — f q(x) dx + C; f'= —f b(x) dx + C5 Neigung
El,(x)
My(x) = jF x)dx + C My (x
b(x) Q() 2 f=—ff b()dxdx+C3x+C4
: ElL,(x)
Biegemoment .
My (x) = — U q(x)dxdx + Cix + C, Durchbiegung
SchnittgroRen VerformungsgrofRen

Anstatt zu integrieren erfolgt jedoch die Anwendung des Schnittprinzips!
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Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

= Vorgehensweise bei den SchnittgroRen _x,
lges
e Ermittlung der Lagerkraft F ) g
j I U [, L l5 L ly R j Iy R
0=Fy- lges —q1-1li- (lges _xl)
q q q q ree Gn
—qz -1y (lgeS o xz) — = qn-ly- (lgeS o xn) #
A A
Fp X1 X3 X3 X4 Xn Fg
1
FA=lg:'[ql'll'(lges_xl)'l'qz'lz'(lges_x2)+"°+Qn I (ges xn)]

— Grenzibergang fir n — oo und [y — dx liefert fur

beliebige Streckenlast g (x):

lges

1
Fp = ' f q(x) (lges —x) dx
lges
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Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

* Ermittlung der Querkraft Fp(x) x

A 4

A

A
\ 4
A
\ 4
A
\ 4
\ 4
A
\ 4

0=Foy(x)—Fa+q-li—qp- L — - Fo(3

FQ(x)=FA_Q1'l1_QZ'lz_"'zFA_ZQk'lk

— Grenzibergang firn — oo und [y — ds liefert fir

beliebige Streckenlast g(x):

X

Fo) = Fa - | a(s) ds
0
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Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

e Ermittlung des Biegemomentes My, (x) 2~
lges
j I U [, L l5 L ly R j Iy R
0=My(x)—Fa-x+qy-li-(x—x) ~
QAN
gy Ly (x = xp) — - b (XYY
qz "tz (X — X7 01 qz qs qa n

My() = Fp-x =gy oLy (= x) = = Fa- X = ) i - (x = 30

k<x

— Grenzibergang firn — oo und [y — ds liefert fur

beliebige Streckenlast g (x): ¢¢ ¢ ¢ ¢ l ¢ ¢ l ¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢ l
. P
M) = Fa x| a(s) (=) ds - | -
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Ubung Maschinenelemente

= Vorgehensweise bei VerformungsgroRen

Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

* Infolge der bereits aufgezeigten Analogie zwischen Schnitt- und VerformungsgroRen, lassen sich Neigung und

Biegung exakt wie Querkraft und Biegemoment berechnen.

* Dazu wird im Folgenden die Streckenlast g(x) durch den Term

ersetzt.

My(x)
Iy (x) - qu‘S (x)

,Ersatzstreckenlast”

* Analog zu den SchnittgroRen wird damit zunachst eine , Ersatzkraft” Faors und anschlieRend eine , Ersatz-

Querkraft” sowie ein ,Ersatz-Biegemoment” ermittelt. Dabei gilt:

,Ersatz-Querkraft” = Neigung

,Ersatz-Biegemoment” = Durchbiegung

Stephan Voigt, M.Eng.
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Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

e Uberblick der BerechnungsgroRen
SchnittgrofRen

Lagerkraft

lges

1
Fp = . j q(x) (lges —x) dx
lges

Querkraftverlauf

Fo(x) = Fp — j q(s) ds
0

Biegemomentenverlauf
X

My (x) = FA-x—jq(s) (x —s)ds
0

Hochschule Anhalt
Anhalt University of Applied Sciences Stephan Voigt, M.Eng. 16



Ubung Maschinenelemente

Relevante Ergebnisse und zul. Werte

— GroRte Durchbiegung

Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

Wellen und Achsen allgemein, Maximalwert bezogen auf
Stiitzlange (Biegung)

fmax = 0,33 mm/m

Wellen allgemein, Maximalwert bezogen auf Verdrilllange
(Verdrehung)

O max = 0.25%m

fmax = f(xo) mit f'(x9) =0

Wellen und Achsen im allgemeinen Maschinenbau

S = 0,3 mm/m

Wellen und Achsen im Werkzeugmaschinenbau

fouy= 0,2 mm/m

Wellen und Achsen im Landmaschinenbau

fzui= 0,5 mm/m

— Neigung an den Lagerstellen

Lagerabstand bei gegebenem Wellendurchmesser d (z.B. bei
Fahrantrieben fiir Laufkrane bzw. vergleichbaren Antrieben)

1=(300_..400)-/d

Wellen von Elektromotoren (x; — Luftspalt)

foax=0,2...0,3 - x;,

ap = f'(xa) und ag = f'(xp)

Gleitlager, einstellbar

ta—“ﬁmﬂx =10 -107* = (Jsmfr.\' = 3;]

Gleitlager, nicht einstellbar

tanﬁmrzx =3-107*= (Jsmux = 1‘)

Wilzlager, (Radial-) Rillenkugellager

ta—“ﬁmax =10-107*= (ﬁmq.\' = 3‘)

Walzlager, (Radial-) Zylinderrollenlager

ta—“ﬁmﬂx =2-107"= (ﬁmax = Dser)

Walzlager, (Radial-) Pendelrollenlager

.Bmcr.\' = 2°

Wellen mit Zahnrad, Maximalwert an Eingriffsstelle
(m,, - Normalmodul)

fmax = 0,005 - m,

Wellen mit Zahnrad, Maximalwert an Eingriffsstelle, tanf,, =2 - 107 = (B 0 = 0.6")
ungehartete Zahnrader

Wellen mit Zahnrad, Maximalwert an Eingriffsstelle, tan B =1 - 107% = (Bpax = 0,3)
gehartete Zahnrader

Industriegetriebe fiir schwere Anwendungen, Modul m =5 | tan f,,,, =4 - 107* = (B, = 1.2

oder Zahnbreite b = 50 mm, DIN-Qualitit = 7

Industriegetriebe fiir schwere Anwendungen, Modul m = 5
oder Zahnbreite b = 50 mm, DIN-Qualitt = 7

ta—“ﬁmax =15 - 1077 = (ﬁmux = SF)

Schneckenwelle, Maximalwert an Eingriffsstelle
(d, — Mittenkreisdurchmesser der Schnecke)

fmax = 0,001 - dm

Stephan Voigt, M.Eng.
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Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

* Bei einer Biegung in zwei Ebenen — wie sie Ublicherweise bei Getriebewellen vorliegt — sind die dargelegten
Berechnungen fur beide Ebenen durchzufihren. Die resultierenden Werte fiir Durchbiegung und Neigung

ergeben sich dann aus der vektoriellen Addition der Einzelwerte (je Ebene).

— Resultierende Durchbiegung

fres = /fxzz + fy%

— Resultierender Neigungswinkel

— 2 2
Ares = /axz + ay,

Stephan Voigt, M.Eng. 18



Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

3. Beispiel
3.1 Anwendung des Mohrschen Verfahrens mittels MathCAD

Flr die dargestellte Getriebewelle sind die grof3te Durchbiegung und die Neigungswinkel der Lagerstellen zu

bestimmen. Dabei ist Fy = 10 kN.

| | | -
< < LN L
TP i ——r

| [ 1

A

EE 125/ |

100 150 150 | 120

Die Geometrie der Welle ist durch folgende Vektoren gegeben:

50 13,5

70 100
dyec = | 60 | mm Lyec = 200 |mm

55 307,5

45 320

Stephan Voigt, M.Eng. 19



Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

= Verlauf des Biegemomentes

Mp (x)
_[l_le(lA)l 0.5

= Definition der Funktion d(x)

d(x) = i< 0
while X > Lyec.
1
i«—i+1
break if i= zeilen(Lvec)

vec.
1

Hochschule Anhalt
Anhalt University of Applied Sciences Stephan Voigt, M.Eng. 20



Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

,Ersatzbelastung”

My, (x) : T
Gers(X) = be(—x) mit Iy(x) =— - d(x)*

1.5x10° . I |
1x10°
Qers (X)
4 8
5% 10
0
X
Hochschule Anhalt
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Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

= Nach Ermittlung der Ersatzkraft folgt fir Neigung und Biegung:

e Anstieg der Biegelinie

(Neigung)

N O
I

=1
|

* Biegelinie

60 T T T

f(x)
pm

20
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Ubung Maschinenelemente

= Ergebnisse

GroRte Durchbiegung

Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

Wellen und Achsen allgemein, Maximalwert bezogen auf
Stiitzlange (Biegung)

fmax = 0,33 mm/m

Wellen allgemein, Maximalwert bezogen auf Verdrilllange
(Verdrehung)

O max = 0.25%m

fmax = f(x0) = 52 pm
mm
fmax — 0163 22

mit

Xo = 165 mm

Wellen und Achsen im allgemeinen Maschinenbau

S = 0,3 mm/m

Wellen und Achsen im Werkzeugmaschinenbau

fouy= 0,2 mm/m

Wellen und Achsen im Landmaschinenbau

fzui= 0,5 mm/m

Lagerabstand bei gegebenem Wellendurchmesser d (z.B. bei
Fahrantrieben fiir Laufkrane bzw. vergleichbaren Antrieben)

1=(300_..400)-/d

Wellen von Elektromotoren (x; — Luftspalt)

.fmax =0,2..03 - x

Gleitlager, einstellbar

ta—“ﬁmax =10 -107* = (JBmfr.\' = BJ}

Gleitlager, nicht einstellbar

ta—“ﬁm&x =3-107*= (Jsmux = j‘)

Neigung an den Lagerstellen

Wilzlager, (Radial-) Rillenkugellager

ta—“ﬁmax =10-107*= (JBJT](I.\' = 3‘)

Walzlager, (Radial-) Zylinderrollenlager

ta-nﬁm{zx =2-107"= (lsmax = DSBF}

Walzlager, (Radial-) Pendelrollenlager

JBmcr.\' = 2°

ay = 0,026°
tanay = 4,4-107*

und

g = —0,03°
tanag = —5,3-107*

Wellen mit Zahnrad, Maximalwert an Eingriffsstelle
(m,, - Normalmodul)

fmax = 0,005 - m,

Wellen mit Zahnrad, Maximalwert an Eingriffsstelle,
ungehartete Zahnrader

ta—“ﬁmax =2-107*= (Jsmux = DSBF}

Wellen mit Zahnrad, Maximalwert an Eingriffsstelle,
gehartete Zahnrader

tan o =1 - 107% = Bmnax = 0,3.)

Industriegetriebe fir schwere Anwendungen, Modul m = 5
oder Zahnbreite b = 50 mm, DIN-Qualitit = 7

ta—“ﬁmax =4-107*= (Jsmux = jszr}

Industriegetriebe fiir schwere Anwendungen, Modul m = 5
oder Zahnbreite b = 50 mm, DIN-Qualitt = 7

ta—“ﬁmax =15 - 1077 = (ﬁmu.\; = SF}

Schneckenwelle, Maximalwert an Eingriffsstelle
(d, — Mittenkreisdurchmesser der Schnecke)

.fmax = 0,001 - dm

Stephan Voigt, M.Eng.
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Ubung Maschinenelemente

Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

3.2 Anwendung der Differentialgleichung der Biegelinie mittels Mathematica

= Gegebene GroRen und Biegemomentenverlauf

- FN =10000;
FA = 5310;
FB = 4690;
Lges = 320;
1A =150;
1B =170;

ESt = 210000;

800000
600000
| 400000

200000

- Ploet[Mb, {x, 0, Lge=s}, PlotStyle s Directive[Blue, Thick]]

Stephan Voigt, M.Eng. 24



Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

= Wellengeometrie und Biegelinie

d = Piecewise[{ Plot[f0, {x, 0, Lges}, PlotStyle - Directive[Blue, Thick]]
{50, 0 =x<13.5}, .
0.14f /
{70, 13.5 = x < 100}, [
{60, 100 < x < 200}, ol
{55, 200 = x < 307.5}, i
{45, 307.5 = x = Lges} 010k
}1; i
o, 0.08 -
Iy=—d ; [
64
1 ‘b 0.06
fD:—J’J’—dlxdlx; [
E5t Iy 0.04 L
0.02+

50 100 150 200 250 300

Mathematica integriert ohne Konstanten! - Biegelinie nicht korrekt!

Stephan Voigt, M.Eng. 25



Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

= Losungsmoglichkeiten

e Variante 1

Handisches Hinzufligen der Integrationskonstanten und anschlieBendes Losen eines Gleichungssystems zur

Bestimmung der Konstanten:

fD——J’J’— dxdx +Clx 4+ C2;
ESt

fA =Limit[£f0, {x-0}]1[[1]];
fB=Limit[f0, {x - Lges}][[1]]:

Konst = NSolve[{fA == 0, fB == 0}, {C1, C2}]1[[1]]

Fehlermeldung!

= Probleme infolge der abschnittsweise definierten Funktion d(x) bzw. Iy (x)

Stephan Voigt, M.Eng. 26



Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

e Variante 2
Berlicksichtigung einer ,Schusslinie”,
d.h. einer Geraden durch beide

Lagergestellen

50 100 150 200 250 300

Zweipunktform einer Geraden: Y=y _JYa— N
X — x1 xz - x1

In diesem Fall ist: x; =0
y1=0 l y:fO(xZ).x
Xy = Lges Lges
Y2 = fo(x2)

Stephan Voigt, M.Eng. 27



Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

= Schusslinie und korrigierte Biegelinie

£f0 /. % » Lges
Y5 = ——————— X
Lges

Plot[{f0, ¥5}, {x, 0, Lges}, PlotStyle - {Directive[Blue, Thick], Directive[Red, Thick]}]

£f=£f0-vy5;

Plot[f, {x, 0, Lges}, PlotStyle - Directive[Blue, Thick]]

50 100 150 200 250 300 /

50 100 150 200 250 300

-0.01F

-0.02¢

-0.03F

-0.04

-0.05¢

Stephan Voigt, M.Eng. 28



Ubung Maschinenelemente Achsen und Wellen: Verformung bei Biege- durch Torsionsbeanspruchung

= Ergebnisse

#¥0 =x /. NSolve[D[£f, x] ==0, ®][[1]]

164.898

fmax=f /. x - x0

-0.0520285

oA = Limit[D[£, x], {x>0}][[1]] 180/

-0.0255636

aB = (D[f, %] /. ® = 320 - MachinePrecision) 180/

0.029757¢

* Vergleich mit den Ergebnissen aus MathCAD, ermittelt mit dem Verfahren nach Mohr

frax = Flxg) = 52.03 -pm|

oy, = fs(0) = D.DEE-“I

ag = f5{Lges) = ~0.03-7

Stephan Voigt, M.Eng. 29



Hinweis zum Verfahren von Mohr

Die Korrektur der Biegelinie mittels Schusslinie ist auch beim Mohrschen Verfahren notwendig, sofern gilt:

Randbedingungen des Biegemomentes # Randbedingungen der Biegelinie

Beispiel: Fliegende Lagerung

P_- qu ‘ J_Ei?t~
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