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Aufgabe 1 ((gewichtete) Gauß-Approximation)

Gegeben sind die Hermite-Polynome Hn(x) für n ∈ N gemäß

Hn(x) := (−1)
n

ex
2 dn

dxn
e−x

2

.

(a) Zeigen Sie die Gültigkeit der Rekursionsformel

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x) (n = 1, 2, . . .)

mit den Startwerten H0(x) = 1 und H1(x) = 2x.

(b) Bestätigen Sie, dass

H̃n(x) :=
Hn(x)√
2nn!
√
π

(n = 0, 1, 2, . . .)

Orthonormalpolynome zum Gewicht ω(x) = e−x
2

auf dem Intervall (−∞,∞)
darstellen, indem Sie nachweisen, dass gilt(

H̃i(x), H̃j(x)
)
ω

:=

∫ ∞
−∞

ω(x)H̃i(x)H̃j(x) dx = δij , i, j = 0, 1, . . . .

Hinweis: Nutzen Sie ∫ ∞
−∞

e−x
2

dx =
√
π.

(c) Ermitteln Sie explizit die Polynome H̃0(x), H̃1(x) und H̃2(x).

(d) Ermitteln Sie die Bestapproximation f(x) = x3 (x ∈ (−∞,∞)) unter Ver-

wendung der gewichteten Gauß-Approximation mit dem Gewicht ω(x) = e−x
2

durch die ersten drei normierten Hermite-Basispolynome und bestimmen Sie
den Approximationsfehler in der gewichteten L2-Norm.
Hinweis: Nutzen Sie

∞∫
0

e−tt
1
2 dt =

1

2

√
π und

∞∫
0

e−tt
3
2 dt =

3

4

√
π und

∞∫
0

e−tt
5
2 dt =

15

8

√
π.
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Aufgabe 2

Stellen Sie die Funktion

f(x) =

n∏
j=0

|x− xj |1/n

in den Punkten x̃j = 1
2 (xj+1 + xj) (j = 0, . . . , n − 1) für n = 10, 20, 100 grafisch

dar. Verwenden Sie

(a) die Knoten xj = −1 + jh, h = 2
n , j = 0, 1, . . . , n

(b) die Knoten xj = cos (2j+1)π
2n+2 , j = 0, 1, . . . , n

Stellen Sie sicher, dass Ihre grafische Darstellung beschriftet ist und eine Legende
aufweist. Diskutieren Sie das Ergebnis.

Aufgabe 3 (Approximation)

Es sei f : [1, 2]→ R mit f(x) = lnx.

(a) Bestimmen Sie diejenige lineare Funktion, p1(x) = α1x+β1, die die Funktion
f im quadratischen Mittel am besten approximiert. Wie groß ist der Appro-
ximationsfehler?

(b) Verwenden Sie den Alternantensatz, um die lineare Funktion p2(x) = α2x+β2,
die die Funktion f im Sinne der Maximumsnorm am besten approximiert, zu
finden. Wie groß ist der maximale Fehler? Vergleichen Sie mit dem maximalen
Fehler von f(x)− p1(x).

Aufgabe 4 (Bestapproximation)

Es sei f : [0, 1]→ R mit f(x) = 1− e−x/ε, ε > 0 gegeben.

(a) Bestimmen Sie das konstante bestapproximierende Polynom von f bezüglich
der L2-Norm.

(b) Verwenden Sie den Alternantensatz von Tschebyscheff um die Bestapproxi-
mation zur Maximumnorm zu finden.

(c) Vergleichen Sie beide Resultate im Grenzfall ε→ 0.
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