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Aufgabe 10:[Landausymbol und experimentelle Konvergenzordnung]

Gegeben sei eine Fehlerfunktionϕ ∈ C([0,∞),R) mit der Eigenschaft

ϕ(h) = Chp +O(hp+1)

für 0 6= C ∈ R, p > 0 im Grenzwerth → 0. Wie würden Sie die KonstantenC undp schätzen,
wenn Ihnen nur zwei Werteϕ(h1), ϕ(h2) für h1, h2 > 0 bekannt sind?
BezeichnenC̃(h1, h2), p̃(h1, h2) diese Schätzungen, so zeige man für ein festes Schrittweiten-
verhältnisq ∈ (0, 1) die Beziehungen

p̃(h, qh) = p+O(h)

C̃(h, qh) = C +O(h| ln(h)|)

für h > 0, h → 0.
(6 Punkte)

Sei nun eine numerisch auswertbare Funktiony ∈ C([0,∞),R) gegeben, die

y(h) = y0 + Chp +O(hp+1) für h → 0

für gewissey0, C ∈ R und einp > 0 erfüllt. Wie würden Sie die Konstanteny0, C und p

schätzen, wenn man für festesq ∈ (0, 1) die Wertey(h), y(qh) undy(q2h) kennt?
(2 Zusatzpunkte)

Aufgabe 11:[explizite Runge-Kutta-Verfahren und lineare AWA]

Gegeben seiA ∈ R
n,n und eine Anfangswertaufgabe mit konstanten Koeffizienten

u′ = Au für t ≥ 0, u(0) = u0 ∈ R
n.

Zeigen Sie, dass jedes explizite Runge-Kutta-Verfahrenm-ter Stufe mit der Schrittweiteh für
dieses System auf eine Rekursion

uj+1 = Ahu
j, j = 0, 1, 2, . . . Ah ∈ R

n,n,

führt, wobeiAh = q(hA) und q ein Polynom vom Grad≤ m ist. Geben Sie für das Euler-
Verfahren, die Methode von Heun und das klassische Runge-Kutta-Verfahren das jeweilige Po-
lynom q explizit an. Fällt Ihnen etwas auf?

(6 Punkte)



Aufgabe 12:[Euler-Verfahren und Heun-Verfahren]

Lösen Sie die Anfangswertprobleme
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1. analytisch,

2. numerisch durch das explizite Euler–Verfahren und durchdie Methode von Heun für die
Schrittweitenhi =
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)i
, i = 0, . . . , 5. Vergleichen Sie jeweils den Konvergenzfehler in

der euklidischen Norm an der Stellet = 1

ϕ(hi) = ‖uhi
(1)− u(1)‖2,

wobei u die analytische unduhi
die jeweilige numerische Lösung zur Schrittweitehi

bezeichnet. Zeichnen Sie dazu die Fehler im Bezug zur Schrittweite in ein Diagramm mit
logarithmisch skalierten Achsen ein. Was fällt Ihnen auf?

Senden Sie Ihr Programm per Email an dotten@math.uni-bielefeld.de. (6 Punkte)


