
LA2 - ÜBUNGSBLATT 2 - LÖSUNG

MIMA STANOJKOVSKI

Aufgabe 1. Sei β : V × W → K eine nicht ausgeartete K-bilinearform und

seien B = (v1, . . . , vn) und C = (w1, . . . , wn) Basen von V und W . Sei B die

Strukturmatrix bzgl. der Basen B und C und sei (h, k) ∈ End(V )×End(W ). Seien

A = (aij) = MBB (h) und C = (cij) = MCC (k). Wir zeigen, dass

(1) MCC (h∧) = B−1AtB und

(2) MBB (∧k) = (B−1)tCtBt.

Beweis: (1) Sei γ : V ×W → K definiert durch (v, w) 7→ β(h(v), w) und sei M die

Strukturmatrix von γ bzgl. der Basen B und C. Dann ist h∧ gleich β−12 ◦ γ2. Wir

rechnen erst M aus. Für jede i, j ∈ {1, . . . , n} gilt

mij = β(h(vi), wj) = β
( n∑

l=1

alivl, wj

)
=

n∑
l=1

aliβ(vl, wj) =

n∑
l=1

aliblj

und so gilt es M = AtB. Aus Aufgabe 1 von ÜB1 wissen wir, dass

MCB∗(β2) = B und MCB∗(γ2) = M

und aus LA1 folgt es, dass

MCC (h∧) = MB
∗

C (β−12 )MCB∗(γ2) = B−1AtB.

(2) Sei θ : V ×W → K definiert durch (v, w) 7→ β(v, k(w)) und sei N die Struk-

turmatrix von θ bzgl. der Basen B und C. Dann ist ∧k gleich β−11 ◦ θ1. Für jede

i, j ∈ {1, . . . , n} gilt

nij = β(vi, k(wj)) = β
(
vi,

n∑
l=1

cljwl

)
=

n∑
l=1

cljβ(vi, wl) =

n∑
l=1

cljbil =

n∑
l=1

bilclj

und so ist N = BC. Aus Aufgabe 1 von ÜB1 wissen wir, dass

MBC∗(β1) = Bt und MBC∗(θ1) = N t

und aus LA1 folgt es, dass

MBB (∧k) = MBC∗(β−11 )MC
∗

B (θ1) = (Bt)−1CtBt.

�

Aufgabe 2. (1) Seien β : V × V → K eine symmetrische nicht ausgeartete

K-Bilinearform und U ein Unterraum von V . Die Abbildung β induziert eine nicht
1
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ausgeartete K-Bilinearform U × V/U⊥ → K und darum gilt

dimU = dim(V/U⊥) = dimV − dimU⊥.

(2a) Sei β : V × V → K die Abbildung (u, v) 7→ 0, die eine symmetrische K-

Bilinearform ist. So ist V ⊥ = V und, wenn V 6= 0, gilt

dimV + dimV ⊥ = 2 dimV 6= dimV.

(2b) Sei β : R2 × R2 → K die Bilinearform deren Strukturmatrix bzgl. der Stan-

dardbasis

B =

(
0 1

1 0

)
ist. Da det(B) = −1 6= 0 ist β nicht ausgeartet, aber 〈e1〉⊥ = 〈e1〉.

Aufgabe 3. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und sei q eine nicht aus-

geartete quadratische Form auf V . Wir zeigen, dass eine R-Basis B von V existiert,

bezüglich derer die Strukturmatrix von q die Gestalt

Diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1) =



1
. . .

1

−1
. . .

−1


hat.

Beweis: Wir beweisen das per Induktion nach n.

Induktionanfang: n = 0. Ok.

Induktionschritt: wir nehmen n > 0 und wir nehmen an, dass jeder quadratischer

Raum (W, q′) über K, mit dimW = n − 1 und q′ nicht ausgeartet, eine Basis hat

sodass die Strukturmatrix von q′ die Gestalt Diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1) hat. Da

n > 0 ist, ist q 6= 0 und darum gibt es ein Element v ∈ V mit q(v) 6= 0. Sei jetzt

W = {v}⊥, so gilt:

(1) dimW = n− 1 (aus Aufgabe 2),

(2) v ist kein Element von W (weil q(v) 6= 0) und

(3) q′ = q|W : W → K ist nicht ausgeartet

(zB: Beweis durch Widerspruch, benutz (1) und (2)).

Es folgt aus der Induktionsannahme, dass eine Basis C von W existiert sodass

die Strukturmatrix von q′ bzgl. C die Gestalt Diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1) hat. Wir

definieren jetzt v′ = v/(
√
|q(v)|) und B = C∪{v′} (wir stellen v′ erst wenn q(v) > 0

ist, anders stellen wir v′ letztes). Dann hat die Strukturmatrix von q bezüglich B
die Gestalt Diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1). �
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Aufgabe 4. Seien B ∈ Mat2(R) und C ∈ Mat3(R) definiert durch

B =

(
1 3

3 1

)
und C =

−1 2 −1

2 −1 1

−1 1 −3

 .

Wir rechnen T ∈ Mat2(R) und S ∈ Mat3(R) aus sodass die Matrizen T tBT und

StCS diagonal sind.

(1) Sei β die Bilinearform R2 × R2 → R deren Strukturmatrix bzgl. der Stan-

dardbasis B die Matrix B ist. Aus Aufgabe 2 wissen wir, dass dim{e1}⊥ = 1 ist

und es ist nicht schwierig zu zeigen dass {e1}⊥ = R(−3, 1). Sei C = (e1,−3e1 + e2),

das eine Basis von R2 ist. So ist die Strukturmatrix ∆ von β bzgl. C diagonal und

∆ =

(
1 0

0 −8

)
.

Wenn wir jetzt

T = T CB =

(
1 −3

0 1

)
nehmen, folgt es aus Satz 1.9 der VL, dass ∆ = T tBT . Inbesonders sind die

Signatur und der Rang von B gleich 1.

(2) Sei γ die Bilinearform R3×R3 → R deren Strukturmatrix bzgl. der Standard-

basis B die Matrix C ist. Dann ist γ(e1, e1) = −1 und das Orthogonale Komplement

von {e1} hat aus Aufgabe 2 Dimension 2. Wir berechnen, dass

{e1}⊥ = {(x, y, z) ∈ R3 : z = 2y − x}.

Das Element b2 = (2, 1, 0) gehört zu {e1}⊥ und hat selbs ein Orthogonales Kom-

plement von Dimension 2, i.e.

{b2}⊥ = {(x, y, z) ∈ R3 : 3y − z = 0}.

Inbesonderes ist γ(b2, b2) 6= 0. Außerdem, da ist

{e1}⊥ ∩ {b2}⊥ = {(x, y, z) ∈ R3 : 2y − x = z = 3y}

ist das Element b3 = (1,−1,−3) in den Komplementen von beiden e1 und b2. Sei

jetzt C = {e1, b2, b3}, das eine Basis von R3 ist. Dann ist die Strukturmatrix von γ

bzgl. C gleich

Σ =

−1 0 0

0 3 0

0 0 −21

 .

Wenn wir jetzt

S = T CB =

1 2 1

0 1 −1

0 0 −3
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nehmen, folgt es aus Satz 1.9 der VL, dass Σ = StCS. Die Signatur von C ist 1

und der Rang von C ist 2.


