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1. Austauschbarkeit von Basiselementen:

Seien v1 = (1, 3,−2, 2)t, v2 = (−3, 2,−1, 1)t, v3 = (1, 3,−2, 3)t.

V := 〈v1, v2, v3〉 ⊂ R4.

(a) Zeigen Sie, dass v1, v2, v3 eine Basis von V bilden.

(b) Ist es möglich, einen der Vektoren v1, v2, v3 durch v = (−5,−4, 3,−5)t auszutauschen, so dass
man wieder eine Basis von V erhält? Wenn ja, welchen?

(c) Ist es möglich, einen der Vektoren v1, v2, v3 durch w = (−1, 2,−3, 4)t auszutauschen, so dass man
wieder eine Basis von V erhält? Wenn ja, welchen?

(d) Geben Sie einen Vektor v4 ∈ R4 an, der v1, v2, v3 zu einer Basis des R4 ergänzt.

2. Matrizen:

(a) Seien

A =
(

1 −2 3 −4
−3 2 −1 0

)
, B =


0 −2
1 −1
2 0
3 1

 .

Berechnen Sie AB und BA. Können Sie AB 6= BA auch ohne Rechnen einsehen?

(b) Bestimmen Sie alle Matrizen der Form

A =
(

a b
c d

)
, a, b, c, d ∈ R,

für die gilt:

A

(
1 0
1 1

)
=
(

1 0
1 1

)
A.

(c) Man sagt, eine n × n Matrix M kommutiert mit einer n × n Matrix N , wenn MN = NM .
Bestimmen Sie alle reellen 2× 2 Matrizen, die mit jeder reellen 2× 2 Matrix kommutieren.

3. Endliche Körper: Sei F5 der Körper mit 5 Elementen. Wieviele verschiedene Basen hat F3
5?

4. Dimension von Vektorräumen: Seien V ein K-Vektorraum und U1, . . . , Ur ⊂ V Untervektorräume von
V . Dann definiert man

U1 + . . . + Ur := {v ∈ V | v = v1 + . . . + vr mit vj ∈ Uj}.

Zeigen Sie:

(a) U1 + . . . + Ur ist ein Untervektorraum von V .

(b) dim(U1 + . . . + Ur) ≤ dim U1 + . . . + dim Ur.
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