Das Newtonverfahren

Dieser Artikel enthilt einen kleinen Exkurs in die Berechnung von Nullstellen stetiger Funktionen f:
D C R — R. Hat man ein Intervall [a, b] gefunden mit

f(a) <0, f(b) >0 oder f(a)>0, f(b) <0

so erreicht man beim Bisektionsverfahren durch fortgesetzte Halbierung des Intervalls eine Nullstelle £
von f:
a=a;<az<a3< ... << <b3<by<bi =0

wobei gilt:

1 1 1\"
|bn+1 —an+1| = 5 |bn—an\ = Z |bn,1 —an,1| = ... = (2> Ibl —a1|.

Bricht man also das Verfahren nach n Schritten ab und wéhlt a,, oder b, als Ndherung fiir £, so erhélt
man als garantierte Fehlerschranke

|[Fehler| < ¢(n) = b, — ay|

Insbesondere gilt
1

der Fehler reduziert sich also bei jedem Schritt (wenigstens) um den konstanten Faktor % Man bezeichnet
so ein Verfahren als linear konvergent. Allgemeiner heifit ein iteratives Verfahren konvergent von der
Ordnung «, wenn Fehlerschranken (¢(n)),>1 und eine Konstante C' angegeben werden kénnen, sodass
gilt:

lim 790(11 +1) =

n—oo (p(n))"

Fiir hinreichend grofie n, etwa n > ng gilt also ndherungsweise

e(n+1) = C(p(n))*.
Lineare Konvergenz impliziert

o(n+1) = Cp(n) =~ C?p(n—1) ~ .. ~Clpn—k)
~ C" ot ().

Trigt man den Logarithmus von ¢(n) gegen n auf (halblogarithmische Darstellung), so erhélt man eine
Gerade:

logp(n +1) ~ nlogC + log <C’1"°<p(no)>,

wobei also ¢(n + 1) — 0 geht, wenn C' < 1 ist. Insbesondere folgt, dass sich die Anzahl der korrekten
Dezimalstellen in jedem Iterationsschritt um eine Konstante erhcht. Quadratische Konvergenz wiirde
bedeuten, dass sich die Anzahl der korrekten Dezimalstellen mit jedem Iterationsschritt ndherungsweise
verdoppelt.

Die Konstruktion des Newtonverfahrens zielt darauf ab, quadratische Konvergenz (o = 2) zu erhalten,
zumindest wenn man ‘“nahe genug” bei der Nullstelle ¢ startet und diese eine einfache Nullstelle einer
differenzierbaren Funktion ist. Die geometrische Idee hinter dem Newtonverfahren ist einfach: Hat man
eine Nédherung x,, gewihlt, so berechnet man x, 7 als Schnittpunkt der Tangente an den Graphen von
f durch (x,, f(x,)) mit der z-Achse. Die Tangentengleichung ist

y=flzn) + f,(xn)('r — Tn).



Den Schnittpunkt z,41 mit der z-Achse erhélt man aus
0= f(zn) + f'(n)(@ni1 — Tn),

also

Tn41 = Tp — f/($ )
n

wobei natiirlich f/(z,) # 0 vorauszusetzen ist, was zutrifft, wenn z,, nahe der einfachen Nullstelle £ liegt
(dort ist f'(§) # 0); siehe dazu Abbildung 1.
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Abbildung 1: Zum Newtonverfahren.

Satz: Sei f zweimal stetig differenzierbar, f(£) = 0 und f'(£) # 0. Dann gibt es eine Umgebung U, (),
sodass das Newtonverfahren fiir jeden Startwert z¢ € U-(§) quadratisch gegen & konvergiert.

Beweis: Da f'(€) # 0 ist und f’ stetig ist, gibt es eine Umgebung U, (§) und ein § > 0, sodass |f'(x)| > §
ist fiir alle x € U (). Zweimalige Anwendung des Mittelwertsatzes ergibt
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mit 1 zwischen z, und £ und ¢ zwischen x,, und 7. Es bezeichne M das Maximum von f” auf U.(&).
Wenn wir sicherstellen, dass z,, in der Umgebung U, (&) bleibt, so erhalten wir die quadratische Fehler-

abschétzung
M M
en+1)=lzny — &l < 7|$n — ¢ = 7(@(”))2-



Wenn nétig, verkleinern wir € so weit, dass E% < 1 ist. Dann gilt

sodass alle z,, in U.(§) liegen, wenn nur der Startwert zo in U.(&) liegt. Damit ist obige quadratische

|zn =&l < e = |Tngr — & See

Fehlerabschéatzung giiltig.

Beispiel: Zur Berechnung der Nullstelle ¢ = {/2 von 2% — 2 = 0 wurde das Bisektionsverfahren und das
Newtonverfahren mit Startwert xg = 2 verwendet. Die Intervallgrenzen [a,,, b,] bzw. die Niherungswerte

x5, sind in Tabelle 1 bzw. Tabelle 2 angefiihrt.

M
— <e,

n an by, Fehler
1 -2.00000000000000 2.00000000000000 4.00000000000000
2 0.00000000000000  2.00000000000000  2.00000000000000
3 1.00000000000000  2.00000000000000 1.00000000000000
4 1.00000000000000  1.50000000000000 0.50000000000000
5 1.25000000000000  1.50000000000000  0.25000000000000
6  1.25000000000000  1.37500000000000 0.12500000000000
7 1.25000000000000  1.31250000000000 0.06250000000000
8 1.25000000000000  1.28125000000000 0.03125000000000
9  1.25000000000000  1.26562500000000 0.01562500000000
10 1.25781250000000  1.26562500000000 0.00781250000000
11 1.25781250000000  1.26171875000000 0.00390625000000
12 1.25976562500000 1.26171875000000 0.00195312500000
13 1.25976562500000  1.26074218750000 0.00097656250000
14 1.25976562500000 1.26025390625000 0.00048828125000
15 1.25976562500000 1.26000976562500 0.00024414062500
16 1.25988769531250  1.26000976562500 0.00012207031250
17 1.25988769531250  1.25994873046875 0.00006103515625
18 1.25991821289063  1.25994873046875 0.00003051757813
19  1.25991821289063  1.25993347167969 0.00001525878906
20 1.25991821289063  1.25992584228516 0.00000762939453

Tabelle 1: Bisektionsverfahren zur Berechnung von /2.

Ln

Fehler
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Tabelle 2: Newtonverfahren zur Berechnung von /2.

2.00000000000000
1.50000000000000
1.29629629629630
1.26093222474175
1.25992186056593
1.25992104989539
1.25992104989487
1.25992104989487

0.74007895010513
0.24007895010513
0.03637524640142
0.00101117484688
0.00000081067105
0.00000000000052
0.00000000000000
0.00000000000000



Das Newtonverfahren erreicht den Wert
V2 = 1.25992104989487

auf 14 Nachkommastellen genau bereits bei der 7. Iteration. Die Fehlerkurve in halblogarithmischer
Darstellung ist in Abbildung 2 abzulesen.
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Abbildung 2: Fehler des Bisektions- und des Newtonverfahrens.

Bemerkung: Das Konvergenzverhalten des Newtonverfahrens hingt davon ab, ob die Bedingungen obi-
gen Satzes erfiillt sind. Ist der Startwert xg zu weit von der Nullstelle £ entfernt, so kann es zu Divergenz,
Oszillationen oder Konvergenz zu einer anderen Nullstelle kommen. Ist f/(£) = 0, besitzt die Nullstelle £
also eine Vielfachheit > 1, so reduziert sich die Konvergenzordnung des Newtonverfahrens.

Fiir genauere Ausfithrungen verweisen wir auf den Abschnitt 8.2 des Lehrbuchs

M. Oberguggenberger, A. Ostermann: Analysis fiir Informatiker. Springer-Verlag, Berlin 2005.



