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Ubersicht: Behandelt werden folgende Paradoxien (Antinomien): Die Russellsche, die
Grellingsche, der ‘Liigner’, die von Berry, eine Paradoxie zur Abzéhlung von Teilmen-
gen von IN (die in einer bestimmten Sprache darstellbar sind) und eine Paradoxie, die
den Begriff der Zirkelfreiheit betrifft. Diese Paradoxien (die mit Ausnahme der beiden
zuletzt erwéhnten in [2] ausfithrlich diskutiert sind) lassen sich vermeiden, indem man
die zirkelhaften ‘Definitionen’, auf denen sie beruhen, oder entsprechende Axiome ersetzt
durch Einfiihrungen entsprechender Aussagen durch Regeln zur Einschriankung von Be-
hauptungen. Damit verfiigen wir iiber eine allgemeine Methode zu einer im Sinne von [4]
nicht-restriktiven Paradoxienvermeidung.

Ein Ziel ist es, zu zeigen, dass die im Folgenden besprochenen Paradoxien und
die Erforderlichkeit ihrer Vermeidung kein Hindernis dafiir bilden, in einer Sprache
iiber diese selbst zu reden, etwas iiber Sprache im Allgemeinen auszusagen und z.B.
in sprachwissenschaftliche Untersuchungen diese selbst einzuschlielen.

Beliebige Aussagen (Behauptungssitze) teilen wir durch A, B mit. - Die im Fol-
genden betrachteten Paradoxien haben fast alle die Form A < —A (“A genau dann,
wenn nicht A”). Aus ihnen erhélt man je einen Widerspruch der Form A A —-A (“A
und nicht A”) nach folgender Argumentation: Aus der Annahme A folgt =A (wegen
(—)). Also —=A. Also (wegen («)) auch A. Also insgesamt AA—A. Als Schlussregeln
haben wir dabei nur einige Regeln der intuitionistischen Logik (sogar nur der Min-
imallogik) benutzt. Denn wir sind nicht (wie iblich) von der Unterscheidung der
beiden Félle: 1. A, 2. —A - ausgegangen, haben also nicht vorausgesetzt, einer
dieser beiden Fille miisse wahr sein (gelten, zutreffen o.4.), d.h. wir haben nicht das
‘Tertium non datur’ AV —A oder das entsprechende Bivalenzprinzip (nach dem jede
Aussage wahr oder falsch sei) benutzt.

Beginnen wir mit RUSSELLs Paradoxie: R sei die Menge aller Mengen, die
sich nicht selbst als Element enthalten. Fiir beliebige Mengen ¢ gelte also: ¢ ist
Element von R genau dann, wenn ¢ kein Element von c ist. Kurz:

ceER < —(cec).
Da R eine Menge sein soll, gilt also speziell

ReR < - (ReR).
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Damit erhalten wir einen Widerspruch allein aus der ‘Definition” von R.

Gelegentlich wird behauptet, RUSSELLs Paradoxie rithre daher, dass R eine
unendliche Menge sei. Diese Bedingung haben wir jedoch nirgends benutzt. Wir
haben nur die Existenz einer einzigen Menge, namlich R, herangezogen.

Ich habe leichthin von der ‘Definition’” von R gesprochen. Falls es sich um eine
Definition handelt, kann man sie auffassen als Definition von Aussagen der Form
¢ € R, also insbesondere der Aussage R € R, die somit zirkelhaft, ndmlich als ihr
eigenes Negat definiert ist. Derart zirkelhafte Definitionen bergen also prinzipiell die
Gefahr in sich, dass sie zu Widerspriichen fithren. - Man kann sich die Menge R
jedoch auch anders als durch eine Definition eingefiihrt denken.

Zur Orientierung diene uns folgende Version von RUSSELLs Geschichte vom
Dorfbarbier: B., ein Barbier, der im Dorfe D. wohnt, hat sich verpflichtet, (1) alle
Bewohner von D. zu rasieren, die sich nicht selbst rasieren, und (2) nur die Bewohner
von D. zu rasieren, die sich nicht selbst rasieren. Nach (1) sollte B. insbesondere sich
selbst rasieren, aber nach (2) darf er dies nicht tun. Dennoch ist jede der beiden
Verpflichtungen (1), (2) fiir sich allein widerspruchsfrei.

Wir versuchen nun, RUSSELLs Menge R durch eine ‘bedingte’ Verbotsregel fiir
Behauptungen einzufithren. Dabei lassen wir uns von der Idee leiten, eine Aussage
sei wahr genau dann, wenn sie behauptet werden darf, d.h. wenn ihre Behauptung
nicht (nach zugehorigen Regeln) verboten ist. Fiir R und beliebige Mengen ¢ sei nun
die Regel aufgestellt:

Behaupte ¢ € R nicht bevor — (¢ € ¢) behauptet worden ist!

Zur tbersichtlicheren Darstellung derartiger Regeln zur Einschrankung von Behaup-
tungen verwenden wir § als Behauptungszeichen und : = als Abkiirzung fiir “nicht
bevor” oder “erst dann, wenn” oder ggf. “nur dann, wenn”. Damit 148t sich die
angefithrte Regel schreiben als

tceR = f-(ceq).
Als Einzelfall dieser Regel erhalten wir:
IRER = 1~ (RER).

Zur Erganzung benotigen wir noch eine Regel fiir Negate beliebiger Aussagen A:
Hierzu definieren wir zunachst: Eine Behauptung heifle “intern verboten”, wenn sie
nach bestimmten Regeln verboten ist, die wir “intern” nennen (Genaueres s. |5,
p.9]). Die bisher aufgestellte Regel sei intern. (Ein Beipiel einer nicht internen Regel
folgt noch.) Die Regel fiir Negate laute: “Behaupte —A nur dann, wenn es intern
verboten ist, A zu behaupten”, kurz

1—A := intern verboten f A.
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Auch diese Regel sei intern. (Sie ist mit einem ‘Eindeutigkeitsproblem’ verbunden,
auf das wir hier nicht eingehen; s. [5, p.10].)

Die angefiihrten Regeln seien die einzigen Regeln fiir Behauptungen von Aussagen
der Formen ¢ € R und —A. Daher liegt die Vermutung nahe, sie seien umkehrbar.
Denn falls f¢ € ¢ intern verboten ist, konnen durch die Behauptungen von = (¢ € ¢)
und ¢ € R in dieser Reihenfolge die dafiir zustdndigen Regeln nicht verletzt werden.
Dies ist jedoch ggf. ein Trugschluss.

Nach den angefiihrten Regeln ist R € R ein Beispiel einer Aussage A, die nach
den internen Regeln nur dann behauptet werden sollte, wenn dies intern verboten
ist. Wir vereinbaren nun extra, dass die Behauptung einer derartigen Aussage A als
intern verboten gilt. Also ist insbesondere 1R € R intern verboten. Somit wiirde
1= (R € R) keine Regel verletzen, ist also erlaubt. Hieraus diirfen wir aber nicht
schlieBen, dass man auch R € R behaupten darf. Die Regel fR € R :=
1 (R € R) ist nicht umkehrbar. Es entsteht keine Paradoxie.

Wir betrachten jetzt der Einfachheit halber eine Aussage A, die der einzigen internen
Regel “f A := intern verbotenf A” unterworfen ist. Diese Regel verweist auf sich selbst,
sodass man etwas unsicher sein kénnte, ob A intern verboten ist. Daher die im vorigen
Absatz getroffene Vereinbarung.

Das angekiindigte Beispiel einer nicht internen Behauptungsregel laute: Man behaupte
“Dieser Stab ist 24,8 cm lang” erst nach einer Vermessung des betreffenden Stabes mit dem
Ergebnis 24,8 cm. Diese (noch verallgemeinerbare) Regel gelte nicht als intern, da z.B. ein
Verbrennen des Stabes (der schitzungsweise 25 cm lang sei) vor seiner Vermessung nicht
dazu ausreichen soll, dass die Behauptung der angefiihrten Aussage als intern verboten gilt
und man somit behaupten darf, der Stab sei nicht 24,8 cm lang (gewesen).

Nun denken wir uns allgemeiner den Gebrauch von Aussagen der Form
c € {x: A(x)} festgelegt durch die ‘Komprehensionsregel’

pree{z: A(x)} = B§A(c).

Auch diese sowie alle im Folgenden angefihrten Regeln zdhlen wir zu den inter-
nen Regeln. Ferner setzen wir fur sie voraus, dass die in thnen auf der linken
Seite angefiihrten Behauptungen keinen weiteren Einschrdnkungen unterworfen sind.
Dennoch ist die Komprehensionsregel wenigstens fir ¢ = {z : = (x € x)} und
A(x) = = (xz € z) nicht umkehrbar. [Wir schreiben ¢ = ¢ dafiir, dass die durch
0,0 (wie soeben) mitgeteilten Schreibfiguren gestaltlich gleich sind.|

Fiir argumentationstechnische Zwecke (besonders in der Mathematik) ist jedoch
die Verfiigbarkeit nicht nur der Komprehensionsregel, sondern auch ihrer Umkehrung
bekanntlich eine wichtiges Mittel. Damit ist ein Interesse an Ubersichten begriindet,
aus denen hervorgeht, fiir welche Aussageformen A(z) die Komprehensionsregel um-
kehrbar ist. Dies ist u.a. in verschiedenen verzweigten Typentheorien der Fall (vgl.

[5, 87]).



Die Paradoxie von GRELLING entsteht aus der von RUSSELL dadurch,
dass man Mengen durch sog. Pridikate (oder Pradikatoren) ersetzt. Ist P ein
Prédikat und ¢ ein Name oder eine Bezeichnung eines Gegenstandes, so schreiben
wir kurz P(c) fiir “P kommt ¢ zu” oder “c ist P” o.4. Fiir ein Priadikatenpradikat
P tritt an die Stelle von ¢ ein Name, etwa ‘@)’°, eines Pradikats ). Wir schreiben
jedoch einfach P(Q) statt P(‘Q’). [Im umgangssprachlichen Text haben wir bereits
Anfiihrungszeichen um symbolisch geschriebene Mitteilungen fortgelassen. Ferner

haben wir schon die Schreibweise o = o statt ‘0’=‘c" (gestaltliche Gleichheit) einge-
fithrt.]

Wir betrachten nun das Pradikat H, das allen Pradikaten P zukommt, die sich
nicht selbst zukommen. (Solche Priadikate P heiflen “heterologisch”.) H sei also
‘definiert’ durch
Wie bei RUSSELLs R kann man hieraus den Widerspruch H(H) A =H(H) folgern.

Ersetzt man die angefiihrte ‘Definition’ von H durch die Festlegung des Gebrauchs
dieses Pradikats mit Hilfe der Regel

GH(P) = 1-P(P),

so ist auch diese Regel fiir P = H nicht umkehrbar. Es gilt =H(H), aber es entsteht
keine Paradoxie mehr.

Wir behandeln die Paradoxie vom Liigner (in der sog. verstirkten Form)
Ly . “Diese Aussage ist nicht wahr.”

Der indexikalische Ausdruck “diese Aussage” (genauer: dasin L; stehende Vorkomm-
nis von “Diese Aussage”) bezeichne dabei die gesamte Aussage L1, in der er (es) steht.
Nach tblicher Argumentation ist L; genau dann wahr, wenn L; nicht wahr ist.

Fiir eine normativ-pragmatische Untersuchung schreiben wir L; formalisiert als
—W(i). Dabei stehe W fiir das Wahrheitspradikat und ¢ fiir “diese Aussage”. i
bezeichne hier also die gesamte Aussage =WW(i). - Nach dem Vorbild von TARSKIs
Wahrheitskonvention stellen wir nun die allgemeine Regel auf, dass - fiir eine Be-
zeichnung j einer Aussage - W(j) erst dann behauptet werden darf, wenn die durch
J bezeichnete Aussage behauptet worden ist. Wir konnen das hier vorkommende
Kennzeichnungsschema “die durch j bezeichnete Aussage” dadurch eliminieren, dass
wir es ersetzen durch “fiir (mindestens) eine durch j bezeichnete Aussage”. De-
mentsprechend kénnen wir die letzte Regel auch so formulieren:

(T) 1t W(j) := fiir ein A: (j bezeichnet A) und f A.

Es liegt nahe, dabei die Bedingung “j bezeichnet A” so zu verstehen, dass zwar die
Aussage A, aber keine von A gestaltlich verschiedene Aussage durch ein in W(j)
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oder in A selbst stehendes Vorkommnis von j bezeichnet wird. Dabei darf j auch ein
indexikalischer Ausdruck sein. Fragen wie die, ob dabei A noch andere indexikalische
Ausdriicke enthalten darf, und sich daraus ergebende Fragen lassen wir hier offen.

Da im diskutierten Falle (nur) =W(i) durch i bezeichnet wird, sollte man die
Regel
IW(@) = 1=W()

nicht verletzen. Diese Regel ist nicht umkehrbar. Es gilt =W(i).

Eine andere Version des ‘Liigners’ hat die Form: “Die an der Stelle S stehende
Aussage ist nicht wahr.” Dabei steht S fiir eine eindeutige Beschreibung der Stelle,
an der die soeben erwiahnte Aussage steht. Durch Elimination der Kennzeichnung
“Die an der Stelle S stehende Aussage” erhalt diese Version des ‘Liigners’ die Form:
“Es gibt keine Aussage, die an S steht und wahr ist.” Dementsprechend definieren
wir

Ly = —-3X (S(X) AW(X)).

Dabei sei X eine Variable fiir Aussagen, und die Behauptbarkeit von Aussagen der
Form S(A) sei festgelegt durch die Regel, dass S(A) nur im Falle A = Ly behauptet
werden darf. Wir schreiben z.B. einfach W(A) statt W(‘A’). - Zur Behandlung der
zugehorigen Paradoxie in unserem ‘Behauptungsspiel’ stellen wir noch fiir Existenz-
aussagen und Konjunkte folgende Regeln auf

ndz A(z) := fiir einen Wert ¢ von z: f A(c)
hAANB := pA und §B.

(Diese Regeln sind ‘normalerweise’ umkehrbar.) Entsprechend sei auch die Behaupt-
barkeit von Aussagen der Form 3X A(X) (“Es gibt eine Aussage X derart, dass
A(X)”) geregelt. - Da S(A) nur fir A = L, behauptet werden darf, sollte man
insbesondere folgende Regeln nicht verletzen:

13X (S(X) AW(X))
;= firein A: §S(A) AW(A)
= hW(LQ)
= th

Nach der Definition von Ly ist also §3X (S(X) A W(X)) intern verboten und daher
i Lo erlaubt. Hieraus darf man aber nicht umgekehrt auf 3X (S(X)AW(X)) schliefen.

Das Beispiel des ‘Liigners’ in der Version L; hat gezeigt, dass die allgemeine Regel (T)
nicht in jedem Falle umkehrbar ist. Daher ist eine Behauptung der Form § W(j) hochstens
dann fiir einen Horer/Leser ‘redundant’ (im Sinne von “erschlieffbar aus der Behauptung
der mit j bezeichneten Aussage”), wenn ihm ohnehin bekannt ist, dass (T) im vorliegenden
Einzelfalle umkehrbar ist. Dies ist allerdings ‘normalerweise’ der Fall. Man beachte aber,
dass eine (im angedeuteten Sinne) redundante Wahrheitsrede dennoch zweckdienlich sein
kann. Dies zeigt schon das Beispiel: “Alles, was er gestern im Vortrag gesagt hatte, ist



wahr.” (Zu den Themen “Redundanz” und “Zwecke der Wahrpradikation” s. [3, p.291ff.,
311-319].)

Es ist an der Zeit, darauf hinzuweisen, dass unser unvollstandig skizziertes Be-
hauptungsspiel nur als ein vorlaufiges ‘Erklarungsmodell’ dienen soll und (um fiir die
Praxis des Argumentierens als Vorbild dienen zu kénnen) nicht nur einer Ergdnzung,
sondern vor allem einer Liberalisierung bedarf (s. [5, §1, §3, §6]). (So mag man
es als storend empfinden, dass es in diesem Behauptungsspiel z.B. fiir eine Be-
hauptung der Form § A A B nicht geniigt, die zugehorigen ‘Argumente’ A, B erst
nachtraglich vorzubringen. Allerdings sollte ein ‘Behaupter’ diese Argumente ohne-
hin schon vorher kennen, konnte sie dann also im stillen Gesprach zu sich selbst
behaupten.)

Zur Paradoxie von BERRY: K stehe fiir die Kennzeichnung: “die kleinste
natiirliche Zahl, die nicht in Deutsch mit hochstens zwanzig Worten aus je hochstens
zwanzig Buchstaben gekennzeichnet werden kann.” Eine 20-er-Kennzeichnung sei
eine Kennzeichnung, die hochstens eine natiirliche Zahl kennzeichnet, in Deutsch
geschrieben ist und aus hochstens 20 Worten aus je hochstens zwanzig Buchstaben
besteht. K ist also eine 20-er-Kennzeichnung, die abgekiirzt werden kann durch: “die
kleinste natiirliche Zahl, die keine 20-er Kennzeichnung hat.”

Ublicherweise erhilt man die Paradoxie von Berry wie folgt: Da es nur endlich
viele 20-er-Kennzeichnungen, aber unendlich viele natiirliche Zahlen gibt, hat min-
destens eine natiirliche Zahl keine 20-er-Kennzeichnung. Unter diesen natiirlichen
Zahlen gibt es eine kleinste, sagen wir n. Hiernach hat n keine 20-er-Kennzeichnung.
n hat jedoch die 20-er-Kennzeichnung K: Widerspruch. - Wir sehen davon ab, dass
wir etwas leichtfertig den nur klassisch beweisbaren Satz, dass jede nicht leere Menge
natirlicher Zahlen ein kleinstes Element hat, benutzt haben, und wenden uns einer
normativen Analyse zu:

Fiir beliebige eventuelle Kennzeichnungen J sei B(J,20) eine Abkiirzung fiir “J
ist eine 20-er-Kennzeichnung”. Es gilt also B(K,20). Fiir irgendeine natiirliche
Zahl n bedeute n = K, dass n die kleinste natiirliche Zahl ist, die keine 20-er-
Kennzeichnung hat, oder ausfiihrlicher, dass n keine 20-er-Kennzeichnung hat, und
dass es keine kleinere natiirliche Zahl gibt, die keine 20-er-Kennzeichnung hat. Wir
betrachten nun folgende Behauptungsregeln, von denen die zweite - sie heifle “die zu
nn = K gehorige Regel” - neu aufgestellt sei:

1 B(K,20) An=K
= In=K
= §-3J(B(J,200An=J) AN ~3x[x<nA-3J(B(J,20) ANz =J)]
= §-3J(B(J,20) An=J).

Angenommen, wir hatten B(K,20) An = K zu Recht behauptet. Dann diirften
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wir daraus doch nicht auf 3J(B(J,20) A n = J) schlieBen. D.h. die Behaup-
tungsregel flir Existenzaussagen ware in diesem Falle nicht umkehrbar. - Allerdings
sind wir weit davon entfernt, ein n (etwa in Dezimalschreibweise oder gar in der Form
von ‘Zéhlzeichen’ |, |[,||],]]|],.-.) tatsdchlich angeben und durch K kennzeichnen zu
konnen. Somit ist es zweifelhaft, ob jemals eine Aussage der Form B(K,20)An = K
behauptet werden darf.

Die zu fn = K gehorige Regel lasst sich noch im Rahmen der allgemeinen Kennzeich-
nungstheorie erkliaren. An Stelle von K betrachten wir dazu eine beliebige Kennzeichnung
tx A(z) (“dasjenige x mit A(x)”) derart, dass A(n) fiir hochstens einen Wert n der Vari-
ablen z gilt. Fiir Elementarformeln E(x) (in denen hochstens die Variable x und keine
Kennzeichnungsterme vorkommen) sei definiert: FE(tz A(z)) = 3z (A(x) A E(z)). Dies
lasst sich auch durch die Behauptungsregel

1 E(x A(z)) = f3z(A(x) A E(x))

simulieren. - Nun nehmen wir an, dass fiir Werte n, k von x die Gleichung n = k nur im
Falle der gestaltlichen Gleichheit n = k behauptet werden darf. Dann sollte man folgende
Regeln nicht verletzen

an=1rxAx) := pIx(Alx)An=2z) := firein k: FAk)An=Fk := fA(n).

Somit sollte man insbesondere die obige zu §jn = K gehorige Regel nicht verletzen.

Allgemeine Betrachtungen: Ein Widerspruch kann in unserem Behauptungs-
spiel nur durch fehlerhaftes Argumentieren entstehen, da die Regel fiir Negate ein
‘Widerspruchsverbot’ enthélt. Eine Regel dieses Spiels verlangt nur, ggf. bestimmte
Behauptungen (vorldufig bzw. stets) zu unterlassen; durch solches Unterlassen wird
aber keine andere Spielregel verletzt. Eine Behauptung kann nur insofern erlaubt sein,
als sie (ggf. zusammen mit anderen dafiir erforderlichen fritheren Behauptungen)
keine Regel verletzen wiirde.

Wie die behandelten Beispiele demonstrieren, hat die partielle Nichtumkehrbarkeit
von Regeln den Grund, dass die beteiligten Aussagen Vorgénger von sich selbst sind:
Die unmittelbaren Vorginger einer komplexen Aussage A seien diejenigen Aussagen,
fiir die (nach der zu fj A gehorigen Regel) bestimmte Bedingungen erfiillt sein miissen,
bevor A behauptet werden darf. Mit der Abkiirzung “u.Vg.” fiir “(ist) unmittelbarer
Vorgénger (von)” haben wir folgende unvollsténdige Liste:

A,B uVg. (AAB)

A uVg -4
A(c) uVg. JzA(x), falls ¢ ein Wert von x ist
A(c) uVg. ce {x: A(x)}.

Die Aussagen der in der rechten Spalte angefithrten Formen haben keine weiteren
u.Vg. Die Vorgéanger-Relation sei die transitive Hiille von ‘u.Vg.”. - Da aber die
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Umkehrbarkeit interner Regeln eine offensichtlich notwendige Bedingung fiir die An-
wendbarkeit bekannter (logischer, mengentheoretischer und anderer) Schlussregeln
auf Behauptungssétze ist, sind (partielle) Sprachen von Interesse, deren samtliche
Aussagen zirkelfrei, d.h. keine Vorganger von sich selbst sind. Bekannte Beispiele
sind Sprachen verzweigter Typentheorien.

Wir kénnen evtl. ‘harmlose’ von ‘schadlichen’ Zirkeln unterscheiden. Die Aus-
sagen R € R, H(H) und “Diese Aussage ist nicht wahr” sind Beispiele fiir Aussagen
A, fiir die A ein u.Vg. ist - und somit ein ‘negativer’ Zirkel vorliegt. Es liegt nahe,
zu vermuten, dass (nach geeigneter Definition) nur ‘negative’ Zirkel zu Paradoxien
der hier behandelten Art fithren. Es diirfte indes schwierig sein, fiir mathematische
oder andere Zwecke geeignete Sprachen zu konstruieren, in denen zwar ‘positive’,
aber keine ‘negativen’ Zirkel vorkommen, und dies zu beweisen.

Dennoch seien zwei Beispiele ‘positiver’ Zirkel angefiihrt:
Fir A= {z: 2 € z} € {¢: 2 € x} darf man nach der Komprehensionsregel A
erst dann behaupten, wenn A schon behauptet worden ist. Man darf also A nicht
behaupten. (Man konnte jedoch evtl. verschiedener Meinung sein, ob § A intern
verboten ist.) - Fiir B = {z: == (z € z)} € {z: == (2 € x)} haben wir als Einzelfall
der Komprehensionsregel: § B := f—-—=B. Ist hiernach §—B verboten und sind
somit § == B und fj B erlaubt - oder verhélt es sich umgekehrt?

Eine entsprechende Frage diskutieren wir am Beispiel einer Folge voneinander
verschiedener Aussagen C,,, fiir welche die (einzige und somit umkehrbare) Regel
aufgestellt sei: 1C, := §-C,1 (n = 1,2,...). Dann ist es (mit einiger Plausi-
bilitdt) verboten, sowohl C,, mit einer geraden Nummer m als auch C,, mit einer
ungeraden Nummer n zu behaupten. Weiteres ist unbestimmt. - Beschlieft man
aber noch extra gemeinschaftlich, dass 1C,, z.B. fiir gerade m als intern verboten
gelten soll, so darf man danach C), fiir ungerade n behaupten. Erst nachdem entweder
dieser oder der dazu ‘komplementéare’ Beschluss gefasst worden ist, sind Behauptun-
gen entsprechender Aussagen (), eindeutig erlaubt; die hier diskutierte Regel bleibt
dann umkehrbar. Daher konnte man in unserem Behauptungsspiel noch gestatten,
einen (und nur einen) dieser beiden Beschliisse zu fassen. (In diesem Beispiel hat
jede der Aussagen C), eine unendliche Vorgéngerfolge und heile daher “unfundiert”.)

Die oben behandelten Paradoxien aufier der von RUSSELL heiflen “semantisch”.
“Semantik” wird gelegentlich assoziiert mit der Existenz nicht-sprachlicher Bedeu-
tungen von sprachlichen Bestandteilen (z.B. Pradikaten). Wir haben jedoch unsere
Untersuchungen durch Reflexionen auf Regeln eines (fingierten) Behauptungsspiels
durchgefiihrt; als semantische Bedingung ist dabei nur in der Paradoxie vom Liigner
die Referenz von einem indexikalischen Ausdruck (i) auf eine Aussage (—=W(i)) einge-
gangen. Dariiber hinaus haben wir keine ‘realistische Interpretationssemantik’ be-
nutzt.

Unser Behauptungsspiel ermoglicht eine nicht-restriktive Antinomienvermeidung
im Sinne von [4], bei der als sprachliche Mittel grundsétzlich auch zirkelhafte Aus-
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sagen und selbstreferentielle Pradikate zugelassen werden. In diesem allgemeinen
sprachlichen Rahmen gelten allerdings viele Schlussweisen nur mit Ausnahmen, so-
dass die dort verfiigbaren Argumentationsformen ‘defekt’, insgesamt unitibersichtlich
und wenig praktikabel sind. Zur Verfolgung spezieller Zwecke miissen die sprach-
lichen Mittel also doch wieder eingeschrankt werden.

Zum Vergleich mit unserem Behauptungsspiel sei noch die in [4, p. 327] angefiihrte
Methode zur Antinomienvermeidung angefiihrt. Dort heifit es: “Ist D das Definien-
dum und A der definierende Ausdruck, so wird die Definition iiblicherweise als
Aquivalenz beider, D « A, angesetzt. Dieses Schema muf nun in der angegebe-
nen Weise durch Hinzunahme der Konsistenzbedingung K zum Definiens modifiziert
werden und hat dann die allgemeine Form D < (A A K), wobei K der Ausdruck
‘[A] # [=D]’ ist.” (An Stelle von “[”, “]” werden dort sog. Quasi-Anfiihrungszeichen
benutzt, die hier nicht zur Verfiigung stehen. - Das Zeichen “#” dient dort vermutlich
zur Mitteilung der gestaltlichen Verschiedenheit.) Im Falle D = (R € R) (Russellsche
Paradoxie) haben wir

D (=D A [~D] # [~D)),

wobei das Definiens falsch ist. Somit ist D falsch - wie in unserem Behauptungsspiel.
- Ersetzt man in diesem Beispiel die Menge R durch {z: =——(x € z)}, so erhélt
man eine Definition der Form

D (===D A [===D] # [=D]),

in der die rechts stehende Ungleichung wahr ist - also das Definiens dquivalent zu
——==D und damit zu —D ist: Widerspruch.

Eine Paradoxie zur Abzahlung von Teilmengen von IN: Wir werden die
Menge aller Teilmengen von IN betrachten, die in einer bestimmten Sprache £ darstell-
bar sind. Die Terme und Formeln von £ seien aus insgesamt endlich vielen ‘Buch-
staben’ (atomaren Figuren) aufgebaut. Als Metavariable verwenden wir: k, m fir El-
emente von IN und z, y fiir Variable fiir Elemente von IN. £ enthalte u.a. die Formeln
der Gestalt a(k,m), a(x,y) sowie mit jeder Formel F' wenigstens auch k € {x: F'}
und —F. - Mengendarstellungen der Gestalt {z: A(z)} mit beliebigen Formeln A(x)
von L teilen wir durch M mit.

Nun beachten wir, dass diese Mengendarstellungen ‘Worte” aus insgesamt endlich
vielen Buchstaben sind, und sich daher lexikographisch anordnen lassen. Aufler den
Aussagen von £ werden wir Hilfsaussagen der Form A(k, M) verwenden. A(k, M)
bedeute, dass M an k-ter Stelle in der erwahnten lexikographischen Reihenfolge steht.
- Eine Aussage der Gestalt a(k, m) bedeute, dass fiir die Mengendarstellung M mit
A(m, M) auch k € M gilt.

Formeln der Gestalt A(s,T") sind i.Allg. nicht invariant gegentiber der extensionalen
Gleichheit. Z.B. fir T(y) = {z: A(x) Ay = y} ist T(1) zwar extensional gleich T'(2), es gilt



aber nicht A(k,T(1)) < A(k,T(2)). Daher zéhlen wir Formeln (und Aussagen) der Gestalt
A(s,T) nicht zu L.

Sei D = {z: —a(x,x)}, und k sei so gewahlt, dass A(k, D) gilt. Daraus ergibt
sich insbesondere
alk, k) « ke D < —alk,k)).

Damit erhalten wir eine Paradoxie, die der RUSSELLschen entspricht.

Auch diese Paradoxie lasst sich in unserem Behauptungsspiel vermeiden: Der
Gebrauch von Aussagen der Gestalt a(k, m) sei durch die (einzige) Regel simuliert:

ta(k,m) := firein M: §A(m,M) und gk € M.

Nun sei wieder A(k, D) vorausgesetzt. Dann sollte man A(k, M) nur fir M = D
behaupten und somit folgende Regeln nicht verletzen

va(k, k) = tkeD = t-alkk).

Also gilt zwar — a(k, k), aber hieraus folgt nicht in umgekehrter Richtung, dass auch
a(k, k) gilt. Auch hier liegt ein Zirkel vor.

Eine Paradoxie betreffs Zirkelfreiheit: Wir betrachten jetzt eine ‘Definition’
A: ce M « A(e) fur spezielle ¢, M, A(). Dabei hat ¢ € M nur den u.Vg. A(c).
Ist dieser zirkelfrei, so ist auch ¢ € M zirkelfrei, sodass A zu keinem Widerspruch
fithrt. Daher liegt es nahe, falls A(c) zirkelhaft ist, A zu ersetzen durch ¢ € M « 1;
dabei sei L eine Elementaraussage (z.B. 0 = 1), deren Behauptung verboten ist. In
diesem Falle hat ¢ € M nur L als u.Vg., ist also zirkelfrei. - Dementsprechend seien
jetzt Mengen der Form {z: A(c)} eingefithrt durch die beiden Forderungen

F1: ce{z: A(x)} < A(c), falls A(c) zirkelfrei ist
F2: ce{z: Az)} « L sonst.

Wir fordern ferner F3: A(c) (bzw. L) sei ein u.Vg. von ¢ € {z: A(z)} genau
dann, wenn A(c) zirkelfrei (bzw. zirkelhaft) ist. ¢ € {z: A(z)} habe keine anderen
u.Vg. (Diese Einfithrung von {x: A(x)} setzt zwar voraus, dass A(c) zirkelhaft oder
zirkelfrei ist, ‘tertium non datur’. Dies ist jedoch im Folgenden unerheblich.) - Nun
sel

A={z:=(zex)} e{z:~(xex)}.

Man erhéalt insbesondere

A — —A, falls = A zirkelfrei ist
A «— 1, falls = A zirkelhaft ist.

Falls = A zirkelhaft ist, dann hat A nur L als u.Vg., sodass —A zirkelfrei ist (da —A
nur A als u.Vg. hat). Ist aber —A zirkelfrei, dann ist = A ein u.Vg. von A, und somit
ist = A zirkelhaft: Widerspruch.
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Fiir eine Untersuchung in einen Behauptungsspiel rekonstruieren wir zunachst die
Behauptbarkeit von Aussagen der Formen A <,, B und A << B (“A ist Vorganger
von B”) durch folgende interne Regeln, wobei wir A <; B statt “A u.Vg. B”
schreiben:

NA<,.1 B = firemC: §A<;C und 1C <, B
NA<<B := fireinn>0: A<, B.

Nach der Forderung F'1 darf man ¢ € {z: Az} nur dann behaupten, wenn man
auch Ac behaupten darf, und nach F'2 nur dann, wenn Ac zirkelfrei ist. Der obigen
Einfiihrung von {z: A(z)} entsprechen somit die internen Regeln

ree{z: Alx)} = fA(c
rce{z: Alx)} = f-(A(c) << Ac)).

Hinzuzufiigen ist nach F'3 noch die Regel
1A(c) <1 ce€{x: A(z)} = b—-(A(c) << A(c)).

Die Aussage c€ {zx: A(z)} moge keine von A(c) verschiedenen u.Vg. haben. (Wir
zahlen also L nicht mehr zu den u.Vg. von ¢ € {x: A(z). Den Fall, dass auch
= (A(c) << A(c)) zu den u.Vg. von ¢ € {z: A(x)} gezdhlt wird, werden wir noch in
Betracht ziehen.) - Fiir die oben definierte Aussage A haben wir folgende speziellen
Regeln:

h A = h -A

1A = (A << -4

A< A = - (mA<<-A).

Da —A nur A als u.Vg. hat und A hochstens = A als u.Vg. hat, sollte man die zweite
der folgenden Regeln nicht verletzen:

1A <<-A = fireinn>0: 1-A4<, A
= 1hA< A = 1o (RA << A

Somit gilt = (=A << —=A) und daher (Inversion!) auch —A <; A, also =A <y —A.
Dies zeigt, dass - im momentan diskutierten Regelsytem - durch = (X << X) kein
brauchbarer Begriff der Zirkelfreiheit dargestellt wird. Offensichtlich gilt auch —A,
sodass die Regel “4A := f§-A und f—(—-A << —A)” nicht umkehrbar ist.

Diese Ergebnisse erhdlt man auch dann, wenn man noch —(A(c) << A(c)) zu
den u.Vg. von ¢ € {z: A(z)} und insbesondere = (=A << —A) zu den u.Vg. von A
zahlt.

Lasst man jedoch die Regel mit der Pramisse § A(c) <1 ¢ € {x: A(z)} fort
und vereinbart dementsprechend, dass ¢ € {x: A(z)} jedenfalls die beiden u.Vg.
A(c) und = (A(c) << A(c)) (und nur diese) hat, dann darf man, falls A(c) und
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- (A(c) << A(c)) einmal zu Recht behauptet werden, danach auch ¢ € {x: A(x)}
behaupten (da dann auch diese Aussage zirkelfrei ist).

Aus der sich aus der Forderung F'3 ergebenden Paradoxie erhédlt man noch eine analoge
Paradoxie dadurch, dass man in F'1 - F'3 den Begriff der Zirkelfreiheit durch den der
Fundiertheit ersetzt. Eine Aussage heifit “fundiert”, wenn sie keine unendliche Vorgéanger-
folge besitzt. (Um diese Bedingung vollkommen zu verstehen, miisste man allerdings iber
einen Begriff der (Vorgénger-)Folgen verfiigen, der nicht mehr verallgemeinerungsfihig ist.
Dies ist aber kaum erreichbar; vgl. daher [1, p. 171, 186f.].)
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