
Halbgruppen und Monoide

Definition (1.1)

(i) Eine Halbgruppe ist ein Paar (G , ∗ ) bestehend aus einer
nichtleeren Menge G und einer assoziativen Verknüpfung ∗
auf G .

(ii) Ein Element e ∈ G der Halbgruppe wird als Neutralelement
bezeichnet, wenn e ∗ a = a und a ∗ e = a für alle a ∈ G
erfüllt ist.

(iii) Eine Halbgruppe mit mindestens einem Neutralelement
bezeichnet man als Monoid.



Definition der Gruppen

Definition (1.2)

Sei (G , ∗ ) ein Monoid mit dem Neutralelement eG .

(i) Ein Element g ∈ G wird invertierbar in (G , ∗ ) genannt,
wenn ein h ∈ G mit g ∗ h = h ∗ g = eG existiert. Man nennt
h in diesem Fall ein Inverses von g .

(ii) Ein Monoid (G , ∗ ), in dem jedes Element ein Inverses
besitzt, wird Gruppe genannt.

(iii) Eine Gruppe G , und ebenso eine Halbgruppe bzw. ein
Monoid, wird als kommutativ oder abelsch bezeichnet, wenn
die Verknüpfung ∗ kommutativ ist.



Definition der Ringe

Definition (1.6)

Ein Ring ist ein Tripel (R,+, ·) bestehend aus einer Menge R und
zwei Verknüpfungen + : R × R → R und · : R × R → R, genannt
Addition und Multiplikation, so dass die folgenden Bedingungen
erfüllt sind:

(i) Das Paar (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(ii) Das Paar (R, · ) ist ein kommutatives Monoid.

(iii) Es gilt das Distributivgesetz a(b + c) = ab + ac für alle
a, b, c ∈ R.

Ist (R,+) eine abelsche Gruppe und (R, · ) eine
nicht-abelsche Halbgruppe, die die beiden Distributivgesetze
a(b + c) = ab + ac und (a + b)c = ac + bc für alle
a, b, c ∈ R erfüllt, dann spricht man von einem Schiefring.
Ist (R, · ) ein nicht-kommutatives Monoid, dann spricht man
von einem Schiefring mit 1.

















Unterschiedliche Schreibweisen bei Gruppen

Multiplikative Schreibweise

wird bei einem punktähnlichen Verknüpfungssymbol
wie ·, ∗ oder � verwendet

Notation für das Neutralelement: auch 1G statt eG

Notation g−1 für das Inverse eines Elements g ∈ G

Notation für die Verknüpfung zweier Elemente
auch gh statt g ∗ h



Unterschiedliche Schreibweisen bei Gruppen

Additive Schreibweise

wird bei einem
”
plusartigen“ Verknüpfungssymbol

wie + oder ⊕ verwendet

Notation für das Neutralelement 0G statt eG

Notation −g für das Inverse eines Elements g ∈ G

nur bei kommutativen Gruppen üblich



Einheiten und Nullteiler

Definition (1.7)

Sei R ein Ring.

(i) Ein Element a ∈ R heißt Einheit, wenn ein b ∈ R mit
ab = 1R existiert.
Die Menge der Einheiten von R bezeichnen wir mit R×.

(ii) Man nennt es Nullteiler, wenn ein Element b ∈ R, b 6= 0R
mit ab = 0R existiert.

Die Einheiten eines Rings bilden nach Satz 1.5 eine Gruppe, die
sog. Einheitengruppe des Rings.

Definition (1.8)

Ein Ring R mit 0R als einzigem Nullteiler heißt Integritätsbereich.
Gilt R× = R \ {0R}, dann ist R ein Körper.



Regeln für Einheiten und Nullteiler

Lemma (1.9)

(i) Ein Element a in einem Ring R kann nicht zugleich Nullteiler
und Einheit sein.

(ii) Jeder Körper ist ein Integritätsbereich.

(iii) In jedem Integritätsbereich R gilt die Kürzungsregel:
Sind a, b, c ∈ R mit c 6= 0R , dann folgt aus ac = bc
die Gleichung a = b.







Das Monoid der Abbildungen X → X

Proposition (1.10)

Sei X eine Menge und Abb(X ) die Menge der Abbildungen
X → X . Für f , g ∈ Abb(X ) bezeichnet f ◦ g wie immer die
Komposition von f und g gegeben durch

(f ◦ g)(x) = f (g(x)) für alle x ∈ X .

Dann ist das Paar (Abb(X ), ◦) ein Monoid. Das Neutralelement ist
die Abbildung idX gegeben durch idX (x) = x für alle x ∈ X .









Die Permutationsgruppe einer Menge

Proposition (1.11)

Eine Abbildung f ∈ Abb(X ) ist genau dann im Monoid (Abb, ◦)
invertierbar, wenn sie bijektiv ist. In diesem Fall ist das Inverse von
f durch die Umkehrabbildung f −1 gegeben.

Definition (1.12)

Sei X eine Menge. Dann bildet die Teilmenge Per(X ) ⊆ Abb(X )
bestehend aus den bijektiven Abbildungen X → X mit der
Komposition ◦ von Abbildungen eine Gruppe. Man bezeichnet
(Per(X ), ◦) als die Permutationsgruppe und die Elemente von
Per(X ) als die Permutationen von X .

Ist n ∈ N und Mn = {1, ..., n}, dann ist Sn = Per(Mn) die bereits
aus der Lineare Algebra bekannte symmetrische Gruppe.






