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Lésung zum 5. Ubungsblatt

1. Staatsexamensaufgabe Friihjahr 2007
In Abhéngigkeit vom reellen Parameter ¢ € R sei die Matrix

0 -1 0
A, = t t+1 0 | eR>3
t+1 t+1 —1

gegeben.
a) Zeigen Sie, dass das charakteristische Polynom x,; von A; gegeben ist durch

Xe(A) = —(A+ DA =)A= 1),

b) Untersuchen Sie A; in Abhéngigkeit von ¢t € R auf Diagonalisierbarkeit.

c) Nun sei t = 0. Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix P € GL3(R) und
eine Diagonalmatrix D € R3*3 mit P~ A P = D.

Losung:

a) Fir alle A € R gilt

—A -1 0
41 41 _1_)\3,Spalte
—-A -1
:—(A+1)‘t H_l_)\‘:—()\+1)(—>\(t+1—)\)+t):
=—A+1D) (N =tA=X+t) = —A+1)A-t)(A—1).

Vieta

b) Die in a) gezeigte Zerlegung von x; in Linearfaktoren legt die folgende Fall-
unterscheidung nahe:

Fall 1: ¢ ¢ {—1,1}. Die Matrix A; besitzt die drei verschiedenen Eigenwerte
A1 = —1, Ay =t und A3 = 1 und ist folglich als 3 x 3-Matrix diagonalisierbar.

Fall 2: t = —1. Die Matrix

ist symmetrisch und damit als reellwertige Matrix auch diagonalisierbar.



Fall 3: t = 1. Die Matrix A; besitzt die beiden Eigenwerte \; = —1 und
A2 = 1 mit den algebraischen Vielfachheiten a; = 1 und ay = 2. Wegen

-1 -1 0 1 10
A1 - )\2E3 == 1 1 O ~ 0 0 1
2 2 =2 000

ist ro = Rang(A4; — A\ F) = 2. Fiir die geometrische Vielfachheit v, von As
gilt damit v = 3 — ry = 1 < aw; folglich ist A; nicht diagonalisierbar.

GemésB a) besitzt die Matrix Ay die drei verschiedenen Eigenwerte Ay = —1,
A2 = 0 und A3 = 1. Wegen

1 -1 0 2 00 100
1 1 0 110 000
0
ist v; = | 0] ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = —1, wegen
1
0 -1 0 1 0 —1
AO - )\2E3 == 0 1 0 ~ O 1 O
1 1 -1 00 O
1
ist v = | 0| ein Eigenvektor zum Eigenwert A\, = 0, und wegen
1
-1 -1 0 110
AO - )\3E3 = 0 0 0 ~ 0 01
1 1 =2 000
1
ist v, = | —1 | ein Eigenvektor zum Eigenwert A3 = 1. Mit
0
01 1
P = (’01,7}2,213) = 00 -1 € GLg(R)
11 0
und
-1 0 0
D= diag(Al, )\2, )\3) = 0 0 0
0 01

gilt damit P~1Ay P = D.



2. Staatsexamensaufgabe Herbst 2011

Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

12 10

a) Es gibt eine Basis vy, vo, v3, v4 des R* mit v; = . vy = —lr
g 1, V2, V3, U4 1 — 23 |’ 2 — 23

5 11

b) Jede diagonalisierbare Matrix ist invertierbar.

c) Jede invertierbare Matrix ist diagonalisierbar.
Hinweis: Widerlegen Sie diese Aussage durch die Angabe eines moglichst
einfachen Gegenbeispieles.

d) Sei A eine Matrix mit A*> = A. Dann sind die einzig méglichen Eigenwerte
von A gleich 0 oder +1.

Loésung:

a) Die Aussage ist richtig: so ist etwa

12 10 0 0
U S R e R (N I X
1= 23 ) 2 — 23 ) 3 — 11> 4 — 0
) 11 0 1
wegen
1210 0 0 12 10 0
- -1 =17 0 0 Laplace _1\4+4 . . .
det (v, v2,v3,v4) = 23 923 1 0 48;%6&/_{ 231 2]?.)7 (1) =
5 11 01 =1

Lap_lace _1\343 1. 12 10 o e e . -
3.Spalte @,_1/ —1 =171 — 12-(=17) = (=1)- 10 = —194 # 0
=1

eine Basis von R*.

b) Die Aussage ist falsch: so ist etwa die Matrix

_ 1 1 2X2
A_<1 1)6R

gemiB AT = A symmetrisch und damit insbesondere diagonalisierbar, wegen

11

det(A) = ’1 1

':1-1—1-1:()

allerdings nicht invertierbar.



Die Aussage ist falsch: so ist etwa die Matrix
_ 0 -1 2X2
A= (1 0 > eR

0 -1
1 0

wegen

det(A) = =0-0-1-(=1)=1#0
i o]

invertierbar; wegen

-2 -1

Xa(N) = det(A — N Ey) = ’ RN

‘:(—)\)2—1-(—1):)\2+1>0

fiir alle A € R ist allerdings A ohne Eigenwert und damit insbesondere nicht
diagonalisierbar.

Die Aussage ist richtig: sei A € R™" mit A% = A. Fiir einen Eigenwert
A € R von A gibt es einen Vektor 0 # x € R” mit A-x = A -z, und es folgt

A2 x=(A-A)-v2=A-(A-2)=A-(\-12)=
=AA-2)=XA-N-2)=A-N) 2=\ 1

sowie

A x=(A-A*)-z=A- (A% 2)=A-(\?-2)=
=M (A-x)=X-(N-2)=\-A)-2=X 1

woraus sich wegen A% = A zunichst
Noao=Ac=Az=\ =z,

also
N =N -x=N-2-X-2=0,

ergibt; wegen x # 0 folgt
0=XN-A=XA-(V=-1)=X-A-1)-(A+1)

und damit A =0 oder A =1 oder A = —1.



3. Staatsexamensaufgabe Frihjahr 2007

Es sei V' ein 4-dimensionaler R—Vektorraum mit der Basis vy, v, v3, v4. Weiter
sei p : V — V die lineare Abbildung mit

o(v1) =2, p(va) =v3, @(v3) =v4, @(v4) = v1.

Berechnen Sie Basen fiir die Eigenrdume von ¢ in V und entscheiden Sie, ob ¢
reell diagonalisierbar ist.

Hinweis: Bestimmen Sie zuerst die darstellende Matrix von ¢ beziiglich der Basis
V1, U9, U3, Uy von V.

Losung:

Der gegebene Endomorphismus ¢ : V' — V' des Vektorraums V' besitzt wegen

gO(Ul) = VU = 0- v + 1- Vo + 0- (R 0- V4
o(ve) = w3 = 0-v;3 + 0-v3 + 1l-vg + 0-04
ovg) = vy = 0-vp + 0-v9 + 0-v3 + 1-04
ovy)) = vy = 1-vy + 0-v9 + 0-v3 + 0-vy

beziiglich der Basis vy, vg, v3, v4 von V' die darstellende Matrix

4x4
e R***:

o O = O
O = OO
_— o O O
o O O

dabei ist ein Vektor
V=1V + Qg Va3 U3F+ag-v4 €V

genau dann ein Eigenvektor des Endomorphismus ¢ zum Eigenwert A € R, wenn
sein Koordinatenvektor

p(v) = € R*

beziiglich der Basis vy, vo, v3, vy ein Eigenvektor der darstellenden Matrix M
zum Eigenwert A € R ist. Wegen

-A 0 0 1
1 =X 0 0
xu(A) = det(M — A E) = 0 1 =X 01 Zeie
0 0 1 =X
-2 0 0 1 =X 0 .
— (A1 A 0] —1-fo0 1 —p| Dreieks
O 1 _)\ O O 1 matrizen

() (AP -1 B =X 1= (A= D (A1) (A1)



fiir alle A € R besitzt M genau zwei Eigenwerte, namlich \; = 1 und \; = —1;
wegen

-1 0 0 1 -1 0 0 1
1 -1 0 O 0 -1 0 1
M=ME= 0 1 -1 o0 |lonlo 1 =1 0] uu

0 0 1 -1 0 0 1 -1
-1 0 0 1 -1 0 0 1
0 -1 0 1 0O -1 0 1

> >

0 0o -1 1 TVAIIT 0 0 -1 1
0 0 1 -1 0O 0 0 0

ist der Koordinatenvektor

p(b) = € R*

—_ = = =

eine Basis fiir den Eigenraum Eig(M; \;) der Matrix M zum Eigenwert A; = 1,
und wegen

1 0 01 1 00 1
1100 01 0 -1
M- FE= 011 0faxlo1 1 0]uin
0011 001 1
1 00 1 1 00 1
- 010 —1 - 01 0 -1
001 1 w-mr {0 0 1 1
001 1 000 O
ist der Koordinatenvektor
-1
1 4
p(bQ): -1 ER
1

eine Basis fiir den Eigenraum Eig(M; A\o) der Matrix M zum Eigenwert A} = —1.

Folglich besitzt auch der Endomorphismus ¢ : V' — V' genau die beiden Eigen-
werte A\; = 1 und Ay = —1, und fiir die beiden Eigenrdume ergibt sich

Eig(p; A1) =R - by mit der Basis by = vy + V9 + V3 + vy
und
Eig(p; A2) =R - by mit der Basis by = —v1 + Uy — Vg + vy

Damit gibt es nur zwei linear unabhéngige Eigenvektoren von ¢, insbesondere
also keine Basis des 4-dimensionalen Vektorraums V' aus Eigenvektoren von ¢;
damit ist ¢ nicht diagonalisierbar.



4. Staatsexamensaufgabe Frithjahr 2013

Man betrachte den von den vier Vektoren

1 1 D )
V1 = 0 s Vo = 1 s wp = 3 s Wo = 4 € R?)
-1 1 1 3

aufgespannten Untervektorraum V = (v, vy, wy, wy) im R3.
a) Man zeige, dass vy, v eine Basis von V ist, und stelle w; und wy als Linear-
kombinationen von vy, vy dar.

b) Man begriinde, dass es genau einen Endomorphismus f : V' — V von V mit
f(v1) = wy und f(vy) = wy gibt, und gebe die darstellende Matrix von f
beziiglich der Basis vy, v5 von V an.

Hinweis: Welche Dimension hat V7?7

c) Man zeige, dass f diagonalisierbar ist, und bestimme eine Basis von V' aus
Eigenvektoren von f.

Losung:

a) Fiir die Matrix A = (v, v, wy, wo) € R34 gilt

1 155 1155 1021
A=10 13 4] ~ (o1 3 4] Z (o1 3 4];
1113/ ™ N\o2e6s8/ "™ \0o0o0o0
damit sind vy, v9 linear unabhéngig mit
wy =201+ 3 vy und wy =1-v1+4- vy,

insbesondere also eine Basis von V' = (vy, vg, w1, ws).

b) Da vy, vy eine Basis von V sind, gibt es nach dem Prinzip der linearen Fort-
setzung fiir jeden Vektorraum V’ und jede Wahl von v}, v5, € V' genau eine
lineare Abbildung f:V — V' mit f(v;) = v} und f(vs) = v}; insbesondere
existiert genau ein Endomorphismus f : V' — V von V mit f(v;) = w; und
f(vg) = wy. Wegen

fln) = w1 = 2-v1 + 3-v : (21 2%2
f(l)g) = Wy = ]_'Ul + 4'1)2 ist M= 3 4 R

die darstellende Matrix von f beziiglich der Basis vy, vy von V.

c) Wegen

wo =50 — e ne-n-a-

=M -6 +5=A-1)(A=5)



fiir alle A € R besitzt M die beiden einfachen Eigenwerte \y = 1 und Ay =5
und ist damit als 2 x 2-Matrix insbesondere diagonalisierbar; wegen

11 A -1
M_A1E2_(3 3>m”§.1(0 o) it “1_(1)

ein Eigenvektor von M zum Eigenwert A\; = 1, und wegen

-3 1 -3 1 . 1
M—)\QEQ_(?) _1)1511(0 O) ist u2—<3)

ein Eigenvektor von M zum Eigenwert Ay = 5. Folglich ist auch der Endo-
morphismus f von V diagonalisierbar, und

0
b1:(—1)-vl+1-02= 1 und bo=1-v1+3 vy =
2

N L

ist eine Basis von V' aus Eigenvektoren von f.



