
Periode drei impliziert ...?
(Ein ”einfaches“ dynamisches System)

G. Dirr, K. Hüper, J. Jordan
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Die logistische Gleichung (Verhulst 1837 / May 1976)

Erzeugende Abbildung

f : [0, 1] → [0, 1],

x 7→ fr (x) := r(1− x)x , r ∈ [0, 4].

Zeitdiskretes dynamisches System

xn+1 = fr (x) = r(1− xn)xn, x0 ∈ [0, 1]
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 1.0, x0 = 0.6.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 2.1, x0 = 0.2.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 2.88, x0 = 0.6.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 3.0, x0 = 0.6.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 3.7, x0 = 0.6.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 0.4, x0 = 0.6.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 0.6, x0 = 0.6.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 0.8, x0 = 0.6.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 1.0, x0 = 0.6.
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Einige Phänomene
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 1.2, x0 = 0.6.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 1.4, x0 = 0.6.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 1.6, x0 = 0.6.
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Einige Phänomene
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 1.8, x0 = 0.6.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 2.0, x0 = 0.6.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 2.2, x0 = 0.6.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 2.4, x0 = 0.6.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 2.6, x0 = 0.6.
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Einige Phänomene
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 2.8, x0 = 0.6.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 3.0, x0 = 0.6.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 3.2, x0 = 0.6.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 3.4, x0 = 0.6.
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 3.6, x0 = 0.6.
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Einige Phänomene
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xn+1 = r(1− xn)xn Trajektorie für r = 3.8, x0 = 0.6.
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Einige Phänomene
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xn+1 � r H1 - xnL xn

Bifurkationen: Periodenverdopplung und Chaos, r ∈ [0, 4].
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Satz: Periode drei impliziert Chaos ( Li/Yorke 1975; CI: 1079)

Sei I ⊂ R ein Intervall und f : I → I stetig. Ferner existiere ein
x ∈ I mit

f 3(x) ≤ x < f (x) < f 2(x).

Dann gilt:
(a) Für jedes k ∈ N gibt es einen k -periodischen Punkt in I .
(b) Es existiert eine überabzählbare Teilenge S ⊂ I, die keine

periodischen Punkte enthält und die Eigenschaften

lim sup
n→∞

|f n(p)− f n(q)| > 0,

lim inf
n→∞

|f n(p)− f n(q)| = 0

für alle p, q ∈ S mit p 6= q besitzt.
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Grundlagen & Vertiefungsstoff

Grundlagen
Induktion
Abzählbarkeit, Überabzählbarkeit
Eigenschaften von R
Folgen, Häufungspunkte und Grenzwerte
Stetigkeit
Kompaktheit
Zwischenwertsatz und Fixpunktsätze

Vertiefungsstoff
Lineare Gleichungen und Stabilität
Lineare Differenzengleichungen höherer Ordnung
Sharkovsky-Ordnung auf N
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Information

Simulationen:
Mathematica 7.0: http://demonstrations.wolfram.com/
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Ende

Herzlichen Dank!
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