
Uber die Symmetrie in den Zusammenhangszahlen 
kombinatorischer Mannigtaltigkeiten. 

Von L. Vietoris  in Innsbruck. 

Von P o i n e a r ~  stammt der bekannte Satz: 
In einer n-dimensionalen unberandeten orientierbaren Mannig= 

faltigkeit ist die k t~ Bet t i sehe Zahl Bk gleich der (n--k) t~ Bett i-  
schen Zahl B~_~ ftir k = 11 2, . . .  n - -1  1). 

Analog ist fiir die Torsionszahlen der Satz bekannt ~): 
Die Torsionszahlen d e r k  t~n Dimension jeder n-dimensionalen 

unberandeten orientierbaren Mannigfaltigkeit stimmen mit denen 
(n - -k - - l )  t~ Dimension tiberein fiir k = 0 ~  1 , . . .  n. 

Sowohl der Satz Poin~car6s wie sein Beweis wurden yon 
P. H e e g a a r d  8) mit Hilfe eines Gegenbeispiels angegriffen~ worauf 
P o i n c a r 6 ,  Rend. Pal.~ 13 (1899), S. 285--343~ zeigte, dal] Hee- 
g a a r d s  Beispiel zwar night seinen Satz widerlege, sondern nur 
eine ihm yon H e e g a a r d  irrtiimlich unterschobene Auslegung, daft 
aber damit trotzdem sein Beweis widerlegt sei, weft dieselben 
SehlUsse, durch welehe P o i n e a r 6  zu seinem Satz gelangt ski, aueh 
zu der sieher falschen Heegaardsehen  Auslegung fiihren wiirden. 
Gleichzeitig gab P o i n e a r 5  einen neuenBeweis~ der yon Veblen*) 
noeh vervollst~indigt worden ist. 

Aber aueh dieser Beweis enthiilt~ wie wir sogleich zeigen 
Wollen~ eine ernste Lticke, die tibrigens aufs engste mit einer yon 
E. S t e in i t z  und It. T ie tze  (vgl. Anm. 14) aufgeworfenen Frage zu- 
sammenhiingt. Wir werden diese Lticke nieht ausftillen, sondern einen 
Mannigfaltigkeitsbegriff definieren, ftir den wir sit ausfiillen k~nnen, 
wiihrend der tibrige Beweis P o i n c a r 6 s  nnverandert iibertragen 
werden kann'~). 

Die Sehwierigkeit im Beweis des Symmetriesatzes liegt darin, 
dag die Begriffe ,Komplex '~ und ,Mannigfaltigkeit"~ wie man sie im 
Ansehlul~ an P o incar6  verwendet~ nieht rein kombinatorisch sind. Sie 
sind aus topologisehen Bildern yon Simplexen~ also aus Punkt- 

~) Analysis Situs, Journ. Ec. Pol., 1894. Man kann diesen Satz auch far 
k ~ 0, n gtXltig machen, wenn man die B e t t i  sche Zahl 0t~ Dimension geeignet 
definiert. Vgl. Anm. 22. Der entsprechende Satz findet sich auch far nicht 
orientierbare l~Iannigfaltigkeiten, aber bezfiglich der V e b l e n - A l e x a n d e r s c h e n  
,,eonnectivities" bei O. V e b l e n ,  Analysis Situs.  Cambridge colloquium~ 1916, 
S. 49, 77. 

2) Veb l en ,  1. e. S. 123. 
3) Diss., Kopenhagen 1898. Bull. soc. math. Franw 44 (1916)~ S. 161--242. 
4) 1. c. S. 88--91. 
4~) Siehe Anna. 27. 
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mengen zusammengesetzt, weshalb wir sie im folgenden zum Unter- 
schied yon rein kombinatorisch definierten Komplexen und Mannig- 
f~ltigkeiten s y n t h e t i s c h e  nennen. Und zwar ist hier zwischen zwei 
versehiedenen Definitionen zu unterscheiden, dureh welche man die 
Mannigfaltigkeiten unter den Komplexen kennzeichnet. 

(A) E i n  s y n t h e t i s c h e r  K o m p l e x  5) K h e i s t  e i n e  n - d i m e n -  
s i o n a l e  ( s y n t h e t i s e h e )  M a n n i g f a l t i g k e i t ~  w e n n  d e r  S t e rn6 )  
in K j e d e r  E c k e  yon  K e in  n - d i m e n s i o n a l e s  E l e m e n t  7) is t .  
K he i i t t  u n b e r a n d e t ,  w e n n  k e i n e  s e i n e r  E e k e n  a u f  dem 
R a n d  s) de s  S t e r n e s  um sie  l i eg t .  

(B) E i n  s y n t h e t i s c h e r  K o m p l e x  K h e i s t  e i n e  n - d i m e n -  
s i o n a l e  ( s y n t h e t i s c h e )  M a n n i g f a l t i g k e i t ,  w e n n  in  K, a l s  
P u n k t m e n g e  b e t r a c h t e t ,  j e d e r  P u n k t  io e ine  U m g e b u n g  ha t ,  
w e l c h e  mi t  e i nem n - d i m e n s i o n a l e n  S i m p l e x  h o m S o m o r p h  
i s t ~ ) , K h e i l ~ t  u n b e r a n d e t ,  w e n n  p in d i e s e r H o m 5 o m o r p h i e  
i m m e r  e i n e m  i n n e r e n  P u n k t  d i e s e s  S i m p l e x e s  e n t s p r i c h t ~ ~  

P o i n c a r ~ s  Beweis beruht auf  dem Begriff der reziproken 
Mannigfaltigkeit. Is t  C eine unberandete n-dimensionale synthetische 
Mannigfaltigkeit [nach ( A ) o d e r  (B)], so gewinnt man die dazu 
reziproke (die dann allerdings nieht mehr simplizial ist) in zwei 
Schritten. Zun~chst kommt man durch regulare ~) Unterteilung yon 
C zu einem Komplex C-- Die Sterne aller Ecken pO i von C bilden 

dann die ~-dimensionalen Seiten b" der zu C reziproken Mannig- 
i 

fa l t igkei t~)  C'. Ist  [P~ P~ : a ~  eine Kante yon C~ so ist der Durch- 

Schnitt b ~ b * ~-1 i 1~ : bt eine (n--1)-dimensionale Seite ~) yon C.  Sic ist 

5) Wit beschr~inken unsere Betrachtungen auf s impl i z i a l e  Komplexe 
mit endlich vielen Seiten. 

6) Ist Seine k-dimensionale Seite eines n-dimensionalen Komplexes K 
(k ~ n), dann heist tier Komplex aller/-dimensionalen Seiten yon K (k ~ l ~ n), 
welche S als Seite haben, der Stern yon K in S. Ist Seine Eeke yon K, so ist k ~ 0. 

7) n-dimensionales Element heil]t jeder Komplex, der einem n-dimensionalen 
Simplex hom6omorph ist. 

s) Rand R (S) eines n-dimensionalen Simplexes heifit der Komplex aller 
(n--1)-dimensionalen Seiten yon S. Rand eines Komplexes % A~ ~- % A s ~ . . .  

arA,, geschrieben R (%A 1-[-% A ~ . . . ~ , r A ) : % R ( A  I)-~%R(A~) 
�9 . . Jr ~r R ( A t )  p e r  d e f i n i t i o ~ e m .  Daher R (kj/(1 -~- k 2 A~.) ~ )'1/~ (K1) -t- ).~ R (K~). 
Vgl. meine Abhandlung, Math. Ann., 97 (1927), S. 455 f., deren Terminologie wir 
hier verwenden. Ne wm an erkl~rt den Rand yon % A~ -]- % A s -[- . . . ~ ~r ~tr 
nut ffir a i :  ]. 

9) Vgl. H. K neser, Topologie der Mannigfaltigkeiten, Jahresber. deutsch. 
Math.-Ver., 34 (1925), S. 1--14, wo eine ahnliche Unterscheidung gemacht wird. 

lo) Wir wollen damit einfaeh die ,unberandete Mannigfaltigkeit '~ definiert 
haben, ohne uns Rechenschaft zu geben, wie welt der Name ,,unberandet" sonst 
berechtigt ist. 

1~) Veblen, 1. c. S. 41, 88. Wir verwenden genau die Buchstabenbezeieh- 
nungen Veblens, S. 88f. 

13) Der Name Mannigfaltigkeit ist hier eigentlich nur dann einigermal]en 
berechtigt, wenn man auf dem Boden yon (B) steht. 

13) Wir betrachten, im Gegensatz za Veblen, den Rand eines Simplexes 
als Tell desselben. 
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n ~t 
zugleieh der Durehsehnitt der Riinder /~ (b~) und R (bk). Ist allge- 
mein [P~:~ P~:, . , . / ) ~ ]  eine k-dimensionale Seite yon C, so ist der 

Durchsehnitt b~'~ b~: . b ~ eine (n--k)-dimensionale Seite b~ -~ 
: " " i k  yon 

C'. Sie ist zugleieh der Durchsehnitt tier l~iinder R (~o) /~ (b~) 
b ~ = aus einem Punkt P~, d.i .  R (  *k)" Ist dabei k n, so besteht b~ -~ 

der im Innern yon [P~~ oP.~  p O ] =  aS angenommenen Eeke yon 
91 S 

C_ Zwisehen diesen b~ '-k und den br ~-k-~ bestehen ftir k ---- 0, 1 , . . .  

n--1  dieselben Inzidenzbeziehungen, wie zwisehen den a ~ und den 
8 

a k+~ Das gilt zuni~ehst nut, wenn man diese Seiten night orientiert 
r " 

denkt. Ist aber C orientierbar und hat man den Seiten a ~' (k=0,  1, 
s 

2 . . .  n) yon C willktirlieh Orientierungen gegeben, so lassen sieh 
die b~ -k so orientieren, daft ihre Inzidenzbeziehungen aueh  dem Vor- 

zeiehen naeh dieselben sind, wie die der a k. Die Matrix M,~_k , welehe 

die Inzidenzen zwisehen den b~ -*-~ und den b~ -~ angibt, ist also, 
wenn man noch die Zeilen mit den Spalten vertauseht, genau die 
Matrix Mk+~, welehe die Inzidenzen zwisehen den a 7~ und den a *+~ 

8 r 

angibt. Wenn man nun aus den Matrizes M' ~ die Bettisehen bzw. 
Torsionszahlen yon C ebenso reehnen kann, wie aus den Matrizes 
Mk selbst, dann erhiilt man sofort die ausgesproehenen Symmetrie- 
si~tze. Das ist sicher der Fall, wenn alle Seiten b k yon C a l l e r  

r 

Dimensionen k ftir 0 ~ k ~ n  k-dimensionale Elemente sind. 

Legt man die Definition (A) zugrunde, so ist dies fiir k = n 
eine Folge der Definition, well der Stern in C-yon pO homSomorph i 
mit dem Stern yon pO in C ist und dieser als n-dimensionales Ele- 

i 

ment vorausgesetzt war. 

Legt man aber (B) zugrunde, so bedeutet der Naehweis, dag jedes 
b~ ein n:dimensionales Element ist, den Naehweis, dab j ede Mannig-  
f a l t i g k e i t  naeh  (B), wir wollen kurz ,,B-Mannigfaltigkeit" sagen, 
aueh e ine  A - M a n n i g f a l t i g k e i t  ist. Dieser Beweis ist aber his 
heute meines Wissens nieht geliefert ~4). 

Aber aueh wenn man (A) zugrunde legt, stSfit man beim Naeh- 
weis, daft did b ~ k-dimensionale Elemente sind, auf dieses Problem, i 

allerdings noeh nicht bei den b '~ ~, sondern erst bei den b '*-~ Ist 
i " 

1~) Vgl. H. Kneser~ Topologie der Mannigfaltigkeiten. Jahresber. deutsch. 
Math.-Ver., 34 (19.95), S. 10, Anna. 1, und den zugehSrigen Absatz im Text, wo 
es sich um eine i~hnliche Frage handelt. Sie ist ein Tell der schon yon E. Stei-  
nitz~ Sitz.-Ber. Berl. Math. Ges, 1908, im Archiv f. Math. Phys., III, 13, S. 32, 
und H. Tietze ,  Monatsh. f. Math. Phys, 19 (1908), S. 1--118, erSrterten Frage 
nach der Ubereinstimmung zwischen kombinatorischer und mengentheoretiscber 
,~Homtiomorphie% 

15" 
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nttmlieh a l -  o o - - [ a ~  a.] eine Kante yon C~ so ist b~ -1 der Stern um 

p1 anf dem Rand yon b ~ P1 a l r i '  WO r der auf ~ liegende Eekpunkt yon 

C ist. R(b~. ) i s t  als Rand eines n-dimensionalen Elementes eine 
(n--1)-dimensionale Sphiire~ d. i .  homSomorph mit dem Rand eines 
n-dimensionalen Simplexes. b~ -x ist homSomorph mit dem Stern nm 

- -  o . d .  h, b ~ ist~ abge- a ~ im Rand des in C gebildeten Sterns y o n  ai, i 
3 

sehen yon seiner Einteilung zufolge der angewendeten reguliiren 
Unterteilung, ein beliebiger Stern auf einer (n--1)-dimensionalen 
Sphiire. Als solcher ist er auch ein beliebiger Stern auf einer n- 
dimensionalen B-Mannigfaltigkeit. Der Nachweis~ daft b~ -1 ein (n--1)- 
dimensionales Element ist~ kommt damit wieder auf den Naehweis 
hinaus, da~ jede (n--l-dimensionale B-Mannigfaltigkeit eine A-Mannig- 
faltigkeit ist!~). Dieselbe Schwierigkeit tritt beim entspreehenden 
Naehweis ftir die b k (Ir ~ n - - l )  ebenso auf. 

Anf die Frage, ob jede (n--1)-dimensionale B-Mannigfaltigkeit 
eine A-Mannigfaltigkeit ist, fiihrt aueh der Beweis, dal~ jede n dimen- 
sionale A-Mannigfaltigkeit eine B-Mannigfaltigkeit ist. Zwar ist der 
Umgebungscharakter der inneren Punkte der n-dimensionalen Simplexe 
jeder n-dimensionalen Mannigfaltigkeit C nattirlich gegeben, ebenso 
der in den inneren Punkten der (n--1)-dimensionalen Seiten, aueh 
ist der Umgebungseharakter der Ecken yon C verhiiltnismii~ig leicht 
festzustellen, aber dazwisehen fehlt es. Auf dieselbe Schwierigkeit ftihrt 
die Frage, ob jede reguli~re Unterteilung jeder A-Mannigfaltigkeit wie- 
der eine A-Mannigfaltigkeit ist. Schlie~lich hitngt an demselben Problem 
aueh der folgende Satz: Ist M eine n-dimensionale A-Mannigfaltigkeit, 
dann ist in M nieht nur, wie definiert, der Umgebungskomplex 16) 
um jede Eeke yon M eine (n--1)-dimensionale Sph~tre~ sondern es 
ist auch der Umgebungskomplex jeder k-dimensionalen Seite yon 
M (/c == 0, i~ 2 , . . .  n - - l )  eine (n--/r Sphiire~7). 

Wiihrend nun einerseits die Schwierigkeit im Beweis aller 
dieser Behauptungen daher kommt~ da~ hier der Hom5omorphie- 
begriff der Punktmengenlehre in die kombinatorisehe Topologie 
hereinspielt, sind andererseits die naeh Art yon (A) und (B) deft- 
nierten Mannigfaltigkeitsbegriffe anscheinend enger, als ftir die Gtiltig- 
keit dieser Siitze erforderlieh ist. Wir wollen im folgenden einen 
Mannigfaltigkeitsbegriff definieren, der uns ftir diese Sgtze, insbe- 
sondere den Symmetriesatz, den nattirlichen Gcltungsbcreich zu liefern 
seheint und der im Fall~ da~ jede (B)-Mannigfaltigkeit eine (A)- 
Mannigfaltigkeit ist, die (A) ( z  (B))-Mannigfaltigkeiten umlaut. Wir 
stellen uns dabei auf den rein kombinatorischen Standpunkt yon 

15) Vgl. Veb len ,  1. c. S. 90. 
16) Die Definition des Umgebungskomplexes siehe welter unten. 
17) Vgl. Enzykl., III  AB 3 ( D e h n - H e e g a a r d ) ,  S.162, wo diese Behaup- 

tung a.ls Folge der A-Eigensehaft bezeichnet ist. 
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Math. Ann., 97~ S. 455--458.  Zuniichst stellen wir einige Begriffe 
nnd ttilfss~ttze bereit. 

Ist Eao~ al, . . . a~] ein Simplex mit den Ecken ao ~ al ~ �9 �9 �9 a~, 
so hei~en die Simplexe [ao~ al ~ �9 �9 �9 ak] und [a~+l, ak+2~ . �9 �9 a~] ein- 
ander in [ao~ a l ~ . . ,  a~] gegentiberliegend. [aol a 1 1 . . ,  a~] heine 
ihre , , V e r b i n d u n g "  [ao~ al~ . �9 �9 al,~ • Ea~+l~ ak+~, . . . a~] : 
= [ao~ all �9 �9 �9 a~] ~s). Sind A ~  A2~ �9 �9 �9 A~ m-dimensionale SimplGxG 
und B ~  B ~ , . . .  B~ n-dimensionale SimplGxe~ welchG mit den A~ 
keine Ecken gemeinsam haben~ so verstehen wit untGr dem VGrbin- 
d u n g s k o m p l e x  (a~ AI  -b a~ A~ -b �9 �9 �9 § a,.Ar) X (51 B1 + b~ B2 + 
-4- �9 . . + b~ B~) den ( m + n §  1)-dimensionalen Komplex Z [ai bk (A~ Bk)]~ 

~k 
wobei die a~, bk natiirlieh ganze Zahlen bedeuten. 

Sind A~ B zwei Symplex e ohne gemeinsame Ecke~ so ist der 
Rand R (A • B) : [R (A) • B] + [A • R (B)]. Zufolge der Definition 
des Verbindungskomplexes und der Additivitiit der Operation R gilt 
aueh fiir zwei Komplexe K, L ohae gemeinsame Eeke R ( K •  L) ~- 
[R (K) • L] + [K•  (L)] 

(Z) S ind  A u n d  B Komplexe~  in d e n e n  j e d e r  /c-dimcn-  
s i o n a l e  Z y k e l  h o m o l o g  0 is t ,  w i i h r e n d  in i h r e m  D u r c h -  
s c h n i t t  D j e d e r  ( / s - - 1 ) - d i m e n s i o n a l G  ZykG1 h o m o l o g  0 ist ,  
d a n a  is t  in der  V e r e i n i g u n g  A 4 B  j edGr  / c - d i m e n s i o n a l e  
Z y k e l  h o m o l o g  0so). 

Denn es sei C irgend Gin /c-dimensionaler Zyk~l in A ~-B. 
C~ sei der Komplex jGner /c-dimensionalen Seiten yon C, welche in 
A liegen ! C~ der Komplex aller tibrigea k-dimensionalen SGiten, 
C 2 - - C - - C ~ .  R(C~) ist Gin (k--1)-dimensionaler Zykel in D; w e i l  
jeder solehG Zykel  laut Voraussetzung in D homolog 0 ist, gibt es 
einen k-dimensionalen Komplex C~ in D, dessert Rand R ( C ; ) =  
- ~ R ( C I )  ist, C ~ D .  C * =  C1 + C2 ist ein k-dimensionaler Zykel;  
denn R(C*)-----R ( C ; ) + R ( C 2 ) : R ( C ~ )  + R ( C ~ ) z 0 .  Au~er- 
dGm ist C* /c-dimensional und liegt in B. Also ist C*c,z0 in B und 
damit auch in A 4- B. C ~ -  C---- C~ - -  C~ ist ein /c-dimensionaler 
Zykel. DGnn J~ (C~ - -  C~) - -  R ( C : )  - - R  (C~) - -  0;  er liegt in A. 
Also ist C * - - C c ,  z 0 in A~ crst recht in A 4 B. Daher ist C - - C * +  
+ (C- -C*)c ' , zO in A ik B. 

Ist K ein n-dimensionaler Komplex nnd S eine k-dimensionale 
Seite desselben (/c --  01 1~ 21 . . . n)~ so heist (Anm. 6) der KomplGx allGr 
Teilsimplexe yon K, welche S enthalten 1 der StGrn yon S in K. In 

~s) M. H. A. l~ewman,  On the foundations of combinatory Analysis Situs. 
Amst. Proc., 29, S. 611--626, 627--641, erkl~rt S. 612 dieses Produkt ffir nicht 
orientferte Simplexe. Achtet man in dieser Definition anf die l:[eihenfolge der 
Punkte~ indem man hie einen Simplex durch einen ~ndern ersetzt, der dieselben 
Ecken, aber in einer ungeraden Permutation enthi~lt, dann h~t man den Verbin- 
dungskomplex ~uch ft~r orientierte Simplexe erkl/trt. Schon frtiher finder sich der 
Yerbindungskomplex in der unter Anm. 27) erwiihnten Abhandlung yon H. Wey l .  

~s) Vgl. :Newman, 1. c., S. 613. Doch deckt sich ~Newm~ns R~ndbegriff 
nicht ganz mit unserem. Vgl. Anm. 8. 

~o) Vgl. auch W. Mayer ,  ,Abstrakte Topologie" im folgenden Band der 
Monatsh. f. Math. Phys. 
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jedem dieser Teilsimplexe gibt es eine S gegen~berliegende Seite. 
Der Komplex d ieser  Seiten heigt der U m g e b u n g s k o m p l e x  U(S) 
yon S in K2'). 

Wir erkl/iren nun rekursiv: 
Wir verstehen fiir n ~  1 unter einer n-dimensionalen h- 

M a n n i g f a l t i g k e i t  einen simplizialen Komplex M, in welchem der 
Umgebungskomplex jeder Eeke eine (n--1)-dimensionale h-Sphere 
oder ein (n--1)-dimensionales h-Element ist. M heigt berandet oder 
nieht~ je nachdem sein Rand nieht leer odor leer ist. 

Unter einer n-dimensionalen h-Sphi i re  verstehen wir ftir n ~ 1 
eine n-dimensionale unberandete orientierbare h-Mannigfaltigkeit mit 
folgenden Homologiezahlen: he = 11 hl--hs = . .  �9 = h,~_l--0, h . =  12~). 
Als 0-dimensionale h-Sphiire erkliiren wir das Punktepaar. Es ist orien- 
tiert, wenn es aus einem positiven und einem negativen Punkt besteht. 

Unter einem n-dimensionalen h - E l e m e n t  verstehen wir ffir 
n > 0 eine orientierbare n-dimensionale h-Mannigfaltigkeit~ deren Homo- 
logiezahlen he = 1, h~ = h2 = . �9 . = h,~ = 0 sind und deren Rand 
eine (n~l)-dimensionale h-Sphere ist. Als 0-dimensionales h-Element 
erkl~ren wir den Punkt 2~). 

(No) Die V e r b i n d u n g  S .xSo  aus e iner  n - d i m e n s i o n a l e n  
h - S p h e r e  S~ und e iner  0 - d i m e n s i o n a l e n  h-Sph~tre So = as--a~ 
ist e ine  ( n +  1 ) -d imens iona le  h -Sphere  5~+1. 

Diese Behauptung ist riehtig fiir n,-~0. Denn (ae--a~) • (b~--b~)-- 
: [a~ b~] + [b~ as] + [as b~] + [b2 a~I. Nun sei sie riehtig ftir (n-- l )  statt 
n. Dann gilt sie aueh fiir n. Denn a) S,~• ist eine (n-kl)-  
dimensionale h-~lannigfaltigkeit~ b)die Homologiezahlen.sind he--11 
h i = k s = . . .  =h~=O. 

Beweis  a): Der Umgebungskomplex jeder Eeke x yon S~+~ 
in M ist eine h-Sph~tre n t~ Dimension. Ftir x----a~ odor x - - a s  ist 
das klar, weil f~r diese beiden Punkte der Umgebungskomplex in 
S~+~ gerade S~ bzw. (--S~) ist. Ist x eine Eeke yon S~+~ welehe 
yon a~ und yon a2 versehieden ist~ so ist x eine Eeke yon S~. Der 
Stern yon x in S~ • So ist die Verbindung des Sternes S (x) yon 
x in S~ mit So. Der Rand dieses Sterns ist das Produkt des Randes 
R (x) yon S (x) mit So. R (x) ist~ weil S~ als n-dimensi0nale h- 
Sphere vorausgesetzt war~ eine (n--1)-dimensionale h-Sphere. Laut 
Induktionsammhme ist also R (x) • Sol d. i. der Umgebungskomplex 

~) Naeh T i e t z e ;  Vgl. Abh. Hamb. Sere., 2. 
2~) Wir verstehen unter  [-Iomologiezahlen die ,nombres eyelomatiques" yon 

G. M a n n o u r y ~  Iqieuw Arehief v. Wiskunde~ (2) 2 (1898), S. 126--152, d .h .  es 
bedeutet he die Komponentenzahl, hk f~r 0 ~  k ~  ~, die kt~ B e t t i s e h e  Zahl 
(ira Sinn P o i n e ~ r ~ s )  vermindert um 1. 

~) Der Boweis des Symmetries~tzes for h-Mannigfaltigkeiten, ~ls welehe 
nur  unberandete in Betraeht kommen, 1/~Bt sieh aueh ohne den Begriff des h- 
Elementes f~hren, well dabei nur h-Elemente yon der Form a • S~ vorkommen, 
we a ein Punkt  und S~ eine k-dimension~le h-Sph/~re ist. Wir ~/ihren das h-Ele- 
ment nur ein, um nieht  die S/itze U, U', D in einer sonst nicht  begrtindeten 
Einsehra,nkung anspreehen zu mtissen. W. M a y e r h~t 1. c. den Symmetriesatz aueh 
~uf unberandete Mannigfaltigkeiten ausgedehnt. 
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yon x in S,~+~, eine n-dimensionale h-Sphiire, b) S~ x So = S,, x 
X (as- -a l )=(S,~•  as)--(S,~ • In jedem dieser beid~n Sum- 
manden ist jeder k-dimensionale Zykel ftir k - -  1~ 2, . . . n homolog 0. 
Im Durchschnitt S,~, der beiden ist jeder Zykel ( k l t )  t~ Dimension 
homolog 0 ftir dieselben k. Also ist nach (Z) in S~ x So jeder k-di- 
mensionale Zykel homolog 0 ftir alle diese k. Dag S~X So genau eine 
Komponente hat, d.h. dag ho = 1 ist, bedarf keines Beweises. c) Wir 
nehmen auger So--as--a1 aueh S~ orientiert an. Dann sind S~x 
• ( - -a i )  und S~ ><, as orientiert (Anm. 18) und zwar so, da$ 
R [Sn X (--a~)] +R[S~ • as]-----0 ist. 

$hnlich beweist man auch: 
(N1) Die Verbindung S. x Eo einer n-dimensionalen h-Sphiire 

mit einem 0-dimensionalen h-Element ist eli1 (n+l)-dimensionales 
h-Element. Die Verbindung E~ X So eines n-dimensionalen h-Elementes 
mit einer 0-dimensionalen h-Sphiire ist ein (n + 1)-dimensionales h- 
Element. Die Verbindung E~ x Eo ist ein (n-i- 1)-dimensionales h-Element. 

(U) Die r e g u l a r e  U n t e r t e i l u n g  K' j e d e r  n -d imens io -  
na l en  h - M a n n i g f a l t i g k e i t  K ist  e ine  n - d i m e n s i o n a l e  h- 
Mann ig fa l t i gk  cir. 

Es ist zuniiehst leicht zu beweisen, dag jede reguliire Unter- 
teilung dureh eine endliche Folge yon ;~eindimensionalen" Unter- 
teilungen erhalten werden kann. Dabei bestehe die eindimensionale 
Unterteilung yon M liings der Kante [a~, as] darin, dal~ in [al~ as] 
ein yon ax und yon as verschiedener Punkt a~s angenommen und 
jeder durch [al, as] gehende Simplex yon M durch die Verbindung 
yon [a~a~s]+[a~s, as] mit dem Umgebungskomplex yon [a~, as] er- 
setzt wird. 

Satz (L T) ist also bewiesen, wenn wir gezeigt haben: 
(/3') E n t s t e h t  M~ aus der  n - d i m e n s i o n a l e n  h-Mannig-  

f a l t i g k e i t  M durch  e ine  e i n d i m e n s i o n a l e  U n t e r t e i l u n g ,  
dann  ist aneh M~ eine n - d i m e n s i o n a l e  h -Mann ig fa l t i gke i t .  

Die Behauptung ist ftir n =  1, in trivialer Weise aueh ftir 
n -- 0, richtig. Wir nehmen an, sie sei ftir (n-- l )  statt n riehtig und 
beweisen sic daraus ffir n. 

[a~, as] sei die Kante~ li~ngs welcher wir unterteilen, a~s der 
Mittelpunkt derselben, G~s der Umgebungskomplex yon [a~ as] in 
M. Wir untersuchen der Reihe naeh den Umgebungskomplex einer 
beliebigen Eeke x yon M~ in _71/1 ftir die verschiedenen Lagen yon x: 

a) Ist x - - a l  oder x - - a s ,  so ist der Umgebungskomplex yon 
x in 11/~ kongruent s~) mit dem yon x in M. 

b) x--~ a~s, G~s x a~ ist der Stern yon a~ in dem Umgebungs- 
komplex G2 yon as in M. Gs ist~ well M eine n-dimensionale h- 
Mannigfaltigkeit ist~ eine (nI1)-dimensionale h-Sphi~re oder ein 

2~) Nach N e w m a n  1. c. heiBen zwei Komplexe K 1 und K 2 einander kon-  
g r u e n t ,  wenn zwischen ihren Seiten g]eicher Dimension eine eineindeutige Zu- 
ordnung besteht, welche die Inzidenzrelationen yon K~ in die yon K :  aberftihrt 
und umgekehrt. 
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(n--1)-dimensionales h-Element. Deshalb ist G12, d.i., abgesehen 
yore Vorzeiehen R (G12 • al), eine (n--2)-dimensionale h-Sphiire 
oder ein (n--2)-dimensionales h-Element. Naeh (No) bzw. (N1) ist 
(G~ • a2) --(GI~ • a~), d.i .  der Rand des Sternes yon [al~ as] in 
M, eine (n--1)-dimensionale h-Sphiire oder ein (n--1)-dimensionales 
h-Element. (G12 • as) - -  (G~2 • a~) ist abet gerade der Umgebungs- 
komplex yon a12 in M. 

0 Nun sei x eine Ecke b yon G~2. Der Umgebungskomplex 
yon b in M1 entsteht aus dem yon b in M durch Unterteilung liings 
der Kante [al~ a~], ist also laut Induktionsannahme wie dieser eine 
(n--1)-dimensionale h-Mannigfaltigkeit, und zwar eine h-Sphi~re oder 
ein h-Element, well dutch Unterteilung die tIomologiegruppen nieht 
geiindert werden. 

d) Nun sei x weder a~ noeh a~ noeh eine Eeke yon Gi~. Dann 
ist der Umgebungskomplex yon x in M~ mit dem yon x in M iden- 
tiseh, also wieder eine (n--1)-dimensionale h-Sphi~re oder ein (n--1)- 
dimensionales h-Element. 

(D) Is t  die V e r e i n i g u n g  der  be iden homogen  n-dimen- 
s iona len  Komplexe  A und B eine n - d i m e n s i o n a l e  zusammen-  
h~ingende (be r ande t e  oder  unbe rande t e )  h -Mann ig fa l t i gke i t ,  
dann  ha t  der  D u r e h s e h n i t t  A . B  eine Dimens ion  ~ n - -1 .  

Der Satz ist riehtig fiir n----1~ in trivialer Weise auch fiir 
n-----0. Wir nehmen nun an, er sei fiir n--1  statt n riehtig. Dann 
gilt er aueh ftir n. Denn: 

Well A-~ B zasammenh~ngend ist, haben A und B eine ge- 
meinsame Eeke ~. Der Umgebungskomplex G.44~ (~) yon q in 
A + B ist lant Voraussetzung eine (n--1)-dimensionale h-Sphiire oder 
ein (n--1)-dimensionales h-Element. Nun ist GA 4 B (f[) "--- GA (q) -~ 
~-Gs (q), wo GA (q) nnd GB (~) die Umgebungskomplexe yon ~/ in 
A und B bedeuten; diese sind homogen n-dimensionale Komplexe, 
deren Vereinigung eine (n--1)-dimensionale h-Sphih-e oder ein (n--1)- 
dimensionales h-Element ist. Die Induktionsannahme ist damit fiir 
sic erfiillt. Also hat der Durehsehnitt G.4 (q). GB (q) eine Dimension 
>_ n - - 2 .  Der Durchschnitt A .  B hat daher eine Dimension ~ n--1.  

Es sei nun C eine n-dimensionale unberandete orientierbare 
h-Mannigfaltigkeit. Wie tiblieh, konstruieren wir vermittels der regu- 
liiren Unterteilung C von C, die naeh (U) wieder eine (unberandete 
orientierbare) h-Mannigfaltigkeit ist~ den reziproken Komplex C ~ zu 

b '~-1 . . b ~ heigen. C. Seine Seiten mSgen b~, . , .  
Zufolge der Definition der h-Mannigfaltigkeit und (5~) sind 

die n-dimensionalen Seiten b ~ n-dimensionale h-Elemente, deren Ri~n- i 

der (n--1)-dimensionale h-Sphiiren. Die (n--1)-dimensionalen Seiten 
b? - ~  yon C ~ sind Sterne auf diesen Ri~ndern um die Punkte T '~3. , also 
(n--1)-dimensionale Elemente. Deren R~tnder sind (n--2)-dimensio- 

*t--2 C I nale h-Sph~iren. Die (n--2)-dimensionalen Seiten b k yon sind 

die Sterne um die Punkte P~ auf diesen h-Sphi~ren~ also (n--2), 
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dimensionale h-Etemente. Und so sehliel~t man durch vollstiindige 
Indaktion fort~ da~ alle Seiten yon C' h-Elemente sind. 

( H )  Ist nun Z ein k-dimensionaler Zykel in C, so gibt es Za 
ibm einen in C homologen Zykel Z', der sieh nur aus ]~-dimensio- 
nalen Seiten yon C zasammensetzt. Angenommen~ Z liege auf der 
Vereinigung aller p-dimensionalen Seiten yon C'~ wo ]~ ~ p  ~ n i s t .  
Z1 sei der Komplex aller Seiten yon Z~ welche in einer gewissen 
p-dimensionalen Seite S yon C liegen. Also ist R (Z1) ~ / ~  (S) nnd 
es gibt in R (S) einen Komplex Z ~  so dai] R ( Z 1 ) " - R  (Z~)  ist~ 
Wie unter (Z) schlie~en wir wiedcr~ dal~ Z* --  Z~ ~- ( Z - -  Z1) c~z Z 
in C' ist, wobei Z ~ nur mehr aufierhalb and auf dem Rand yon S 
liegt. Diesen Vorgang setzen wit fort~ so lange es noeh p-dimen- 
sionale Seiten yon C gibt~ in deren Innerem Ecken yon Z, Z* nsw. 
liegen and so lange p ~/~  ist. Schlie~lich kommt man zn einem 
Zykel Z'~ der nut mehr auf der Vereinigung der k-dimensionalen 
Seiten yon C' liegt. Da~ er tatsiichlieh Summe solcher Seitcn ist~ 
sieht man so: Ist S e i n e  k-dimensionale Seite yon C~ welehe in Z ~ 
mit der Viclfachheit r vorkommt, so mtissen alle anderen Seiten 
yon C, welehe mit S in derselben Seite b ~. yon C' liegen, in Z ' 
in derselben Vielfachkeit r vorkommen~ well sonst zufolge (D) Z ~ 
in b. k einen Rand hiitte. 

3 

(J) Ist Z ein /~-dimensionaler Zykel in C, welcher in C ho- 
molog 0 ist~ so ist jeder zu Z in C homologe~ sieh nur aus Seiten 
yon C' aufbancnde Zykel Z ' [es gibt deren naeh (H)] in C' ho- 
molog 0. 

Denn Z ist Rand eines Komplexes K in C. Z ' - - Z  ist Rand 
eines Komplexes L in C~ also Z ' Rand yon K + L .  Ebenso wie 
wit oben Z in Z' abgei~ndcrt haben~ kSnnen wit jetzt K §  L 
in einen Komplex K ~ + L' abiindern, der sieh nur aus Seiten yon 
C' aufbaut and immer noeh Z' zum Rand hat. 

Wegen (H) sind nun die k-dimensionalen Zykel yon C in der- 
selben Weise durch die LSsungen des zur Ma.trix M~ geh(irigen 
Systems linearer Gleichungen dargestellt~ wie durch die Liisungen 
des zar Matrix Mk gehSrigen. Wegen (J) erhiilt man durch ,homo- 
log 0"-Setzen der Riinder aller (]c § 1)-dimensionalen Seitcn yon C' 
ein System yon Relationen zwischen diesen LSsungen~ welches ge- 
rade die k ~ Homologiegruppe yon C liefert. 

Damit ist die oben aufgewiesene Liicke im Beweis des Sym- 
metriesatzes fiir h-Mannigfaltigkeiten ausgeftillt. Nimmt man an, da~ 
jeder Komplex, der mit einem n-dimensionalen Simplex homSomorph 
ist, ein n-dimensionales h-Element and jeder Komplex~ der mit dem 
Rand eines n-dimensionalen Simplexes homSomorph ist~ eine (n--1)- 
dimensionale h-Sphiire ist 2~) __ das ist im wesentliehen die Annahme, 

~) Daft nicht jede h-Sph/~re (schon 3 ter Dimension) eine Sphere, d.h. dem 
Rand eines Simplexes hom6omorph ist, zeigt das Beispiel yon Poincarg, Rend. 
Pal., 18 (190~), S. 45--110. 
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daft jede B-Mannigfaltigkeit eine A-Mannigfaltigkeit ist --~ dann ist 
in unserem Satz der Symmetriesatz tiber A- und B-Mannigfaltigkeiten 
mitgegeben. Anderseits seheint der Begriff der h-Mannigfaltigkeit 
gerade das zu enthalten~ was man zum Beweis des Symmetriesatzes 
braucht. 

Auf Grund des Symmetriesatzes kOnnen wir in der Definition 
n n + l  

der h-Sphere mit der Festlegung der ersten ~-~ bzw. ~ Homo- 

logiezahlen auskommen. Denn zum Beweis des Symmetriesatzes f~r 
n-dimensionale h-Mannigfaltigkeiten wird der Begriff der ]~-dimen- 
sionalen h-Sphere nur ftir /~ ~ 0~ 1~. .  n - -1  benStigt~ well er nur 
ftir diese /c in den Begriff der n-dimensionalen h-Mannigfaltigkeit 
tiberhaupt eingeht. Ffir h:Sph~ren dieser Dimensionen k~nnen wir 
also den Symmetriesatz per inductionem als richtig annehmen~ da 
er ffir k - - 0  trivial ist~ und erhalten ihn dann ffir /c--n~ d. h. all- 
gemein 26). Die so gewonnene Definition der h-Mannigfaltigkeit enthalt 
dann nur mehr voneinander unabh~ngige Teile ~7). 

2G) Analog l~.ft sich die Definition des h-Elements vereinfachen. Doeh 
gehen wir darauf nicht ein, weft der Begriff des h-Elements in unseren Be- 
trachtungen unwesentlich ist. Vgl. Anm. 23. 

~7) Zusatz  bei der Korrektur .  H. Weyl stellt in seiner ,,An~%lisis 
Situs Combinatorio" (Rev. Mat. Hisp. Am., Mai 1923), welehe mir nach Ein- 
reichung dieser Abhandhng bekannt geworden ist, ein System yon Axiomen 0, 
I, II, III~ IV, A, B, C, D auf, welches den ,ciclo n-dimensional" zu beschreiben 
hat. Dieser Begriff dient genau wie unsere h-Sphhren zur Definition eines Mannig- 
faltigkeitsbegriffes, ffir welchen Weyl den Symmetriesatz beweist. Weyls Ge- 
dankengang unterscheidet sieh yon unserem vor allem durch die axiomatisehe 
Auffassung, welche es mit sich bringt~ daft Weyls Begriff des ,ciclo n-dimen- 
sional", sowie der darauf gegriindete Mannigfaltigkeitsbegriff nicht eindeutig 
festgelegt ist (Weyl, 1. c. S. 29, letzter Absatz). Auferdem verwendet Weyl  
einen allgemeineren Begriff der Unterteilung. 


