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Randnotizen zur Gestaltanderungsenergiehypothese

Auch die bei Festigkeitsnachweisen verbreitet angewendete Gestaltanderungsenergiehypothese (GEH)
hat ihre Starken und Schwéchen. Die nachfolgenden Gedanken ber mehr oder weniger bekannte
Eigenheiten und Zusammenhéange der GEH kénnen zu deren besserem Verstédndnis beitragen. Sie
fordern damit die Sicherheit bei der Wahl der geeigneten Festigkeitshypothese und die Verlasslichkeit
der Resultate.

1 Einleitung a T a .

Unter den Hypothesen zur Umrech-
nung mehrachsiger Spannungszustinde
in einen als gleichwertig betrachteten

einachsigen Spannungszustand diirfte Gs\_ 9Nz o1 o O3
die Gestaltinderungsenergiehypothese
(GEH) vermutlich die bekannteste und
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am hdufigsten benutzte sein. Sie ist in
praktisch alle FEM-Programme imple-

b T b
mentiert, und dies zumeist unter dem
Namen von Mises [1], obwohl sie Jahre
zuvor schon von Huber [2] vorgeschla-
gen und bereits Mitte des 19. Jahrhun- o5
derts von Maxwell [3] erwogen wurde. ¢ & T3
Oft wird sie mehr oder weniger automa-
tisch angewahlt, wenn es darum geht,
Vergleichsspannungen zu berechnen.

Dies ist aber definitiv keine gute Idee.
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Denn kaum alle User diirften sich {iber  Bild 1 Bild 2

die Eigenheiten der GEH im Klaren sein  Spannungszusténde gleicher GEH-Vergleichsspan- Spannungszustande gleicher GEH-Vergleichsspan-
und die Opportunitdt dieser Wahl im  nung: Verschiebung auf der o-Achse nung: Spiegelung am Mittelpunkt M des groBten
Einzelfall vertieft abgekldart haben. Die Spannungskreises

nachfolgenden Betrachtungen mochten

zum lzesseren .Verstéindnis der Zusam-  spannungszustand zu. Dessen grote Normalspannung, die Vergleichsspannung
menhdnge beitragen, aber auch zum 5 kann in der Festigkeitsbedingung

Nachdenken anregen.
. . C
Alle Fest}gkletshypothesen ord.nen OVmax < Ogul = 06— (1)
dem wirklichen mehrachsigen S

Spar'mungszustand aufgrund . eines  ynter Einrechnung eines Einflussfaktors C und eines Sicherheitsfaktor S dem im
bestimmten  werkstoffmechanischen  ejnachsigen Versuch ermittelten Spannungs-Grenzwert o, gegeniibergestellt

Kriteriums einen als gleichwertig  ,derin der FlieRbedingung
postulierten, virtuellen einachsigen

OVinax = Of (2)

Autor mit der Flieisspannung o, gleichgesetzt werden. Analoges gilt fiir die Festigkeits-
hypothesen auf Basis von Dehnungsgrof3en.
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in Funktion der Hauptspannungen.
Durch die Gleichsetzung von oy, mit
der Fliefigrenze o, gemifd (2) und die
Abstraktion vom werkstoffmechani-
schen Hintergrund machte sie von Mi-
ses [1] zum mathematischen Kriterium
fiir den Beginn plastischer Verformun-
gen.

Die Hauptspannungsdifferenzen un-
ter dem Wurzelausdruck in (3) stellen
die Durchmesser der drei Spannungs-
kreise dar, mit denen der Spannungs-
zustand im o,7-Koordinatensystem [4]
veranschaulicht werden kann (Bild
la). Die GEH-Vergleichsspannung wird
also nicht von den Gréflen der einzel-
nen Hauptspannungen bestimmt, son-
dern von deren Differenzen. Dies be-
deutet, dass nach der GEH alle Span-
nungszustinde mit gleichen Haupt-
spannungsdifferenzen  gleichwertig
sind, unabhingig davon, wo auf der
o-Achse die Spannungskreise liegen
(Bild 1a und b). Es spielt auch keine
Rolle, wie sie zueinander angeordnet
sind. Denn es ergibt sich eine Symme-
trie beziiglich des Zentrums M des
grofiten Kreises, das heifst zum arith-
metischen Mittel (o, + 0,) / 2 der grofi-
ten und der kleinsten Hauptspannung
(Bild 2), wobei hier und nachfolgend
die ubliche Konvention o, = o, = o,
angewendet wird.

Gleich grofle Vergleichsspannungen
konnen sich auch bei Spannungszu-
stinden mit verdnderten Hauptspan-
nungsdifferenzen ergeben, solange

01—-03=0y GEH (2/\/§) = 1/15'0'V,GEH

bleibt, ein Ergebnis, das sich mathe-
matisch wie grafisch leicht bestim-

men ldsst. Der Grenzfall stellt sich bei
o, = (0,+0;) /2 ein, wenn also die
mittlere Hauptspannung dem arith-
metischen Mittel der grofiten und
der kleinsten Hauptspannung ent-
spricht.

Geht man umgekehrt von einer vor-
gegebenen grofiten Hauptspannungs-
differenz o, - o, = k aus, so erreicht
die Vergleichsspannung ihren Hochst-
wert Oy, = 0, 03, und zwar dann,
wenn zwei der drei Hauptspannungen
gleich grof3 sind. Ihr Minimum er-
reicht sie bei o, = (0, + 03) / 2 mit

ovGer = (01 *03)'(\/5/2) ~0,866-(01 -03)

(Bild 3).

Diese Uberlegungen sind keineswegs
unwichtig. Beim diinnwandigen Rohr
unter Innendruck p zeigt sich dies
besonders klar. Ist das Rohr mit
Innendurchmesser d und Wanddicke s
offen, etwa unter mechanischer Belas-
tung einer Pressverbindung, so stellt
sich ein einachsiger Spannungszu-
stand mit der Umfangsspannung
o, = p-d/2 s als einzige von Null ver-
schiedene Hauptspannung ein, und es
ist oy, = 0;. Handelt es sich aber
um ein geschlossenes Rohr, wird der
Spannungszustand mit der zusatz-
lichen Achsialspannung o, = 0,/2
zweiachsig. Die GEH liefert in diesem
Fall oy gy =01-+3/2=0,866-01 . Dies
bedeutet nichts anderes, als dass
nach der GEH die Werkstoffbean-
spruchung durch die zusdtzliche
Hauptspannung gegeniiber dem offe-
nen Rohr um 13,4 % abnimmt. Diese
Feststellung erscheint etwas merk-
wiirdig, ist aber zumindest fiir ausge-

wihlte Werkstoffe wie Eisen, Kupfer
und Nickel experimentell unterlegt
[5]. Wie aber soll eine solche Aussage
werkstoffmechanisch begriindet wer-
den? Sicher ist, dass die Uberlagerung
der zweiten Hauptspannung wegen
der Querkontraktion die Dehnung in
der ersten Hauptrichtung und damit
die resultierende Gestaltanderungs-
energie im Volumenelement redu-
ziert. Es konnte aber auch ein Hinweis
darauf sein, dass die Werkstoffbean-
spruchung beim mehrachsigen Span-
nungszustand auch etwas mit der
grofdten Dehnung zu tun hat [6]. Im
Gegensatz zur GEH fithrt die weiter un-
ten erwdhnte Schubspannungshypo-
these in beiden Fillen zu oy, = oy,
berticksichtigt also die zwischen den
beiden Extremwerten O und o, liegen-
de Hauptspannung o, nicht.

3 Geometrische Konstruktion der
GEH-Vergleichsspannung

Es mag vielleicht iiberraschen, dass
der GEH-Vergleichsspannungszu-
stand auch grafisch bestimmt werden
kann. Solche Losungen finden heut-
zutage eher wenig Beachtung, haben
aber gegeniiber den analytischen und
digitalen Methoden den Vorteil, an-
schaulich zu sein und somit das Ver-
standnis fiir die Zusammenhénge zu
férdern. Deshalb soll diese recht ein-
fache geometrische Konstruktion,
die zur Vergleichsspannung nach der
GEH fiihrt, hier vorgestellt werden
(Bild 4).

Die Uberlegung geht von der Moht-
schen Kreisdarstellung des raumlichen
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Einfluss der mittleren Hauptspannung auf die GEH-Vergleichsspannung
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Flache groBter Schubspannung am reguldren Rhombendodekaeder im 1,2,3- Flache der Oktaederschubspannung am reguléren Oktaeder im 1,2,3-Haupt-
Hauptachsensystem achsensystem

Spannungszustandes aus [4], in der die
Klammerausdriicke unter der Wurzel
in (3) als Hauptspannungsdifferenzen
die Durchmesser der drei Kreise bedeu-
ten (Bild 1a). Der Wurzelausdruck sel-
ber entspricht der Linge der Raum-
diagonalen eines Quaders mit den Sei-
tenldngen der drei Kreisdurchmesser,
stellt also den euklidischen Abstand
zwischen einem Punkt mit den Haupt-
spannungsdifferenzen als Koordinaten
und dem Koordinatenursprung in ei-
nem Kkartesischen Koordinatensystem
dar. Diesen euklidischen Abstand kann
man einfach konstruieren.

Vor der eigentlichen Konstruktion
werden die drei Spannungskreise um
o, entlang der o-Achse so verschoben,
dass o;' als kleinste der Hauptspan-
nungen durch den Ursprung O des
o,7-Koordinatensystems geht, was auf
die Grole von oy, keinen Einfluss
hat (Bild 1b). Im ersten Schritt (Bild
4) wird nun der Durchmesser
a = o, = 0,~0; senkrecht hochge-
klappt, sodass er mit b = 0,' - 0,' ein
rechtwinkliges Dreieck bildet. Dessen
Hypotenuse ¢ wird im Schritt 2 nun
ihrerseits senkrecht hochgeklappt; sie
bildet mit a+b = 0,' = 6,-0; ein
neues rechtwinkliges Dreieck. Die
nun entstandene neue Hypotenuse d
hat, wie man sich leicht iberzeugen
kann, die Lange des Wurzelausdrucks
von (3). Durch Drehung von d um den
Ursprung auf die 45°-Gerade durch O
(Schritt 3) und anschlief}ende Projek-

tion auf die o-Achse (Schritt 4) wird sie um den Faktor /2 verkleinert, und da-
mit ist die Vergleichsspannung o, bestimmt.

Anhand dieser Konstruktion ldsst sich einfach bestdtigen, dass bei gegebener
grofter Hauptspannungsdifferenz o, - o, die GEH-Vergleichsspannung fiir
o, = 0,5 - (0, + 03) minimal wird (Bild 3).

4 GEH und die Schubspannungen

Die Radien der drei Spannungskreise (Bild 1), also die Hélften der Hauptspan-
nungsdifferenzen in (3), entsprechen den jeweils grofiten Schubspannungen bei
Drehung der Flachennormalen um die an der Hauptspannungsdifferenz nicht be-
teiligten Haupt-achsen. Dieser Zusammenhang zeigt eine gewisse Ndhe der GEH
zur Schubspannungshypothese (SSH), die mit

Oyssy = 2.7

max = Max(|o; = 6|, |0, = 03], |05~ 0y) 4)

von der grofiten Schubspannung als Vergleichsbasis ausgeht [7, 8]. Sie hat mit der
GEH gemeinsam, dass sie bei allseitig gleichem Zug oder Druck mit o, = 0, = o;als
hydrostatischem Spannungszustand den Wert Null liefert und damit einem spro-
den Werkstoffverhalten nicht gerecht wird. Eine Tatsache, die klar macht, dass ein
Spannungszustand nie allein aufgrund einer Festigkeitshypothese, sondern nur in
einer gesamtheitlichen Betrachtung vor dem Hintergrund des werkstoffmechani-
schen Geschehens beurteilt werden kann [9]. Die SSH bewertet einen vorliegenden
Spannungszustand generell etwas strenger als die GEH, denn es gilt 0,55 2 Oy -

Gelegentlich wird an der SSH beméngelt, dass sie einzig auf die maximale Schub-
spannung abstellt und damit - im Gegensatz zur GEH - die mittlere der drei
Hauptspannungen nicht beriicksichtigt. Dieser Einwand ist, wie oben dargelegt,
nicht von der Hand zu weisen. Die Frage aber, inwieweit er werkstoffmechanisch
relevant ist, kann nicht generell mit ja oder nein beantwortet werden. Zumal sich
die Werkstoffe bekanntlich alles andere als einheitlich verhalten.

Die grofite in einem Spannungszustand auftretende Schubspannung wirkt in
einer Ebene, die zu mindestens zwei der drei Hauptachsen um 45° geneigt und
zur andern Hauptachse parallel ist. Im Fall von o, > 0, > o, ist das die Ebene,
deren Normale mit der Winkelhalbierenden zwischen den Achsen 1 und 3 zu-
sammenfillt. Diese drei Ebenen konnen als Flichen eines reguldiren Rhomben-
dodekaeders im 1,2,3-Hauptachsen-System des Spannungszustandes aufgefasst
werden (Bild 5). Die Eckpunkte der rthombischen Flachen sind die Durchstof3-



punkte der Achsen und der Raumdiagonalen des 1,2,3-Koordinatensystems
durch diese Ebenen.

5 GEH und die Oktaederschubspannung

Im Zusammenhang mit der GEH ist eine weitere Schubspannung von Interesse,
ndmlich jene in der Fliche eines reguldren Oktaeders, dessen Ebenen senkrecht auf
den Raumdiagonalen des 1,2,3-Hauptachsen-Systems stehen und dessen Eckpunk-
te auf den Achsen liegen (Bild 6). Diese sogenannte Oktaederschubspannung
hat den Wert

1 2
Tokt =§'\/(01 ~0,) +(0, —03)2 +(03 -01)2 :%'OV,GEH =0,471-0y gy - )

Sie stimmt bis auf den Zahlenfaktor vor der Wurzel mit der GEH-Vergleichsspan-
nung (3) iiberein, weist also eine formale Verwandtschaft mit der GEH auf. Wohl
diese Tatsache diirfte dazu gefiihrt haben, die Oktaederschubspannung als Kriteri-
um fiir eine Vergleichsspannung insbesondere fiir die FlieBbedingung (2) zu ver-
wenden (Oktaederschubspannungshypothese [10]). Dabei stellt sich die Frage,
welche Werkstoffkenngrofle der Oktaederschubspannung (5) gegeniibergestellt
werden soll. Zieht man, wie auch etwa propagiert wird [11, S. 494], den in (5) auf-
gezeigten Zusammenhang zum Vergleich (2) mit der FlieBspannung o, bei, so ist
gegeniiber der direkten Anwendung der GEH gar nichts gewonnen. Setzt man aber
7, Mit der Schubspannung 7, bei Fliefibeginn gleich, muss man erklaren konnen,
warum hierfiir nicht die maximale Schubspannung maf3gebend sein soll, die ja in
allen Fillen die Oktaederschubspannung tibersteigt. Je nach Spannungszustand
ergibt sich wegen 0,816 < 7,,/7, . < 0,943 ein Unterschied von immerhin 6 bis
22,5 %.

Das heif3t nichts anderes, als dass plastische Verformungen schon vor Erreichen
der Flief3grenze in der Oktaederebene eintreten konnen.

6 Quintessenz

Die GEH ist ein wichtiges, vielfach bewédhrtes und beliebtes Instrument bei Fes-
tigkeitsrechnungen. Doch vermag auch sie - wie die andern Hypothesen - nur
einen Teil des Spektrums von Spannungszustinden und mechanischem Werk-
stoffverhalten zu erfassen. Man ist gut beraten, sie nicht unreflektiert anzuwen-
den, sondern ihre Fignung fiir den konkreten Fall im Vergleich mit andern Fes-
tigkeitshypothesen sorgféltig abzuwigen. Diese Thematik soll hier jedoch nicht
auch noch ausgebreitet werden. Zur Frage, unter welchen Bedingungen welche
Hypothese die treffendste ist, findet man in der Literatur vielerlei Hinweise [9].
Dass diese allerdings auch etwas auseinandergehen kdnnen, diirfte nicht zuletzt
an der Komplexitdt der Materie liegen. Was die Aufgabe des Anwenders nattir-
lich auch nicht leichter macht. Umso besser, wenn er iiber die Eigenheiten,
Schwichen und Grenzen der in Frage kommenden Festigkeitshypothesen selber
Bescheid weif3.
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