Kapitel 4

Aussagenlogik

Booleschen Ausdriicke (zum Beispiel B = —F) ergeben eine einfache logische
Sprache, die als Aussagenlogik bezeichnet wird. Mit Aussagenlogik kénnen viele
interessante Sachverhalte modelliert werden. Ein prominentes Beispiel ist die
Beschreibung von Schaltkreisen.

Unser Hauptinteresse gilt Techniken fur die Vereinfachung von Booleschen Aus-
driicken. Beispielsweise kann der Ausdruck

-B=F) A (FAB=—-E) A (EV—-B=—F)
zu B A (=F v =E) vereinfacht werden.

4.1 Boolesche Funktionen

Wir beginnen mit der zweielementigen Menge
B (0,1

Unter einer Booleschen Funktion verstehen wir eine Funktion des Typs B" — B
(n > 0). Abbildung [4.] zeigt finf prominente Boolesche Funktionen, die als
Negation, Konjunktion, Disjunktion, Implikation und Aquivalenz bekannt sind.

Da Boolesche Funktionen endlich sind, kann man sie durch Tabellen beschrei-
ben. Wir zeigen das am Beispiel von Konjunktion, Disjunktion, Implikation und
Aquivalenz:
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4 Aussagenlogik

-e€B—>B Negation
X =1-x
ANeBxB—-B Konjunktion

X AY = min{x, y}

veBxB—>B Disjunktion
X VY = max{x, y}

=>eBxB—>DB Implikation
X=y=ifx=1thenyelsel

S eBxB— B Aquivalenz
X <y =ifx =ythenlelse 0

Abbildung 4.1: Funf prominente Boolesche Funktionen

Variablen, die nur die zwei Werte in B annehmen kénnen, bezeichnen wir als
Boolesche Variablen. Ausdricke, die aus den Konstanten O und 1, Booleschen
Variablen und Booleschen Funktionen gebildet sind, bezeichnen wir als Boolesche
Ausdriicke. Gleichungen zwischen Booleschen Ausdriicken bezeichnen wir als
Boolesche Gleichungen.

Abbildung [4.2] zeigt einige gultige Boolesche Gleichungen, die wichtige Eigen-
schaften von Konjunktion, Disjunktion und Negation beschreiben[d Das symme-
trische Verhalten von Konjunktion und Disjunktion sowie 0 und 1 wird als Duali-
tatseigenschaft bezeichnet.

Die Gultigkeit von Booleschen Gleichungen kann man zeigen, indem man sie fir
alle Werte der in ihnen vorkommenden Variablen nachrechnet. Dieses Nachrech-
nen lasst sich mithilfe sogenannter Wahrheitstafeln tbersichtlich darstellen. Wir
zeigen dies am Beispiel der ersten de Morganschen Gleichung:

1 Die Gleichungen sind mit Bedacht ausgewahlt. Sie beschreiben die Klasse der Booleschen Al-
gebren. Diese Klasse kann kompakter mit den Gleichungen fiir Kommutativitat, Distributivitat,
Komplementierung und Identitat beschrieben werden, da die anderen Gleichungen aus diesen
folgen. Die Beweise dafiir findet man zum Beispiel in: J. Eldon Whitesitt, Boolean algebra and
its gpplications, Addison Wesley, 1961.
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4.1 Boolesche Funktionen

XAY)AZ=XA(YAZ) (Assoziativitat)
XVYy)vz=xVv(yvi

XAY=YAX (Kommutativitat)
XVYy=yVX

XAX =X (Idempotenz)
XV X=X
XAWYVID=KXAY)V(XAZ) (Distributivitéat)

XVIYALD)=XVY)IAKXVI)

XAXVY)=X (Absorption)
XV(XAY)=X

S(XAY) ==XV -y (de Morgan)
—(X VYY) ==X A -y
——X = X (Doppelnegation)
XA=X=0 (Komplemente)
XVv-x=1
XAl=xX (Identitaten)
XVv0=x

Abbildung 4.2: Eigenschaften von A, v und = (X, y, z € B)

0=xA—X
= =(X A —X)
X VY ==(=XA=Y)
X=Yy==(XA=Y)
X<y ==(XA=Y)A=(YA—X)

Abbildung 4.3: Darstellung von 0, 1, v, = und < mit —und A (x, y € B)
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4 Aussagenlogik

X y|=(xay) | ~xv-y
0 0 1 1
01 1 1
1 0 1 1
11 0 0

Die gliltigen Gleichungen in Abbildung [4.3] zeigen, dass die Konstanten 0 und 1
sowie die Funktionen Disjunktion, Implikation und Aquivalenz mithilfe der Funk-
tionen Konjunktion und Negation beschrieben werden kénnen. Spater werden wir
zeigen, dass jede Boolesche Funktion mit Konjunktion und Negation beschrieben
werden kann.

Damit wir nicht so viele Klammern schreiben missen, legen wir eine Rangfolge
flr die Booleschen Infixoperatoren fest: A, v, =, < (aufsteigend). Damit kénnen
wir den Ausdruck

(=XAY)VZ) = (XAY)
auch ohne Klammern beschreiben:
“XAYVZI=XAY

AuBRerdem legen wir fest, dass die Booleschen Infixoperatoren linksassoziativ ge-
klammert werden.

4.2  Modellierung mit Booleschen Ausdricken

Um 1850 entdeckte George Boole, dass sich logische Aussagen (im philosophi-
schen Sinne) durch Boolesche Ausdriicke beschreiben lassen. Dabei ist eine Aus-
sage wahr, wenn der beschreibende Ausdruck den Wert 1 hat, und falsch, wenn
der beschreibende Ausdruck den Wert 0 hat. Diese Entdeckung ist spektakulér,
da sie etwas Kompliziertes (die Bestimmung des Wahrheitswertes einer logischen
Aussagen) auf etwas Einfaches (das Rechnen mit 0 und 1) reduziert.

Am Beispiel einer sogenannten Denksportaufgabe zeigen wir, wie man logische
Aussagen mit Booleschen Ausdriicken beschreibt.

~Worin besteht das Geheimnis Ihres langen Lebens?* wird ein
Hundertjahriger gefragt. ,,Ich halte mich streng an drei Diatregeln:
Wenn ich kein Bier zu einer Mabhlzeit trinke, dann esse ich immer
Fisch. Immer wenn ich sowohl Fisch und Bier zur selben Mahlzeit
esse, verzichte ich auf Eiscreme. Wenn ich Eiscreme esse oder kein
Bier trinke, dann esse ich keinen Fisch.” Kdnnen Sie diese Regeln
vereinfachen?
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4.2 Modellierung mit Booleschen Ausdrticken

Der erste Schritt besteht darin, Mahlzeiten durch Tripel
(B,E,F)eB®
darzustellen, die wie folgt zu verstehen sind:
e B =1 genau dann, wenn zu der Mahlzeit Bier getrunken wird.
e E =1 genau dann, wenn zu der Mahlzeit Eiscreme gegessen wird.
e F =1 genau dann, wenn zu der Mahlzeit Fisch gegessen wird.

Diese Modellierung von Mahlzeiten stellt eine radikale Abstraktion dar. Es wer-
den nur die Aspekte einer Mahlzeit dargestellt, die fur die Regeln relevant sind.
Insgesamt kdnnen damit nur 23 = 8 verschiedene Typen von Mahlzeiten darge-
stellt werden.

Die drei Didtregeln kdnnen wir jetzt wie folgt durch Boolesche Ausdriicke be-
schreiben:

Ri: -B=F

R,: FAB=-E

Rz3: Ev—-B=—F

Dabei handelt es sich bei B, E und F um Boolesche Variablen und bei Ry, R»
und Rz um Namen flr Ausdriicke. Eine Mahlzeit erfillt die Diatregeln, wenn der
Ausdruck

D: Rl/\Rz/\Rg

fur die durch die Mahlzeit festgelegten Werte fiir die Variablen B, E und F zu 1
auswertet.

Man Uberzeigt sich leicht, dass der Ausdruck D zu 1 auswerten, wenn man die
Werte der Variablen wie folgt wahlt:

B=1 F=0 E=1

Das bedeutet, das eine Mahlzeit, bei der Bier getrunken, kein Fisch gegessen, und
Eiscreme genossen wird, die Di&tregeln erfullt.

Die Denksportaufgabe verlangt nach einer vereinfachten Darstellung der Didtre-
geln. Auf unser Modell Ubertragen bedeutet dies, dass ein mdglichst einfacher
Boolescher Ausdruck V gesucht ist, fiir den die Gleichung D = V gilt. Mithilfe
einer Wahrheitstabelle kann man sich davon (iberzeugen, dass

D=BA(—FvVv-E)

gilt (fur alle Werte der Variablen B, E und F). Also kann man die Di&tregeln des
Hundertjahrigen auch wie folgt formulieren: ,, Trinke zu jeder Mahlzeit Bier und
esse zu keiner Mahlzeit sowohl Fisch und Eiscreme®.
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4 Aussagenlogik

4.3 Ein Interpreter fir Aussagenlogik

Die durch Boolesche Ausdriicke gegebene Modellierungssprache wird als Aussa-
genlogik bezeichnet. Wir skizzieren einen Interpreter flir Aussagenlogik, der nach
dem Vorbild eines Standard ML Interpreters entworfen ist.

Wir fuhren den Interpreter am Beispiel der gerade besprochenen Denksportaufga-
be vor. Zunachst deklarieren wir drei Boolesche Variablen B, E und F;

var B E F

Danach deklarieren wir drei Boolesche Ausdriicke, die die Diétregeln beschrei-
ben:

exp RL = -B=>F
exp R = F* B=>-E
exp RB = E+ -B=>-F

Dabei steht - fur Negation, * fur Konjunktion und + fur Disjunktion. Die Be-
zeichner R1, R2 und R3 werden als Namen fiir Boolesche Ausdriicke verwendet.
Schlief’lich deklarieren wir den Ausdruck

exp D=RL * R2 * R3

der die Konjunktion der Diatregeln beschreibt. Damit ist die Modellierung der
Denksportaufgabe abgeschlossen.

Der wesentliche Berechnungsdienst des Interpretierers besteht darin, Ausdriicke
zu vereinfachen. Die Vereinfachung eines Ausdrucks liefert immer einen &quiva-
lenten Ausdruck. Hier sind einige Beispiele fur Vereinfachungen.

simplify D* -B
0

Diese Vereinfachung besagt, dass es keine Mahlzeit gibt, die die Diatregeln einhalt
und bei der kein Bier getrunken wird.

sinplify D=>B
1

Diese Vereinfachung besagt, dass bei jeder Mahlzeit, die die Diatregeln einhalt,
Bier getrunken wird.

sinplify D
B* (-E + -F)

Diese Vereinfachung besagt, dass eine Mahlzeit genau dann die die Diatregeln
einhalt, wenn sie Bier, aber nicht gleichzeitig Eiscreme und Fisch, beinhaltet.
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4.4 Die aussagenlogische Sprache AL

X,Y € Var Variable
A,B € For = Formel

X Atom

| —A Negation

| A1 A A, Konjunktion

o € X = Var - B Belegung

FekFor—>X—>B
FlIXJo = oX
Fl-Ale = 1-— F[Alo
FIALA Al = min{F Ao, FIAo}

Abbildung 4.4: Syntax und Semantik der Sprache AL

Die Beschreibung des Interpreters soll Sie davon Uberzeugen, dass Aussagenlogik
als Grundlage fur ein praktisch relevantes Software-Werkzeug dienen kann. Im
Folgenden werden Sie grundlegende Techniken flr die Vereinfachung von Boole-
schen Ausdriicken kennenlernen, mit denen Sie den Berechnungsdienst des Inter-
preters realisieren kdnnen.

4.4 Die aussagenlogische Sprache AL

Sei Var eine nichtleere Menge.

Abbildung[4.4]definiert relativ zu Var eine logische Sprache AL. Die Formeln von
AL formalisieren Boolesche Ausdriicke, die mit Variablen, Negation und Kon-
junktion gebildet werden kénnen.

Auf den ersten Blick erscheint AL sehr karg, da nur fiir Negation und Konjunktion
Syntax vorhanden ist. Die Gleichungen in Abbildung zeigen jedoch, dass die
Formeln von AL auch 0, 1, v, = und < beschreiben kénnen. Abbildung [4.5]
definiert entsprechende notationale Abkiirzungen. Dabei ist X eine festgewahlte
Variable in Var. Mit der Notation

0= XVY
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4 Aussagenlogik

0 = XgA—Xg
1 - =0
AtV A = —(=ALA—A)Y)
Ai= Ay = (A1 A—AY)
At Ay = (A1 A=A A= (A A—AY

Abbildung 4.5: Abkirzungen fiir AL

wird also dieselbe Formel in For beschrieben wie mit

—=((Xo A =Xg) A ==(=X A =Y))

Die Aquivalenz von Formeln und eine Substitutionsfunktion definieren wir erwar-
tungsgeman wie folgt:

A=B & FlAl= FIB]

_[/_] e For x For x Var — For

Y[B/X]=if X =Y then B else Y
(=A)[B/X] = —(A[B/X])
(A1 A A2)[B/X] = A1[B/XT A Az[B/X]

WunschgemaR gelten das Substitutionslemma und der Ersetzungssatz. Die Be-
weise entsprechen denen in Abschnitt[3.4]

Lemma 4.4.1 (Substitution) Seien A, B € For, X € Var und o € X. Dann:

FIA[B/x]llo = FIAl([(F[Blo)/X])

Satz 4.4.2 (Ersetzung) Seien A1, Ay, By, B, € For und X € Var. Dann:

At H A A BiH By = A1[By/X] H Az[By/X]
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4.4 Die aussagenlogische Sprache AL

VVorkommende Variablen

Wir definieren eine Funktion VV, die zu einer Formel die Menge der in der Formel
vorkommenden Variablen liefert;

VV e For — Pn(Var)

W(X) = {X}
W (=A) = W (A)
VV (A1 A A)) =VV(A) UVW(AY)

Proposition 4.4.3 Sei A € For eine Formel und seien o, ¢’ € ¥ Belegungen, die
auf VV (A) ubereinstimmen. Dann: £F[Allc = F[Alc’.
Beweis  Durch strukturelle Induktion tber A € For. [l

Die Sprache AL ist relativ zu einer vorgegebenen Variablenmenge Var definiert.
Wenn wir zwei Mengen Var und Var’ betrachten, bekommen wir zwei Sprachen
ALy, und ALy,. Die Formelmengen und Aquivalenzen der beiden Sprachen
bezeichnen wir mit Fory,y, FOrvar, Hvar und Hvar. Erwartungsgemani haben wir:

Proposition 4.4.4 (Variablenunabhangigkeit) Sei Var’ C Var. Dann:

1. ForVar’ - I:Qrv.ar-

2. VA, B S ForVar/: A ':|Var’ B @ A |:‘Var B'
Die Proposition hat eine wichtige praktische Konsequenz: Wenn wir wissen wol-
len, ob zwei Formeln A und B &quivalent sind, kénnen wir uns immer auf die
endliche Menge Var’ der Variablen zurlckziehen, die in A und B vorkommen.
Es geniigt dann, die Aquivalenz fiir die endlich vielen Belegungen in Var’ — B
nachzurechnen. Diese Beobachtung rechtfertigt das Nachrechnen von Aquivalen-
zen mit Wahrheitstafeln.

Verifikation von Aquivalenzen mit Wahrheitstafeln

Machen Sie sich klar, dass alle Gleichungen in den Abbildungen [4.4]und [4.5]gil-
tige Aquivalenzen von AL entsprechen. Beispielsweise gilt fiir alle X,Y e Var
die Aquivalenz

“(XAY)H X v-=aY

Die Giiltigkeit dieser Aquivalenz kann man mithilfe einer Wahrheitstafel zeigen:
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4 Aussagenlogik

X Y [=(XAY)|=XVv=Y
0 0 1 1
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 0

Diese Wahrheitstafel haben Sie bereits in Abschnitt [4.1] gesehen, dort allerdings
als Beweis fir die Boolesche Gleichung

X,y € B: =(XAY)=—-XV-y

Gultigkeit und Erfullbarkeit
Fur AL definieren wir die folgenden Sprechweisen:
Agiltig <% A1

A unerfullbar & AHDO

Aerfilllbar <& AR40

cerfillt A <& FlAJo =1

Giiltige aussagenlogische Formeln werden auch oft als Tautologien bezeichnet.

Proposition 4.4.5 Fir jede Formel A € For gilt:
Agiltip <= VoeX: F[Alo =1
Aunerfillbar < Vo e X: F[[Alo =0
Aerfillbar < 3Foc e X: F[AJlo =1
AHB <<= VoeX: F[A]o = F[Blo
Proposition 4.4.6 Fir jede Formel A € For gilt:
Agiltig <= -—-Aunerfullbar <— AH1
A unerfillbar < —A gultig <— AHO
AHB <+ A<« Baqiltig

Die drei Eigenschaften Gultigkeit, Unerfullbarkeit und Aquivalenz kénnen sich
also wechselseitig ausdriicken.

Im Folgenden entwickeln wir Techniken, mit denen sich die obigen Eigenschaften
in der Regel effizienter entscheiden lassen als durch systematisches Nachrechnen
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4.5 Die Mengeninterpretation fiir AL

mit Wahrheitstafeln. Allerdings gibt es fir jede dieser Techniken immer ,,worst
case* Beispiele, fur die sie nicht effizienter sind als das Nachrechnen mit Wahr-
heitstafeln. Das liegt daran, dass die Erfillbarkeit von Boolschen Ausdriicken das
kanonische NP-vollstdndige Problem ist.

Proposition 4.4.7 Das Problem ,,gegeben A € For, entscheide ob A erfiillbar
ist* ist NP-vollstandig.

4.5 Die Mengeninterpretation fir AL

Die Denotionsfunktion
F eFor— (Z—> B

interpretiert die Formeln von AL als Beschreibungen fiir Funktionen in ¥ — B.
Wir definieren jetzt eine zweite Denotationsfunktion

M e For > P(X)

die die Formeln von AL als Beschreibungen fiir Teilmengen von X interpretiert.
Wihrend F die syntaktischen Operationen — und A als die entsprechenden Boo-
leschen Operationen interpretiert, interpretiert M diese Operationen als Mengen-
komplement und Mengendurchschnitt. Trotz dieser scheinbar erheblichen Un-
terschiede liefern beide Interpretationen dieselbe Aquivalenzrelation fiir Formeln.
Die durch F realisierte Interpretation bezeichnen wir als Boolesche Interpretati-
on, und die durch M realisierte Interpretation als Mengeninterpretation.

Wir definieren M durch strukturelle Rekursion tiber For wie folgt:
M € For - P (%)
M[X]={oeX|oX=1}

M[-A] = X — M[A]
MIA A B] = MIA] N M[B]

Mit den fir AL definierten Abkirzungen (siehe Abbildung [4.5) bekommen wir
die folgenden Gleichungen:
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4 Aussagenlogik

Proposition 4.5.1 Firalle A, B € Forund X € Var:

M[-A]l = ¥ — M[A]
MIAAB] = MIAI N M[B]
MIAV Bl = MIATU M[B]

MIA A =B] = M[A] — M[[B]
M[A = B] = (2 — M[A]) UM[B]
M[1] =X
MIO0] =0
M[X]={oceX|oX =1}
M[-X]={oceX|oX =0}

Die durch M realisierte Interpretation der Formeln von AL ist oft sehr intuitiv.
Wir zeigen das am Beispiel der Diétregeln. Dazu wahlen wir Var = {B, E, F}.
Eine Belegung o € X hat dann die Form

{(B—~a, E—~b, F—c}

mita, b, ¢c € B. Eine Belegung kann also als ein Tripel verstanden werden, dessen
Komponenten durch die ,,Marken* B, E, F identifiziert werdenlJ Die Belegungen
stellen die mdglichen Mahlzeiten dar. Eine Diatregel ist eine Formel, die die
Menge aller Mahlzeiten darstellt, die die Regel einhalten.

Wir stellen jetzt die Verbindung zwischen & und M her.

Proposition 4.5.2 Die Funktion

Te(X—>B) - LX)
1(f)={oceX| f(oc)=1)}

ist eine Bijektion mit M = t o F. Also gilt fiir alle Formeln A und Belegungen o':
o€ M[A] < F[Alo=1

Beweis Man Uberzeugt sich leicht davon, dass t eine Bijektion ist. Durch struk-
turelle Induktion Uber A e For zeigt man, dass

VAeForVo e ¥: 0 € M[A]] <— F[AJc =1

gilt. Also M =10 F. O

2 In Programmiersprachen bezeichnet man solche markierten Tupel oft als Verbunde (Records in
Pascal und Standard ML, Structures in C).
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4.6 Denotationen

Proposition 4.5.3 Firalle A,B e For: AH B < M[A] = M[B].
Beweis Folgt sofort aus Proposition [4.5.2] O

Proposition 4.5.4 Seien A und B Formeln. Dann gilt:
(A=>B)H1 < M[A] C M[B]

Die Ldsungsmenge einer Gleichung A = B ist die Menge M[[A < BT:
Proposition 4.5.5 Seien A, B € For. Dann:
{oeX| FlAlloc = F[Blo} = M[A < B]

Damit geniigen zum Ldsen von Gleichungen Techniken, die zu einer Formel eine
hinreichend explizite Darstellung ihrer M-Denotation liefern.

4.6 Denotationen

Die Denotationsfunktion M € For — &£ (X) ordnet jeder Formel eine Teilmenge
von X zu. Wir kénnen also die Formeln von AL als Darstellungen fur Teilmengen
von X auffassen. Diese Sichtweise legt die Frage nahe, welche Teilmengen von
¥ sich durch die Formeln von AL beschreiben lassen.

Um diese Frage zu beantworten, definieren wir eine Menge Den C £ (X) mithilfe
von Inferenzregeln:

X € Var
{oceX|oX=1}¢eDen

P € Den PeDen Q eDen
Y — P e Den PNQ e Den

Die Elemente von Den bezeichnen wir als Denotationen.

Zuerst zeigen wir, dass die Denotationen genau die Teilmengen von X sind, die
sich durch die Formeln von AL darstellen lassen.

Proposition 4.6.1 Den = { M[A] | A € For}.
Beweis  Wir beweisen zwei Aussagen:

(1) VP e Den3A e For: P = M[A]
(2) YA e For 3P € Den: P = M[A]
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4 Aussagenlogik

Die erste Aussage zeigt man durch Regelinduktion (iber Den. Die zweite Aussage
zeigt man durch strukturelle Induktion ber For. Fir beide Induktionsbeweise
sind die Gleichungen der Proposition hilfreich. O

Eine Formel kann man als ein Konstruktionsprotokoll auffassen, das beschreibt,
wie eine Denotation mithilfe der Den definierenden Inferenzregeln konstruiert
wird. Mit dieser Sichtweise ist M die Funktion, die einem Konstruktionsprotokoll
die konstruierte Menge zuordnet.

Mit Den haben wir eine Charakterisierung der mit den Formeln von AL be-
schreibaren Mengen, die unabhéngig von der Syntax von AL ist.
Proposition 4.6.2 Die Menge Den erfiillt die folgenden Eigenschaften:

1. # € Denund X € Den.

2. Wenn P, Q € Den,dann PN Q € Den, P U Q € Denund P — Q < Den.

3. Wenn X e Var,dann{oc € X |cX =1} eDenund{c € X |cX =0} ¢
Den.

Beweis Folgt aus Proposition g

Proposition 4.6.3 Sei M C . Dann:

M = U( ﬂ {o—’ez|a’(X):a(X)})

oceM XeVar

Beweis Die Behauptung der Proposition ist dquivalent zu:
Vo' €eX: 0/eM & Jo e MVX eVar: ¢'(X) =0(X)
Diese Aquivalenz gilt trivialerweise. O

Proposition 4.6.4 Sein Var endlich. Dann Den = £ (X).

Beweis Sei M C X. Da Var endlich ist, ist X endlich. Also ist auch M
endlich. Also benutzt die Darstellung von M in Proposition nur endliche
Schnitte und Vereinigungen. Da zudem fiir alle o € ¥ wegen Proposition [4.6.2]
{0/ € £ | 0’X = oX} € Den gilt, folgt wieder mit Proposition [4.6.2] dass
M € Den. 0

Wenn es nur endlich viele Variablen gibt, kann man also jede Teilmenge von Z
mit einer Formeln von AL darstellen.
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4.6 Denotationen

Signifikante Variablen
Wir definieren:
Ex e Var x (X)) —» P(2)
EX(X, M) ={o[b/X]|oc € MAb e B}
Wir nennen Ex(X, M) die X-Projektion von M. Offensichtlich M C Ex(X, M).

Eine Variable X € Var heif}t signifikante Variable einer Menge M € X genau
dann, wenn M # Ex(X, M). Die Menge aller signifikanten Variablen einer Men-
ge M € X bezeichnen wir mit SV (M). Offensichtlich gilt: SV (@) = SV(X) = #.

Proposition 4.6.5 Sei D € Denund X € Var. Dann:
XeSV(D) « JoeDIbeB: olb/X]¢D

Proposition 4.6.6 Sei A eine Formel und seien o, ¢’ € X Belegungen, die auf
VV (A) Ubereinstimmen. Dann: o € M[A] & ¢’ € M[A].

Proposition 4.6.7 Sei A € For. Dann kommt jede signifikante Variable von
M[A] in A vor.

Beweis  Durch Widerspruch. Sei X € SV(M[A]) — VV(A). Proposition [4.6.5]
liefert ein o € M[AJundeinb € B mito[b/X] & M[A]. Da o und o[b/X]
auf VV (A) ubereinstimmen und o € M[A], folgt o[b/X] € M[A] (Propositi-
on[4.6.6). Widerspruch. O

Proposition 4.6.8 Jede Denotation D < Den hat nur endlich viele signifikante
Variablen.

Beweis  Propositionen[4.6.1und [4.6.7] O

Lemma 4.6.9 Sei A € For, o0 € M[[AJund ¢’ € X. Wenn ¢ und ¢’ auf den
signifikanten Variablen von M[ A] tbereinstimmen, dann o’ € M[A].

Beweis Sei VV(A) — SV(MIAT) = {X4, ..., X,}. Wir definieren:

0" L (- ([0 (XD)/X1D) -+~ [0"(Xn)/ Xn])

Da o € M[A] und M[A] = EX(Xj, M[A]) fur alle i € {1,...,n}, folgt
o” € M[[A]. Da o” und o’ auf allen in A vorkommenden Variablen Uberein-
stimmen, folgt o’ € M[ A] mit Proposition[4.6.6 O

Proposition 4.6.10 Sei D € Denund 0,0’ € X. Dann:

ceD & ' DVXeSV(D): o(x)=0"(X)
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Beweis Die Richtung ,,=" ist trivial. Die andere Richtung folgt aus Propositi-
on[4.6.7Jund Lemma[4.6.91 O

Satz 4.6.11 (Darstellung) Sei D € Den eine Denotation. Dann gilt:

1. o= (J [ (o'eZ|o'X=0X}

oeD XeSV (D)

2.D= ) U to'ez|o’X #£oX}

ocex—-D XeSV (D)
Beweis Die erste Aussage ist aquivalent zu:
Vo' e X: 0'eD & JoeDVX eSV(D): ¢'(X) =0c(X)

Diese Aussage folgt aus Proposition[4.6.10

Die zweite Aussage zeigen wir ebenfalls mit von Proposition [4.6.10, wobei wir
fur D das Komplement X — D einsetzen. Sei o’ € X. Dann:

oc'eD & —(c'exX-D)
& —(FoeX-DVX eSV(X -D): ¢/ (X) =0(X)) Prop.[4.6.10
& YVoeXL-D3IX eSV(X - D): o' (X) #0a(X)
& VoeX—-D3IX eSV(D): o'(X) # a(X) 0
Der Darstellungssatz hat weitreichende Konsequenzen. Insbesondere folgt aus

dem Darstellungssatz die Existenz von konjunktiven und disjunktiven Normalfor-
men (Satz[4.8.7).

4.7 Klauseldarstellung

Wir wenden uns jetzt der Vereinfachung von Formeln zu. Die Vereinfachung einer
Formel A bedeutet, eine mdglichst einfache Formel B zu finden, die dieselbe
Menge wie A darstellt. Wenn A beispielsweise die leere Menge darstellt, sollte
die Vereinfachung von A die Formel O liefern.

Wir mussen also eine Menge von ,einfachsten* Formeln definieren. Dabei soll
jede Denotation durch genau eine ,,einfachste* Formel darstellbar sein.

Die Formeln von AL sind keine geeignete Datenstruktur fur dieses Vorhaben. Wir
weichen daher auf ein besser geeignetes Darstellungssystem fiir die Denotationen
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4.7 Klauseldarstellung

C,D e Cla = #5,(For) Klausel

S € P(Cla) Klauselmenge

D e P(Cla) » LX)
D[S]={oceX|AC S YVAecC: o0 € M[A]}

K € P(Cla) -> P(2)
KISl={oceX|VCeS FAeC: o € M[A]}

Abbildung 4.6: Disjunktive und konjunktive Klauseldarstellung

aus, das als Klauseldarstellung bekannt ist. Am Anfang einer Vereinfachung steht
die Uberfiihrung einer Formel in Klauseldarstellung. Danach findet die eigent-
liche Vereinfachung im Rahmen der Klauseldarstellung statt. Zunéchst ermittelt
man eine sogenannte Normalform, danach geht man zu einer sogenannten Prim-
form Uber. Primformen sind eindeutige und ,,einfachste* Darstellungen fur Deno-
tationen. Die als Ergebnis der Vereinfachung erhaltene Primform kann man dann
wieder als Formel darstellen.

Die Klauseldarstellung orientiert sich an den durch Satz [4.6.11] formulierten Dar-
stellungseigenschaften der Denotationen. Entsprechend betrachten wir zwei duale
Darstellungssysteme, die wir als konjunktive und disjunktive Klauseldarstellung
bezeichnen. Beim ersten Lesen sollten Sie sich nur auf eine dieser Varianten kon-
zentrieren.

Abbildung [4.6] definiert die beiden Klauseldarstellungen. Eine Klausel ist eine
endliche Menge von Formeln. Fir Klauselnmengen geben wir zwei symmetrische
Denotationsfunktionen an. Die disjunktive Denotationsfunktion £ verkniipft die
Klauseln einer Menge disjunktiv und die Formeln einer Klausel konjunktiv. Die
konjunktive Denotationsfunktion K verknupft die Klauseln einer Menge konjunk-
tiv und die Formeln einer Klausel disjunktiv.

Proposition 4.7.1 Sei S eine Klauselmenge. Dann:

X[S] = ﬂ U MI[A] und D[S = U ﬂ MIA]

CeS AeC CeS AeC

Das Wechseln von einer Formeldarstellung zu einer Klauseldarstellung ist ein-
fach:
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Proposition 4.7.2 VA € For: M[A] = D[{{A}] = KI{{A}}].

Die Ruckkehr von einer endlichen Klauseldarstellung (nur solche werden bei der
Vereinfachung bendtigt) zu einer Formeldarstellung ist auch einfach. Bei der dis-
junktiven Klauseldarstellung werden die Formeln einer Klausel konjunktiv und
die den Klauseln entsprechenden Formeln disjunktiv verkniipft. Bei der konjunk-
tiven Klauseldarstellung werden die Formeln einer Klausel disjunktiv und die den
Klauseln entsprechenden Formeln konjunktiv verknipft.

Proposition 4.7.3 Zu jeder endlichen Klauselmenge S existieren Formeln A und
B mit D[[S] = M[A] und KX[S] = M[B].

Proposition 4.7.4 (Leere Klauselmenge) D[¢] = @ und X[4] = .

Proposition 4.7.5 (Leere Klausel) Sei ¥ € S € Cla. Dann D[S] = ¥ und
K[S] = @.

Zwei Klauselmengen S und S’ heillen &quivalent genau dann, wenn
DIST = DIST und KX[ST = K[ST. Wir schreiben S H S’ genau dann,
wenn S und S’ dquivalent sind.

Bereinigung

Eine Klausel C heil’t trivial genau dann, wenn es eine Formel A gibt, so dass
A € C und —A € C. Wenn man triviale Klauseln 1éscht, bleiben die Denotationen
einer Klauselmenge unverandert:

Proposition 4.7.6 (Triviale Klauseln) Sei S eine Klauselmenge und C eine tri-
viale Klausel. Dann SU {C} H S.

Eine Klausel C subsumiert eine Klausel D genau dann, wenn C C D. Die Deno-
tationen einer Klauselmenge bleiben unveréndert, wenn man subsumierte Klau-
seln 16scht:

Proposition 4.7.7 (Subsumierte Klauseln) Sei S eine Klauselmenge und C eine
Klausel, die von einer Klausel in S subsumiert wird. Dann S U {C} H S.

Sei S eine Klauselmenge. Wir definieren die Bereinigung von S wie folgt:

Ber(S) & {C e S| C nichttrivialund¥D € S: DCC = D =C)

Die Bereinigung einer Klauselmenge erhélt man, indem man alle trivialen und
subsumierten Klauseln loscht. Eine Klauselmenge S heif3t bereinigt genau dann,
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wenn Ber(S) = S. Offensichtlich ist die Bereinigung einer Klauselmenge S eine
bereinigte Teilmenge von S.

Proposition 4.7.8 (Bereinigung) Fur jede bereinigte Klauselmenge S gilt:

S=Ber(S)=Ber({CeCla|3C'eS: C'cC})

Aus den Propositionen und folgt, dass Bereinigung die Denotationen
einer Klauselmenge invariant l&sst:

Proposition 4.7.9 (Bereinigung) Fur jede Klauselmenge S gilt: S H Ber(S).

4.8 Normalformen

Ein Literal ist eine Formel A € For, so dass eine Variable X ¢ Var existiert
mit A = X oder A = —=X. Ein Literal kann man sich also als eine mit einem
\Vorzeichen versehene Variable vorstellen. Mit Lit bezeichnen wir die Menge aller
Literale.

Mit | L | bezeichnen wir die Variable eines Literals L.

Zwei Literale L1 und L, heiBen komplementar genau dann, wenn L, = —L, oder
Lo = =L, gilt. Mit L bezeichnen wir das zu L komplementare Literal. FUr jedes

Literal L gilt L = L.

Eine Klausel heif3t literal genau dann, wenn sie nur Literale enthalt. Eine Klau-
selmenge heil’t literal genau dann, wenn sie nur literale Klauseln enthalt.

Mit endlich vielen Variablen kann man offensichtlich nur endlich viele literale
Klauseln bilden. Also gilt:
Proposition 4.8.1 Sei V C Var endlich. Dann:

1. Es gibt nur endlich viele literale Klauseln, die nur Variablen aus V enthal-
ten.

2. Es gibt nur endlich viele literale Klauselmengen, die nur Variablen aus V
enthalten.

Folglich ist eine literale Klauselmenge unendlich genau dann, wenn sie unendlich
viele Variablen enthalt.
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Eine Klausel heilt normal genau dann, wenn sie literal und nichttrivial ist. Eine
Klauselmenge heifit normal genau dann, wenn sie nur normale Klauseln enthélt.
Die Menge aller normalen Klauseln bezeichnen wir mit NCla.

Proposition 4.8.2 (Normale Klauseln) Sei C eine normale Klausel. Dann ist

oldéfxx c¢Var.if X e Cthenlelse0

eine Belegung mit oy € D{C}]. Weiter ist
def .
op=AXeVar.if X e CthenOelse 1
eine Belegung mit o, ¢ K[{C}].
Proposition 4.8.3 Fir jede normale Klauselmenge S gilt:

DIS]=0 < X[S]=X < S=90¢

Eine Normalform ist eine endliche und normale Klauselmenge. Die Menge aller
Normalformen bezeichnen wir mit NF.

Eine disjunktive Normalform fiir eine Denotation D € Den [Formel A € For]
ist eine Normalform S mit D[S] = D [D[S] = M[A]T]. Eine konjunktive
Normalform fur eine Denotation D € Den [Formel A € For] ist eine Normalform
S mit X[[S] = D [D[S] = M[A]]. Offensichtlich gilt:

Proposition 4.8.4 Sei S eine Normalform. Dann ist S eine disjunktive Normal-
form fiir D[ S] und eine konjunktive Normalform fiir K[ S].

Proposition 4.8.5 Die leere Menge ist die einzige disjunktive Normalform fir un-
erfullbare Formeln und die einzige konjunktive Normalform fir gltige Formeln.

Beweis  Folgt aus den Propositionen [4.8.3]und [4.8.4] O

Proposition 4.8.6 Sei S; eine konjunktive Normalform fiir eine Formel A; und S,
eine konjunktive Normalform fiir eine Formel A,. Dann ist S;US; eine konjunktive
Normalform fur Ay A Ao,

Wir zeigen jetzt, dass jede Denotation durch eine disjunktive und durch eine kon-
junktive Normalform darstellen lasst. Der Schliissel dazu ist die Tatsache, dass
jede Denotation nur endlich viele signifikante Variablen hat und sich daher geméaR
dem Darstellungssatz [4.6.11] mit endlichen Schnitten und Vereinigungen darstel-
len 1&sst.
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Satz 4.8.7 (Existenz von Normalformen) Fr jede Denotation D € Den gilt:

1. {{Lelit)joeM[LJund|L| € SV(D)} | o € D} isteine disjunktive
Normalform fir D, die nur signifikante Variablen von D enthalt.

2. {{LelLit|o & M[LJund |L| € SV(D)}| o € ¥ — D} isteine kon-
junktive Normalform fur D, die nur signifikante Variablen von D enthélt.

Beweis Da jede Denotation nur endlich viele signifikante Variablen hat (Pro-
position [4.6.8)), sind die angegebenen normalen Klauselmengen endlich (Propo-
sition [4.8.1). Es handelt sich also um Normalformen. Das es sich jeweils um
Darstellungen der Denotation D handelt folgt aus dem Darstellungssatz[4.6.11] [

Korollar 4.8.8 Sei V C Var endlich. Dann existieren nur endlich viele Denotati-
on D € DenmitSV(D) C V.

Beweis Satz [4.8.7] sagt, dass sich jede Denotation D € Den mit SV(D) C V
durch eine Normalform darstellen lasst, die nur Variablen aus V enthalt. Da es
nur endlich viele solcher Normalformen gibt (Proposition[4.8.1), gibt es auch nur
endlich viele darstellbare Denotationen. O
Lemma 4.8.9 (Tangenten) Sei D € Den. Dann:

1. D= X[{C e NCla| D € X[{C}]}1.

2. D= D[{C eNCla| D[{C}] € D}.

Beweis  Wir zeigen nur die erste Behauptung. Die zweite Behauptung folgt mit
einem dualen Argument.

,C“ Seioc € D. SeiC € NClamit D € X[{C}]. Dann existiert L € C mit
o € MLJ. Alsoo € X[[{C € NCla| D € X[{C}]}1.

.2 Sei S eine konjunktive Normalform fiir D (existiert nach Satz [4.8.7). Dann
ScC{C eNCla| D C X[{C}]}. Also

KI{C eNCla| D < X[{C}1}I < X[S] =D O

4.9 Dualitat

Betrachten Sie nochmal die gultigen Booleschen Gleichungen in Abbildung
Das symmetrische Verhalten von Konjunktion und Disjunktion sowie 0 und 1 wird
als Dualitéat bezeichnet. Im Folgenden zeigen wir einige Dualitétseigenschaften.
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Wir definieren:

Ter o> X
5(X) =1—0(X)

Wir bezeichnen & als die zu o duale Belegung.

o

Proposition 4.9.1 Vo € ¥: 0 = 0. Alsoist ~€ ¥ — X eine Bijektion.

Lemma 4.9.2 Sei S eine literale Klauselmenge. Dann:
Vo e X: o€ X[S] < o ¢ D[S]
Beweis Seio € X. Dann:

g€ XK[S]] & VCeS3dLeC: FJLJoc=1
<= —3dCeSVLeC: F[LJo #1
&= —-3CeSVLeC: F[LJo=1
— G ¢ D[S]

Satz 4.9.3 Seien S und S’ literale Klauselmengen. Dann:
XIS € XIST < DIST< DISI
Beweis

KIS € XIS Vo e¥: o€ XK[S]= o € X[5]
VoeX: 6¢D[S]=6 ¢ DI[S] LemmaddZ
VoeX: 0deD[ST=7 € DISI
Vo eX: 0 € D[ST= o € DISI ~ bijektiv

<— D[S < DI[S] 0

—
—
—
—

Die durch den Satz formulierte Dualitatseigenschaft gilt nicht fur beliebige Klau-
selmengen. Betrachten Sie dazu die Klauselmengen S = {{0}, {X}} und S’ = {#}.
Dann X[S] = K[S'Tund D[S] # DIS'].

Korollar 4.9.4 Seien S und S’ literale Klauselmengen. Dann:

X[ST=XIST < DISI=DI[ST < SHY
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Wir betrachten jetzt Dualitatseigenschaften von Formeln. Obwohl unsere For-
meln ohne Disjunktion gebildet sind, kénnen wir die Essenz dieser Eigenschaften
formulieren.

Wir definieren:

“e For — For
X = X
“A--A

AAB=AVB

Wir bezeichenen A als die zu A duale Formel.

Proposition 4.9.5 Seien A, B € For. Dann:
01
140
AVBHAAB
A=BH-B= A
Ao BH—(A«B)
Beweis  Folgt mit dem Ersetzungssatz und den bekannten Aquivalenzen. O
Lemma 4.9.6 VA € For Yo € £: F[A]6 =1 — F[Alo.
Beweis Durch strukturelle Induktion tber A € For. O
Proposition 4.9.7 VA € For: A H A.
Beweis Sei A € For und o € X. Dann folgt mit Lemmal[4.9.6}
?l[i]]o=1—?[[K]]3=1—(1—?[[A]]§))=3~‘[[A]]o O
Satz4.9.8 VA,BeFor: AH B < AH B.
Beweis Seien A, B € For. Dann:

AHB < VoeX: F[A]o = F[Blo

& VoeX: FIAG = FIBIc Lemma4.9.6]
& VoeX: Fl[AJo = FBlo ~ hijektiv
— AHB O

Korollar 4.9.9 VA € For: Agiltig < —A giltig.
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4.10 Primformen

Wir definieren jetzt eine Klasse von Normalformen, die wir als Primformen be-
zeichnen. Wir werden zeigen, dass zu jeder Normalform genau eine dquivalente
Primform existiert. Damit haben wir eindeutige Darstellungen fiir die Denota-
tionen von AL. Der in Abschnitt [4.3]skizzierte Interpreter berechnet konjunktive
Primformen, die er als Formeln darstellt.

Primformen haben wichtige Anwendungen beim Schaltkreisentwurf und in der
Kinstlichen Intelligenz. Bisher gibt es allerdings noch kein Lehrbuch, das Prim-
formen systematisch behandelt

Proposition 4.10.1 Sei D € Den und C eine literale Klausel. Weiter sei
C'={LeC||L|eSV(D)}. Dann:

1. DS XI{C}I = D < X{CH.
2. DI{CHI< D = DIC'} < D.

Beweis  Wir zeigen nur die erste Behauptung. Die zweite Behauptung folgt mit
einem dualen Argument.

Sei D € X[{C}lund o € D. Wir missen zeigen, dass o € K[{C'}]. Wir
wéhlen ein ¢’ € X wie folgt:

e VX e SV(D): o/(X) = o (X).
e VL €C: |L| ¢ SV(D) = F[Llo' =0.

Dao € D, gilto’ € D. Also o’ € X[[{C}], da D € KX[{C}]1. Also existiert ein
L € C mit F[LJo = 1. Aus der Konstruktion von o’ folgt, dass L € C’ und
FlLlo = F[LJo' = 1. Also o € X[{C'}]. O

Eine Normalform S heif3t Primform genau dann, wenn
S =Ber({C e NCla | X[S] € K[{C}1})
gilt. Die Menge aller Primformen bezeichnen wir mit PF.

Proposition 4.10.2 (Eindeutigkeit von Primformen) Seien S und S’ Primfor-
men. Dann gilt:

§=§ < X[SI1=X[S] < D[SI=D[ST1 < SHY

3 Eine interessante Arbeit Uber die Berechnung von Primformen ist: Alex Kean und George Tsi-
knis, An Incremental Method for Generating Prime Implicants/Implicates. Journal of Symbolic
Computation (1990) 9, 185-206.
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Beweis  Wegen Korollar[4.9.4/genligt es zu zeigen, dass
K[SI=X[S] = S=¥¢
gilt. Sei X[S] = KX [S']. Dann:

S =Ber({C e NCla | X[[S] € X[{C}1}D S Primform
=Ber({C e NCla | X[S'T1< X[{C}}) VAN EFABNI
=9 S’ Primform O

Eine disjunktive Primform fir eine Denotation D € Den [Formel A € For] ist
eine Primform S mit D[S] = D [D[S] = M[A]]. Eine konjunktive Primform
fiir eine Denotation D € Den [Formel A € For] ist eine Primform S mit X [S] =
D [D[ST] = M[AT]. Aus der obigen Proposition folgt, dass jede Denotation
hochstens eine disjunktive und hdchstens eine konjunktive Primform hat[4

Proposition 4.10.3 Sei S eine Primform. Dann ist S die konjunktive Primform
fur JC[S] und die disjunktive Primform fir D[ S].

Beweis  Trivial. Vergleiche Propostion [4.8.4] O

Satz 4.10.4 (Existenz von Primformen) Sei D € Den. Dann:
1. Ber({C € NCla | D € X[{C}1}) ist die konjunktive Primform flr D.
2. Ber({C € NCla | D[[{C}] < D)) ist die disjunktive Primform fiir D.

Beweis  Wir zeigen nur die erste Behauptung. Die zweite Behauptung folgt mit
einem dualen Argument.

Sei S = Ber({C € NCla | D € X[{C}1}). Mit Proposition folgt,
dass S nur signifikante Variablen von D enthélt. Also ist S endlich und folglich
eine Normalform. Mit dem Tangentenlemma und Proposition folgt
K[S] = D. Also ist S die konjunktive Primform fiir D. O

Zu jeder Normalform existiert also genau eine dquivalente Primform. Wir spre-
chen von der Primform einer Normalform.

Die néchste Proposition sagt, dass eine Primform eine normale Klausel logisch
impliziert genau dann, wenn sie die Klausel subsumiert.

Proposition 4.10.5 Sei S eine Primform und C eine normale Klausel. Dann:

KISIC K[{C}]] < 3IC'eS: C'CC <« ID[{C}I< DISI

4 Die Klauseln in der konjunktiven Primform einer Formel A werden als die Primimplikate von A
bezeichnet. Die Klauseln in der disjunktiven Primform einer Formel A werden als die Primim-
plikanten von A bezeichnet.
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Beweis  Es geniigt die erste Aquivalenz zu zeigen. Die zweite Aquivalenz folgt
dann mit Proposition[4.9.3]

»=". Sei X[S] € K[C]. Da S eine Primform ist, gilt S = Ber({C € NCla |
KIST € XKI[{C}HI}. Also existiert C’ € SmitC’ C C.

=" SeiC’" € SmitC’' € C. Sei o € K[S]. Wir missen zeigen, dass
o € K[[{C}]. DaC’ € S, existiert ein Literal L’ € C' mit o € M[L]. Da
C’' Cc C,folgto € X[{C}I. O

Lemma 4.10.6 Sei S eine bereinigte Normalform mit
VC e NCla: KX[S]< K[C] = 3IC'€S: C'CC

Dann ist S eine Primform.

Beweis Sei S eine bereinigte Normalform wie verlangt. Dann gilt

(*) X[SJ]< X[C] <— 3IC'eS: C'cC

Also folgt:
S = Ber(S) S bereinigt
=Ber({C eNCla|3C'e€S: C'cC}))
= Ber({C € NCla | X[[S] € X[{C}}) (%) O

Proposition 4.10.7 Sei S eine Primform und X eine Variable. Dann sind die
folgen Aussagen aquivalent:

1. X kommtin S vor.
2. X ist eine signifikante Variable von JC[S].
3. X ist eine signifikante Variable von D[S].

Wir wenden uns jetzt der Berechnung von Primformen zu. Abbildung gibt
einen Uberblick. Zunachst haben wir Formeln, Normalformen und Primformen
als mogliche Darstellungen fiir die Denotationen von AL. Die Primformen sind
eindeutige Darstellungen, das heift, jede Denotation kann nur durch genau eine
konjunktive und genau eine disjunktive Primform dargestellt werden. Zunéchst
werden wir zwei als Vereinfachung bezeichnete Verfahren kennenlernen, mit de-
nen wir zu einer Formel disjunktive und konjunktive Normalformen berechnen
kénnen. Danach fiihren wir ein als Resolution bezeichnetes Verfahren ein, mit
dem wir Normalformen in dquivalente Primformen tberfuihren kénnen.
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Vereinfachung Resolution
For NF =) PF
M D, K
Den

Abbildung 4.7: Berechnung von Normalformen und Primformen
4.11 Disjunktive Vereinfachung

Fur Klauselmengen existieren Vereinfachungsregeln, mit denen man jede Klau-
selmenge auf eine normale Klauselmenge mit derselben Denotation uberfiihren
kann. Je nachdem, ob man die disjunktive oder die konjunktive Denotation inva-
riant halten will, muss man verschiedene (aber symmetrische) Vereinfachungsre-
geln benutzen.

Wir unterscheiden zwischen interner und externer Syntax. Die interne Syntax
ist durch die Formeln in For gegeben. Die externe Syntax ist durch Klauseln
und Klauselmengen gegeben. Die Vereinfachungsregeln ersetzen interne Syntax
schrittweise durch externe Syntax. Bei normalen Klauselmengen kommt die in-
terne Syntax nur noch in der Form von negierten Variablen vor.

Abbildung[4.8| zeigt die disjunktiven Vereinfachungsregeln fir Klauselmengen in
schematischer Darstellung. Dabei ist S, C als Abkurzung fir die Klauselmenge
SU{C}undC, A als Abkirzung fiir die Klausel C U {A} zu verstehen. Wenn die
Notationen S, C beziehungsweise C, A auf der linken Seite einer Vereinfachungs-
regel benutzt werden, soll zudem C ¢ S beziehungsweise A ¢ C gelten.

Die erste Regel eliminiert Doppelnegationen, die bei Formeln in Klauseln ganz
oben auftreten. Die zweite Regel ersetzt eine konjunktive Formel in einer Klausel
durch ihre zwei Konstituenten. Die dritte Regel eliminiert triviale Klauseln. Die
vierte Regel unterscheidet sich von den bisherigen, da sie eine Klausel durch zwei
Klauseln ersetzt. Sie basiert auf der Aquivalenz

AAN=(ALAA) H (AA—=AD)V (AA-AY)

Ohne die in Abbildung [4.8] verwendeten Abkirzungen kdnnen wir die disjunk-
tiven Vereinfachungsregeln wie folgt definieren: Eine Klauselmenge S kann zu
einer Klauselmenge
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1) S, (C, ——A) % 5. (C, A
) S, (C. ALAAY) 3 S, (C. AL Ay
3) S, (C. A, -A) 2 s

@) S, (C. =(ALAA)) S S, (C, —Ap. (C. —Ay)

Abbildung 4.8: Die disjunktiven Vereinfachungsregeln

1. (S—-{CH U{(C — {—=—A}) U {A}} vereinfacht werden, wenn C € S und
—-—A eC.

2. (S—={CHU{C —{A1 A A}) U{A1, Ay}} vereinfacht werden, wenn C € S
und A; A Ay € C.

3. S — C vereinfacht werden, wenn C € S und C trivial ist.

4. S—={CHU{C —{=(ArAA)Hh U{—A1}, (C—{=(ArA A} U{—Az}}
vereinfacht werden, wenn C € S und —(A; A Ay) € C.

Wir schreiben S - &/ genau dann, wenn die Klauselmenge S’ aus der Klausel-
menge S durch die Anwendung einer disjunktiven Vereinfachungsregel erhalten
werden kann. Die wesentlichen Eigenschaften der disjunktiven Vereinfachungs-
regeln werden durch den folgenden Satz formuliert.

Satz 4.11.1 (Disjunktive Vereinfachung) Sei S eine Klauselmenge. Dann:
1. Wenn S 4 S’, dann D[S] = D[S].
2. S ist normal genau dann, wenn es kein S’ mit S LY gibt.

3. Wenn S endlich ist, dann gibt es keine unendliche Kette

Beweis Die ersten zwei Behauptungen des Satzes sind leicht zu verifizieren.
Fir die dritte Behauptung machen wir uns klar, dass die Vereinfachungsregeln
eine Klausel entweder eliminieren oder durch ein oder zwei echt kleinere Klauseln
ersetzen. Als GrofRe einer Klausel wahlen wir

ICl =) IAl

AeC
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4.11 Disjunktive Vereinfachung

wobei die GrolRe einer Formel rekursiv wie folgt definiert ist:

IX]=1
[=Al=1+]|A]
AL A Azl =1+ A1l + A2 0
Fur die Terminierung der Vereinfachungsregeln (Teil (3) des Satzes) haben wir
ein Argument verwendet, das eine explizite Formulierung verdient:

Lemma 4.11.2 (Terminierung) Sei M eine Menge, y ¢ M — N und
> C Pin(M) x Psin(M). Wenn fir alle U, V € Psn(M)

U>V = JuelU-VVWYweV-U: y) >y

gilt, dann gibt es keine unendliche Kette Uy > Uy > Ug > ---.

Beweis Es erfordert etwas Aufwand, das Lemma ausgehend von einfacheren
Tatsachen zu beweisen. Das Lemma folgt aus einem Ergebnis fir wohlfundierte
Ordnungen auf Multimengen (siehe z.B. [Baader/Nipkow, Kapitel 2.5]). O

Die disjunktiven Vereinfachungsregeln liefern ein Berechnungsverfahren fur dis-
junktive Normalformen und ein Entscheidungsverfahren fir die Unerfullbarkeit
von Formeln. Gegeben eine Formel A, wenden wir auf {{ A}} solange disjunktive
Vereinfachungsregeln an, bis keine mehr anwendbar ist. Satz[4.11.1]sagt uns, dass
wir dann eine disjunktive Normalform fiir A erreicht haben. Proposition|[4.8.3]sagt
uns, dass A genau dann unerfallbar ist, wenn die disjunktive Normalform leer ist.

Korollar 4.11.3 Zu jeder endlichen Klauselmenge kann man mithilfe der disjunk-
tiven Vereinfachungsregeln eine disjunktive Normalform berechnen.

Wir schreiben S 5+ & genau dann, wenn es eine Kette wie folgt gibt (n > 1):

Korollar 4.11.4 Sei A € For. Dann: A unerfullbar < {{A}} Ly

Abbildung zeigt zusatzliche Vereinfachungsregeln, die die Berechnung der
disjunktiven Normalform beschleunigen, aber nichts an den in Satz(4.11.1]formu-
lierten Eigenschaften andern.
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s,c,c % s,c  fallsccc
s, ,0 2% s
s, ¢,y 2 s ¢
S, (C, AtvAy) 2 S (C, A, (C, A
S, (C, =(A1v Ap)) 3 S, (C, =A1, —Ay)
S, (C, A= Ay 2 S, (C, —A), (C, Ay
S, (€, =(A1=> A)) 5 S, (C, Ay, —Ay)

Abbildung 4.9: Zusétzliche disjunktive Vereinfachungsregeln
4.12 Tableau-Notation

Wir wollen jetzt genauer verstehen, wie die disjunktiven Vereinfachungsregeln
arbeiten. Zundchst unterscheiden wir zwischen den einfachen Regeln (die ers-
ten drei) und der verzweigenden Regel (die vierte). Die verzweigende Regel ist
die einzige Regel, die die Anzahl der Klauseln erhéhen kann. Fir die meisten
Klauselmengen flhrt die verzweigende Regel zu einem explosiven Anwachsen
der Klauseln. Wenn man disjunktive Vereinfachung effizient realisieren will, wird
man die verzweigende Regel nur dann anwenden, wenn keine einfache Regel
mehr anwendbar ist.

Ohne notationale Tricks ist es mihsam, eine konkrete disjunktive Vereinfachungs-
kette aufzuschreiben. Die sogenannte Tableau-Notation erweist sich auch fiir gro-
Rere Beispiele als handhabbar[3

Als Beispiel betrachten wir eine Formel A wie folgt
XVIOA(—=ZV=X)VY)IYA((RY AX)V=Z)YAXV(ZAY))

Das Tableau in Abbildung zeigt die Essenz einer disjunktiven Vereinfa-

chungskette {{A}} LY @. Das Tableau ist als Baum organisiert. Jede Verzwei-
gung des Baumes reprasentiert eine Anwendung der verzweigenden Regel. Die
Anwendung der einfachen Regeln erfolgt stillschweigend und ist im Tableau nicht

5 Die Tableau-Notation geht auf Hintikka (1955) zuriick und wird auch von Schiitte (1956), Beth
(1959) und Smullyan (1968) benutzt.
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1) Xvz

2) (=Zv-=X)v-=Y
(B =Y AX)v-—Z
4 —-Xv(ZAY)

=X v
/.\ /3\
X VA —Y —Z

-Y —~Z

O
X O
g

Abbildung 4.10: Ein geschlossenes Tableau

vermerkt. Die Anwendung der Regel (3) zur Elimination von trivialen Klauseln
ist mit dem Symbol O markiert.

Die Wurzel des Baumes ist mit den Formeln markiert, die man aus {{A}} durch
Anwendung der einfachen Regeln erhélt. Die erste Anwendung der verzweigen-
den Regel eliminiert die disjunktive Formel (4). Durch die Baumrepréasentation ist
es moglich, den gemeinsamen Teil der zwei neuen Klauseln nur einmal zu repra-
sentieren (das ist die entscheidende Idee der Tableau-Notation). Auf der rechten
Seite wurde die Konjunktion sofort durch die Anwendung der entsprechenden
einfachen Regel eliminiert.

Die maximalen Pfade des durch das Tableau dargestellen Baumes (das sind die
Pfade von der Wurzel zu den Blattern) reprasentieren Klauseln. Offensichtlich
kénnen wir die entsprechende Klauselmenge von {{A}} ausgehend mithilfe der
disjunktiven Vereinfachungsregeln erreichen. Da auf jedem Pfad ein komplemen-
tares Paar von Formeln liegt, enthélt diese Klauselmenge nur triviale Klauseln.
Also kénnen wir {{A}} sogar zu der leeren Klauselmenge vereinfachen. Folglich
ist A unerfullbar.

Ein Tableau heif3t vollstédndig genau dann, wenn es eine Vereinfachungskette dar-
stellt, die mit einer Normalform endet. Ein Tableau heif3t geschlossen genau dann,
wenn es eine Vereinfachungskette darstellt, die mit der leeren Normalform ¢ en-
det. Das ist der Fall, wenn auf jedem maximalen Pfad ein komplementéres Paar
von Formeln liegt (so wie im Beispiel). Ein geschlossenes Tableau flr eine Aus-
gangsformel A reprasentiert einen Beweis fiir die Unerflllbarkeit von A.

Abbildung[4.11] zeigt ein weiteres vollstandiges Tableau, das eine disjunktive Ver-
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(1) —~XA=Z)
(2 —(=Y A=2Z)
R =Y A=XA=Z)

/\

=Y A =X) Z
/\ /2\
=Y X Y Z
/NN o AN
Y Z =X Z —-X Z
O 0, O 01 01 {Zh

Abbildung 4.11: Ein vollstandiges Tableau mit subsumierten Pfaden

einfachungskette darstellt, die ausgehend von der Klauselmenge
“(XA=Z) A (=Y A=Z) A =Y A=XA—Z)

die Normalform {{Z}} liefert. Diesmal wird eine zusatzliche Vereinfachungsregel
benutzt, mit der subsumierte Klauseln geléscht werden kdnnen (die erste Regel in
Abbildung[4.9). Die maximalen Pfade, die den durch die Subsumptionsregel ge-
I6schten Klauseln entsprechen, sind durch 0; markiert, wobei die subsumierende
Klausel (in der Abbildung ganz rechts) durch den Index 1 identifiziert wird.

4.13 Konjunktive Vereinfachung

Die konjunktiven Vereinfachungsregeln sind symmetrisch zu den disjunktiven
Vereinfachungsregeln. Sie sind in Abbildung[4.12/angegeben.

Wir schreiben S 5 &/ genau dann, wenn die Klauselmenge S’ aus der Klausel-
menge S durch die Anwendung einer konjunktiven Vereinfachungsregel erhalten
werden kann. Die wesentlichen Eigenschaften der konjunktiven Vereinfachungs-
regeln werden durch den folgenden Satz formuliert.

Satz 4.13.1 (Konjunktive Vereinfachung) Sei S eine Klauselmenge. Dann:
1. Wenn S X S/, dann XS] = X[S'].

2. S ist normal genau dann, wenn es kein S’ mit S LY gibt.
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4.13 Konjunktive Vereinfachung

1) S, (C, ——A) 5 s, (@, A

2) S, (C, =(ALAAY)) = S, (C, =As —A))
3) S, (C, A, =A) & s

&) S, (C, ALAAY) 5 S, (C, A, (C, Ay

Abbildung 4.12: Die konjunktiven Vereinfachungsregeln

3. Wenn S endlich ist, dann gibt es keine unendliche Kette

s K5 K5, K55 ...

Beweis Analog zu dem Satz uber disjunktive Vereinfachung. O

Die konjunktiven Vereinfachungsregeln liefern ein Berechnungsverfahren fir
konjunktive Normalformen und ein Entscheidungsverfahren flr die Gultigkeit von
Formeln. Gegeben eine Formel A, wenden wir auf {{ A}} solange konjunktive Ver-
einfachungsregeln an, bis keine mehr anwendbar ist. Satz [4.13.1] sagt uns dann,
dass wir eine konjunktive Normalform fur A erreicht haben. Proposition
sagt uns, dass A genau dann gltig ist, wenn die konjunktive Normalform leer ist.

Korollar 4.13.2 Zu jeder endlichen Klauselmenge kann man mithilfe der kon-
junktiven Vereinfachungsregeln eine konjunktive Normalform berechnen.

Wir schreiben S 5+ & genau dann, wenn es eine Kette wie folgt gibt (n > 1):

s=5 55 5 .. K s =9

Korollar 4.13.3 Sei A € For. Dann: A giiltig «<— {{A}} LY @.

Abbildung zeigt zusétzliche Vereinfachungsregeln, die die Berechnung der
konjunktiven Normalform beschleunigen, aber nichts an den in Satz [4.13.7] for-
mulierten Eigenschaften dndern.

Die Tableau-Notation kann nattrlich auch fir konjunktive Vereinfachungsketten
verwendet werden.
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s,c,c’ & s, ¢ falsccc
S, (C, 1) 5 s
S, (C,0 5 s, ¢
S, (C. ALV A) 5 S (C. AL Ay
S, (€, (~(A1VA)) S S, (C, =AY, (C, =Ay)
S, (C, A1= Ap) = S, (C, =A1, Ap)
S, (C, ~(A1= A2) = S, (C, A1), (C, =AY

Abbildung 4.13: Zusatzliche konjunktive Vereinfachungsregeln

4.14 Sequenten

Mit den Vereinfachungsregeln fur Klauseln kann man bis auf Negation alle inter-
ne Syntax eliminieren. Wenn wir jede Klausel in einen postiven und negativen
Teil aufteilen und die Formel im negativen Teil implizit mit einer Negation verse-
hen, kdnnen wir auch interne Negationen elimieren. Diese Idee geht auf Gentzen
zuriick und liefert sehr elegante Vereinfachungsregeln.

Zweigeteilte Klauseln nennt man Sequenten. Sequenten kénnen wir als ein Paar
(C, D) aus zwei Klauseln formalisieren.

Fir Sequenten betrachten wir hier nur die konjunktiven Vereinfachungsregeln.ﬁ
Das bedeutet, dass die Formeln eines Sequenten disjunktiv verkniipft sind. Als
den negativen Teil eines Sequenten wahlen wir die linke Klausel. Die Denotation
eines Sequenten

({A1,..., An}, {B1,..., Bp})

ist dann gleich der Denotation der Formel
-AiVv---v=-AnhVvVBiv-.-.-- VB,

Wir kénnen die Denotation des Sequenten also auch durch die Formel

AiA---ANAn = B1Vv.--Vv By

6 Natirlich kann man genausogut die disjunktive Vereinfachungsregeln betrachten.
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4.14  Sequenten

C,D e Cla = P5,(For) Klausel
(C=D) € ClaxCla Sequent

G € &£(ClaxCla) Sequentenmenge

8 € P(ClaxCla) > £(X)
S[Gl={c X |V¥(C=D)eG:
YVAeC: g e M[A]) = BAe D: o e M[A]D}

Abbildung 4.14: Syntax und Semantik von Sequenten

beschreiben. Dieser Darstellung entsprechend schreibt man fur einen Sequenten
(C, D) meistens (C = D). Diese Notation macht explizit, dass der negative Teil
des Sequenten links steht.

Abbildung definiert die Syntax und Semantik von Sequenten entsprechend
den obigen Ausfiihrungen.

Proposition 4.14.1 VA € For: M[[A] = S[{(® = {AD}].
Proposition 4.14.2 (Leere Sequentenmenge) S[d] = X.

Proposition 4.14.3 (Leerer Sequent) Sei (# = ) € G < Cla x Cla. Dann
S[G] = 4.

Ein Sequent (C = D) heift trivial genau dann, wenn C N D # @.

Proposition 4.14.4 (Triviale Sequenten) Sei G eine Sequentenmenge und
(C = D) eintrivialer Sequent. Dann $[G — {(C = D)} = S[G].

Ein nichttrivialer Sequent (C = D) heil3t normal genau dann, wenn jede Formel
in C U D eine Variable ist. Eine Sequentenmenge G heiflt normal genau dann,
wenn jeder Sequent in G normal ist.

Proposition 4.14.5 Fir jede normale Sequentenmenge G gilt:

S[Cl=%2 < G =0
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(T) G, (C,A=D,A) > G

(L) G, (C,~A=D) > G, (C=D,A

(R—) G, C=D,-A) > G, (C,A= D)

(LA) G, (C,LALAA,= D) > G, (C,A, Ay = D)

(RA) G, (C=D,A1AA) > G, (C=D,Ay, (C= D, A

Abbildung 4.15: Vereinfachungsregeln fur Sequenten

Abbildung[4.15]zeigt die Vereinfachungsregeln fiir Sequenten. Beachten Sie, dass
pro Boolescher Verkniipfung immer genau zwei Regeln benétigt werden, die die
Verknipfung links beziehungsweise rechts eliminieren.

Wir schreiben G > G’ genau dann, wenn die Sequentenmenge G’ aus der Se-
quentenmenge G durch die Anwendung einer Vereinfachungsregel erhalten wer-
den kann. Die wesentlichen Eigenschaften der Vereinfachungsregeln fiir Sequen-
ten werden durch den folgenden Satz formuliert.

Satz 4.14.6 (Vereinfachung von Sequenten) Sei G eine Sequentenmenge.
Dann:

1. Wenn G = G/, dann $[G] = 4[G'].
2. G ist normal genau dann, wenn es kein G’ mit G 36 gibt.

3. Wenn G endlich ist, dann gibt es keine unendliche Kette
G32G; 36,363 ---

Beweis Analog zu dem Satz (iber disjunktive Vereinfachung von Klauseln. [

Der obige Satz liefert ein Entscheidungsverfahren fur die Glltigkeit von Formeln.
Gegeben eine Formel A, wenden wir auf {(# = {A})} solange Vereinfachungs-
regeln an, bis wir eine normale Sequentenmenge G erreichen. Dann ist A glltig
genau dann wenn G leer ist.

Wir schreiben S >* &/ genau dann, wenn es eine Kette wie folgt gibt (n > 1):
S=% > S5 > ... > 5 =9

Korollar 4.14.7 Sei A € For. Dann: A giiltig < {(@ = {A})} S
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CAD Y
-(C = D)
H(C = D, A F(C,A= D)
F(C,-A= D) F(C = D, —-A)
F(C, A, A= D) F(C = D, A) F(C = D, A
F(C,A1A A= D) F(C = D,A1AA)

Abbildung 4.16: Beweisregeln fir Sequenten

Die Inferenzregeln in Abbildung[4.16]heiRen Beweisregeln fiir Sequenten und de-
finieren eine Menge von Sequenten. Die Beweisregeln entsprechen genau den
Vereinfachungsregeln fur Sequenten, wobei die linke Seite einer Vereinfachungs-
regel der Konklusion und die rechte Seite den Prdmissen der Beweisregel ent-
spricht. Die Beweisregeln sind also umgedrehte Vereinfachungsregeln, die alle
glltigen Sequenten generieren.

Proposition 4.14.8 (Korrektheit) Sei+ (C = D). Dann 4[{(C = D)} = %.

Beweis Durch Regelinduktion. O

Lemma 4.14.9 SeiG; - ... > G, und G, = @. Dann gilt - (C = D) fiir alle
(C = D) € Gy.

Beweis Durch Induktion ber n. O

Satz 4.14.10 (Vollstandigkeit) Sei 8[{(C = D)}] = . Dann+ (C = D).
Beweis  Korollar[4.14.7] liefert eine Kette

(C=D)}=G; > ... > Gp=0

Damit folgt - (C = D) mit dem obigen Lemma. O

4.15 Resolution

Resolution ist eine Regel, mit der zu zwei Klauseln eine logisch implizierte Klau-
sel gebildet werden kann, die als Resolvente bezeichnet wird. Mit Resolution
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(=X, Y} {X, Z} {X, =2} {(—X, Z} {=Y, =27}

i
{Y}/ \{Z} /
\ \H}
@/

Abbildung 4.17: Ein Resolutionsgraph

bekommen wir ein Verfahren fir die Berechnung von Primformen. Dieses Ver-
fahren Uberfuihrt Normalformen in Primformen, indem es subsumierte Klauseln
I6scht und nicht subsumierte Resolventen hinzuftigt.

Eine Klausel D hei3t Resolvente von zwei Klauseln C, und C, genau dann, wenn
eine Formel A existiert mit:

1. Ae Cl und —A € Cz.
2. D=(C1—{Ah U(Cz— {—A}.

Eine Klausel D heif3t Resolvente einer Klauselmenge S genau dann, wenn C Re-
solvente von zwei Klauseln in S ist.

Das Hinzufligen von Resolventen lasst die Denotationen einer Klauselmenge in-
variant:

Proposition 4.15.1 Sei C Resolvente einer Klauselmenge S. Dann S H S U {C}.
Beweis Die Behauptung folgt aus der Gultigkeit der Formeln:

(1 (AABy) v (-FAABy) & BiAB;
2 (AvB) A (—AVvBy) = BiVvB; 0

Abbildung [4.17] zeigt mithilfe eines sogenannten Resolutionsgraphen, wie eine
Klauselmenge

S = {=X,Y}, {X, Z}, {X,=Z}, {=X,Z}, {=Y, =2}

schrittweise um insgesamt fliinf Resolventen erweitert wird. Da schlief3lich die
leere Klausel hinzugefugt wird, die alle Klausel subsumiert, haben wir mit den
Propositionen[4.15.1lund[4.7.9t S H {#}. Also ist {¢} die Primform von S.
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Eine Klausel D heift echte Resolvente einer Klauselmenge S genau dann, wenn
gilt:

1. D ist Resolvente von S.
2. D ist nicht trivial.
3. D ¢ S und D wird von keiner Klausel in S subsumiert.

Machen Sie sich Klar, dass der Resolutionsgraph in Abbildung nur echte
Resolventen hinzuflgt.

Eine Klauselmenge heif3t saturiert genau dann, wenn sie keine echte Resolvente
hat.
Satz 4.15.2 (Resolution) Eine Normalform ist genau dann eine Primform, wenn

sie bereinigt und saturiert ist.

Beweis Sei S eine Primform. Dann S = Ber({C € NCla | X[S] <
K[I{C}1}). Also ist S bereinigt. Die Saturiertheit von S zeigen wir durch Wi-
derspruch. Sei C eine echte Resolvente von S. Dann KX[S] € KX[{C}]. Also
existiert C’ € S mit C’ € C. Widerspruch.

Sei S eine bereinigte und saturierte Normalform. Dann folgt mit Lemma
und Lemmal4.10.6] dass S eine Primform ist. O

4.16 Berechnung von Primformen

Seien S und S’ zwei Klauselmengen. Wir schreiben S — S’ genau dann, wenn
eine der zwei folgenden Bedingungen gilt:

1. S =S U{C} und C ist echte Resolvente von S.
2. =S —{C}undC € S und C wird von einer Klausel in S’ subsumiert.

s L g gilt also genau dann, wenn man S’ aus S durch das Hinzufuigen einer
echten Resolvente oder durch das Léschen einer subsumierten Klausel erhalten
kann.

Satz 4.16.1 (Saturation) Sei S eine Klauselmenge. Dann:
1. Wenn S 5 S/, dann S H S’. Zudem ist S’ normal, wenn S normal ist.

2. Eine Normalform S ist eine Primform genau dann, wenn es kein S’ mit
S > S gibt.
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3. Wenn S endlich ist, dann gibt es keine unendliche Kette
S5 S > S S5 -

Beweis Die erste Behauptung folgt aus den Propositionen[4.15.1und[4.7.7] Die
zweite Behauptung folgt aus dem Resolutionssatz.

Wir zeigen jetzt die dritte Behauptung durch Widerspruch. Sei S eine endliche
Klauselmenge, fur die eine unendliche Kette

S5 S - Sy— S3—> -
existiert. Wir definieren
Clas® P((AcFor|3C eS: AeC}))

Da S endlich ist, ist auch Clas endlich. Clas ist die Menge aller Klauseln, die man
mit den in den Klauseln von S enthalten Formeln bilden kann. Aus der Definition
von —> folgt:

Vi e NT: Sij C Clag
Fur jede Klauselmenge S; der Kette definieren wir
Sub; ® (CeClag|3DeS: DcCC}

Wir haben:

e Sub; = Subj_1, wenn Sj 1 aus S; durch Léschen einer subsumierten Klausel
erhalten wird.

e Sub; C Subj,1, wenn Sj,; aus S; durch Hinzuftigen einer echten Resolvente
erhalten wird.

e Sub; C Subs, € Subz € --- C Clas.

Da Clas endlich ist, kann die Kette nur endlich viele Resolventen hinzufiigen.
Also werden ab einem bestimmten Sy nur noch subsumierte Klauseln geldscht.
Da Sk endlich ist, kdnnen aber nur endlich viele Klauseln geldscht werden. Damit
haben wir einen Widerspruch zu der Annahme, dass die Kette unendlich ist. [

Korollar 4.16.2 Fur jede Normalform kann eine aquivalente Primform durch
Hinzufugen von echten Resolventen und durch Ldschen von subsumierten Klau-
seln berechnet werden.

Aus dem obigen Korollar und der Berechenbarkeit von konjunktiven und disjunk-
tiven Normalformen folgt:

40 7.5.2001



4.16 Berechnung von Primformen

Korollar 4.16.3 (Berechnung von Primformen) Zu jeder Formel A kann die
konjunktive und die disjunktive Primform berechnet werden.

Ein Beispiel

Als Beispiel berechnen wir eine konjunktive und disjunktive Primform der Formel

(=X =Z) A (ZAX==Y) A (Y V=X=—2) (4.1)

Diese Formel entspricht der Konjunktion der Diatregeln in Abschnitt [4.2] wobei
wir jetzt die Buchstaben X, Y und Z anstelle von B, E und F flr die Variablen
benutzen.

Zunachst berechnen wir eine konjunktive Normalform der Formeln. Dazu gentgt
es, eine konjunktive Normalform fir jede der drei Teilformeln zu bestimmen und
diese dann zu vereinigen. Da die Teilformeln sehr einfach sind, verzichten wir auf
den Einsatz von Tableaus und arbeiten mit dem Ersetzungssatz 4.4.2t

X=>Z H ~(—-XA=-Z) H XVvZ
IAX=>=Y H —(ZAXAY) H = Xv=YvVv-—=Z
YVX=-Z H (YV=aX)AZ) H (=Y AX)v—Z
H (Y vaZ)A XV —2Z)

Damit haben wir die konjunktive Normalform
{{X, 2}, {(=X, =Y, =2}, {=Y, =2}, {X,~Z}}

fur die Formel [4.2] Wir loschen die zweite Klausel, da sie von der dritten subsu-
miert wird, und fligen die Resolvente {X} der ersten und letzten Klausel hinzu:

{X, 2}, {=Y, =2}, {X, =2}, {X}}

Jetzt 16schen wir die von { X} subsumierten Klauseln und bekommen die folgende
konjunktive Primform fiir die Formel

{{X}, {=Y,-Z2}}
Die gerade vorgefuhrte Berechnung der konjunktiven Primform aus der anfang-
lichen konjunktiven Normalform wird durch den Resolutionsgraphen in Abbil-

dung tbersichtlich dargestellt. Subsumierte Klauseln werden dabei durch
das Symbol OO markiert.
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{X,zZ2}yO0 {=X,=Y,=Z2}y0 {=Y,—=Z} {X,-2}0

p o A %

{X}

Abbildung 4.18: Ein Resolutionsgraph

Die Berechnung einer disjunktiven Primform fir die Fomel ist besonders ein-
fach, wenn wir von der Formel ausgehen, die der konjunktiven Primform ent-
spricht. Mit dem Distributivitatsgesetz bekommen wir:

XAEY VD) HXARY)V(XA-Z)
Also ist

{X, =Y}, {X,=Z}}
eine disjunktive Normalform fiir die Fomel Da diese Klauselmenge bereinigt
und saturiert ist, handelt es sich um eine disjunktiven Primform fiir die Fomel [4.1]
Minimalformen

Eine Normalform heif3t Minimalform genau dann, wenn das Ldschen einer Klau-
sel oder das Ldschen eines Literals immer zu einer nicht-&quivalenten Normal-
form fihrt.

Proposition 4.16.4 Sei S eine Minimalform. Dann ist S eine Teilmenge der Prim-
form von S.

Beweis  Ubungsaufgabe. O
Als Bespiel betrachten wir die Primform:
S={{=X,Z}, {=Y, 2}, (=X, Y} {Y, =2}, {X,=Z}, {X,=Y}}

Proposition schrankt den Suchraum fir zu S aquivalente Minimalformen
auf die Teilmengen von S ein (2° viele). Man tberzeugt sich leicht davon, dass

S1={{=Y.Z}, (=X, Y}, {X,~Z}}
S2={{=X, Z}, {Y,~Z}, {X,=Y}}

zwei zu S dquivalente Minimalformen sind (Hinzufligen von Resolventen fihrt
zur Primform zuriick, Léschen von Klauseln eliminiert diese Méglichkeit). Es
gibt weitere zu S &quivalente Minimalformen, diese enthalten allerdings 4 Klau-
seln. Hier ist eine Bespiel:

Sz3={{=Y.Z}, (=X, Y}, {Y.=Z}, {X,=Y}}
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4.17 Beweis des Resolutionssatzes

Wir beweisen jetzt das fur den Beweis des Resolutionssatzes erforderliche Lem-
maf4.17.3|

Lemma4.17.1 Sei S € NCla, C € NCla und
S={D—-C|DeSundVLeC: L ¢D}
Dann:
1. S’ und C haben keine Variablen gemeinsam.
2. XI[S'1#9% = XS] # 9.
3. S’ nichtsaturiert = S nicht saturiert.
Beweis Die erste Behauptung ist offensichtlich.

Fiur die zweite Behauptung nehmen wir an, dass o’ € KX[S'] gilt. Da S’ und
C keine Variablen gemeinsam haben, gibt es eine Belegung o, die flr die Varia-
blen in S’ mit ¢’ (ibereinstimmt und VL € C: F[L]o = 1 erfiillt. Also gilt
o € K[S].

Fur die dritte Behauptung nehmen wir an, dass S’ eine echte Resolvente hat. Wir
gehen in zwei Schritten von S’ zu S zurlick und zeigen jeweils, dass die Existenz
einer echten Resolvente erhalten bleibt.

Zuerst fugen wir die beim Ubergang von S zu S’ gel6schten Literale aus C wie-
der zu den Klauseln von S’ hinzu. Nach dem Hinzufiigen der Literale kann die
Resolvente immer noch gebildet werden. Sie kann jetzt nicht trivial sein, da die
neuen Literale nur bisher nicht vorkommende Variablen enthalten und diese nur
mit einem Vorzeichen einfihren. Die Wiedereinflihrung der Literale kann auch
zu keiner Subsumtion der Resolvente fiihren (da Ldschen von Literalen in allen
Klauseln Subsumption erhalt).

Im zweiten Schritt fligen wir wieder die Klauseln hinzu, die Komplemente von Li-
teralen von C enthalten. Die neuen Klauseln kénnen die Resolvente nicht subsu-
mieren, da sie jeweils mindestens ein Literal enthalten, dass bisher nicht vorkam.
Also ist S nicht saturiert. O

Lemma 4.17.2 Sei S eine saturierte Normalform mit X[[S] = ¢. Dann ¢ € S.
Beweis Durch Induktion iber die Anzahl n der in S vorkommenden Variablen.

Sei n = 0. Die leere Klausel ist die einzige Klausel, die keine Variablen enthalt.
Da X[@] = X, folgt S # @. Also @ € S.
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Sein > 0. Sei X eine Variable, die in S vorkommt. Wir definieren S; und S, wie
folgt:

Si={C—{X}|CeS, =X ¢C}
S,={C—{=X}|CeS, X¢C)

Mit Lemma[4.17.1] folgt, dass K [S1] = K[S2] = @, und dass S; und S, beide
saturiert sind. Also gilt nach Induktionsannahme ¢ € S; und @ € S,.

Jetzt zeigen wir durch Widerspruch, dass @ € S. Seid ¢ S. Da ¥ € S; und
@ € Sy, folgt, dass die Klauseln {X} und {—X} in S sind. Da S saturiert ist, muss
die Resolvente ¢ dieser Klauseln in S sein. Widerspruch. O

Lemma4.17.3 Sei S eine saturierte Normalform, C e NCla und
K[ST € X[{C}]. Dann existiert eine Klausel C’ € SmitC’' C C.

Beweis SeiS'={D—-C|DeSundVYL eC: L ¢ D}. Mit Lemma[4.17.1]
folgt, dass S’ saturiert ist. Sei S” = SU{{L} | L € C}. Da X[S] € K[{C}I,
folgt X[S"] =¥. DaS'={D—-C | DeS"undVL € C: L ¢ D} folgt mit
Lemmal4.17.1] dass KX[S'] = @. Also ¥ € S’ mit Lemmal4.17.2] Also existiert
eine Klausel C’ ¢ SmitC’ € C. O

4.18 Kompaktheit

Seio € T und M C For. Wir definieren:

oerfillt M <% VA e M: o € M[A]

Eine Menge M C For heil’t erfiillbar genau dann, wenn es ein o € X gibt, das
M erfllt. Eine Menge M C For heil3t unerfillbar genau dann, wenn sie nicht
erfillbar ist.

Wir werden jetzt zeigen, dass es zu einer unerfullbaren Menge M C For stets
eine endliche Teilmenge gibt, die unerflllbar ist. Dieses Ergebnis ist als Kom-
paktheitseigenschaft der Aussagenlogik bekannt und wird fiir die Beweise einiger
wichtiger pradikatenlogischer Satze bendtigt.

Annahme: Fir den Rest des Kapitels nehmen wir an, dass Var abzahlbar ist.

Satz 4.18.1 (Kompaktheit) Eine Formelmenge ist erfillbar genau dann, wenn
jede ihrer endlichen Teilmengen erfullbar ist.
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Beweis Die Richtung von links nach rechts ist trivial.

Sei M eine Formelmenge, fir die jede endliche Teilmenge erfllbar ist. Wir wer-
den eine Belegung o konstruieren, die M erflit.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kdnnen wir annehmen, dass keine zwei
Formeln in M &quivalent sind (Hinzufligen von &quivalenten Formel erhélt Er-
fullbarkeit).

Sei Xo, X1, Xp, - -+ eine Aufzahlung der Variablen von Var. Sei M, € M die
Menge aller Formeln von M, in denen nur die Variablen X4, ..., X, vorkommen.
Dann:

MoSEMi S M C - §M=UMn
neN

Wegen Korollar [4.8.8] sind alle M, endlich. Also existiert fir alle n € N eine
Belegung oy, die M, erfillt.

Wir werden eine Belegung o konstruieren, fir die gilt: fir alle n € N gibt es
unendlich viele k € N, so dass o mit o auf {Xo, ..., X,} Ubereinstimmt.

Bevor wir o konstruieren, zeigen wir, dass o die Menge M erfillt. Sei A € M.
Dann existiert einn € N mit A € M,. Also existiert ein kK > n, so dass o mit
ox auf Xg, ..., X, Ubereinstimmt. Da A € My und oy die Menge My erfiillt, gilt
ox € M[A]. Dain A hochstens die Variablen Xo, ..., X, vorkommen, gilt auch
o € M[A] (Proposition[4.6.6). Also erfiillt o die Menge M.

Wir konstruieren jetzt o. Dazu wéhlen wir eine Folge

S0 ESE -

.
von Funktionen Var — B wie folgt

1. Doms, = {Xp, ..., Xp}.

2. Fir alle n € N existieren unendlich viele k € N mit s, C ox.

und setzen o = U S O
neN

Korollar 4.18.2 Eine Formelmenge ist unerfullbar genau dann, wenn sie eine
unerfillbare endlichen Teilmenge hat.
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