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1 Einleitung

In dieser Ausarbeitung beschéftigen wir uns damit symmetrische, dicht definierte
Operatoren selbstadjungiert zu erweitern. Dazu gibt es verschiedene Ansétze, wir
werden hier das Konzepts der Randtripel vorstellen. Es ist wichtig selbstadjungierte
Erweiterungen von unbeschrinkten Operatoren zu untersuchen, da einige wichtige
Resultate, wie beispielsweise eine Spektralzerlegung, Selbstadjungiertheit vorausset-
zen.

Fiir das Konzept der Randtripel wird weiterhin auch ein verallgemeinerter Begriff
eins linearen Operators von Noéten sein, eine lineare Relation. Diese werden wir im
zweitem Kapitel einfithren. Im dritten Kapitel werden wir die Randtripel definieren
und mit deren Hilfe selbstadjungierte Erweiterungen von symmetrischen, dicht de-
finierte Operatoren auf einem Hilbertraum konstruieren. Hierbei orientiert sich die
Ausarbeitung an den Kapiteln 14.1 und 14.2 aus dem Buch ,,Unbounded Self-adjoint
Operators on Hilbert Space“ von Konrad Schmiidgen [7].

In der gesamten Arbeit bezeichnen wir mit H,H; komplexe Hilbertrdume mit
Skalarprodukten (-, ) bzw. (-,);, i = 1,2, 3.

2 Lineare Relationen

Dieser Abschnitt handelt von einer Verallgemeinerung von linearen Operatoren auf
Hilbertrdumen. Dazu fithren wir den Begriff der linearen Relation ein. Dieser Teil
der Arbeit basiert zusitzlich auf Arens [I], in dem lineare Relationen noch einmal
sehr ausfiihrlich eingefithrt werden. Weiterhin ist Arens gleichzeitig einer der Mit-
begriinder der Theorie der linearen Relationen.

Definition 1 (Lineare Relation). Einen linearen Unterraum B C H; X H, nennen
wir eine lineare Relation von H; nach H,. Gilt H; = H,, so nennen wir B eine
lineare Relation auf H;.

Da wir jeden linearen Operator B : H; — Ho durch seinen Graphen eindeutig
identifizieren konnen, gibt es fiir jeden lineare Operator eine lineare Relation

B={(z,Bx) |z € Hi} CHy X Hs.

Allerdings funktioniert die Umkehrung dazu im Allgemeinen nicht. Es gibt lineare
Relationen B bei denen fiir ein « € H; unterschiedliche y,ys € Hsy existieren so,
dass (z,11) € B und (z,y,) € B. Ein Beispiel dafiir ist B = {0} x Hy C H; X Ha.
Auf den linearen Relationen kénnen wir viele Begriffe, die von Operatoren bereits
bekannt sind, kanonisch weiterfiihren. Seien dazu im Folgenden, wenn nicht anders
gesagt, A, B lineare Relationen von H; nach H, und C eine lineare Relation von H,
nach Hs. Dann ist

D(B) :={x € Hy | (z,y) € B fiir ein y € Hy} der Definitionsbereich,
R(B) :={z € Hs | (z,y) € B fiir ein x € H;} das Bild,
N(B) :={z € Hy | (2,0) € B} der Kern und



M(B) :={y € Hs | (0,y) € B} der mehrwertigen Anteill}

Ebenso kann eine skalare Multiplikation, Addition und Komposition zwischen linea-
ren Relationen aus den jeweiligen Operationen fiir Operatoren abgeleitet werden.
Fir a € C\ {0} definieren wir

aB = {(z, ay) | (z,y) € B},
A+B:={(x,y+2) | (z,y) € A, (x,2) € B} und
CoB:={(z,y) | (z,2) € B,(2,y) € C fur ein z € Hy}.

Weiter konnen lineare Relationen auch invertiert werden. Es gilt
B = {(y,x) € Ho x Hy | (z,y) € B} C Hy x H,y,

wobei hier anzumerken ist, dass im Gegensatz zu einem Operator jede lineare Rela-
tion eine Inverse besitzt. Wir nennen die lineare Relation B abgeschlossen, wenn der
Unterraum B C H; x Ho abgeschlossen ist. Mit diesen Grundlagen kénnen wir auch
die Resolventenmenge und das Spektrum auf die linearen Relationen erweitern.

Definition 2 (Resolventenmenge, Spektrum). Sei B eine abgeschlossene lineare
Relation auf H. Dann ist die Resolventenmenge p(B) von B durch

p(B) :=={\ € C | (B— AI)"! Graph eines linearen beschrinkten Operators}

gegeben. Weiter definieren wir das Spektrum o(B) von B durch o(B) := C \ p(B).

Satz 3. Sei p : C — C ein komplexes Polynom und B eine abgeschlossene lineare
Relation auf H. Dann gilt

a(p(B)) = p(a(B)) = {p(A) | A€ a(B)}.

Beweis. Der Beweis ist in Arens [I], 2.5 Spectral polynomial theorem, Seite 14] zu

finden. O

Da wir uns im néchsten Abschnitt mit symmetrischen und selbstadjungierten
Operatoren beschéftigen wollen, brauchen wir fiir die spétere Arbeit diese Begriffe
auch fiir lineare Relationen. Dazu definieren wir zunéchst die Adjungierte einer
lineare Relation B:

B* :={(y,z) € Hy x H1 | (v,y)2 = (u, z); fiir alle (u,v) € B}.

Wir nennen B symmetrisch, falls B C B* gilt und wir nennen B selbstadjungiert,
falls B = B* gilt. Es gelten folgende Eigenschaften

()\B>* — XB*, (Bfl)* — (B*)fl’
N(B") =R(B)", M(B") =D(B)",
B* ist abgeschlossen, (B*)* = B.

Laus dem Englischen: multivalued part



Manchmal kann es hilfreich sein, statt einer linearen Relation wieder einen Operator
zu benutzen, dafiir fithren wir im Folgenden den Operatorteil einer linearen Relation
ein. Die Idee dazu stammt aus Azizov, Behrndt, Jonas und Trunk [2, Seite 153]. Wir
definieren fiir eine abgeschlossene lineare Relation B den Operatorteil B,, als

B,, := BN (D(B) x D(B)).

Mit den Eigenschaften, die wir oben angegeben haben, gilt fiir B

Hi = M(B*) & M(B)* = M(B*) & D(B) und
Hy = M(B) & M(B)* = M(B) @ D(B").

Damit folgt M(B,,) = {0}. Dies ist gerade die Voraussetzung dafiir, dass B,, der
Graph eines linearen Operators ist. Damit haben wir die Moglichkeit B wie folgt
aufzuschreiben

B = {(z,Bypz +2) | x € D(By),z € M(B)},

wobei B,,x das eindeutig bestimmte y € Hs ist so, dass (z,y) € B,, gilt.

3 Randtripel von Adjungierten eines symmetrischen
Operators

In diesem Kapitel werden wir Randtripel vorstellen und damit eine Moglichkeit her-
leiten, um symmetrische Operatoren selbstadjungiert zu erweitern. Hierbei handelt
es sich um einen relativ modernen Ansatz, bei dem wir nachweisen, dass es eine
eins-zu-eins-Relation zwischen den selbstadjungierten linearen Relationen auf einem
Hilfs-Hilbertraum und den selbstadjungierten Erweiterungen von einem Operator
auf einem Hilbertraum gibt. Dieses Resultat geht auf Bruk [3] und Kochubei [6]
zuriick, die beide unabhéngig voneinander diese Aussage bewiesen haben.

Sei im Folgenden T ein dicht definierter symmetrischer Operator auf .

Definition 4 (Randtripel). Ein Randtripel fiir 7% ist ein Tripel (K, o, 1) aus
einem Hilbertraum (IC, (-, -)x) und linearen Operatoren Iy, I : D(T*) — K, welche
die folgenden zwei Eigenschaften erfiillen:

(i) Esgilt (T f,9) = (f,T"g) = (I [, Tog)x — {Iof, [1g)k fiir alle f,g € D(T*).
(ii) Die Abbildung v: D(T*) - K x K, f+ (Iof, [1f) ist surjektiv.
Hierbei bezeichnet man die erste Bedingung auch als abstrakte Greensche Formel.

Um diese Definition ein wenig anschaulicher zu gestalten, folgt nun ein einfaches
Beispiel.

Beispiel 5. Wir betrachten den Ableitungsoperator T' = —i% auf dem Hilbertraum
L*(a,b). Dieser ist symmetrisch auf D(T) = H}(a,b), wobei die Adjungierte auf
D(T*) = H'(a,b) definiert ist. Dann ist durch

K=cC, ro(f):%\;if(b) und Fl(f):w fir f € D(T)



ein Randtripel (IC, Iy, I) fir T* gegeben. Dies wollen wir nachweisen. Zunéchst
ist schnell einzusehen, dass Iy und I7 lineare Operatoren von D(T™*) nach C sind.
Als néchstes zeigen wir, dass die Greensche Formel erfiillt ist. Dazu beginnen wir
die linke Seite der Definition umzuformen. Fiir die stetigen Reprédsentanten von

f,g € D(T") gilt
<F1f> Fog>lc - <F0f7 FlQ)IC

fla) + f(b) (g(a) - g<b>> _ fla) = f(b) (g(a) + g(b))
V2 iv/?2 iv/?2 V2

(Fl@)g(@) = Fla)g(®) + f()ga) = F(b)g(b)
+f(@)g(a) + f(a)g(®) ~ [(B)g(a) ~ F(D)g(D))

= ~i (#(0)9®) ~ f(a)g(a))
— i 1] + [ 17w [ @7

N | .

_ / i (@)g(@)dx — / f(&)"ig@)de = (T*f,g) — (f, T"g).

Damit haben wir die Greensche Formel gezeigt. Die Surjektivitéit aus der néchsten
Bedingung folgt aus D(T*) = H'(a,b), denn wihlen wir ein Tupel (21, z2) € C? so
finden wir eine Funktion f € D(T*) mit f(a) = \/Li(zzl +2) und f(b) = \%(22 —iz1).
Es gilt dann

w2 V2
_ (\%(zzl + Zz) - \/Lﬁ(zz - izl) \/Lﬁ(izl + 22) + %(22 - 221))

iv/2 ’ V2

(Rﬁﬂﬂ;(ﬂ@—ﬂwaHﬁwv

:(21,2’2).
Somit ist auch die Surjektivitdtsbedingung erfiillt.
Aus diesem Beispiel wird auch der Name Randtripel ersichtlich. Denn nutzen
wir einen Differentialoperator 7' auf Funktionen auf einem Gebiet €2, stellen I
und 77 Funktionen dar, die auf den Rand 02 abbilden. Bevor wir uns nun den

selbstadjungierten Erweiterung widmen, ist es im Vorfeld sinnvoll zu kléren, wann
es iiberhaupt ein Randtripel fiir 7™ gibt. Dafiir hilft uns der néchste Satz.

Satz 6. Es existiert genau dann ein Randtripel (IC, Iy, 1) fir T*, wenn die Defekt-
indizes von T tibereinstimmen, d. h.

dimN(T* 4+ il) = dim N (T* —il) = n.
In diesem Full gilt dann dim IC = n.

Beweis. Ein Beweis hierfiir steht in Schmiidgen [7, Propostion 14.5, Seite 312]. Fiir
die Riickrichtigung steht ein ausfiihrlicher Beweis in Gorbachuk und Gorbachuk [5],
Chapter 3, Theorem 1.5]. ]



Definition 7 (Echte Erweiterung). Ein abgeschlossener Operator S auf #H heifit
echte Erweiterung?] von 7', falls T'C S CT" gilt. Zwei echte Erweiterungen 57 und

Sy von T heifien disjunkt, falls D(T') = D(S1)ND(S2) gilt und, sie heifien transversal,
falls D(T*) = D(S1) + D(52) gilt.

Bemerkung 8. Der Begriff echte Erweiterung ist wie erwihnt eine Ubersetzung
von dem englischen Ausdruck proper extension. In diesem Zusammenhang wollen
wir allerdings nicht zwingender Weise nur Erweiterungen betrachten, die nicht mit
T iibereinstimmen diirfen. Ist 7" ein abgeschlossener Operator, so ist auch T' selber
eine echte Erweiterung von sich selbst.

Bemerkung 9. Die Definition einer transversalen echten Erweiterung ist in der Li-
teratur nicht ganz einheitlich. Die oben genannte Definition stammt aus Schmiidgen
[7], in Derkac und Malamud [4] wird hingegen zusétzlich Disjunktheit gefordert.

Sei von nun an (KC, Iy, I1) ein Randtripel fiir 7. Beginnen wir den gesuchten
eins-zu-eins-Zusammenhang zwischen den echten Erweiterungen von 7" und den ab-
geschlossenen linearen Relationen auf U mithilfe eines Randtripels herzuleiten. Dazu
werden wir im Folgenden zwei Moglichkeiten vorstellen.

Zum Einen wird im Buch von Schmiidgen [7] direkt ein Weg erklért, um zwischen
den linearen Relationen B auf K und den Operatoren S auf H mit 7' C S C T* zu
wechseln. Dazu nutzen wir die Einschrankung Tz von 7™ auf den Definitionsbereich

D(Tp) :={f € D(T") | (Iof, 1) € B}
und andererseits definieren wir fiir S die Randmenge

B(S) :={(Iof. I1f) | [ € D(S)}.

Dies gibt uns eine Relation zwischen einer linearen Relation B und einem Operator
S =Tg mit T C S C T*. Dazu wollen wir eine Anschauung geben, die Beispiel
weiterfiihrt.

Beispiel 10. Sei B = {0} x C, dann ist B eine lineare Relation auf C. Fir diese
Relation wollen wir nun den dazugehorigen Operator Tz bestimmen. Es gilt

D(Ip) = {f € H'(a,b) ‘ (f(ai\;éﬂb), f(a)\j—ﬁf(b)) € {0} x C}
={f € H'(a,b) | f(a) = f(b)}.
Damit ist Ty die Einschriinkung von T* auf D(T5) = {f € H'(a,b) | f(a) = f(b)}.

Geben wir nun stattdessen den Operator S = T%|p(s) mit dem Definitionsbereich
D(S) ={f € H'(a,b) | f = const f.ii.} vor, so erhalten wir die Randmenge

[ (F@) =) fla)+ FO)
“ﬁ‘{< NI

)|repe)} - xc

zum Operator S.

2aus dem Englischen: proper extension



Da v = (I}, I') eine surjektive Funktion ist, gilt

B(Ts) = {(Iof, 11f) | f € D(TY), (Inf, I1f) € B} = B.

Andersherum gilt S = Tj(s) im Allgemeinen nicht. Wie wir an unserem obigen Bei-
spiel sehen, gilt fiir den Operator S dort S C Tp(g). Jedoch ist die schwéchere Aus-
sage S C Tg(s) fiir einen beliebigen Operator S mit 7' C S C T™ wahr. Verstérken
wir die Voraussetzungen an S, so konnen wir auch hier eine Gleichheit erhalten, wie
das folgende Lemma zeigt.

Lemma 11. Sei B eine lineare Relation auf K und set S ein linearer Operator auf
H so, dass T C S CT* und B(S) = B gilt. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) S* = Tp-.
(ii) S = Tg.
(111) Ist S abgeschlossen, so ist B(S) = B abgeschlossen.
(iv) T = Tyouy, d-h. D(T) = {f € D(T*) | Lof = Iof =0}.

Beweis. Der hier aufgefiihrte Beweis stammt aus Schmiidgen [7, Lemma 14.6, Seite
312f].

(i) Laut Voraussetzung gilt 7 C S C T* und damit auch T = T** C S§* C T*,
also ist S* eine Einschrinkung von 7*. Somit ist g € D(T™*) genau dann in
D(S*), wenn

(Sf,g) = (f,T"g) firalle f e D(S)
gilt. Nutzen wir nun die Greensche Ungleichung des Randtripels, ist die Gleich-
heit dquivalent zu

(I f, Tog)e = (Iof, [ig)x fiir alle f € D(S).

Und auch diese Gleichung ist nach der Definition der Randmenge dquivalent
zu

(z, Thg)k = (y, [hg)x fir alle (z,y) € B(S).

Damit ist die Gleichung gleichbedeutend mit (I'vg, I'g) € B*, was uns letztlich
die gewiinschte Aquivalenz

g € D(S) & g € D(Tg)

liefert. Da sowohl S als auch Tg Einschréankungen von 7™ sind, haben wir
diesen Punkt hiermit gezeigt.
(ii) Die Aussage folgt direkt mit (i), es gilt

(iii) Sei S abgeschlossen. Dann gilt S C Tz C Ty = S = S und damit T = Tx.
Aus B(Tg) = B folgt die Behauptung.



(iv) Sei B = K x K, dann gilt B* = {(0,0)} und wegen der Surjektivitat von =
auch T = T*. Mit (i) folgt

T'=T"=(T5)" =Tp = T00)
was die Aussage beweist.
O

Mit diesen Hilfsaussagen konnen wir einen Zusammenhang zwischen linearen Re-
lationen und den echten Erweiterungen von 7' formulieren.

Satz 12. Durch B < Tj ist eine eins-zu-eins-Relation zwischen den abgeschlossenen
linearen Relationen B auf IC und den echten Erweiterungen S von T gegeben. Fiir
abgeschlossene Relationen B, By und By auf IC gilt weiter:

(i) By C By ist dquivalent zu T, C Tp,.

(ii) Tp, und Tpg, sind genau dann disjunkt, wenn By N By = {(0,0)} gilt.
(111) Tp, und T, sind genau dann transversal, wenn By + By = K x K gilt.
(iv) Ty ist genauw dann symmetrisch, wenn B symmetrisch ist.

(v) Tg ist genau dann selbstadjungiert, wenn B selbstadjungiert ist.

Beweis. Auch dieser Beweis kommt aus dem Buch von Schmiidgen [7, Proposition
14.7, Seite 313]. Beginnen wir die eins-zu-eins Relation zu zeigen. Wihlen wir eine
beliebige abgeschlossene lineare Relation B auf K, so ist nach Aussage (ii) von Lem-
ma auch Ty eine echte Erweiterung von T'. Fiir die andere Richtung sei S eine
echte Erweiterung von 7. Da S abgeschlossen ist, folgt mit Lemma (iii), dass
auch B(S) abgeschlossen ist und damit ist S = Tjg(s) mit Lemma [11] (ii).

(i) Die Hinrichtung folgt direkt aus der Definition des Definitionsbereichs. Fiir die
Riickrichtung nutzen wir, dass B(Tp,) = B; fiir i = 0, 1 gilt. Damit folgt auch
diese Aussage direkt.

(ii) Diese Aussage folgt mit (i).
(iii) Nehmen wir zunéchst an, dass T, und T, transversal sind. Dann gilt:
By + By = B(TBO) + B(TBI>
={ofi nf) | f € D(Ts)} +{(Tog, 119) | g € D(T5,)}

= {(Fo(f+g),F1(f+g)) | f € D(TBo)vg € D(TBI)}
— {(Ivh, I1h) | h € D(Tp.)} = K x K.

Fiir die Riickrichtung sei nun By + B; = K x K. Dann folgt
D(TBO) + D(TB1)
={feDI) | (Iof.If) € Bo} +{g € D(T") | (Ivg.119) € Bi}

={f+g| Uof, I1f) € By, (Iog, I'g) € Bi}
= D(Tsy+5,) = D(Ticxx) = D(T7),

womit die Aussage gezeigt ist.



(iv) Sei Ty symmetrisch, d.h. Tz C (Tg)* = Tp-. Dies ist mit (i) dquivalent zu
B C B*, was diesen Punkt beweist.

(v) Der Beweis lauft analog zu (iv).
[

Mit diesem Satz haben wir insbesondere bewiesen, dass unsere Relation zwischen
den selbstadjungierten linearen Relationen und den selbstadjungierten Erweiterungn
einen eins-zu-eins Zusammenhang liefert.

Im Folgenden fiihren wir eine alternative Moglichkeit auf selbstadjungierte Er-
weiterungen mithilfe eines unitiren Operatoren auf IC zu finden. Diese richtet sich
nach dem Buch von V. 1. Gorbachuk und M. I. Gorbachuk [5, Chapter 3, Section 1.2—
1.4, Seiten 149-157], wo sie fiir den allgemeineren Begriff des dissipativen Operators
durchgefiithrt wird. Unter ein wenig stédrkeren Voraussetzungen ist dieser Ansatz
auch in Kochubei [6] zu finden.

Hier beginnen wir einen Zusammenhang zwischen den selbstadjungierten linearen
Relationen auf K und den unitdren Operatoren auf K herzustellen.

Satz 13. Ein Tupel (z,y) € K X K liegt genau dann in einer selbstadjungierten
Relation B, wenn
(V-DNy+i(V+1zx=0

fiir eine unitire Abbildung V' auf IC erfillt ist. Der Operator V ist durch B eindeutig
bestimmdt.

Beweis. Fiir den Beweis verweisen wir auf Gorbachuk und Gorbachuk [5, Theorem
1.4, Seite 152]. m

Diese Aussage gibt uns einen Zusammenhang zwischen unitdren Operatoren und
selbstadjungierten Relationen, der nichste Schritt ist von hier aus zu den selbstad-
jungierten Erweiterungen eines Operators T auf H zu kommen. Dafiir nutzen wir
auch hier das Randtripel (I, Iy, I'}) fiir T*.

Satz 14. Fiir einen Operator V auf K ist die Einschrinkung TV von T* auf
D(TY) ={feD(T") | (V- DIif +i(V + DIf =0}

selbstadjungiert, wenn V unitdr ist. Andersherum kann jede selbstadjungierte echte
FErweiterung auf diese Weise dargestellt werden.

Beweis. Die Idee fiir den Beweis entnehmen wir aus Gorbachuk und Gorbachuk
[0, Theorem 1.6, Seite 156f]. Beginnen wir mit einem unitdren Operator V auf K
und zeigen, dass TV selbstadjungiert ist. Da V' ein unitiirer Operator ist, ist mit
Satz (13| die Randmenge B(TV) = {(Ivf, I f) | f € D(TY)} eine selbstadjungierte
lineare Relation. Dies impliziert zusammen mit der Greenschen Ungleichung des
Randtripels

(TVf,9) = (£, TV g) =(T"f,9) = (},T*g) = (I.f, Tog)x — {Iof, T1g)x = 0.

Daher ist TV selbstadjungiert.

10



Nehmen wir nun eine beliebe selbstadjungierte Erweiterung S von T', so betrach-
ten wir wieder die Randmenge B(S) = {(Iof, I1f) | f € D(S)} zu S. Diese ist
selbstadjungiert, wie wir im Folgenden zeigen:

B(S)" ={(y.x) e Kx K [ (I f,y)x = {Iof,y)x fir alle f € D(5)}
={(log, I19) | g € D(T™),{I" f Iog) = (Iof, I1g)x fiir alle f € D(S)}
={(Iog, Ing) | g € D(T7),(S"f,9) = ([, 57g) fiir alle f € D(5)}
={(Tog, Ing) | g € D(57) = ( )} = B(S).
Da B(S) selbstadjungiert ist, folgt mit Satz , dass ein unitédrer Operator V auf IC
existiert, mit dem wir B(.S) identifizieren konnen. Wie im ersten Teil des Beweises

gezeigt, ist damit der Operator TV selbstadjungiert. Nun fehlt nur noch, dass TV =
S gilt. Der Beweis hierzu kann analog gefiihrt werden wie der Beweis von Lemma

(i). O

Den Zusammenhang zwischen diesen beiden Moglichkeiten selbstadjungierte Er-
weiterungen von 1" zu erhalten, zeigt der folgende Satz aus dem Buch von Schmiidgen
[7]. Hier wird bewiesen, dass beide Resultate aquivalent sind.

Satz 15. Sei (K,Tg,I'y) ein Randtripel fir T* und S ein Operator auf H. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) S ist eine selbstadjungierte Erweiterung von T auf H.
(ii) Es existiert eine lineare Relation B auf IC so, dass S = Tg gilt.
(iii) Es existiert ein unitirer Operator V auf K so, dass TV = S gilt.

Ein Beweis hierfiir kann in Schmiidgen [7, Theorem 14.10, Seite 314] gefunden
werden. Dieser benutzt die Cayley Transformation von Operatoren. Diese gibt uns
eine Moglichkeit fiir einen selbstadjungierten Operator B einen eindeutigen unitéren
Operator Vg zu erhalten mithilfe der Formel

Vg = (B —il)(B +il)~

Auch andersherum bekommen wir fiir den unitidren Operator Vg wieder den selbst-
adjungierten Operator B mit der inversen Cayley Transformation

B=i(l+ V) - V)"

Eine Einfiihrung zu diesem Thema ist im Buch von Yosida [8, Abschnitt VII.4,
Seiten 202-205] zu finden. Auch diese Resultate werden wir noch einmal an einem
Beispiel veranschaulichen.

Beispiel 16. Betrachten wir weiter unser Beispiel 5] so wollen wir nun hierfiir
eine selbstadjungierte Erweiterung angeben. Beginnen wir mit der linearen Relation

B={(—z22z) | z € C}. Es gilt

B ={(y,z) €C*| —2y=27,2€ C} ={(~2,2) | z € C}.

11



Also ist B selbstadjungiert und wir erhalten mithilfe unsere obigen Resultate die
selbstadjugierte Erweiterung Ti mit Definitionsbereich

D(T) = {feleb) ’(f(a)—f(b) f(a)+f(b)) (=2 2), zE(C}

W2 V2
V ):_ﬂ®+f@}
V2

{feH1

={fe€H'(a,b) | f(a ) f(b) = —if(a) —if(b)}

={f € H'(a,b) | (1 +i)f(a) = (1 i) f()}

={f € H'(a,b) | {5 f(a) = f(0)} = {f € H'(a,D) | if(a) = f(D)}.
Nun wollen wir die selbe Erweiterung mithilfe eines unitédren Operators erhalten.
Unsere oben gewéhlte Relation ist der Graph eines Operators auf H, daher betrach-
ten wir den dazugehorigen Operator B = —I auf C. Wie oben erwdhnt erhalten wir

den Zusammenhang zwischen dem selbstadjungierten und dem passenden unitéren
Operator durch die Cayley Transformation. So ist also

V=(B—il)(B+il) ' = (=1 —il)(=1 +il)' =i(—I —il)(—il — I)"" =il.

Bestimmen wir damit den Definitionsbereich fiir die Erweiterung TV. Es gilt

D(TV):{feHl(a,b)‘(V—I)L\;%f() (V+I)f<> f(b) 0}

_ 1 : fla) + f(b)
—{fGH(a,b) (’LI—I)T (I—I—I }
={f € H'(a,b) | (il = I)(f(a) + f(b)) = —(il + I)(f ( f(0)}

| (il

| 2if(a) = 2f(b)} = D(Tp).
Damit haben wir jeweils die gleiche Erweiterung von 7" bekommen, die nach Satz
selbstadjungiert ist.

={f e H'(a,b)

Haben wir ein Randtripel fiir T gegeben, finden wir auf diese Weise zwei selbst-
adjungierte Erweiterungen, die durch den Kern der linearen Operatoren [ und I}
bestimmt sind.

Korollar 17. Es existieren zwei selbstadjungierte Erweiterungen Ty, Ty von T auf
den Definitionsbereichen D(Ty) = N (1), D(T1) = N(I1).

Beweis. Offenbar sind die linearen Relationen By = {0} x K und B; = K x {0}
selbstadjungiert. Die dazugehorigen Operatoren Ty = T, und 77 = Tp, sind nach
Satz [12] auch selbstadjungierte Erweiterungen von 7' O]
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