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1 Das magnetische Feld

1.1 Grunderscheinungen

Bereits im Altertum war die anziehende bzw. abstolende Wirkung von in der Natur
vorkommenden Eisenerzen bekannt (Magneteisen, Magnetkies). Der Namen der ma-
gnetischen Wirkung entstand nach der Stadt Magnesia in Kleinasien, in deren Néahe
derartige Erze gefunden wurden. Die Erde selbst ist ein weiterer natiirlicher Magnet,
dessen Wirkung biespielsweise bei der Magnetnadel eines Kompasses ausgenutzt wird.
In Versuchen zeigte sich die stirkste Wirkung eines magnetischen Stabes (Anziehung,
Abstofiung) an dessen beiden Enden. In der Mitte eines Stabes ist praktisch keine Wir-
kung festzustellen. Man spricht von einer neutralen Zone des Stabes. Die beiden Enden
werden als Pole bezeichnet. Geméfl der Drehung der Magnetnadel eines Kompasses wird
jenes Ende der Nadel, welches zum geografischen Nordpol zeigt, als Nordpol bezeichnet
und vice versa. Bei Anndherung zweier Magnete kann folgendes festgestellt werden:

Gleichnamige Pole stoflen einander ab, ungleichnamige ziehen einander an!

Die magnetische Kraftwirkung ist davon unabhéingig, ob sich der Magnet im Vaku-
um oder in Luft befindet. Uberall im Raum kann jedoch eine Kraftwirkung festgestellt
werden. Der Zustandes des Raumes wird durch das magnetische Feld beschrieben.

1.1.1 Elektromagnetismus

Eine wesentliche Entdeckung machte der dénische Physiker Oerstedt 1920. Er erkannte,
dafl eine Magnetnadel, welche sich in der Néhe eines stromdurchflossenen Leiters be-
findet, abgelenkt wird. Damit gelangte man zu eine der wichtigsten Erkenntnisse der
Elektrotechnik, dafi ndmlich eine bewegte elektrische Ladung (Strom) immer von ei-
nem Magnetfeld begleitet wird. Das magnetische Feld kann dabei vergréfiert werden,
wenn man die Stromstérke durch den Leiter erhéht. Ebenso erkannte man, dafl die Stro-
mumkehr im Leiter zu einer Umkehrung der Kraftwirkung fithrt. Das bedeutet, dafl das
magnetische Feld durch gerichtete Gréflen beschrieben werden muf.

72



1 Das magnetische Feld

1.1.2 Feldvektoren und Feldbilder

Fiir die folgenden Betrachtungen wird angenommen, dafl neben stromfiihrenden elektri-
schen Leitern nur luftleerer Raum bzw. Luft vorhanden ist. Das magnetische Feld kann
durch einen Vektor, welcher magnetische Induktion genannt und mit dem Symbol B
bezeichnet wird, beschrieben werden. Wie im Falle des elektrischen Feldes, kann auch die
Darstellung des magnetischen Feldes mit Hilfe von Feldlinien in {ibersichtlicher Weise er-
folgen. In Abbildung 1.1 ist die Magnetfeldverteilung eines stromdurchflossenen Leiters
mit den Feldlinien dargestellt.
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Abbildung 1.1: Magnetfeld einer stromfiihrenden Leiters.
Zur Darstellung des Stromflusses im Leiter gilt folgende Konvention:

(9 Der Strom fliefit in die Zeichenebene hinein.
©) Der Strom flieft aus der Zeichenebene heraus.

Je dunkler die Hintergrundfarbe ist, umso grofier ist der Betrag der magnetischen
Induktion B. Es besteht ein definierter Zusammenhang zwischen der Stromrichtung
durch den Leiter und der Richtung der Feldlinien.

Dreht man eine Rechtsschraube in Richtung der bei den Feldlinien ange-
gebenen Pfeile, so bewegt sich die Schraube in Richtung des Stromes (Rechts-
schraubenregel)!

In Abbildung 1.2 ist fiir eine kreisformige Stromschleife ein entsprechendes Feldbild
dargestellt.

Das magnetische Feld einer Spule mit mehreren Windungen ergibt sich nachfolgend
(Abbildung 1.3):

Auch Im Falle des magnetischen Feldes gibt es den Begriff Homogenitit des Feldes.
Im Vergleich zwischen den Abbildungen 1.2 und 1.3 ersieht man schon, dafl durch die
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Abbildung 1.2: Magnetfeld einer kreisformigen Stromschleife.
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Abbildung 1.3: Magnetfeld einer Spule mit mehreren Windungen.

Verliangerung der Spule (von einer Windung auf acht Windungen) das Feld im Inneren
der Spule dem homogenen Fall immer ndher kommt. Je Langer die Spule, je dichter
bewickelt und je diinner sie ist, umso homogener wird das Feld werden.

1.1.3 Vergleich zum elektrischen Feld

Aus den Felddarstellungen kann man einen wesentlichen Unterschied zu den Feldbildern
des elektrischen Feldes erkennen. Im elektrischen Feld beginnen und enden die Feldlinien
bei den Ladungen (Quellen und Senken).

Die Feldlinien der magnetischen Induktion B sind immer in sich geschlossen
!
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1 Das magnetische Feld

Man kann daraus ableiten, dafl es im Gegensatz zum elektrischen Feld keine magne-
tischen Ladungen gibt. Das magnetische Feld ist stets quellenfrei.

1.2 Kraft auf bewegte Ladungen

Der magnetische Feldvektor B wird aus der Kraftwirkung des Feldes abgeleitet. Dazu
betrachte man folgendes Experiment. Unter der Annahme, dafl kein elektrisches Feld E
vorhanden ist, wird ein Probeteilchen mit der positiven Ladung )y in ein homogenes
magnetisches Feld B mit einer Geschwindigkeit 7 eingebracht (Abbildung 1.4):
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Abbildung 1.4: Kraftwirkung auf eine bewegte Ladung @)o.

Man stellt nun fest, da} die Probeladung )y unter dem Einflu des magnetischen
Feldes eine Ablenkung aus der urspriinglich geraden Bahn in eine Kreisbahn erfihrt.
Der Betrag der Geschwindigkeit bleibt dabei immer gleich. Auf die Probeladung )
wirkt folglich eine Kraft gleichbleibender Grofle in radialer Richtung zur Mitte eines
gedachten Kreismittelpunktes. Schieft man hingegen die Probeladung Q) in gleicher oder
gegengleicher Richtung zur Richtung des Magnetfeldes ein, so erfolgt keine Kraftwirkung
auf (Qy. Die Grofle der Kraft F kann aus dem Radius r der Bahnkurve zusammen mit
der Geschwindigkeit ¥ der Ladung und deren Masse m bestimmt werden. Es ergibt sich
folgender Zusammenhang:

=12
Bl = m! (1.1)
T
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1 Das magnetische Feld

Aus diesem Experiment wird deutlich, daff bei bekannter Masse und bekannter Ge-
schwindigkeit eines Teilchens durch die Messung des Halbmessers r» der Bahnkurve die
Grofle der Kraft F' bestimmt werden kann. Weitere Versuche mit demselben Teilchen
(gleichbleibende Masse m), mit jedoch unterschiedlicher Ladung und verschiedenen Ge-
schwindigkeiten ergeben folgende Proportionalitét:

|F| = Qo 7] Bl. (1.2)

Mit dem Wissen der sich ergebenden Richtung der Kraft aus dem Experiment kann
unter Verwendung des vektoriellen Kreuzproduktes die Definitionsgleichung fiir den ma-
gnetischen Vektor B gefunden:

F=Qo(7x B). (1.3)

In der folgenden Abbildung wird nochmals die Richtung der Kraftwirkung verdeutlicht:
Die Einheit der magnetischen Induktion B ergibt sich aus

Abbildung 1.5: Bestimmung der Kraftrichtung auf eine Ladung )y in einem Punkt P.

o [F] [N N ¥y

5] = Qo] [As’j; T Am Am om?

{é} = [:; =T] --- Tesla (1.4)
i1 = [10'G] - Gaus.

Die Einheit Gaufl wird nicht mehr haufig verwendet. In der Gréfenordnung von einem
Gauf liegt das Magnetfeld der Erde. Im Elektromaschinenbau werden magnetische In-
duktionswerte im Bereich um 1 T'esla verwendet. Bei supraleitenden Luftspulen erreicht
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1 Das magnetische Feld

man bis zu 4 Tesla. Aufgrund der Tatsache, dafl die magnetische Kraft stets senkrecht
zur Richtung der Bewegung des geladenen Teilchens steht, wird keine Arbeit an der
Ladung verrichtet. Andernfalls miiite sich der Betrag der Geschwindigkeit des Teilchens
dandern. Folglich gilt:

AW =F-d§=F-dt =0. (1.5)

Bei Vorhandensein einer elektrischen Feldstirke E und eines Magnetfeldes B iiberlagern
sich die Kraftwirkungen aus den unterschiedlichen Feldern zu

F=QyE+Q,(7x B). (1.6)

Diese Beziehung wird als Lorentz-Gleichung bezeichnet [Hendrick A. Lorentz, hollandi-
scher Physiker]. In dieser Beziehung wird der erste Ausdruck Coulomb-Kraft, der zweite
als Lorentz-Kraft benannt. Mit den nun bekannten Beziehungen der magnetischen Kraft-
auswirkung auf bewegte Ladungen kann die Auswirkung auf stromdurchflossene Leiter
beschrieben werden.

1.3 Magnetische Kraftwirkung auf einen
stromdurchflossenen Leiter

Ein zylinderférmiger Draht wird von einem Strom I durchflossen, wobei sich der Leiter
in einem Magnetfeld B befindet (Abbildung 1.6). Auf jede, sich mit der Driftgeschwin-

Abbildung 1.6: Teil eines stromdurchflossenen Leiters im Magnetfeld.
digkeit vy bewegende Ladung der Grofle Q = —e wird eine Kraft ﬁq ausgeiibt.

—

F, = —e (T x B). (1.7)
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1 Das magnetische Feld

Bei einer Ladungstriagerdichte N [Ladungen pro Volumseinheit] und dem Drahtstiick der
differentiellen Lange dl mit dem Querschnitt A ergibt sich die Summe aller Einzelkréfte
F, zu

dF = NAdl F,, = —N Ae (7, x B)dl. (1.8)

Mit den bekannten Groflen

p = —Ne
J = PUd
av = Adl
folgt daraus:
dF = (J x B)dV. (1.9)

Die Kraft pro Volumseinheit des Drahtes ergibt sich damit aus dem Kreuzprodukt der
Stromdichte J mit der magnetischen Induktion B. Unter Zuhilfenahme des Richtungs-
vektors dl der Léange dl, in Richtung der Stromdichte J zeigend und der Beriicksichtigung,
dafl die Flachenrichtung von A in dieselbe Richtung wie Al weist, kann Gleichung 1.9
folgend umgeschrieben werden:

vy = J-A-dl
J-A-dl = Idl (1.10)
dF = I(dl x B).

Bezieht man Gleichung 1.11 auf den Betrag dl, erh&lt man schlieflich:
dF  dl & -

1.4 Die Erregung des magnetischen Feldes

Aus dem Bisherigen haben wir die qualitative Wirkung, die Kraftwirkung des Magnet-
feldes diskutiert und daraus die magnetische Induktion definiert. Die Abhéngigkeit der
Grofle des Magnetfeldes vom verursachetnden Strom wird im Folgenden anhand eines
geraden Stromfadens gefunden.
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1 Das magnetische Feld

1.4.1 Das magnetische Feld eines Stromfadens

Ist die Annahme giiltig, dafl ein stromfithrender Leiter einen sehr kleinen Durchmesser
hat im Verhéltnis zu dessen Lénge, so spricht man von einem Stromfaden. Von einem
derartigen Leiter wissen wir bereits, daf§ die Feldlinien durch konzentrische Kreise um
den Stromfaden nachgebildet werden konnen. Die Richtung wurde der Rechtsschrau-
benregel entsprechend zugeordnet. In der folgenden Untersuchung wird noch der Einflufl
der Stromstérke I auf die Gréfle des Feldes und dessen Abhéngigkeit vom Radius r im
Experiment ermittelt. Die prinzipielle Anordnung ist in Abbildung 1.7 dargestellt: Drei

@

Abbildung 1.7: Magnetfeld eines Stromfadens.

wichtige Aussagen kénnen aus dieser Anordnung erkannt werden:

1. Entlang der konzentrischen Kreise ist der Betrag der magnetischen Induktion |§ |
immer gleich. Dies kann beispielsweise durch eine Magnetnadel nachvollzogen wer-
den.

2. Auf den unterschiedlichen Kreisen mit den Radien 7 und ry sind die Betridge der
| B| magnetischen Induktion umgekehrt proportional den Radien.

3. Eine Anderung des Stromes I hat eine proportionale Anderung der magnetischen
Induktion zur Folge.

Zusamenfassend konnen diese Erfahrungstatsachen in der Beziehung

I
Bl =k (1.12)

Der Proportionalitédtsfaktor wird unter Einfithrung der sogenannten Permeabilitéts-
konstanten iy definiert und fiir den Betrag der magnetischen Induktion ergibt sich
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hernach:
Vs
= 471077 []
Ho n Am
- ;L; (1.13)
- 1
Bl = —
| | 'u027r7‘

In dhnlicher Weise zum elektrischen Feld wird auch hier eine weitere vektorielle Grofie
definiert, um spéter auch die Materialeigenschaften des Raumes, welche ungleich denen
von Vakuum bzw. Luft sind, beriicksichtigen zu konnen. Dazu wird die magnetische
Erregung H definiert

B = uoH. (1.14)

Der Vektor H wird, historisch bedingt, hdufig als magnetische Feldstérke, analog zur
elektrischen Feldstéirke E bezeichnet. An einem beliebigen Ort konnen somit die Ursache
durch die magnetische Erregung H und die Wirkung durch die magnetische Induktion
B beschrieben werden. Aus der Definitionsgleichung fiir H ergibt sich die magnetische
Erregung des Fadenstromes zu

H| = ! [A] : (1.15)

2rr m

1.4.2 Magnetische Spannung und Durchflutung

In Analogie zum elektrischen Feld kann auch hier eine Spannung, die magnetische
Spannung U,,,, aus dem Integral der magnetischen Erregung H entlang des Weges [

2
Umg:/1 i ds (1.16)

berechnet werden. Im Falle eines homogenen Magnetfeldes kann, bei Integration entlang
einer Feldlinie, das vektorielle In-Produkt durch die Skalare der parallel gerichteten
Groflen ersetzt werden, sodafl fiir n Wegstiicke

Umag:Hlll+H2l2+...+Hnln:E?:lHill (]_]_7)

gilt (Abbildung 1.8, links). Die Einheit der magnetischen Spannung ist das Ampere [A].

Betrachtet man beispielsweise die schon beschriebene Magnetfeldverteilung eines Strom-
fadens und integriert dabei entlang einer geschlossenen Feldlinie (ist nur in diesem
Falle ein Kreis), so erhélt man den Strom I (Abb. 1.9, links).
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1 Das magnetische Feld
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Abbildung 1.9: Integration von H entlang eines Weges [, Durchflutungssatz.
Mit Gleichung 1.15 wird

2 2r
j{ Hyrdp = j{ —rdp =1 (1.18)
»=0 @

—0 27T

Legt man nun N Stromfdden zusammen und fiithrt wieder die Integration iiber eine
geschlossene Feldlinie aus, so erhédlt man daraus N I. Dieses Produkt aus N [ wird als
Durchflutung © bezeichnet.
G):EI:NI:/f-d/f [A] (1.19)
A

Bei Leitern mit endlichem Radius bzw. endlichem Querschnitt ergibt sich der Gesamt-
strom I auch aus dem Integral der Stromdichte J iiber den Querschnitt A.
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1 Das magnetische Feld

1.4.3 Der Durchflutungssatz

Mit dem Durchflutungssatz wird das geschlossene Wegintegral oder Umlaufintegral
iiber die magnetische Erregung H allgemein beschrieben:

Umag:jl{ﬁ-df: 3 JZ/AfM (1.20)

eingeschl.

Wendet man dies auf die in der Abb. 1.9, rechts dargestellten, beliebig gewéhlten
geschlossenen Wege (1, [, und [3 an so ergibt sich:

fﬁ-di:fﬁfg—b
I
fﬁ-di:fl—fg
lo
fﬁ-di:o
l3

Integriert man iiber einen geschlossenen Weg, welcher keinen stromfiihrenden Leiter
umfaflt, so ergibt dieses Integral stets den Wert N U L L !

Der Durchflutungssatz gilt immer, sowohl fiir homogene als auch inhomogene Felder
und auch bei Anwesenheit beliebiger Materie. Gleichung 1.20 besagt weiter, dafl die
magnetische Erregung die Durchflutung wie Wirbel umschliefit. Die Durchflutung ©
stellt die Wirbel des magnetischen Feldes dar.

1.4.4 Der magnetische FluB ¢

In volliger Analogie zum elektrischen Stromungsfeld ist es auch hier sinnvoll, eine integra-
le Grole zur Beschreibung der magnetischen Stromung zu definieren. Der magnetische
Fluf3 ¢, ist folgend definiert:

— — V
o= [ Bad | ZSm—vs—wb| o Weber (1.21)
A m

Der magnetische Flufl durch einen Querschnitt A entspricht der Integration der ma-
gnetischen Induktion iiber diesen Querschnitt A. Die magnetische Induktion B wird
daher oftmals als magnetische Flufldichte bezeichnet. Der magnetische Fluff & ist
eine skalare Grofle!
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1 Das magnetische Feld

1.5 Materie im magnetischen Feld

Bei sehr vielen praktischen Anwendungen ist es nicht ausreichend, den magnetischen
FluB nur in Luftgebiet stromen zu lassen. Es ist vielmehr vorteilhaft, den magnetischen
Flul mit Materialien, welche wesentlich bessere magnetische Eigenschaften als Luft oder
Vakuum aufweisen, zu fithren. Fiir diesen Fall kann der Erregerbedarf (die Durchflutung
oder die Amperewindungen) wesentlich verringert werden. Analog zum elektrischen Feld
wird hier eine Grofle, die relative Permeabilititszahl eingefiihrt, welche das Materi-
alverhalten representativ beschreiben kann. Aus Gleichung 1.14 wird dadurch

B=pouH=upH. (1.22)

1o Permeabilitétskonstante 47 1077 [12]
1, relative Permeabilitédtszahl, dimensionslos
p Permeabilitét [=]

Entsprechend der Gréfle der relativen Premeabilitédtszahl gibt es folgende Fallunterschei-
dungen:

e Stoffe mit ferromagnetischen Eigenschaften, 10? < p, < 10° z.B.: Fe, Ko, Ni.
e Stoffe mit diamagnetischen Eigenschaften, u, < 1 z.B.: Cu, Ag, H, H,O, Glas.
e Stoffe mit paramagnetischen Eigenschaften, u, > 1 z.B.: Si, Al, Luft.

Sehr viele Materialien weisen in den einzelnen geometrischen Richtungen ein unterschied-
liches Feldverhalten auf. Diese FEigenschaft wird als Anisotropie bezeichnet. Richtungs-
unabhéngige Materialeigenschaften werden als isotrop bezeichnet. Zudem kann das Ma-
gnetfeldverhalten nichtlinear sein, das heifit, eine Erh6hung der magnetischen Erregung
wird keine proportionale Erhohung der magnetischen Induktion bzw. des Flusses zur
Folge haben. Nichtlineare, ferromagnetische Stoffe (Eisen, Stahlbleche,...) kommen in-
dustriell sehr hiufig zur Anwendung.

1.5.1 Ferromagnetisches Material im Magnetfeld

Es ist sehr schwierig, genaue Aussagen iiber die Materialeigenschaften von ferritischen
Stoffen zu treffen. Zum einen zeigt das Feldverhalten einen nichtlinearen Verlauf, wel-
cher nur indirekt durch Messungen gefunden werden kann. Andererseits spielt die Vorge-
schichte des Materials eine bedeutende Rolle. Man kann sich dies folgend vorstellen. Bei
ferromagnetischen Stoffen weisen einige Atome und Molekiilgruppen einen nicht neu-
tralen Zustand auf. Die sogenannten Weifischen Bezirke sind bereits in eine bestimmte
Richtung orientiert. Erst oberhalb einer Temperatur von 763° Grad Celsius, dem Curie-
Punkt, geht diese Orientierung verloren. Die Orientierung der einzelnen Bezirke ist dann
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1 Das magnetische Feld

vollig unregelméfig, sodafl keine bevorzugte Magnetisierung feststellbar ist. Legt man
hingegen eine magnetische Erregung H an, so wird durch Wandverschiebungen und
Drehungen der Weiflschen Bezirke entsprechend der dufleren Erregung ein Magnetisie-
rungszustand erreicht (Abbildung 1.10). Der Vorgang der Magnetisierung ist reversibel.

> >
H H

NN
/N JIN

neutral Wandverschiebungen Drehungen

Abbildung 1.10: Illustration zur Magnetisierung.

Man denke sich einen unmagnetisierten ferritischen Eisenring, um welchen Windungen
sehr eng bewickelt sind (Abbildung 1.11). Erhoht man nun die elektriche Stromstérke

Strom 7, N Windungen

Abbildung 1.11: Bewickelter Ringkern.

durch diese Spule sukzessive, so wird die magnetische Erregung in gleichem Mafle erh6ht
werden. Miit man zu jedem Stromwert /I die magnetische Flu8dichte im Eisenkern, so
erkennt man, dafl ab einer bestimmten magnetischen Erregung der Zuwachs der Induk-
tion B nicht mehr proportional mit der Erregung H wéchst. Das Material erreicht eine
Sattigungszustand. Dabei sind die Weifischen Bezirke schon bis zu einem sehr hohen
Grad ausgerichtet. Verringert man nun den Strom wieder auf Null und erhéht ihn in
die andere Richtung, so wird eine, wie in Abbildung 1.12 dargestellte Schleife durch-
laufen. Nachdem auch im negativen Bereich eine Séttigung erreicht wurde, regelt man
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1 Das magnetische Feld

den Strom wieder zuriick und in die andere Richtung wieder auf. Die so vervollstédndigte
Schleife wird als Hysteresisschleife bezeichnet. Der dargestellte Kurvenverlauf ist fiir je-

B8l1

H [A/m]
0

Abbildung 1.12: Magnetisierungskennlinie.

des ferritische Material unterschiedlich. Schaltet man beim Stromdurchlauf genau dann
ab, wenn die Erregung H Null ist, so wird trotzdem eine magnetische Flufldichte, die
Remanenzfluidichte B, verbleiben. Jenachdem, ob man vom positiven oder vom nega-
tiven Séttigungspunkt kommt, wird das Vorzeichen von B, entsprechend positiv oder
negativ sein. Andererseit wird man beim Durchlaufen der Schleife feststellen, daf§ beim
Nulldurchgang der magnetischen Induktion B eine magnetische Erregung, die sogenann-
te Koerzitivfeldstiarke H, vorhanden sein wird. Zum Erreichen eines induktionsfreien
Zustandes im Eisen mufl daher eine magnetische Erregung aufgebracht werden, welche
die Remanenzfluidichte kompensiert. Die Neukurve wird nur beim erstmaligen Aufma-
gnetisieren eines ferritischen Stoffes durchschritten. Fiir die Berechnung magnetischer
Kreise ist es notwendig, die Hysteresis-Kurven genau zu kennen. Magnetische Stoffe, die
eine sehr breite Hysteresisschleife aufweisen werden als hartmagnetisch, solche die eine
sehr schmale Schleife aufweisen als weichmagnetisch bezeichnet.

Wandelt man die Beziehung 1.22 um, so erhilt man fiir kleine Anderungen der Feld-
grofen

1 AB
S 1.23
und fiir infinitesimale Anderungen folgt
1 dB
= —— 1.24
: po dH (1.24)
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1 Das magnetische Feld

Die Ableitung der B(H)-Kennlinie (Abbildung 1.13)ist somit ein Ma8 fiir die relative Per-
mabilitdt im betrachteten Erregungszustand. Zeichnet man diese Ableitung in ein eigenes
Diagramm, so erkennt man, dafl nach dem Erreichen eines Maximums ab einem gewissen
Erregungszutsand fast keine Anderung mehr vorkommt. Die Eigenschaft, daf nach dem

25

BT}, ur

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225
H[A/m]

Abbildung 1.13: Relative Permeabilitét p,..

Abschalten des Erregerstromes (bei H = 0) noch eine Remanenzinduktion vorhanden
bleibt, macht man sich bei einigen Werkstoffen gezielt zunutze. Bei den sogenannten
Dauermagneten oder auch Permanentmagneten ( Eisen,- Kobald- und Nickelle-
gierungen, Seltene Erd- Verbindungen, wie Neodym-Eisen-Bor Legierung Ndi2Fe4B )
lassen sich Remanenzfeldstérken B, von bis zu 1,3 Tesla bzw. H, von etwa -2000 [kA /m]
verwirklichen. Die hohen Koerzitivfeldstdrken sind notwendig, um nicht ein sofortiges
Entmagnetisieren durch Anlegen einer Durchflutung © zu erwirken. Die Aufmagnetisie-
rung von Dauer- oder Permanentmagneten erfolgt einmalig mittels einer duflerst hohen
magnetischen Erregung. Der Arbeitspunkt von magnetischen Kreisen mit Dauermagne-
ten ist in der Regel im zweiten Quadranten der Hysteresis-Kennlinie.

1.6 Das Ohmsche Gesetz fiir magnetische Kreise

Es wurde erldautert, daf§ die Durchflutung © ein Maf fiir die Ursache des magnetischen
Feldes ist. Betrachten wir den Ringkern aus Abbildung 1.11 mit dem kreisformigen Quer-
schnitt A. Da der Querschnitt {iberall gleich ist wird im gesamten magnetischen Kreis
ein gleichbleibender magnetischer Flul ¢ fliefen. Demzufolge ist auch die magnetische
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Induktion B dem Betrage nach iiberall gleich. Die mittlere Lange der Feldlinien sei [.
Der magnetische Flufl ® errechnet sich aus

@:BA:MHA:MNZIA:'MZA@:A@. (1.25)

Mit A ist darin der magnetische Leitwert, der Kehrwert des magnetischen Widerstandes
R,.qg bezeichnet.

1 ) [ m A 1
Ry = ~ = —— = -2 -2 .. H 1.26
TN pA A | ZEm Vs H nry (1.26)

Mit dieser Definition des magnetischen Widerstandes R,,,, kann das Ohmsche Gesetz
fiir magnetische Kreise folgend ausgedriickt werden:

)
Rmag

o =

=OA — O=30Ry, (1.27)

Fiir die Berechnung magnetischer Kreise mit n hinetreinanderliegenden unterschiedli-
chen Abschnitten ergibt sich:

0=97 (Rmag,l + Rmag,2 + Rmag,3 + -+ Rmag,n) - q)zznlemag,i' (128)
1.7 Analogie zwischen dem elektrischen und dem

magnetischen Feld

In der nachfolgenden Tabelle sind die anaolgen elektrischen und magnetischen Gréfien
gegeniibergestellt.

elektrische Grofie analoge magnetische Grofie
Spannung U magnetische Spannung Up,q4
Quellenspannung U, Durchflutung ©

Strom [ Flufl ¢

Widerstand R magnetischer Widerstand R,,q4

elektrische Leitfahigkeit magnetische Permeabilitit p
elektrische Erregung D magnetische Erregung H
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1.8 Wirkungen im Magnetfeld

Durch die gezielte Fiihrung des magnetischen Flusses durch magnetisch gut leitende
Werkstoffe (z.B. Eisen) ist es moglich, an entsprechenden Stellen des Magnetkreises -
meist in Luftspalten - &uflerst hohe magnetische Felder zu erreichen. Damit 148t sich in
derartigen Gebieten gezielt eine sehr effiziente Umwandlung elektrischer in mechanische
Energie oder umgekehrt durchfithren. So wird zum einen die schon besprochene Kraftwir-
kung auf stromdurchflossene Leiter im Magnetfeld angewandt (motorisches Prinzip),
zum anderen kommt das generatorische Prinzip, beruhend auf dem Induktionsgesetz
zum tragen.

1.8.1 Das Induktionsgesetz

Die Erzeugung elektrischer Spannung, das heifit, der Ladungstrennung von positiven
und negativen Ladungen unter Zuhilfenahme des magnetischen Feldes kann auf zweierlei
Weise erfolgen. Eine Leiterschleife kann mechanisch in einem Magnetfeld bewegt werden.
Erfolgt dabei eine Zu- oder Abnahme des magnetischen Flusses durch die Leiterschleife,
so kann eine elektrische Spannung an den Enden der Leiterschleife festgestellt werden.
Man spricht von der sogenannten Bewegungsinduktion. Bei der zweiten Moglichkeit
der Spannungserzeugung mit dem Magnetfeld ist eine ruhende, ortsfeste Leiterschleife
gegeben. Tritt nun durch diese Schleife ein zeitlich nicht glechbleibender magnetischer
FluB, so kann an den Schleifenenden wiederum eine elektrische Spannung festgestellt
werden. Diese Wirkung bezeichnet man als Ruheinduktion. Nachfolgend werden diese
beiden Grundprinzipien eingehend beschrieben. Beiden Induktionsarten ist die Anderung
des magnetischen Flusses gemein, welche mathematisch durch das Induktionsgesetz

AD 4D

s 1.2

beschrieben werden kann. Mit A® wird die FluBénderung pro Zeitintervall At bzw. bei
infinitesimalen Anderungen deren Differentialquotient bezeichnet. Nimmt der Fluff &
zeitlich ab ( ‘fj—f < 0), so entsteht eine Kraftwirkung auf die positiven Ladungen entspre-

chend einer Rechtsschraubenregel zu B.
1.8.2 Die Bewegungsinduktion
In Abbildung 1.14 ist eine entsprechende Anordnung dargestellt. Fithrt man eine gleichférmi-

ge Bewegung der Leiterschleife in eingezeichneter Richtung ¢ normal zu einem homoge-
nen, gleichbleibenden Magnetfeld B aus, so ergibt sich, dem Induktionsgesetz entspre-
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[
R u(t) B@ A

Abbildung 1.14: Bewegung eines Leiters im Magntefeld.

chend eine Quellenspannung u,:

4D _dA ds
_ " T2 5% _ Bl 1.
Y dt dt it hv (1.30)

Die Ladungstrennung erfolgt, wie in Abbildung 1.15 dargestellt: Aufgrund der Kraft-
wirkung des magnetischen Feldes auf die mit der Geshwindigkeit v bewegten Ladungen
im Leiter, entsprechend

—

Finag = (7 x B)

werden die positiven Ladungen nach oben, die negativen nach unten gedréngt. Inner-
halb des Stabes der Lange [ wird sich daher eine elektrische Fledstéirke £ und demgeméf
eine elektrische Quellenspannung u, zu

Uy = /E dll (1.31)

einstellen. Diese wird iiber den geschlossenen Stromkreis mit dem Widerstand R einen
Strom i treiben. Dieser wiederum hat ein magnetisches Feld zur Folge, welches den durch
die Schleifenfliche hindurchtretenden Flu3 ® verringert. Ursache und Wirkung sind da-
her entgegengesetzt gerichtet. Mit der Lenzschen Regel wird genau dieses Verhalten
beschrieben. Sie besagt daf§ die Wirkung, - in diesem Falle der Strom ¢ - immer so ge-
richtet sein muf}, daf sie der Ursache - in diesem Falle der Flul ® - entgegengerichtet
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Abbildung 1.15: Kraftwirkungen und Feldgrofien.

ist. Stehen die Vektoren B und @ in einem Winkel a zueinander, so muf} die Gleichung
1.30 mit dem Sinus dieses Winkels multipliziert werden:

u, = Blvsina. (1.32)

Diese Art der Induktion wird héufig bei Generatoren angewendet. In den meisten Féllen
werden Leiterschleifen durch mechanische Kréfte in eine Rotationsbewegung versetzt.
Dies geschieht beispielsweise durch ein wasser- oder dampfbetrienes Turbinenrad. Die
Leiterschleifen und der magnetische Kreis sind so ausgefiihrt, dafl sich die Leiterschleifen
in einem radialen Luftspalt bewegen 1.16. Aufgrund der Winkelabhéngigkeit der Quel-

TN ]
TR A

Abbildung 1.16: Drehbewegung von Leiterschleifen im Magnetfeld.

lenspannung u, von a wird dabei eine sinusférmige elektrische Spannung zu erwarten
sein. Der FluB8 ® durch die Schleifenfliche A ergibt sich bei einer homogenen Induktion
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—

B zu

—

®=BAcosa=B-A. (1.33)

Daraus ergibt sich fiir die Quellenspannung aus dem Induktionsgesetz (Gleichung 1.29)
ein sinusférmiger Verlauf. Die Zeitabhingigkeit des Winkels a kann dabei durch wt
ausgedriickt werden.

d®  d(BAcos(wt))

— = 7 =wB Asin(wt). (1.34)

Uq:

Sind in einer Anordnung N Windungen in Reihe geschaltet und wird jede Schleife zu
einem Zeitpunkt vom gleichen Flufl durchsetzt, so ergibt sich eine N-mal vergrofierte
Quellenspannung u,:

"y = — de N d(B Acos(wt))

dt dt

= Nw B Asin(wt). (1.35)

1.8.3 Die Ruheinduktion

Induktion ist auch bei ruhenden Objekten immer dann moglich, wenn leitende Gebil-
de, zB. Stromschleifen in Bereichen sich zeitlich &ndernder magnetischer Fliisse vor-
kommen. Ein typischer Anwendungsfall ist dabei der Transformator oder Ubertrager.
Im Prinzip sind dabei zwei, elektrisch voneinander getrennte Leiterschleifen iiber einen
magnetischen, sich zeitlich &ndernden Flufl (WechselfluB) miteinander verkoppelt. Man
spricht bei einer derartigen Trennung zweier elektrischer Kreise von einer galvanischen
Trennung. Zum Zwecke einer besseren Kopplung zwischen beiden Leiterschleifen (im
allgemeienen Spulen) wird der magnetische Fluf} {iber einen magnetisch gut leitenden
Eisenweg, dem Transformatorkern gefiihrt. In Abbildung 1.17 ist das transformatorische
Prinzip dargestellt. Legt man an Spule 1 eine zeitlich verdnderliche Spannung u, (¢) an,
so wird ein Strom durch die Spule 1 flieen. Dieser wird einen magnetischen Wechselflufl
®(t) durch den Eisenweg treiben. Infolge der Flufianderung wird in der Spule 2, entspre-
chend ihrer Windungszahl N eine Spannung us(t) induziert. Aus Gleichung 1.35 folgt
fiir den Effektivwert der Spannung in Spule 2:

uy(t) = Nwdsin(wt) = Upsin(wt)
U, Nrfd .
’ V2 V2 i (1-2)

Uy, = 4,44 f N .
Die letzte Gleichung wird als Transformatorgleichung bezeichnet. Naturgeméaf wird sich

bei einem sich zeitlich &ndernden Flufl ® und bei Vorhandensein eletrisch leitfahiger Ma-
terialien immer ein zusétzlicher Effekt einstellen. Man denke sich die Spule 2 an deren
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Spule 1 o Spule 2

Y

Eisenkern O

Abbildung 1.17: Grundprinzip eines Transformators.

Enden kurzgeschlossen. Es wird dann die in den Windungen induzierte Spannung us ()
einen Strom iy(t) treiben. In gleicher Weise passiert dies auch im elektrisch zwar gerin-
gen, jedoch noch immer leitfdhigen Eisenweg. Die solcherart entstehenden Ringstrome
werden als Wirbelstrome bezeichnet. Um diese gering zu halten, werden die Eisen-
kerne sehr hiufig aus diinnen Blechen, die gegenseitig elektrisch isoliert sind, gefertigt.
Dadurch erreicht man einen fiir die Wirbelstrome hohen elektrischen Widerstand bei
gleichzeitig guten Eigenschaften zur Leitung des magnetischen Flusses.

1.8.4 Die Induktivitat

Aus den prinzipiellen Betrachtungen der Wirkungsweise eines Transformators oder Ubert-
ragers wurde klar, dafl eine Verkopplung zwischen den Spulen 1 und 2 iiber das magne-
tische Feld besteht. Diese Kopplung ist allgemein auch dann gegeben, wenn es sich nicht
um zeitlich veranderliche Grofien, also fiir stationdre Vorgénge handelt. Um diese Kopp-
lung zu beschreiben wurde der Begriff der Induktivitéit eingefithrt. Man betrachte dazu
zwei Leiterschleifen s; und ss. Der Strom I; durch die Schleife s; erzeugt einen magne-
tischen Flufl ®; durch diese Schleife. Ein Teil dieses Flusses wird auch die Schleife s
durchsetzen. Dieser Anteil wurde in Abbildung 1.18 mit ®;5 bezeichnet. Er ist propor-
tional dem Strom I; in der Schleife s;.

@12 = M12 Il (137)
Der Proportionalitidtsfaktor zwischen dem Strom ¢; und dn durch diesen Strom ver-

ursachten Flufl &5 in s, wird als Koeffizient der gegenseitigen Induktion oder
Gegeninduktionskoeffizient, kurz auch als Gegeninduktivitit bezeichnet. Es zeigt
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A
Spule 2
e AYU P
N N
~ @, R Spule 1
N 2
I1 I1

Abbildung 1.18: Gegeninduktion zweier Leiterschleifen.

sich wenn der umgekehrte Weg eingeschlagen wird, ndmlich wenn ein Strom iy durch die
Schleife s, flieft, und dessen Flulanteil ®5; durch die Schleife s; berechnet wird, daf ein
Proportionalitédtsfaktor derselben Grofle erreicht wird. Es gilt somit:

(1)12 - M12 ]1

@21 — M21 [2 (138)
V

My = My=M — ZS:H -+ Henry

Betrachtet man hingegen die Verkopplung des Stromes I einer Schleife s und den durch
diesen Strom hervorgerufenen Flufl @, der diese Schleife durchsetzt, so erhélt man als
Proportionalitatsfaktor den Koeffizienten der Selbstinduktion oder Selbstinduk-
tivitdtskoeftizienten, kurz auch die Selbstinduktivitit L:

®=LI— L—q[). (1.39)

Mit dieser beziehung kann das Induktionsgesetz zu

e di

—— = —L— 1.4
dt dt (1.40)

Uind =

umgeschrieben werden. Liegen zeitlich verdnderliche Verhéltnisse vor, so kann bei Kennt-
nis dieser Koeffizienten jederzeit die induzierte Spannung in einer entsprechenden An-
ordnung angegeben werden.
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1.8.5 Energie im Magntefeld

Das magnetische Feld ist in der Lage Energie zu speichern. Schaltet man eine Spannungs-
quelle an zB. eine Spule, so wird, bedingt durch das Flieen des elektrischen Stromes
teilweise elektrische Energie im magnetischen Feld gespeichert. Es zeigt sich, dafl die
Umwandlung von elektrischer Energie in magnetische Energie ein reversibler Vorgang
ist. Das erkennt man, wenn man die Spannungsquelle abschaltet und an dessen Stelle ei-
ne kurzschliefende Verbindung gibt. Nun wird das magnetische Feld nicht schlagartig zu
Null werden. Bedingt durch die Abnahme des magnetischen Flusses durch das Wegschal-
ten der Quelle wird ein negatives % entstehen. Dadurch wird eine Spannung induziert.
Diese ergibt, nun iiber die kurzgeschlossene Spule einen Strom und die gespeicherte
magnetische Energie wird wieder in elektrische Energie umgeformt. Zur quantitativen
Beschreibung betrachte man einen Ausschnitt eines magnetischen Kreises mit einem

Luftspalt. Im Luftspalt der Léange [; sei ein homogener magnetischer Feldverlauf iiber

Abbildung 1.19: Zur magnetischen Energie.

den gesamten Querschnitt A gegeben. Damit konnen die Vektoren B und H als Skalare
weiter behandelt werden. Der magnetische Flufl wird durch einen Strom i(¢) generiert.
Ein groflerwerdender Strom i(t) hat ein proportionales Feld H (t) bzw. bei linearen Mate-
rialeigenschaften B(t) zur Folge. Die in einem infinitesimalen Zeitintervall dt zugefiihrte
elektrische Energie errechnet sich aus

dW = u(t)i(t) dt. (1.41)
Mit dem Induktionsgesetz folgt

dW = i(t) N d® = i(t) N AdB. (1.42)
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Uber den Durchflutungssatz folgt die Beziehung

Hl, =i(t) N, (1.43)
wodurch Gleichung 1.42 zu

dW =Hl, AdB = HV dB. (1.44)

wird. Die Energiedichte dw kann daher durch

d
dw="""_pap. (1.45)
Vi

dargestellt werden. Die magnetische Energiedichte w errechnet sich daraus durch
Bm
w :/ HdB. (1.46)
0

Setzt man nun die Materialbeziehungen zwischen B und H ein, so ergibt sich

1 1
w=HB =B = gH2. (1.47)
1

Integriert man die Energiedichte iiber das gesamte im Luftspaltvolumen V;, so erhélt
man die in diesem Volumen gespeicherte magnetische Energie:

w= [ [/OBdeB] dv. (1.48)

Die Integration der magnetischen Energiedichte iiber das Volumen kann im vorliegenden
Fall separiert durchgefiihrt werden. Entsprechend erhélt man :

1 1 1 1 LI?
W=—- [ HBd 27% Hdl/BdA:f]q):f]szi. 1.4
2~/‘/ V lmagnA A 2 2 2 ( 9)
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2 Verhalten Passiver Bauelemente bei
zeitharmonischen Vorgangen

2.1 Allgemeines

Das Verhalten der Bauelemente R, C' und L im Falle zeitlich gleichbleibender elektri-
scher Groflen (Gleichstrom/Gleichspannung) wurde bereits beschrieben. Hierbei wurde
erlautert, dafl der Kondensator C' ein Bauteil zur Speicherung elektrischer Energie dar-
stellt. Ein Maf§ dafiir ist durch seinen Kapazititswert (in Farad) gegeben. Betrachtet
man dabei das Verhalten des elektrischen Stromes, so erkennt man, dafl der Kondensa-
tor eine Unterbrechung darstellt. Im Gleichstromfalle flieit {iber den Kondensator kein
Strom.

Ebenso wurde erkannt, dafl eine Spule mit der Induktivitdt L ein Bauelement mit dem
Vermogen zur Speicherung magnetische Energie ist. Ein Mafl dafiir ist dessen Indukti-
vitatswert (in Henry). Im Gleichstromfall wird sich an der Spule kein Spannungsabfall
einstellen. Sie stellt somit einen Kurzschluf3 dar.

Im Falle sich zeitlich éndernder Grofien werden Kondensator und Spule ein wesentlich
verdndertes Verhalten aufweisen, welches im Folgenden diskutiert wird.

2.2 Der Ohm’sche Widerstand

)

u(t) R o i

Zeigerdiagramm:

I

u

Abbildung 2.1: Ohmscher Widerstand an sinusférmiger Wechselspannungsquelle.

Geméif dem Ohmschen Gesetz wird eine sinusformige Spannung u(t) ( Abb. 2.1) der
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Form
u(t) = usin (wt) (2.1)

an einem Ohmschen Widerstand R einen sinusformigen Strom i(t):

~

i(t) = isin (wt) = %sin (wt) (2.2)

zur Folge haben. Der sich ergebende Phasenwinkel zwischen Spannung und Strom ist
immer Null. Im Zeigerdiagramm liegen der Strom- und Spannungszeiger in derselben
Linie. Deren Léngen sind durch den Widerstandswert R festgelegt.

An einem Ohmschen Widerstand sind Strom und Spannung immer in Pha-
se!

Im Widerstand R wird lediglich elektrische Energie irreversibel in Warmeenergie iiber-
gefithrt. Der rein Ohmsche Widerstand R wird Wirkwiderstand oder Resistanz, bzw.
dessen Kehrwert G = 1/R Wirkleitwert oder Konduktanz genannt.

2.2.1 Die Wirkleistung
Der Zeitwert der Leistung P(t) ergibt sich aus der Multiplikation
P(t) = u(t) i(t) = G sin (wt)isin (wt) = Gisin®(wt). (2.3)

In Abb. 2.2 ist dieser zeitliche Verlaut dargestellt. Die Summe der elektrischen Leistung

p(t)
ult)
s - P=UI

Abbildung 2.2: Leistung an einem Ohmschen Widerstand.

iiber eine Periode T ergibt die, in dieser Zeitspanne umgesetzte elektrische Energie:

T T N 1 -
W= / w(t)i(t)dt = / fvsin (wt) isin (wt) dt = Sii = UIT. (2.4)
0 0
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Wiederum ist es sinnvoll, die mittlere Leistung, dh. die auf die Periode T' bezogene
Energieumsetzung, zu betrachten. Mit (2.4) folgt:

p- ;/OT w(t)i(t) dt = UT. (2.5)

Die so erhaltene Wirkleistung P entspricht also dem Produkt der Effektivwerte von
Strom und Spannung. Setzt man in (2.5) das Ohmsche Gesetz verschiedentlich ein, folgt
schluflendlich:

2

P=UIl=1I°R= %. (2.6)

2.3 Die Induktivitat

Es wird hier eine reine Induktivitédt behandelt. Der ohmsche Widerstand der Spulenwick-
lung wird dabei vernachléssigt. Wird entsprechend Abb. 2.3 an eine reine Induktivitét

it

08

G) u(t) L

0.4

0.2

Zeigerdiagramm: 45 90 135 18! 225 270 315 0

0.2

Q i(t)

~

$=90° .

Abbildung 2.3: Strom und Spannung an einer reinen Induktivitét.

eine Wechselquelle gelegt, so besteht zwischen Strom und Spannung der aus dem Induk-
tionsgesetz abgeleitete Zusammenhang:

di(t)

=L 2.7

e dt 27)
Nimmt man willkiirlich an, dass der zeitliche Verlauf des Stromes durch

i(t) = —i cos(wt) (2.8)

98



2 Verhalten Passiver Bauelemente bei zeitharmonischen Vorgédngen

beschrieben wird, so folgt mit (2.7) fiir die Spannung

du(t ~d t A
it) _ —LiM = wlisin(wt) = usin(wt). (2.9)

- _
e dt dt

Zeichnet man den Verlauf von u(t) und i(¢) in ein Liniendiagramm, so erkennt man, dass
die Spannung zum Strom um 90° phasenverschoben sind.

An der Induktivitit eilt die Spannung dem Strom um 90° voraus!

Fiir die Zeigerdarstellung 148t sich der Strom durch
i =iedt (2.10)
darstellen. Damit folgt fiir die Spannung

; R Jwt
w—r%_ e

o= Li—— = jwLie™ = juLi (2.11)

Unter der Annahme, dass der Stromzeiger in der reellen Achse liegt, folgt aus (2.11)
fiir den Spannungszeiger eine Multiplikation mit j, womit die 90° Phasenverschiebung
ebenfalls ersichtlich wird.

2.3.1 Der induktive Blindwiderstand

Dividiert die beiden rechten Ausdriicke in (2.9) durch sin(wt), so folgt:
wlLi = . (2.12)

Formal kann wieder eine Proportionalitédt zwischen Strom und Spannung gefunden wer-
den, indem man fiir

1

U.)L:XL —Xiz
L

B, (2.13)

einfithrt. X, wird als induktiver Blindwiderstand oder induktive Reaktanz, des-
sen Kehrwert als induktiver Blindleitwert oder induktive Suszeptanz bezeichnet.
Es folgt somit, sowohl fiir die Scheitelwerte, als auch fiir die Effektivwerte (Division

durch v/2):

i=Xpi U=X,1I (2.14)

In komplexer Schreibweise folgt dementsprechend:

1
U=jwll=j X I [=-——U=jBU (2.15)
JXL
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2.3.2 Die induktive Blindleistung

Bildet man wiederum das Produkt aus w(t) und i(t) zu jedem Zeitpunkt, so ergibt der in
Abb. 2.4 dargestellte Verlauf. Wiederum pulsiert der Zeitwert mit doppelter Frequenz.

Abbildung 2.4: Leistung an einer Induktivitéat.

Die Fliachen iiber der Zeitachse und unter der Zeitachse sind jedoch immer gleich grofi.
Je Viertelperiode nimmt die Induktivitét alternierend Energie auf bzw. gibt diese wieder
ab. Im Mittel iiber eine Periode ergibt sich keine Wirkleistung. P ist somit immer 0. Es
wird keine Energie in Wéarme umgewandelt. Als Unterscheidung zur Wirkleistung wird
nun der Zeitwert der Leistung mit Q, der Blindleistung bezeichnet.

Fiir die Blindleistung ergibt sich, analog zur Wirkleistung P beim ohmschen Wider-
stand:

Q=Ul=1’°X, =-U’B, [Einheit : var(Volt Ampere Reaktanz)] (2.16)
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2.4 Der Kondensator

Wiederum wird ein reiner Kondensator betrachtet. Im Inneren des Kondensators befin-
det sich somit ein ideales (=elektrisch nichtleitendes) Dielektrikum. Die Strom- Span-
nungsverhéltnisse sind in Abb. 2.5 dargestellt. Ausgehend von der fiir Gleichstrom giilti-

)

.
‘ u(t)

08
( i ) uc(t) —c
06
04
itt)

Zeigerdiagramm:

1 45 90 135 18 225 270 315 0

0.2
04

$=90° 06

08

Abbildung 2.5: Strom und Spannung am Kondensator.
gen Beziehung
Q=Cl, (2.17)
kann fiir zeitlich verédnderliche Vorgénge die differentielle Ladungsénderung dq(t) zu
dq(t) = Cdu(t) (2.18)

geschrieben werden. Die Ladung ist immer das Produkt aus Strom und Zeit, sodass aus
(2.18)

du(t
dg(t) = i()dt = Cdu(t)  bzw.  i(t)=C Q;i ) (2.19)
folgt. Die Spannung am Kondensator sei nun durch
u(t) = usin(wt) (2.20)
gegeben. Mit (2.19) folgt fiir den Strom
du(t d sin(wt 5
i(t)y=C ult) = CﬁM = wC'l cos(wt) = icos(wt). (2.21)

dt dt
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Ein sinusférmiger Verlauf der Spannung am Kondensator hat daher einen cosinusférmi-
gen Verlauf des Stromes durch denselben zur Folge (vgl. Abb. 2.5).

Am Kondensator eilt der Strom der Spannung um 90° voraus!

Fiir die komplexe Zeigerdarstellung folgt:
u = 0e’t, (2.22)
Mit (2.19) folgt daraus

d Jwt )
L= Cc% = C'ﬁed—t = jwCe*" = jwCu. (2.23)
Legt man den Spannungszeiger in die reelle Achse, so ergigt sich fiir den Stromzeiger
durch die Multiplikation mit j eine Phasenverschiebung um 90°, bzw. eine Drehung in

die positive imagindre Achse.

2.4.1 Der kapazitive Blindwiderstand

In Effektivwerten lautet diese Gleichung

1
I = jwCU bzw. U=——1I. 2.24
I =j0CU 2w U=uct ( )
Die Proportionalitit zwischen Strom und Spannung erfolgt wiederum iiber den Blind-
widerstand:

1 1
= bzw. Be=—— =
ZW C XC

Mit dem kapazitiven Blindwiderstand X bzw. dem kapazitiven Blindleitwert Bq ldsst
sich (2.24) zu
1

1
U= —J=—j—J=iX.I. 2.26
U= cl="i gl=1%cl (2.26)

2.4.2 Die kapazitive Blindleistung

Aus dem Produkt von u(t) mit i(t) ergibt sich der nachfolgend dargestellte Verlauf. Die
mittlere Leistung ist auch in diesem Falle Null, sodass keine Wirkleistung entsteht (P =
0). Es gibt auch hier nur Blindleistung. Diese schwingt wiederum mit doppleter Frequenz,
jedoch entgegengesetzt der Blindleistung bei der Induktivitat. Fiir die Blindleistung am
Kondensator folgt demgeméf:

Q=-Ul=1I’X¢c=-UBg [Einheit : var(Volt AmpereReaktanz)]. (2.27)
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2 Verhalten Passiver Bauelemente bei zeitharmonischen Vorgédngen

4
u(t)
08
06

04 i

0,2

0

45 90 135 18 225 270 315 0

-0,2

04

06

08

-1

Abbildung 2.6: Leistung an einem Kondensator.

2.5 Zusammenschaltung von passiven Bauelementen

Bisher wurden die Bauelemente R, L und C' als ideale Bauelemente behandelt. Im Allge-
meinen werden dies Bauelemente jedoch in gemischter Zusammenschaltung vorkommen.
In diesem Abschnitt werden nun derartige Zusammenschaltungen behandelt.

2.5.1 Die Impedanz

Man betrachte zunédchst die Zusammenschaltung eines ohmschen Widerstandes R mit
einer Spule der Induktivitéit L, welche von einer sinusférmigen Spannungsquelle gespeist
wird (Abb. 2.7). Infolge der Serienschaltung von R mit L wird der sich einstellende Strom

—
Ur l R s utt) o S()=utyict)
<~ U /\ i(t) /\
ULl L 04 / / \\ \ / \
\ \/ P=Ul cos ¢
Zeigerdiagramm: ’ s % 135 1 2 270 316 0
g g .
1'1 04 N
' UL
I U )

Abbildung 2.7: Serienschaltung von R und L.
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2 Verhalten Passiver Bauelemente bei zeitharmonischen Vorgédngen

I durch den Wirkwiderstand R und dem Blindwiderstand X begrenzt. Der gesamte
wirksame Widerstand wird als Scheinwiderstand oder Impedanz Z bezeichnet. Z ist im
allgemeinen eine komplexe Grofie.

Z =R+ jwlL =Ze% [Ohm). (2.28)
mit

L
Z =/R? + (wL)? bzw. Y= arctan%. (2.29)

Fiir den Strom [ folgt daraus:

JR
=~ Z R+jwL’

(2.30)

Zur Zeichnung des komplexen Zeigerdiagrammes beginnt man immer mit der gemeinsa-
men Grofe. Bei obiger Serienschaltung ist dies der Strom . Diesen legt man in die reelle
Achse. Als néchstes zeichtet man den Spannungsabfall iiber dem ohmschen Widerstand
R ein. Der zeiger Ug liegt in Phase mit dem Strom /. Dessen Lénge ergibt sich aus

Ur=RI. (2.31)
An dessen Spitze wird anschlieend der Spannungszeiger Uy, gezeichnet. Dessen Richtung
ist auch bekannt, da man weiss, dass die Spannung an der Induktivitdt um 90° voreilt.
Die Lange des Zeigers Uy, ergibt sich aus

U,=wLlI. (2.32)

Damit folgt die Gesamtspannung U aus der geometrischen Summe beider Spannungs-
abfille. der sich einstellende Phasenwinkel ist mit ¢ bereits bestimmt.

2.5.2 Die auftretenden Leistungen

Aus dem Zeigerdiagramm ersieht man eine Vorauseilung der Spannung u(t) gegeniiber
dem Stromi(t). Demgemé$ gilt fiir die Zeitfunktionen:

u(t) = usin(wt) bzw. i(t) = i sin(wt + ). (2.33)

Die Bildung des Zeitwertes der Leistung fithrt zu

S(t) = u(t)i(t) = G1sin(wt) sin(wt+);sin asin § = ;(Cos(a—ﬁ)—cos(a+ﬁ)).(2.34)
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2 Verhalten Passiver Bauelemente bei zeitharmonischen Vorgédngen

Durch Anwendung trigonometrischer Beziehungen lésst sich dies zu

~
AT

S(t) = %[cos(gp) —cos(2wt + )] = Ul cos p — UI cos(2wt + ) (2.35)

umformen. Das Produkt der Effektivwerte aus U und [ wird als Scheinleistung S defi-
niert:

2
S=Ul=1"Z = UZ (2.36)

Diskutiert man Gleichung (2.35), so ersieht man darin einen von der Zeit ¢ unabhéngigen
Term. Dieser Anteil entspricht der verrichteten Wirkleistung P:

P =Ulcosp=Scosp. (2.37)
Der Ausdruck cosy wird als Leistungsfaktor oder Wirkfaktor bezeichnet. Der zweite
Ausdruck in (2.35) ist jener Leistungsanteil welcher mit doppelter Frequenz schwingt.
Das Mittel iiber eine Periode ist Null. Dieser Anteil entspricht der Blindleistung @
im System. Nach Anwendung eines weiteren trigonometrischen Additionstheorems folgt
dafiir:

Q =Ulsinp = Ssing. (2.38)

sin  wird darin als Blindleistungsfaktor bezeichnet. Quadriert und addiert man anschlei-
Bend die beiden Gleichungen (2.37) und (2.38), so erhélt man wegen cos® p + sin® ¢ = 1

S =P+ Q. (2.39)

Aus der komplexen Schreibweise folgt
S= Sel¥ = Ule’? = P + jQ. (2.40)

Auch mit den Zeigern P und Q kann somit ein Zeigerdiagramm in der komplexen Zah-

lenebene erstellt werden:
S
AQ
P

Abbildung 2.8: Leistungsdiagramm.
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2 Verhalten Passiver Bauelemente bei zeitharmonischen Vorgédngen

2.5.3 Parallelschaltung von R und C

Man betrachte nachfolgend die Zusammenschaltung eines ohmschen Widerstandes R
mit einem Kondensator C' (Abb. 2.9). Der Gesamtwiderstand der Schaltung entspricht

ey Lk o; it 76 N S()=u(tyict)

G u| TC DR N\ 7\
NS
NV

U Ir
Abbildung 2.9: Parallelschaltung von R und C.

einer Parallelschaltung von R mit X, sodass fiir die Impedanz Z

1

7= Riiic - ng+1 = 1+(wRCR)2 _jlf(ig;) = ReZ +ImZ (2.41)
folgt. Der Winkel ergibt sich aus

© = arctan (;nzg) ) (2.42)
Mit dem Betrag von Z

Z = \/(ReZ)? + (ImZ)? (2.43)
folgt fiir Z:

Z = 7%, (2.44)

Der Zusammenhang zwischen Strom und Spannung ist wieder durch

_Uese (2.45)

U=1 bzw. I ==
U 2W I=7=7

gegeben. Fiir die Zeichnung des Zeigerdiagramms beginnt man wieder mit der gemein-
samen grofle, in diesem falle mit der Spannung U. Die Teilstrome Iz und I sind dazu
entsprechend phasenverschoben. Fiir die Leistungsbetrachtungen gelten dieselben Bezie-
ungen wie vorhin.
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2 Verhalten Passiver Bauelemente bei zeitharmonischen Vorgédngen

2.5.4 Blindstromkompensation

Ziel der Blindstromkompensation ist es, den einem Verbraucher zuzufithrenden Strom
auf den Wirkanteil zu reduzieren. Dadurch konnen die Ohm’schen Verluste entlang der
Zuleitungen minimiert werden.

Abbildung 2.10: Zur Blindstromkompensation, ohmsch-induktive Last.

In Abb. 2.10 ist eine ohmsch-induktive Schaltung dargestellt. Aus dem Zeigerdia-
gramm ersieht man ein Voreilen der Spannung U gegeniiber dem Strom [;. Der Lei-
stungsfaktor cos ¢ dieser Konfiguration ergibt sich aus dem Winkel ¢ zwischen Strom
und Spannung.

Schaltet man nun einen Kondensator beispielsweise parallel zu dieser Anordnung, so
ergeben sich die nachfolgend dargestellten Verhéltnisse. Der Winkel ¢ zwischen Strom

o °

™
1=

e
I~
Q

1=

C

(o

Abbildung 2.11: Blindstromkompensation, unvollstidndige Kompensation.

und Spannung ist deutlich geringer geworden. Auch die Linge des Stromzeigers I hat
sich verringert, wodurch sich die Leitungsverluste (~ I?) entsprechend verringern.

107



2 Verhalten Passiver Bauelemente bei zeitharmonischen Vorgédngen

Im Falle einer vollsténdigen Kompensation werden Strom und Spannung in Phase sein
(¢ = 0). Die Schaltung verhilt sich dann wie ein Ohm’scher Widerstand. Die Bedin-
gung fiir vollstdndige Kompensation erhélt man, indem man die Impedanz Z allgemein
darstellt und anschlieBend deren Imaginérteil Null setzt.

2.5.5 Leistungsanpassung

In Abb. 2.12 ist ein allgemeines Netzwerk fiir zeitharmonische Groéflen dargestellt. Es
besteht aus einer realen Spannungsquelle mit der Quellspannung U, einer Quellenim-
pedanz Z, (vergleichbar mit dem Innenwiderstand R; im Gleichstromfalle) sowie einer
Impedanz Z, welche die Last darstellt.

1

N
| —
L

£

(D

Abbildung 2.12: Leistungsanpassung.

Es gilt nun die Bedingungen zu finden, bei welchen die Leistung an der Last ein
Maximum erreicht. Fiir Quelleninmepdanz und fiir Lastimpedanz gilt:

Z,= Ry + 75X, Z,=R+jX (2.46)
Damit lasst sich der Strom [ durch

Y (2.47)

Z+2,

1=

ausdriicken. Die Wirkleistung an der Last kann mit dem Realteil der Last-Impedanz
folgend ausgedriickt werden:

P = 1?Re(2). (2.48)
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2 Verhalten Passiver Bauelemente bei zeitharmonischen Vorgédngen

Setzt man fiir den Betrag des Stromes aus Gleichung 2.47 ein, ergibt sich:

Re(Z) R
P = U =) 772 2.49
iz vz = mr Ry (X R 24
Die Leistung am Verbraucher wird dann maximal, wenn die Bedingungen
R, = R (2.50)
X, = X (2.51)
gelten. Damit folgt fiir Leistungsanpassung im Wechselstromfalle:
R+jX = R,—jX, (2.52)
Zae = 2o (2.53)
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3 Die Frequenzabhangigkeit passiver
Schaltungen

3.1 Allgemeines

In sehr vielen praktischen Féllen ist das Verhalten eines R — L — C-Netzwerkes bei un-
terschiedlichen Frequenzen interessant. Dazu gibt es mehrere Moglichkeiten der Darstel-
lung. Allen ist dabei gemeinsam, dass aus der Darstellungsform iiber einen sehr grofien
Frequenzbereich (einige Hz bis in den GHz-Bereich) sowohl der Amplitudenverlauf als
auch der Phasenverlauf ablesbar sind.

3.2 Ubertragungsfunktion und Bode-Diagramm

o— Passives, z(t) : Erregung

.—o
xoV | tineares Iy
.—o

sinusformige Funktionen
0— Netawerk

y(t) : Antwort

Komplexe Effektivwerte: X, Y

Das Verhiltnis F = % héngt nur von der Struktur des Netzwerkes und von der
Frequenz ab: Zwischen den komplexen Effektivwerten des Stromes und der Spannung
jedes einzelnen Zweipols besteht eine lineare, algebraische Beziehung. Die Koeffizienten
héingen von jw ab. Die Funktion F(jw) ist die Ubertragungsfunktion des Netzwerkes.
Ist die Ubertragungsfunktion bekannt, so kann die Antwort auf eine beliebige Erregung
einfach bestimmt werden.

2B x(t) = V2X,cos(wol + y)
= )(06]‘90'1c

Y = F(jw) X = Ypel?

Yo = [F(jwo)|Xo, ¢y = ¢, +arg(F(jwo))
y(t) = V2Y, cos(wot + ©y)
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3 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

Da die Impedanzen und Admittanzen der Elemente R, L und C' gebrochene rationale
Funktionen von jw sind und die Ubertragungsfunktion durch Addition, Multiplikation
und Division von Impedanzen und Admittanzen erstellt wird, ist die Ubertragungsfunk-
tion selbst auch eine gebrochene rationale Funktion von jw:

ap + a1(jw) + as(jw)® + as(jw)® + - - + am(jw)™  Z(jw)

by + b1 (jw) + ba(jw)? + b3(jw)? + - -+ + b (jw)*  N(jw)

F(jw) =

Die Koeffizienten ag, a1, as, as, - -, a,, des Zéhlerpolynoms Z(jw) und by, by, by, bs, - -
, b, des Nennerpolynoms N (jw) sind reelle Konstanten.

Beispiel:

o__:)_l‘YYY\_T_o %
R L F(jw) = = — 1
uel © an U, R+jwl+ Gl
, 1 Z(jw)
o —o =

1+ jwRC + (jw)2LC h N(jw)

<

Die Darstellungen der Ubertragungsfunktion kénnen im Pol-Nullstellen-Plan (PN-
Plan) oder im Bode-Diagramm erfolgen.

Das Bode-Diagramm ist die graphische Darstellung der Ubertragungsfunktion (3.1).
E(jw) = |E(jw)|e e E0D, (3.1)

Das Bode-Diagramm besteht aus zwei Abbildungen. In der einen wird der Ampli-
tudenverlauf iiber der Frequenz aufgetragen. Diese Abbildung wird auch als Ampli-
tudengang bezeichnet. In einer zweiten Abbildung wird die Phasenverschiebung iiber
der Frequenz aufgetragen, dem Phasengang entsprechend. Der zu iiberstreichende Fre-
quenzbereich ist allgemein sehr groff. Ein linearer Mafistab fiir die Frequenz ist daher
wenig sinnvoll. Sowohl fiir den Amplitudengang als auch fiir den Phasengang wird die
Frequenz auf der horizontalen Achse im logarithmischen Maf} aufgetragen. Somit ent-
spricht der Abstand von beispielsweise 10 Hz auf 100 Hz gleich viele cm am Papier wir der
Abstand zwischen 100 kHz und 1 MHz. Beim Amplitudengang hat sich als zweckméfig
erwiesen, auch den Amplitudenwert im logarithmischen Mafl aufzutragen.

Im zweiten Diagramm wird die Phase der Ubertragungsfunktion ( arg(F(jw)) ) iiber
der Frequenz aufgetragen, dem Phasengang entsprechend.

Falls alle Pole und Nullstellen reell sind, kann die Ubertragungsfunktion in folgende
Form umgewandelt werden:

py D)) (£2) (48) (12520
@R ) () (1)
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3 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

Die Frequenzen wy, wi, wa, w3, * * * Wy—m1 und Qq, 4, s, Q3, - -+ Q,_,1 sind positiv reell.
Im Z&hler gilt das positive Vorzeichen, falls die Nullstelle negativ ist und umgekehrt. Der
Betrag wird logarithmisch in Dezibel [dB], gemé8 nachfolgender Definition, dargestellt.

|E(jw)las = 20 logyo |F(jw)].

Entsprechend der Rechenregeln fiir die logarthmische Funktion konnen sowohl Betrag
als auch Phase als Summe von linearen Termen dargestellt werden:
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3 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

|E(jw)lap

arg F'(jw)

Fi(jw) =

,w mi

F(jw)

dB

mi
= arg(K)+ arg (Z::) + arg <1 + ¢

—%~+‘Oi ﬂ”)
Wm—my

dB

1

Jw
+ Q”*"l >

dB

>+~~~—|—arg<1:t ad )
wm—ml

1 1 1
0 n—mni

Es reicht, die folgenden 5 charakteristischen Terme eingehend zu behandeln:

log( )

0.1

[l [l >
>

1 10 100 1000

Wo

o BGe=(2)T B = ((1))

1
F:-(jw) = .
) 75(1 ) <1+£j)

arg(F,(jw)) = 0°

arg( Eq(j )
A
00 [l [l [l [l [l |O\g( )
01 1 10 100 1000
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3 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

o Fy(jw):

mi
. w
[F5(jw)]ap = 201log ()
Wo

= 20logw™ —20logw;"™ =
= my 20 logw — my 20 log wy

|E2( )l
dBA my=2
m]_:l
40
20

log( )

[l [l [l >
>

10

arg(Fy(ju)) = my 90°
—180° < arg(F,(jw)) < 180°

arg( Eo(j )
A
180 ° my=2
900 m1:1
0 —————- 3
01 1 10 100 1000

Gerade mit einer Steigung von m, mal 20 dB

je Dekade. Bei w = wy ist Fy(jw) = 0dB.

o F3(jw):

. Qo \™
|E3(]W>|d8 = 20log U

= 201log Q25* —20logw™ =
= ny 20 log 2y — n1 20 logw

dB n1:2

Gerade mit einer Steigung von ny mal -20 dB
je Dekade. Bei w = g ist F3(jw) = 0dB.

arg(F;(jw)) = ny - (=90°)
—180° < arg(F5(jw)) < 180°

arg( E5(j )
OO“ 01 1 10 100 1000
I I I I I |O’
900 et 9( )
-180 ° ny=2
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3 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

o Fy(jw):

2

, w
|Fy(jw)|ap = 20log 4| 1 + () arg(F,(jw)) = arctauni
Wi

Néherung fir w < wy: Néherung fiir w < wy:

2
1+<w> ~1= 20log1=0dB w
w1 arctan — ~ (°

W1
Néherung fiir w > wy: Naherung fiir w > wy:

w\® W
w1 w1 arctan — ~ 90°
w1

= 20log = = 20logw — 20logwi|an
Wi

W= wy: W= wi:
o\ 2
1+ () = V2
0 arctan g arctan 1 = 45°
#2010g\/§:1010g2z3|d3 w1
|E4( )l arg( B4 )
das 4 A
90°
20
450
3.  log() . log( )
10 01 1 10

Anstelle der genauen Kurven werden Ndherungen durch Geradenstiicke verwendet. Dies
erleichtert die Addition der Kurven wesentlich.
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3 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

o Fy(jw):

. 1
Fs(j)las = 20log ———

2

w

= =201 1 —
0log +<Q1>

Néherung fiir w < :

2
1+ (“) ~1= —20log1 = 0dB
0

Néherung fiir w > Qq:

(@Y @
) T

= —201log Qi = 201log Qy — 20log w|ap

1

w = Q:

= —20log V2 = —10log2 ~ —3|45

V2

|Es( I
dB /

-3

-20 \

>
[N
o
o
«Q
—
~
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arg(Fs(jw)) = —arctan “
0

Néaherung fiir w < €2;:

W
—arctan — =~ 0°
0

Néherung fiir w > Qq:

w
— arctan — ~ —90°
1

W = Qli
w
—arctan — = — arctan 1 = —45°
1
arg( Es(j ))
0° 0.1 1I 10 S




3 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

Vertiefendes Beispiel:

a) Mit den Bauteilen R, = 102 und L = 100 mH soll ein Tiefpass entworfen werden
(lasst vorzugsweise tiefe Frequenzen durch). Finden Sie die Ubertragungsfunktion und
zeichnen Sie das Bode-Diagramm.

b) In einem zweiten Schritt soll mit den Bauelementen Ry = 102 und C' = 10 mF ein
Hochpass gefunden werden. Finden Sie auch fiir diesen die Schaltung entwickeln Sie die

Ubertragungsfunktion.

ad a) Tiefpass:

U R 1
F(jw) = F=5——F=
U Ri+jwl 144
T
B 1 0 _ R 10
1+ 2 L 1
Q, = 100[s7]
[EG )l
dB A 100 101 102 10®  10% 10°
: : : % > log( )
-20
arg(E( )
A 100 10t 10f 108 0%  10°
} ' f f > log( )
-45
-90

Bode-Diagramm fiir den Tiefpass, angendhert durch Geradenstiicke.
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3 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

ad b) Hochpass:

E(jw) = U = :

Ry+ sz 14 RyjwC
Gl )

— R,o-MY .
R 1+ L2
RyC 2
=~ K = ~10-001=01  20log(0.1) = —20dB
() = (]“’) > wo=1s 7 m = 1
Wo
1 1
0, = = 10[s*
2 R,C'  10-0.01 [5 )
Jw 1
il iQ Wo i?) 1 + %
[EGw)|
dB A f,

20 fo+f
101 1%1 102 108 10*
/ I T
-20 / \ I
/ / b

arg

=
m
=
&

90 arg( f,)

15 \ arg( f,+ £+ 1)

101 100 100 2 10 104

-90
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3 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

3.3 Beispiele

Stellen Sie die Ubertragungsfunktionen nachfolgend abgebildeter Schaltungen auf. Zeich-
nen Sie dazu jeweils Amplituden- und Phasengang auf. Durch die Hintereinanderschal-
tung welcher Schaltungen kann man einen Bandpafl bzw. eine Bandsperre erreichen?
Folgende Bauteilwerte sind gegeben:

R=109Q, L=159155mH, C =15.9155ukF.
1. R und L Schaltung 2. L und R Schaltung

o—{—1 o o IYYY Lo °

R L
Y \\% 7 v
© O o ° )
3. R und C Schaltung 4. C und R Schaltung
o—{ 1 ¢ o) o ” o
R
C
U u
Ue L c u, U, R u,
Y Y v v
e, L O fe} o
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4 Messung elektrischer GroBBen

4.1 Die Messung von Strom, Spannung und Leistung

Ein Mefgerét, welches zur Messung elektrischer Strome geeignet ist, bezeichnet man als
Strommesser oder Amperemeter, jene Instrumente zur Messung elektrischer Spannun-
gen werden als Spannungsmesser oder Voltmeter, Instrumente zur Messung elektrischer
Leistung als Leistungsmesser oder Wattmeter bezeichnet. Die prinzipielle Wirkungs-
weise eines Strom-, Spannungs- bzw. Leistungsmessers beruht in der Kraftwirkung eines
stromdurchflossenen Leiters in einem Magnetfeld. Im Allgemeinen miissen sowohl Gleich-
als auch Wechselgroen gemessen werden. Fiir die unterschiedlichen GroBen (Gleich-
wert, zeitlicher Mittelwert, Effektivwert, Scheitelwert) miissen verschiedene Bauarten
von Meflgerdten herangezogen werden.

4.1.1 Drehspul- und DreheisenmeBwerk

In der nachfolgenden Abbildung ist die prinzipielle Anordnung eines Drehspul- und ei-
nes Dreheisenmefwerkes dargestellt. Beim Drehspulmefwerk erfolgt die Erzeugung eines

Abbildung 4.1: a) Drehspulmefiwerk ~ b) Dreheisenmefiwerk.

magnetischen Gleichfeldes mittels eines Dauermagneten (1) im ansonsten weichmagne-
tischen Eisenkreis. Zwischen Eisenkern (2) und den Polschuhen (2) befindet sich eine
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4 Messung elektrischer Gréfen

drehbar gelagerte Spule (3). Diese ist mit einem Zeiger (4) fest verbunden. Erfolgt nun
ein Stromfluf§ (der Mefistrom) durch die Drehspule, so ergibt sich, abhéngig von des-
sen Stromflufirichtung ein Ausschlag auf der Skala (5). Der Drehwinkel ist, da die ma-
gnetische Induktion B konstant ist (Dauermagnet), proportional dem durch die Spule
flieBenden Strom.

an~ I (4.1)

Infolge der Stromrichtungsabhéingigkeit des Zeigerausschlages kann auch die Stromfluf-
richtung in einem Netzwerk ermittelt werden. Dieses Mefiwerk ist fiir die Messung von
Wechselgréfien ungeeignet.

Beim Dreheisenmefiwerk wird eine Zylinderspule (8) von einem Mefstrom durchflossen.
Durch das entstehende Magnetfeld im inneren der Spule werden die beiden Eisenteile (8
und 9) gleichsinnig magnetisiert. Es kommt zu einer abstoBenden Kraftwirkung zwischen
diesen beiden Eisenteilen. Das Eisenblech (9) ist drehbar gelagert und mit einem Zeiger
verbunden. Der Drehwinkel ist vom Magnetfeld B und vom Strom [ abhéngig. Da das
erzeugte Magnetfeld B jedoch auch dem Strom I proportional ist, ist der Drehwinkel
diesem quadratisch proportional.

an~ 1% (4.2)

Das Magnetfeld und der Mefistrom werden bei Wechselgroflen dabei immer in gleich-
bleibender Weise ihre Richtung dndern, sodafl die abstoflende Wirkung immer gleichge-
richtet sein wird. Mit diesem Meflwerk kénnen demgeméfl auch Wechselgrofien gemessen
werden.

4.1.2 Elektrodynamisches MeBwerk

Ein elektrodynamisches Me3werk besteht aus zwei Spulen unterschiedlicher Gréflen. In-
nerhalb einer grofien, ortsfesten Spule (1) kann sich eine kleinere Spule (2) drehend
bewegen. Durch die Spule (1) flieBt ein Strom /; und erzeugt ein, diesem Strom propor-
tionales Magnetfeld B;. Die Kraftwirkung aufgrund des Stromes I5 in diesem Magnetfeld
B; bestimmt den Drehwinkel des Zeigers und damit den Ausschlag auf einer Skala.

an~ Iy Iy (4.3)
4.2 Schaltung von MeBgeraten

Die Messung elektrischer Grofien kann meistens nur durch einen Eingriff in die Schaltung
selbst erfolgen. Meflinstrumente miissen deshalb so beschaffen sein, dal durch diesen
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4 Messung elektrischer Grofien

Abbildung 4.2: Elektrodynamisches Me3werk.

Eingriff der Charakter der Schaltung nicht oder moglichst wenig verdndert wird. Dies
bedeutet, dal z.B. der Innenwiderstand eines Voltmeters sehr grof3 sein sollte. Je mehr
die Instrumente von diesen Eigenschaften abweichen, umso ungenauer ist die Messung.

4.2.1 Schaltung eines Strommessers

Zum Messen mufl der Strom durch das MeSinstrument flieBen. Man trennt dazu den
Stromkreis auf und schaltet den Strommesser in den Stromkreis. Man fiihrt also den
zum Verbraucher gehenden Strom durch das Meflgerét hindurch.

Abbildung 4.3: Schaltung eines Strommessers

4.2.2 Schaltung eines Spannungsmessers

Der Spannungsmesser mufl zur Messung an die zu messende Spannung angelegt sein.
Man mifit z.B. die Spannung an einem Verbraucher durch Verbinden der Klemmen des
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4 Messung elektrischer Grofien

Verbrauchers mit den Klemmen des Spannungsmessers.

O

. o

i |

Abbildung 4.4: Schaltung eines Spannungsmessers

4.2.3 Bestimmung eines Widerstandes aus gleichzeitiger Messung
von Strom und Spannung

Es gibt zwei Schaltungsmoglichkeiten.

Strommesser zwischen Quelle und Voltmeter (spannungsrichtige Schaltung)

<
<

Abbildung 4.5: Spannungsrichtige Schaltung

R unbekannter Widerstand Q]
R;y Innenwiderstand des Voltmeters Q]
R;4 Innenwiderstand des Strommessers [€2]
Ir  Strom im Widerstand R [A]
Ur Spannung am Widerstand R V]
Iy Strom im Voltmeter [A]
I Gesamtstrom [A]
U Quellenspannung V]
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4 Messung elektrischer Gréfen

Es gelten die Beziehungen:

U
R=7
Ip=1—-1y
=
daraus folgt:
U
R= I—I;V

Bei dieser Schaltung wird die Spannung Upg richtig, der Strom [Ig jedoch verfélscht
gemessen. Ohne Beriicksichtigung der Korrektur wiirde man einen zu kleinen Widerstand
R erhalten.

Strommesser zwischen Voltmeter und Last (stromrichtige Schaltung)

<
<

Abbildung 4.6: Stromrichtige Schaltung

Es gilt:
_u
R=7
Up =U — IrRia
und es gilt:

_ U-IgR;
R = ==
Bei dieser Schaltung wird der Strom [y richtig, die Spannung Upg jedoch verfilscht
gemessen. Ohne Beriicksichtigung der Korrektur wiirde man einen zu grofien Widerstand
R erhalten.

Regel: Bei niederohmigen Lastwiderstidnden verwendet man die Schaltung nach Abbil-
dung 4.5, bei hochohmigen Lastwiderséinden die Schaltung nach Abbildung 4.6 (immer
bezogen auf die Innenwiderstédnde der verwendeten Mefgerite!).
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4 Messung elektrischer Gréfen

4.2.4 Schaltung eines Leistungsmessers

Beim Leistungsmesser wird der Strompfad wie ein Strommesser angeschlossen, der Span-
nungspfad wie ein Spannungsmesser (siehe Abbildung 4.7).

Abbildung 4.7: Mefischaltung zur Leistungsmessung

Spannungspfad

Strompfad

O O

Abbildung 4.8: Schaltung eines Leistungsmessers mit vereinfachter Innenschaltung

Ein in den Spannungspfad geschalteter Vorwiderstand Ry muf} zwischen den Punkten
c und d liegen (Abbildung 4.8). Die unmittelbar zu verbindenden Anschlufklemmen a
und b sind héufig mit einem Stern * oder Pfeil | gekennzeichnet. Durch diese Verbin-
dung wird eine zu hohe Spannung zwischen Strom- und Spannungsspule vermieden. Bei
Gleichstrom ist der Wattmeterausschlag vom Produkt der Spannung und dem Strom,
bei Wechselspannung vom Produkt der Spannung, Strom und Leistungsfaktor (cos(y))
abhéngig. In beiden Fillen wird also die Wirkleistung gemessen. Bei Wechselstrom kann
der Leistungsfaktor sehr klein oder aber auch Null werden. Im letzen Fall zeigt das Gerét
keinen Ausschlag, auch wenn ihm volle Spannung und voller Strom zugefiithrt werden.
Wiéhrend bei Geréten fiir Strom- und Spannungsmessung bei kleinem Ausschlag stets der
néchst kleinere Mefibereich gewéhlt werden darf, um einen moglichst grofien Ausschlag
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4 Messung elektrischer Gréfen

zu erhalten, trifft dies beim Leistungsmesser nicht zu. Die Stromstérke ist daher stets
durch einen Strommesser und die Spannung durch einen Spannungsmesser zu iiberwa-
chen und nur der ihren Anzeigen entsprechende Mef3bereich fiir die Strom und Spannung
am Leistungsmesser zu benutzen. Nur Sondergerite zur Messung von Leistungen mit
sehr kleinem Leistungsfaktor besitzen Endausschlag bei cos(p)=0,1 oder 0,3. Spannung
und Strom diirfen aber auch hier nicht die angegebenen Hochstwerte iiberschreiten.

Die Wattmeterkonstante ¢y, berechnet sich zu:

_ Nennspannung(Upy)*Nennstroms(In)*cos(pn)
o Gesamtskalenanteil [W/Skt]

Cw

cos(pn) ist in der Regel, wenn nicht anders angeben = 1. Bei Verwendung von Strom-
und Spannungswandlern sind deren Ubersetzungsverhéltnisse entsprechend zu beriick-
sichtigen.

_ UnxIn*cos(pn) = >
CW = ~ Skalenteile * UU * UI

4.2.5 Zusammenhang zwischen Wattmeterausschlag und
EnergiefluBrichtung

b)

Abbildung 4.9: Wattmeterschaltungen bei unterschiedlicher Energieflufrichtung

Das Mefgerit in Abbildung 4.9a zeigt positiven Ausschlag, wenn die Energie in Rich-
tung Verbraucher (Moter, ...) flieit. Bei Umkehr der Stromrichtung im Strom- Spa-
nungspfad schlégt der Zeiger des Gerétes entgegengesetzt aus. Dies ist z.B. dann der
Fall, wenn der Verbraucher zum Erzeuger (Generator) wird. Der Energieflufl &ndert so-
mit seine Richtung und das Wattmeter ist entsprechend Abbildung 4.9b zu schalten.
Erfolgt der Wechsel der Energierichtung wiahrend des Betriebes, darf in der Regel der
Stromkreis nicht unterbrochen werden. Ein positiver Ausschlag des Wattmeters kann
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4 Messung elektrischer Grofien

aber durch umpolen des Spannungspfades erzielt werden (In Abbildung 4.9¢ gestrichelt
eingezeichnet). Die Forderung, die gekennzeichneten Klemmen zu verbinden, wird dabei
nicht eingehalten. Deshalb ist eine Kommutierung des Spannungspfades nur in unkriti-

schen Fillen zuléssig.

4.3 Zusammenstellung der wichtigsten MeBgerate

In der folgendenTabelle 4.1 sind die wichtigsten Mefigerite aufgefiihrt.

[ MeBgeratetyp [ Symbol [ Verwendungszweck | Stromart [ Schaltzeichen Bereichserweiterung |
St ™
rommesser Gleichstrom Nebenwiderstand
Drehspulmef3werk (DCI) (Shunt)
Spannungsmesser Vorwiderstand

Strommesser Gleich- und
‘Wechselstrom-
strom
Spannungsmesser (AC2/DC)

Dreheisenmef3werk

Anzapfung an
der Spule (kein
Shunt) Strom-
wandler nur bei
Wechselstrom
(AC)
Vorwiderstdnde

L) Al | - |

0| | 99 |99

Elektrodynamischeg Gleich- und Stromwandler
: . ‘Wechselstrom-

MeBwerk (eisen- Leistungsmesser strom Spannungswandler

los) (AC/DC) Vorwiderstinde
Strommesser Gleich- und

VielfachmeBgerét Wechselstrom- N§1>e11— Nund Vor-

strom widerstdnde

Spannungsmesser (AC/DCQC)

Tabelle 4.1: Zusammenstellung der wichtigsten Mef3gerite

4.4 Klasseneinteilung

Die Fehler der Mefgeridte werden durch Klassenzeichen angegeben, die meistens
der Skala aufgedruckt sind. Die verschiedenen Klassen sind genormt und werden

folgenden Zahlen bezeichnet:
Klasse: 0,1 /0,2 /0,5 /10/15 /25 /5,0

IDirect Current
2 Alternate Current

127

auf
mit



4 Messung elektrischer Gréfen

Diese Zahlen geben den maximalen zulédssigen Fehler in Prozenten an, sowohl im positi-
ven als auch im negativen Sinn. Ein Gerit, z.B. der Klasse 1,0 kann einen Anzeigefehler
bis zu + 1% aufweisen. Bei Instrumenten beziehen sich diese Prozentwerte auf den End-
wert, bei Ziéhlern auf den Sollwert. Es ist deshalb falsch, eine Messung, wenn nicht
notwendig, im unteren Skalenbereich durchzufiihren. Bei einem Instrument der Klasse
1,0 und einem Bereich von 300 Volt kann der relative Fehler bei einer Spannung von 30
Volt bereits £10% des Sollwertes betragen.

’ Klasse ‘Verwendungszweck ‘

0,1 Kalibreier- und Eichinstrumente
0,2 Prézisionsinstrumente

0,5 / 1,0 | Laborinstrumente
1,5 Schalttafelinstrumente

2,5 / 5,0 | Kontrollinstrumente

Tabelle 4.2: Einteilung nach Klassengenauigkeit
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5 Elektrische Schwingkreise und
Resonanz

Lineare Netzwerke werden in der Praxis sehr haufig bei unterschiedlichen Frequenzen
betrieben. Beispielsweise finden in der Elektroakustik Netwzerke Anwendung, welche zu-
mindest {iber den horbaren Frequenzbereich (etwa 20 Hz bis 20 kHz) betrieben werden.
Die Frequenzabhéngigkeit entsprechender elektrischer Netzwerke bei zeitharmonischer
Anregung wird in diesem Abschnitt diskutiert. Im Besonderen werden anhand der elek-
trischen Schwingkreise die Erscheinungen der Resonanz erldutert.

5.1 Der verlustbehaftete Reihenschwingkreis

An eine Spannungsquelle werden die Elemente R, L und C seriell, entsprechend Abb.
5.1 zusammengeschlossen.

| R L
—>  —
Ugr U,

0]

Abbildung 5.1: RLC-Serienresonanzkreis.

c

(@)

<
|
llo

Die Impedanz Z ergibt sich dabei zu:

Z:R+j<wL—wlc) (5.1)

Aus 5.1 erkennt man die Frequenzabhéngigkeit des Imaginérteiles und die Frequenz-
unabhéngigkeit des Realteiles der Impedanz.
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5 Elektrische Schwingkreise und Resonanz

R{Z} ist frequenzunabhéngig
3{Z} ist frequenzabhingig
Betrag und Phase errechnen sich aus:

s ¢Rz+(wL_1)2
wC

wl — =

wC
R

p, = arctan

Der, sich bei eingepréagter Spannung U einstellende Strom I durch die Schaltung folgt
Zu:

I~
I
NS
I
Il
<
=<

Der Strom erreicht sein Maximum, wenn ${Z} Null wird. Dies ist genau dann der
Fall, wenn w = wy ist. Darin wird wy als Resonanz-Kreisfrequenz bezeichnet. Damit gilt:

(ot ‘wolc> =0 (5.2)

\/g _— (5.3)

Es liegt Stromresonanz vor (Z = Min., Y = Max.). Bei der Resonanz-Kreisfrequenz
wp wird die Gesamtimpedanz reell, Strom [ und Spannung U sind in Phase!

Resonanz: Z =72y =R, Iy= %

— 1 2,2 __ 1
wlL = e = W =wj = 7e
Wo = 45 Resonanzkreisfrequenz

Wi
Jo=1352 Resonanzfrequenz
wolL = 1 = /£ = X, Resonanzblindwiderstand, Schwingungswiderstand
woC C )

Der Verlauf des Stromes, abhingig von der Frequenz ist fiir unterschiedliche Wi-
dersténde R in Abb. 5.2 (a), den sogenannten Resonanzkurven, dargestellt. Die Kurven
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5 Elektrische Schwingkreise und Resonanz

1[A] 1N
10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 12
oF 1 0.9f
8f 1 0.8} R=10Q {
T 4 0.7 B
R=1Q
6 : . 0.6f \%5\ E
= R=4
5F R=20 1 0.5F \ —
_ 3Q
R =3Q
4t ‘ 1 0.4f E
R=4Q
3t - 1 osf S~ |
2k R =109 0.2f E
R=1Q T
1+ . 0.1 . E W "
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 T o e ' ‘ Y5
% 100 200 309, 400 500 600 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800
0 w[1/s] w[1/s]

(a) (b)

Abbildung 5.2:  (a) Resonanzkurven und (b) Normierte Resonanzkurve beim
Reihenschwingkreis

gelten bei einer eingeprégten Spannung von 10V, fiir L = 10mH, C' = 1 mF'. Es ist deut-
lich zu erkennen, dass sich bei Andern des Widerstandes R die Resonanz-Kreisfrequenz
wp nicht verdndert. Die Maximalwerte des Stromes bei Resonanz nehmen mit zuneh-
menden Widerstandswerten entsprechend ab. Zudem werden die Kurven breiter, dh. die
Maxima werden immer weniger ausgepragt.

Ein Maf} fiir die Qualitdt eines Schwingkreises ist nun grafisch aus der Breite der
Resonanzkurven bei den unterschiedlichen Widerstdnden ablesbar. Um einen eindeutigen
visuellen Vergleich der Kurven durchfiihren zu kénnen, normiert man jede Kurve fiir
sich auf den Maximalwert Eins. Das heisst, jeder Funktionswert der Kurve wird auf
den Stromwert /; im Resonanzpunkt bezogen. Man erhélt hernach die in Abb. 5.2 (b)
dargestellten normierten Resonanzkurven.

Aus dem Verlauf dieser Kurven kann nun deutlich erkannt werden, welche Resonanz-
kurve schméler und welche breiter ist. Fiir die Resonanzkurven bei R =1 und R = 52
sind bereits die spiter beschriebenen Grenzfrequenzen w;, w| bzw. ws, ws mit eingezeich-
net.

Aus der Diskussion der Impedanzbeziehung (5.1) kénnen die Verlaufe der Phasenver-
schiebungen der unterschiedlichen Resonanzkurven dargestellt werden:

Man erkennt, dass bei Frequenzen unterhalb der Resonanzfrequenz ein ohmsch-kapazitives
Verhalten (Phasenwinkel der Impedanz ¢ ist negativ)vorliegt. Bei Frequenzen iiber der
Resonanzfrequenz iiberwiegt hingegen der induktive Blindanteil. Aus dem Verlauf der
Kurven erkennt man auch, dass mit zunehmendem ohmschen Widerstand die Kurven
immer flacher werden.
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5 Elektrische Schwingkreise und Resonanz

Phasenwinkel [Grad]
100 T T

80

60

401

20

ol

0 100 200 300 400 500 600 700 800
w[1/s]

Abbildung 5.3: Phasenverldufe beim Reihenschwingkreis.

5.1.1 Resonanzscharfe oder Gutefaktor Q

Die Resonanzschérfe oder der Giitefaktor, kurz die Giite Q eines Schwingkreises ist iiber
die gespeicherte Energie und die Verlustenergie, wie folgt, definiert:

2m x gesamte Speicherenergie

Q =

Verlustenergie je Periode  |10i Resonanz

wo X gesamte Speicherenergie

Verlustleistung bei Resonanz

Die Energien Wy und Wg sind gleich groff. Durch Elnsetzten der bekannten Begriffe
folgt:

Cwo(W +We)  woll® X,

@= P RI? R (5.4)

Die Giite  ergibt sich somit aus dem Verhéltnis des Blindwiderstandes X, bei Reso-
nanz zum ohmschen Widerstand R des Schwingkreises. Die Inverse der Giite wird als
Damfungsfaktor d bezeichnet:

1 R C
LR .

5.1.2 Grenzfrequenzen und Bandbreite

.. . . . . / 17
Fiir den Resonanzkreis sind eine untere und eine obere Grenzfrequenz w bzw. w genau

dort definiert, wo der Strom auf das %—fache des Maximalwertes (=Strom I, bei der
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5 Elektrische Schwingkreise und Resonanz

Resonanz-Kreisfrequenz wy) zuriickgegangen ist. Damit gilt:

Z = V2R =+V2Z,

;U Uk

Z- V2, V2

Der Strom ist gegeniiber dem Hochstwert I bei Resonanz auf das %—fache, dh. um 3dB
abgesunken:

1 1
—| =20log2 2 =—-10log2 ~ —3dB
V2|45

Die Differenz w” —w’ entspricht der Bandbreite des Schwingkreises. Es ldsst sich zeigen,
dass sich diese durch

g (5.6)

berechnen lasst.Ducrh Erweitern mit wq folgt:

W’ — R C R 1
0 —LVLC—Rﬁ—XO—d—Q

Misst man im Labor die Resonanzfrequenz und die beiden Grenzfrequenzen w’ und
w”, so hat man damit die Moglichkeit, die Giite des Reihenschwingkreises messtechnisch
zu ermitteln.

5.2 Der verlustbehaftete Parallelresonanzkreis

Der nachfolgend dargestellte Parallelschwingkreis ist in seinem Verhalten dual zum Rei-
henschwingkreis zu beschreiben.

Anstelle der Impedanz wird die Admittanz betrachtet:

1
Y =G '(C—). 5.7
Y=G+j(wl-— (5.7)
Wiederum ist der Realteil der Admittanz R{Y} frequenzunabhéngig und der Ima-
ginirteil S{Y} frequenzabhéngig. Betrag und Phase folgen zu:

Y = \/G2+ (wC—1)2
wlL

1

wC — ==

G

py = arctan
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5 Elektrische Schwingkreise und Resonanz

Abbildung 5.4: RLC-Parallelresonanzkreis.

Bei eingepréigtem Strom I der Stromquelle stellt sich die Spannung mit

1

I I
u = Y Gj(wC— )

1z

a

I
\/G2+ (we -4

ein. Die Spannung erreicht ihr Maximum, wenn S{Y} Null wird. Es liegt dann Span-
nungsresonanz vor (Y = Min., Z = Max.). Dies wird wieder erreicht, wenn die Kreis-
frequenz gleich wy = 71— ist (vgl. (5.3)).

_ 1 2,2 _ 1
CL)C = %L = W™ =Wy = c
_ 1 ;
Wo = Trg Resonanzkreisfrequenz
Jo=352 Resonanzfrequenz
woC' =+ =,/ = By. Resonanzblindleitwert
wolL L

In der Praxis lassen sich die Schwingkreise mit den idealen Netwerkelementen nicht rea-
lisieren, da die realen Bauelemente immer verlustbehaftet sind. Die technischen Blind-
widerstdnde sehen folgend aus:

Um
|
|
O

2=

Der praktische Parallelresonanzkreis kann nachfolgendes Aussehen haben.
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5 Elektrische Schwingkreise und Resonanz

L 4
L
=C []Gc
U R,
Y
(e, @

Bei dieser Schaltung wurde angenommen, dass das Dielektrikum des Kondensators
nicht ideal, dh. kein vollkommener Isolator ist. Es muss somit ein zu C), paralleler Wi-
derstand Rc bzw. dessen Leitwert G¢ mitberiicksichtigt werden.

1
V(i _ . _ B
Y (jw) Gc+jw0+7RL+ij G+

Ry : wlL
- G o_ Wb
TR e (“’ R%er?L?)

Bei Resonanz gilt: Im{Y (jw)} = 0:

o — W (fi) W (Bey

P VrLe \rn) V7 \rL/)°
Die Kreisfrequenz w,, bei welcher hier Resonanz vorherrscht, ist von wy unterschiedlich!
Abhéngig vom ohmschen Widerstandes R; der Spule wird es zu einer Verschiebung
der Resonanz-Kreisfrequenz w, kommen. Dies ist aus den Resonanzkurven in Abb. 5.5

deutlich ersichtlich. Die dargestellten Resonanzkurven wurden bei nachfolgenden Schal-
tungselementen ermittelt. R = 10002, L = 10mH, C' =1mF, I =10 A.
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UVl
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R =05Q
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8ot .
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Abbildung 5.5: Resonanzkurve eines praktischen Parallelschwingkreises.
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6 Schaltvorgange

6.1 Einleitung

Bisher wurden nur stationdre Vorgidnge betrachtet: Strome und Spannungen existieren
seit beliebig langer Zeit, im Netzwerk wurden keine Anderungen vollzogen. In diesem
Kapitel soll untersucht werden, wie die Spannungen und Strome in einem Netzwerk rea-
gieren, wenn Quellen plotzlich ein- oder ausgeschaltet werden oder passive Netzwerkele-
mente ihr Verhalten plétzlich verandern. Man spricht dann vom Ubergangsverhalten oder
vom transienten Verhalten des Netzwerkes. Dieses Verhalten wird durch die Energiespei-
cher (Spulen, gekoppelte Spulen und Kondensatoren) des Netzwerkes verursacht. Es ist
nun aber eine physikalische Tatsache, daf} sich die gespeicherte Energie W (t)(sowohl in
einem Kondensator als auch in einer Spule) nur stetig &ndern kann, da ansonsten eine
unendlich grofie Leistung p(t) notig wére.

p(t) = dmgt(t)

Wenn aber die Energiefunktion stetig ist, dann koénnen sich auch jene elektrischen
Groflen, aus denen sich die Energie in einer Spule oder in einem Kondensator ableiten,
nur stetig d&ndern. Wird also in einem Netzwerk zum Schaltzeitpunkt ¢g etwas verandert,
so erhélt man folgende stetige Gréflen, wobei tg den Zeitpunkt unmittelbar vor dem
Schaltvorgang und t{ den Zeitpunkt unmittelbar nach dem Schaltvorgang bezeichnen.

Spule Kondensator
Lig(t)? Cuc(t)?
W(t)Spule - A W(t)Kondensator - A
2 2
Strom iz, (t) muB stetig sein Spannung uc(t) muf stetig sein
ir(ts) = ir(td) uc(ty) = uc(ts)

Es konnen sich also der Strom 7y, der iiber eine Spule flieft und die Spannung u¢, die
an einem Kondensator abfillt, nicht sprunghaft verdndern.
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6 Schaltvorgénge

Das Verhalten der einzelnen Strome und Spannungen im Netzwerk wird durch Diffe-
rentialgleichungen beschrieben, die in den néchsten Abschnitten ndher untersucht wer-
den.

6.2 Schaltvorginge mit Gleichspannungsquellen

6.2.1 Einschalten einer RL-Reihenschaltung
Aufstellen der Differentialgleichung

Gegeben sei eine Reihenschaltung eines ohmschen Widerstandes R mit einer Spule der
Induktivitdt L, die zum Zeitpunkt tg = 0 an eine Gleichspannungsquelle u,(t) = Uy
geschaltet wird. Gesucht ist der Verlauf des Stromes i(t).

Abbildung 6.1: Einschaltvorgang einer RL-Reihenschaltung.
Um die Differentialgleichung fiir den Strom i(t) aufzustellen, wendet man die Kirch-
hoffsche Maschenregel an und ersetzt dann die Spannungen an den passiven Elementen

durch die entsprechenden Strom/Spannungsbezichungen. Man erhélt

ur +ur, = Uy

di

R+ L— = U,

LI+ o 05
beziehungsweise nachdem man den Koeffizienten bei der hochsten Ableitung zu Eins
gemacht hat und die Zeitableitung %(2 durch ein ,,’ “kennzeichnet.

, R Uy

= 22 6.1

v+ 7i=7 (6.1)
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6 Schaltvorgénge

Gleichung (6.1) ist eine lineare, inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Die Losung dieser Gleichung ist eine Zeitfunktion i(t), die
sich aus der homogenen Losung i, (t) und einer speziellen =(partikuldren) Losung i, (1)
zusammensetzt.

i(t) = in(t) + ip(t) (6.2)

Man erhilt ij,(¢) als Losung der homogenen Differentialgleichung

i + fz’h —0, (6.3)

withrend ,(t) eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung darstellt.

, R U
Z; + ZZp = T (6.4)
Setzt man i(t) = i5(t) +i,(¢) in die Differentialgleichung (6.1), so erhélt man
y R : NV :
() + 7 i) = (@nt) +3(1) + 7 (n(t) +1p(8)) =
y R y R U
() + Fin(t) + 1y (1) + Tip(t) = fo (6.5)

0 Yo
L

In den folgenden Abschnitten wird gezeigt, wie man i, (t), i,(f) und letztendlich i(¢)
erhélt.

Bestimmen der homogenen Losung

Um die Losung der homogenen Differentialgleichung i) + %ih = 0 zu erhalten, wéhlt

man folgenden Ansatz

ina = Ke™, (6.6)
differenziert ihn einmal

i =—AKe ™, (6.7)

und setzt beides in die homogene Differentialgleichung ein. Es folgt:

—AKe ™M+ fKeM = Ke M=\ + f) =0 (6.8)
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6 Schaltvorgénge

Gleichung (6.8) ist dann nichttrivial erfilllt, falls die charakteristische Gleichung

(At =0 (6.9

erfiillt ist, was fiir A = % der Fall ist. Die Losung der homogenen Gleichung ist demzufolge
. _ Ry
in=Ke 1, (6.10)

wobei K eine noch zu bestimmende Konstante ist. Haufig verwendet man auch den
Kehrwert von A und bezeichnet diese Grofle als Zeitkonstante T

1 L
- A1
r=i=f (6.11)
und erhélt fiir (6.10)
: _t . L
in=Ke 7 mit =5 (6.12)

Dieser Anteil der Losung wird fiir zunehmendes ¢ immer kleiner und verschwindet fiir
t — oo vollkommen. Daher bezeichnet man diesen auch als den transienten oder fliichti-
gen Teil der Gesamtlosung i(t).

Bestimmen einer speziellen Lésung

Um eine spezielle Losung der Differentialgleichung (6.1) zu bestimmen, gibt es verschie-
den Moglichkeiten. Eine davon ist die Variation der Konstanten, eine andere die Methode
des Ansatzes, die hier kurz erklirt werden soll.

Die rechte Seite, die Erregung von (6.1) ist ein konstanter Wert, sodafl man davon
ausgehen kann, dafl alle Spannungen und Strome im Netzwerk ebenfalls einen konstanten
Wert annehmen werden, nachdem die transienten Vorgénge abgeklungen sind. Es liegt
also nahe, als Ansatz zur Bestimmung einer speziellen Losung eine Konstante zu wéahlen.

ipa = Iy = konstant, (6.13)
bzw. einmal differenziert

i’ 4=0. (6.14)
Setzt man (6.13) und (6.14) in (6.4) ein, so erhdlt man

R U
0+ 1= (6.15)
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6 Schaltvorgénge

Daraus ergibt sich [y = %. Das ist also genau jener Strom, der nach Abklingen aller
transienten Vorgénge als stationdre Grofe iiber die Spule fliet. Die Gesamtlosung i(t)
lautet daher:

(6.16)

¢ L
'l(t) :K6_7+§ mit T:E.

Bestimmen der unabhangigen Konstanten

Abschliefend mufl noch die Konstante K so gewahlt werden, daf i(t) die Anfangsbedin-
gungen erfiillt. Nachdem sich die Energie W (t)spue = Li(;)2, die in der Spule gespeichert
ist, stetig verhélt, muff auch der Strom i(¢) ein stetiges Verhalten zeigen. Das bedeutet,
daB i(t) unmittelbar vor dem Schalten ¢ = 0~ und unmittelbar nach dem Schalten ¢t = 0"

gleich grof} sein mufl. Da der Stromkreis vor ¢t = 0 offen war, muf} gelten:

Stetigkeit: it=0")=0=i(t=0%) =i(t=0) Up
Dl it =0) K+ =0. (6.17)

t t L
i(t) = —%Oe_f + %0 = (}]%0(1 —e ) mit T=5 (6.18)
Der Spannungsabfall uy(t) an der Spule lautet
_t . L
ur(t) = Upe = mit T=5 (6.19)

Abbildung 6.2 zeigt den Zeitverlauf des Stromes i(t), der durch die Spule flieft und
den zugehorigen Spannungsabfall uy(t), wobei Uy = 100V, R = 1002 und L = 10H
gewahlt wurden. Man erkennt, dafl der Strom innerhalb der Zeit 7 = % = 0.1s auf
etwa 63%(= e~ *100%) des Endwertes angestiegen ist, wihrend die Spannung auf etwa
37%(= (1 — e™') * 100%) des Anfangswertes abgesunken ist.

6.3 Schaltvorginge mit Wechselstromquellen

Gegeben sei wieder die RIL-Reihenschaltung aus Abbildung 6.1, wobei als Quellenspan-
nung u,(t) eine Wechselspannung U sin(wt) gewihlt wird. Damit veréndert sich die
Differentialgleichung (6.1) zu

, R U .
i+ gi= sin(wt). (6.20)
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—— Strom i(t)
0.8r Spannung u, (t)
9 \
~63%

[A],[100V]

~37%
0.4r

0.2r

=L/R

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
[s]

Abbildung 6.2: Einschaltvorgang einer Gleichspannungsquelle, RL-Reihenschaltung.
Die Losung der homogene Differentialgleichung ist bereits bekannt und lautet
ih:Ke_ﬁ mit T=—.

Bestimmen einer speziellen Lésung

Um eine spezielle Losung der Differentialgleichung (6.20) zu bestimmen, wird wieder die
Methode des Ansatzes verwendet.

Die rechte Seite, die Erregung von (6.20) ist ein harmonische Zeitfunktion mit der
Kreisfrequenz w, sodal man davon ausgehen kann, dafl alle Spannungen und Stréme im
Netzwerk ebenfalls harmonische Funktionen mit mit der Kreisfrequenz w sein werden,
nachdem die transienten Vorgénge abgeklungen sind. Es liegt also nahe, als Ansatz zur
Bestimmung einer speziellen Losung folgenden Ansatz zu wéhlen.

ipa = Asin(wt) + B cos(wt), (6.21)
bzw. einmal differenziert
i, 4 = Aw cos(wt) — Bw sin(wt), (6.22)

wobei A und B noch zu bestimmende Konstanten sind. Setzt man (6.21) und (6.22) in
(6.20) ein, so erhalt man

(Aw cos(wt) — Bwsin(wt)) + i(A sin(wt) + B cos(wt)) = 120 sin(wt), (6.23)
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beziehungsweise

sin(wh)(— Buw + ‘j) + cos(wh) (Aw + f) _ (f sin(wt). (6.24)

Vergleicht man nun die Koeffizienten bei den beiden Winkelfunktionen, so erhélt man
zwei Gleichungen zur Bestimmung von A und B.

A U,
- B g
w—f—T I
B
Av+ —=0
T

Daraus ergibt sich

Yoy
Yo )72
— L

Sind die beiden Konstanten A und B der partikuldren Losung bestimmt, so 148t sich
die Gesamtlosung wieder als Summe der homogenen Losung und einer speziellen Losung
darstellen.

i(t) = Ke 7 + Asin(wt) + B cos(wt) mit T = (6.27)

L
R
oder
i(t) = Ke = + I sin(wt + ¢r) mit T =
mit
Iy = VA2 + B? (6.29)

= arctan(—).
@y = arctan( A)
Da der Anteil Ijsin(wt + ¢;) wieder genau jenen Strom darstellt, der nach Abklingen
aller transienten Vorgéinge als stationare Grofle iiber die Spule fliefit, gibt es noch einen
einfacheren Weg, Iy und ¢; zu ermitteln. Dafiir kann nédmlich die komplexe Rechnung

herangezogen werden. Transformiert man zunéchst u(¢), R und L in den Bildbreich, so
erhilt man U = Upe’¥V, R und j X = jwL. Dann lautet der Gesamtstrom [

Unel®u )
l = _F{j—eju)_[/ = I(]GJSDI. (631)
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und die Riicktransformation ergibt die gesuchte Zeitfunktion des Stromes. Als Beispiel
soll eine Wechselspannung mit einem Scheitelwert von Uy = 100V und einer Frequenz
von f =10Hz auf eine Reihenschaltung von R = 1002 und L = 10H geschaltet werden.
Dann ergibt der Strom i(t) mit

i(t) = Ke o5 + 0.1572A sin(wt — 80.9569°). (6.32)

Bestimmen der unabhangigen Konstanten

Abschliefend wird noch die Konstante K aus 6.32 so gewéhlt werden, daf§ i(¢) die An-
fangsbedingungen erfiillt. Wie im Beispiel zuvor, muf dieser Strom sich zum Schaltzeit-
punkt ¢ = 0 stetig verhalten und den Wert 0 annehmen. Daher gilt

i(t=0) = Ke " + Iysin(¢r) = 0, (6.33)
beziehungsweise
K = —Iysin(pr). (6.34)

Die Gesamtlosung lautet daher
i(t =0) = —Iysin(er)e”* + Iysin(y;). (6.35)

Fiir das Beispiel erhélt man K = —0.1552 und somit fiir i(¢)

i(t = 0) = 0.155Ae” 715 + +0.1572A sin(wt — 80.9569°). (6.36)

Abbildung 6.3 zeigt den Schaltvorgang und eine Dauer von fiinf Zeitkonstanten (=1s).
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0.31

- - partikulére Lésung
homogene Ldsung
—— Gesamtlosung

A

Abbildung 6.3: Einschaltvorgang einer Wechselspannungsquelle, RL-Reihenschaltung.
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