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Einleitung

Das zentrale Resultat dieser Arbeit ist ein kategorisches Axiomensystem! S fiir den dreidimensiona-
len projektiven Raum? mitsamt einem rein geometrischen Beweis dieser Kategorizitit. Dabei wurde
angestrebt, die Anzahl der undefinierten Grundbegriffe in S so gering wie moglich zu halten. Auf
definierte Begriffe wurde in den Axiomen ganz verzichtet. Um dem sogenannten Dualitdtsprinzip im
projektiven Raum von vorneherein gerecht zu werden, wurden Geraden als die einzigen Grundob-
jekte gewdhlt, auf die sich die Axiome von S beziehen. Sie werden hier als Strahlen bezeichnet, um
ihren Charakter als elementare Objekte hervorzuheben. Geraden werden ja oft als Punktmengen
definiert.

Es ist dann naheliegend, die zweistellige Relation des sich Treffens von Strahlen als undefinierte
Relation zu nehmen. Geniigt diese Relation bereits, um die Theorie des projektiven Raumes® ka-
tegorisch zu axiomatisieren? Im Prinzip ja, wie Hedrick und Ingold in [1] zeigen. Allerdings fithren
sie keinen direkten Beweis, sondern berufen sich auf [2], wo Veblen und Young ein kategorisches
Axiomensystem fiir denjenigen Teil der Theorie des projektiven Raumes aufstellen, welcher sich al-
lein auf Punkte, Geraden und das gegenseitige Ineinanderliegen von Punkten und Geraden bezieht.
Diese Minimalitét in der Anzahl der Grundbegriffe erkaufen sich Veblen und Young dadurch, dass
der sogenannte Fundamentalsatz der projektiven Geometrie einfach als Axiom angenommen wird
(siehe Seite 95 in [2]), ein Satz also, der es sicherlich nicht verdient Aziom im urspriinglichen Sinne
des Wortes genannt zu werden (in der vorliegenden Arbeit wird der Fundamentalsatz nach langer
Vorarbeit erst auf Seite 90 bewiesen).

Dementsprechend kommt das Axiomensystem von Veblen und Young — und damit erst recht das-
jenige von Hedrick und Ingold — nicht ohne definierte Begriffe aus (prinzipiell kénnten natiirlich
alle definierten Begriffe eliminiert werden, aber dann wiren manche der Axiome faktisch unlesbar).
Dem kann durch Hinzunahme einer vierstelligen Relation als weiterem undefinierten Grundbegriff
abgeholfen werden, der Trennungsbeziehung. Dabei handelt es sich um die projektive Variante der
dreistelligen Zwischenbeziehung fiir Punkte einer affinen Geraden. Diesen Weg gehen Borsuk und
Szmielew in ihren Foundations of Geometry [3], wenngleich auch sie keinen besonderen Wert darauf

legen, in ihrem Axiomensystem auf definierte Begriffe zu verzichten.

Auch in der vorliegenden Arbeit wird eine Trennungsbeziehung als undefinierter Grundbegriff an-
genommen (in Theorem 136 auf Seite 88 wird gezeigt, wie sich diese definieren lésst). Sie bezieht
sich statt auf Punkte in einer Geraden auf Strahlen in einem Strahlenbiischel, was anschaulich auch
besser zum Charakter der Trennungsbeziehung passt. Neben einer nichtleeren Menge von Strah-
len als undefinierten Grundobjekten bilden die zweistellige Relation ¥ des sich Treffens und die
vierstellige Trennungsbeziehung 7 die beiden einzigen undefinierten Grundbegriffe in der Spra-
che von S. Da keine definierten Begriffe vorkommen, kann das Axiomensystem nun ohne weitere

Erklarung angegegben werden.

!Ein Axiomensystem heiRt kategorisch, falls es bis auf Isomorphie genau ein Modell besitzt. Kategorische Axio-
mensysteme sind insbesondere modellvollstindig, d.h. in allen Modellen gelten die gleichen Aussagen.

2Siehe Seite 13 in Abschnitt 1.2 fiir eine genaue Definition von (dreidimensionaler) projektiver Raum.

3Gemeint ist die Menge aller wahren Aussagen iiber den projektiven Raum, welche allein auf das sich Treffen von
Geraden Begzug nehmen. Wie in dieser Arbeit deutlich werden wird, ist diese Theorie reichhaltiger, als es auf den
ersten Blick scheinen mag.



Ein Axiomensystem S fiir den Strahlenraum
S1 Jeder Strahl trifft sich selbst.
S2 Trifft ein Strahl a einen Strahl b, so trifft auch der Strahl b den Strahl a.

S3 Sind a,b distinkte* sich treffende Strahlen und sind p, q zwei a und b treffende Strahlen, welche
nicht einander treffen, so trifft jeder a und b treffende Strahl auch p oder q.

S4 Sind a, b distinkte sich treffende Strahlen und sind p,q zwei a und b treffende Strahlen, welche
nicht einander treffen, und ist ferner ¢ ein Strahl, welcher a,b,p und q trifft, so trifft jeder a
und b treffende Strahl auch c.

S5 Sind a,b sich treffende Strahlen, so gibt es zwei a und b treffende Strahlen, welche nicht
einander treffen.

S6 Sind a,b sich treffende Strahlen und sind p,q zwei a und b treffende Strahlen, welche nicht
einander treffen, und ist ferner s ein beliebiger weiterer Strahl, so gibt es einen Strahl, welcher
jeden der Strahlen a,b,p,q und s trifft.

ST Zu je drei paarweise sich treffenden Strahlen ¢ibt es einen, welcher keinen von ihnen trifft.

V1 Sind u,v,w, z paarweise sich treffende distinkte Strahlen und gibt es einander nicht treffende
Strahlen p, q, welche u,v,w,x treffen, so gilt Tuzvw oder Tuvxw oder Tuvwx.

V2 Gilt Tuvwx, so treffen sich u,v,w,x paarweise und es gibt einander nicht treffende Strahlen
P, q, welche u,v,w, z treffen.

V3 Seien y1,y2,Y3, Y4, 21, 22, 23, 24 Strahlen derart, dass y; z; sich treffen gdw. © = j, ferner
21,22, 23, 24 Sich paarweise treffen und es einander nicht treffende Strahlen p,q gibt, welche
21, 29, 23, 24 treffen. Gilt dann Ty1 y2 Y3 ya, S0 auch T z1 22 23 24.

Ol Gilt Tuvwez, so sind u,v,w,x distinkt.
02 Gilt Tuvwez, so auch Tvwzu und Txwou.
03 Gilt Tuvwazx und Tuvzy, so auch Tuwxy.

04 Seien A, B Mengen von Strahlen und u,v Strahlen derart, dass Tuabwv fir allea € A,b € B.
Dann gibt es einen Strahl s, sodass Tuasb fir alle a € A\s und b € B\s.

Es wurde natiirlich angestrebt, das Axiomensystem moglichst redundanzfrei zu halten. Ob tatséch-
lich jedes Axiom unabhéngig von den iibrigen ist, wird hier allerdings nicht ndher untersucht. Auch
auf mogliche Verallgemeinerungen auf hoherdimensionale Rdume wird nicht eingegangen. In der
Literatur zur axiomatischen Geometrie wird gerne von Axiomensystemen ausgegangen, die sowohl
fiir die Geometrie der Ebene als auch alle htherdimensionalen Radume giiltig sind, und die dann
lediglich um entsprechende Dimensionsaxiome ergénzt werden miissen, wenn ein Raum konkreter
Dimension betrachtet werden soll. Die Vorteile dieses Vorgehens liegen auf der Hand. Es gibt al-
lerdings wichtige, anschaulich keineswegs elementare Sétze (wie z.B. den Satz von Desargues, siche
Theorem 91 auf Seite 46), welche in der Geometrie des dreidimensionalen Raumes aus wenigen
elementaren Axiomen beweisbar sind, wihrend sie in der Geometrie der Ebene als Axiome ange-
nommen werden, da sie sich innerhalb derselben nicht auf einfachere Axiome zuriickfiihren lassen
(sieche etwa [4]). Auch aus diesem Grund wird in der vorliegenden Arbeit ein von vorneherein auf
den dreidimensionalen Raum zugeschnittenes Axiomensystem entwickelt. Hiervon abgesehen ist es
auch gar nicht moglich, mit den in S zugrundegelegten Grundbegriffen die Geometrie der Ebene zu

4Wir verwenden das Wort distinkt allgemein fiir paarweise voneinander verschieden.



axiomatisieren (je zwei Geraden in einer projektiven Ebene treffen sich). Die Wahl dieser Grundbe-
griffe wiederum héngt wie bereits erwdhnt mit dem Dualitétsprinzip zusammen (sieche Theorem 27
auf Seite 15), welches wesentlich von der Dimension des betrachteten Raumes abhéngt.

In allen mir bekannten Werken, in denen ein kategorisches Axiomensystem fiir den projektiven
Raum aufgestellt wurde (namlich [2, [3] und [4]), wird der entsprechende Kategorizitdtsbeweis
nicht rein geometrisch gefiihrt, sondern mittels Einfiihrung von Koordinaten, wobei die Theorie
der reellen Zahlen vorausgesetzt wird. Dagegen wird in der vorliegenden Arbeit an keiner Stelle
von der Theorie der rellen Zahlen Gebrauch gemacht, sondern vielmehr umgekehrt ein vollstéandig
angeordneter Korper rein geometrisch konstruiert (siehe Theorem 145 auf Seite 94) und gezeigt,
dass es bis auf Isomorphie nur einen solchen gibt (siehe Theorem 169 im Anhang). Aus diesem
Grund, aber auch weil in den drei genannten Werken neben den Geraden Punkte als Grundobjekte
angenommen werden, wurde der grofe Bogen des Kategorizitdtsbeweises fiir das System S weit-
gehend eigenstéindig entwickelt. Hingegen entstammen alle grofferen Einzelresultate in mehr oder
weniger abgewandelter Form den verschiedenen im Literaturverzeichnis angefiihrten Werken. Als
wichtigste Quelle sei neben den bereits genannten [2| und [3] die wunderbare Geometrie der Lage
[5] von Theodor Reye hervorgehoben, deren klare und anschauliche Ausfithrungen den Ursprung fiir
viele der Beweisideen in dieser Arbeit bilden, wenngleich sie fern von jeglicher Axiomatik gehalten
sind. Die ersten Anregungen zur Beschéftigung mit der projektiven Geometrie fand ich zunéchst in
Projective Geometry [6] von L. Edwards und dann vor allem in Strahlende Weltgestaltung [7] von
G. Adams.

Die Arbeit gliedert sich in zwei Kapitel, die unabhéngig voneinander gelesen werden kénnen. Im ers-
ten Kapitel werden ausgehend von einem Axiomensystem A fiir den Anschauungsraum die Grund-
begriffe und Axiome von S eingefiihrt bzw. bewiesen, d.h. es wird (unter Voraussetzung von A) die
Existenz eines Modells von S gezeigt. In der Literatur wird ein solcher (relativer) Existenzbeweis ge-
wohnlich durch Konstruktion eines Koordinatenmodells gefiihrt, wobei auf die Existenz der reellen
Zahlen verwiesen wird, die ihrerseits auf rein mengentheoretische Annahmen zuriickgefiihrt werden
kann. Der hier gewéhlte geometrische Weg ist sicherlich umsténdlicher, hat aber den Vorteil, dass
dadurch zugleich eine Anschauung fiir den projektiven Raum entwickelt wird. Im zweiten Kapitel,
dem eigentlichen Kern dieser Arbeit, wird dann ganz unabhingig von dieser Modellkonstruktion
bewiesen, dass je zwei Modelle von S isomorph sind. Auch hier wurde angestrebt, moglichst rein
geometrisch vorzugehen. Die notwendigen Ausnahmen hiervon bilden die mit dem Préifix Meta
gekennzeichneten Lemmata und Theoreme.



Notationen

e Wir verwenden das Wort distinkt fiir paarweise voneinander verschieden.

e |, bezeichne den logischen Kennzeichnungsoperator: Lies (v ¢ als dasjenige v sodass .
e N bezeichne die Menge der positiven ganzen Zahlen und

e N, fiir n € N die Menge der positiven ganzen Zahlen < n.

e S, bezeichne die Gruppe der Permutationen der Menge N,,.

e Wir schreiben kurz A\ay,...,a, fur A\{a1,...,a,}.

e Bine Abbildung oder Funktion ist ein Tripel f = (f, A, B), wobei A, B Mengen sind und
f € A x B eine rechtseindeutige Zuordnung von A nach B. Dabei ist f der Graph und A ist
die Doméne, kurz dom f, der Abbildung f.

e Ist f eine Abbildung und X eine Menge, so bezeichne f[X| := {f(x); z € X Ndom f} das
Bild von X unter f.

e Seien R, R’ zwei n-stellige Relationen. Eine Abbildung f heikt R-R-Homomorphismus,
falls
Ray...an = R f(a1)... f(an), Yai,...,a, € dom f.

Ist f zusitzlich bijektiv und die Umkehrabbildung f~! ein R’- R-Homomorphismus, so ist f
ein R-R'-Isomorphismus.

e Eine Permutation 7 € S, heifft Symmetrie einer n-stelligen Relation R, falls
Ray...an = Ragqy. .. az@n), Vay,...,an.

R heifft X-symmetrisch, falls X C S, nur Symmetrien von R enthélt.



I. Vom Anschauungsraum zum Strahlenraum

Bei den in diesem Kapitel vorausgesetzten Grundbegriffen handelt es sich um drei Sorten von
Gegenstianden, den Punkten, Geraden und Ebenen, eine symmetrische zweistellige Relation
J, die Inzidenzrelation, und eine dreistellige Relation Z, die Zwischenbeziehung. Fiir Jab
sagen wir a liegt in b oder b liegt in a oder a,b liegen ineinander. Statt A, Ja;b sagen wir auch
ai,...,a, haben b gemein. Durch die Wahl der Bezeichnungen fiir die Grundbegriffe und durch die
wechselseitigen logischen Beziehungen, in die sie im folgenden Axiomensystem A gebracht werden,
sollte klar werden, welche Phinomene der inneren Anschauung des Raumes gemeint sind.

Ein Axiomensystem A fiir den Anschauungsraum
Al Es gibt zwei distinkte Geraden, welche keine Ebene gemein haben.
A2 In jeder Ebene liegt mindestens eine Gerade. In jeder Geraden liegen mindestens drei Punkte.
A3 Haben ein Punkt und eine Fbene eine Gerade gemein, so liegen sie ineinander.
A4 Zwei distinkte Punkte haben genau eine Gerade gemein.
A5 Fine Gerade und ein nicht in ihr liegender Punkt haben genau eine Ebene gemein.
A6 Haben zwei Ebenen einen Punkt gemein, so haben sie auch eine Gerade gemein.

A7 Zu jeder Geraden und jedem nicht in thr liegenden Punkt gibt es genau eine Gerade, welche
in dem Punkt liegt und mit der gegebenen Gerade eine Ebene, aber keinen Punkt gemein hat.

AV1 Haben distinkte Punkte A, B,C eine Gerade gemein, so gilt ZABC oder ZBAC oder ZBCA.
AV2 Gilt ZABc, so sind A, B,C Punkte, die eine Gerade gemein haben.

AV3 Seien € eine Ebene und A, B, C drei Punkte in €, welche keine Gerade gemein haben; sei ferner
g eine Gerade, welche in ¢ liegt, jedoch in keinem der Punkte A, B, C. Liegt dann in g ein Punkt
M sodass ZAMB, so liegt in g auch ein Punkt M’, sodass ZAM'C oder ZBM'C.

AO1 Gilt ZaBc, so sind A, B, C distinkt.
AO2 Gilt ZABC, so auch ZCBA.
AO3 Gilt ZABc und ZACD, so auch ZBCD.

AO4 Sind A, B Mengen von Punkten und gibt es einen Punkt P derart, dass ZABP fiir alle A € A
und B € B, so gibt es einen Punkt s, sodass ZASB fiir alle A € A\s und B € B\s.

Das Kapitel gliedert sich in vier Abschnitte. In Abschnitt I.1 wird ein Fragment des Axiomen-
systems A zugrundegelegt. Es handelt sich um die reinen Inzidenzaxiome unter Ausschluss des
Parallelenaxioms A7. Diese Axiome gehoren der sogenannten absoluten Geometrie an und gelten
auch im projektiven Raum. Daher konnen wir auf die im ersten Abschnitt bewiesenen Resultate
zuriickgreifen, wenn wir spéter den projektiven Raum untersuchen. In Abschnitt .2 kommt dann
das Parallelenaxiom hinzu, was die Einfiihrung der sogenannten Fernelemente ermoglicht. Es wird
gezeigt, dass der um die Fernelemente erweiterte Anschauungsraum den Inzidenzaxiomen des pro-
jektiven Raumes geniigt, welche die Grundlage fiir die Untersuchungen in Abschnitt 1.3 bilden. In



diesem dritten Abschnitt wird wiederum rein axiomatisch gearbeitet, ohne Bezugnahme auf die kon-
krete Gestalt des im vorhergehenden Abschnitt konstruierten projektiven Raumes. Der Abschnitt
gipfelt in dem Beweis der ersten sieben Axiome des Systems S, also derjenigen Axiome, welche
allein auf das sich Treffen von Strahlen Bezug nehmen. Sie gelten insbesondere fiir die Geraden des
im zweiten Abschnitt konstruierten konkreten projektiven Raumes. Fiir diesen wird dann schliefs-
lich in Abschnitt 1.4 auf der Grundlage des kompletten Axiomensystems A die Trennungsbeziehung
eingefithrt und bewiesen, dass auch die iibrigen sieben Axiome von S gelten.

Es werden verschiedene Inzidenzrelationen J innerhalb dieses Kapitels erklart. Wir vereinbaren
gleich allgemein fiir jeden dieser Félle die verschiedenen Redeweisen: a liegt in b und b liegt in a
und a, b liegen ineinander fiir

Jab.

Ferner: a1, ...,a, haben b gemein fiir

3al-b.

n
=1

(2

I.1. Inzidenzstruktur des Anschauungsraumes

Wir setzen zunéchst nur die ersten fiinf Axiome von A voraus. Sie gelten auch in Rdumen mit
mehr als drei Dimensionen. Letztere werden spéter durch Hinzunahme von Axiom A6 ausgeschlos-
sen.

Al Es gibt zwei distinkte Geraden, welche keine Ebene gemein haben.

A2 In jeder Ebene liegt mindestens eine Gerade. In jeder Geraden liegen mindestens drei Punkte.
A3 Haben ein Punkt und eine FEbene eine Gerade gemein, so liegen sie ineinander.

A4 Zwei distinkte Punkte haben genau eine Gerade gemein.

A5 Fine Gerade und ein nicht in ihr liegender Punkt haben genau eine Ebene gemein.

1 Satz
Zwei Punkte haben stets eine Gerade gemein.
Beweis: Im Fall von zwei distinkten Punkten gilt dies nach Axiom A4. Der Fall von einem Punkt

lasst sich hierauf zuriickfithren, da es nach Axiom A1l und Axiom A2 einen von ihm verschiedenen
Punkt gibt. |

2 Satz

Eine Gerade g und ein Punkt P haben stets eine Ebene gemein.
Beweis: Nach Axiom A5 geniigt es den Fall zu betrachten, dass P in g liegt. Geméf Axiom Al
gibt es eine von g verschiedene Gerade, und diese hat nach Axiom A4 hochstens einen Punkt mit

g gemein; nach Axiom A2 liegt in ihr somit ein nicht in g liegender Punkt @. Sei € gemeinsame
Ebene von g und @ gemé&ft Axiom A5. Dann liegt neben g nach Axiom A3 auch P in ¢. |

3 Satz

Je drei Punkte A, B,C haben eine Ebene gemein.



Beweis: Wihle mit Satz 1 eine gemeinsame Gerade g von A und B und mit Satz 2 eine gemeinsame

Ebene € von g und ¢. Nach Axiom A3 liegen mit g auch 4 und B in €. |

4 Satz

Zwei distinkte Ebenen haben hichstens eine Gerade gemein.

Beweis: Seien «, § zwei Ebenen, welche zwei distinkte Geraden g, h gemein haben. Sei P geméaf
Axiom A2 und A4 ein Punkt in h, welcher nicht in g liegt. Geméfs Axiom A5 haben g und P nur
eine Ebene gemein. Da P nach Axiom A3 in « und in g liegt, folgt o = 5. |

Zwei Geraden liegen windschief, falls sie keine Ebene gemein haben.

5 Satz

Zu jeder Geraden g gibt es eine windschiefe.

Beweis: Seien a,b zwei zueinander windschiefe Geraden geméf Axiom Al. Wir kénnen o.E. an-
nehemen, dass g weder zu a noch zu b windschief liegt, also eine Ebene o mit a und eine Ebene
B mit b gemein hat. Insbesondere ist ¢ von a und b verschieden, sodass mit Axiomen A2 und A4
die Existenz von nicht in g liegenden Punkten 4 in a bzw. B in b folgt. Sei h gemeinsame Gerade
von A und B geméfs Satz 1. Angenommen h liegt nicht windschief zu g, hat also eine Ebene € mit g
gemein. Geméf Axiom A3 liegt 4 in « und ¢, und liegt B in 8 und €. Da « und § auch die Gerade
g mit € gemein haben, folgt o = ¢ = f geméft Axiom A5. Damit haben a,b die Ebene ¢ gemein,
ein Widerspruch. [ ]

A6 Haben zwei Ebenen einen Punkt gemein, so haben sie auch eine Gerade gemein.

6 Satz

In jeder Ebene e liegen drei Punkte, welche keine Gerade gemein haben.

Beweis: Seien g eine Gerade in ¢ und 4, B distinkte Punkte in g geméf Axiom A2. Nach Axiom A3
liegen 4 und B in €. Wahle mit Satz 5 eine zur Geraden g windschiefe Gerade h und mit Satz 2
eine h und A gemeinsame Ebene a. Die Ebenen ¢, @ haben den Punkt 4 und damit nach Axiom A6
auch eine Gerade a gemein. Da die Gerade a mit h die Ebene o gemein hat, ist sie von der Geraden
g verschieden (denn g, h liegen windschief), hat also geméf Axiom A4 hochstens einen Punkt mit
ihr gemein. Nach Axiom A2 liegt somit in a ein nicht in g liegender Punkt p. Nach Axiom A3 liegt
mit a auch P in €. Da g nach Axiom A4 die einzige gemeinsame Gerade von 4 und B ist, haben
A, B, P keine Gerade gemein. |

7 Satz

Zu jeder Ebene € gibt es einen nicht in € liegenden Punkt.

Beweis: Wihle mit Axiom Al eine nicht in ¢ liegende Gerade g, mit Satz 6 einen Punkt 4 in ¢
und mit Satz 2 eine g und 4 gemeinsame Ebene . Dann haben ¢, o den Punkt A und mithin gemé&f
Axiom A6 auch eine Gerade a gemein. Da die Gerade g nicht in ¢ liegt, ist sie von der Geraden a
verschiedenen und hat daher nach Axiom A4 hochstens einen Punkt mit ihr gemein. Es liegt somit
nach Axiom A2 ein Punkt P in g, welcher nicht in a liegt. Mit g liegt nach Axiom A3 auch P in
a, d.h. a ist die geméfs Axiom Ab einzige gemeinsame Ebene von a und p. Also liegt P nicht ine. W



8 Satz

Zu jeder Ebene € und jedem Punkt P gibt es eine Gerade, welche in P liegt, jedoch nicht in €.

Beweis: Sei @ geméfs Satz 7 ein nicht in e liegender Punkt und sei g gemeinsame Gerade von P
und @ geméf Satz 1. Nach Axiom A3 liegt g nicht in €. |

9 Satz

Hat eine Gerade mit einer Ebene mehr als einen Punkt gemein, so liegt sie in ihr.

Beweis: Seien ¢ eine Ebene und g eine Gerade, welche mit € zwei distinkte Punkte 4 und B
gemein hat. Wahle mit Satz 7 einen nicht in ¢ liegenden Punkt ¢ und mit Satz 3 eine in 4, B, C
liegende Ebene ¢’. Dann sind ¢’,e distinkt und haben gemif Axiom A6 eine Gerade ¢’ gemein.
Nach Axiom A5 liegt die Gerade ¢’ in den Punkten A und B (denn sie hat mit ihnen die Ebenen
g,& gemein) und ist daher gemaff Axiom A4 mit g identisch. |

10 Satz

Haben zwei Geraden einen Punkt gemein, so haben sie auch eine Ebene gemein.

Beweis: Nach Satz 2 bleibt die Behauptung fiir zwei distinkte Geraden zu zeigen. Seien also a, b
distinkte Geraden, welche einen Punkt P gemein haben. Wéhle mit Axiom A2 einen von P ver-
schiedenen Punkt @ in b und mit Satz 2 eine a und @ gemeinsame Ebene €. Nach Axiom A3 liegt
mit a auch der Punkt P in €. Somit hat die Gerade b die zwei distinkten Punkte P und @ mit der
Ebene € gemein, liegt also nach Satz 9 in ihr. |

1.2. Einfiihrung der Fernelemente

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir zumindest prinzipiell formal axiomatisch gearbeitet, wenn-
gleich dabei natiirlich der Anschauungsraum als intendiertes Modell vor Augen stand. In diesem
Abschnitt werden wir uns direkt auf den Anschauungsraum beziehen, also auf ein konkretes Mo-
dell (der ersten sieben Axiome) von A. Wir denken uns also in diesem Abschnitt Punkte, Geraden
und Ebenen als konkrete Gegensténde (der inneren Anschauung), und die Inzidenzrelation als eine
konkrete Relation auf der Menge aller dieser Gegenstdande. Wir setzen voraus, dass sie neben den
sechs Axiomen aus Abschnitt I.1 noch dem Parallelenaxiom geniigen:

A7 Zu jeder Geraden und jedem nicht in ihr liegenden Punkt gibt es genau eine Gerade, welche
i dem Punkt liegt und mit der gegebenen Gerade eine Ebene, aber keinen Punkt gemein hat.

Zwei Geraden liegen parallel, falls sie identisch sind oder eine Ebene, jedoch keinen Punkt gemein

haben. Aus Axiom A7 folgt unmittelbar:

11 Satz

Seien g eine Gerade und P ein Punkt. Dann liegt in P genau eine zu g parallele Gerade.

12 Satz

Das Parallel-Liegen ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Geraden.



Beweis: Reflexivitit und Symmetrie gelten per Definition. Es bleibt zu zeigen, dass zwei Geraden
a, b parallel liegen, falls sie jeweils zu einer dritten Geraden ¢ parallel liegen. Wir kénnen dazu o.E.
annehmen, dass die Gerade ¢ von den Geraden a und b verschiedenen ist, mit ihnen also jeweils
keinen Punkt, aber Ebenen « bzw. 8 gemein hat. Ferner kbnnen wir o.E. annehmen, dass auch a
und b keinen Punkt gemein haben, da sie andernfalls geméft Satz 11 identisch wiren. Nach dieser
Voraussetzung bleibt zu zeigen, dass a und b eine Ebene gemein haben.

Wiéhle dazu mit Axiom A2 einen Punkt 4 in ¢ und mit Satz 2 eine b und A gemeinsame Ebene ¢.
Geméft Axiom A3 liegt A in «, sodass also die Ebenen « und & den Punkt 4 und damit nach Axi-
om A6 auch eine Gerade a’ gemein haben. Falls o/, ¢ parallel liegen, folgt ' = a mit Satz 11, sodass
in diesem Fall ¢ gemeinsame Ebene von a und b ist. Da d/, ¢ die Ebene o gemein haben, konnen
wir also o.E. annehmen, dass sie auch einen Punkt gemein haben. Nach Axiom A3 haben dann
auch die Ebenen € und § diesen Punkt gemein, und da er nicht in der ihnen ebenfalls gemeinsamen
Geraden b liegt (sonst hitten ihn b, ¢ gemein), folgt ¢ = 5 mit Axiom A5. Insbesondere liegt der
Punkt A in 3, sodass also a und S neben der Geraden ¢ den nicht in ihr liegenden Punkt A gemein
haben. Wiederum mit Axiom A5 folgt o = 8, womit auch in diesem Fall eine den Geraden a und
b gemeinsame Ebene gefunden ist. |

Die Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation nennen wir Fernpunkte.! Wir erweitern nun die
Inzidenzrelation, indem wir festlegen, dass eine Gerade und ein Fernpunkt ineinanderliegen, wenn
die Gerade ein Element des Fernpunktes ist.? Aus Satz 11 folgt unmittelbar:

13 Satz

Ein Punkt und ein Fernpunkt haben genau eine Gerade gemein.

Ein Fernpunkt und eine Ebene liegen ineinander, falls sie eine Gerade gemein haben.

14 Satz

In jeder Ebene € liegen mindestens vier Fernpunkte.

Beweis: Waihle mit Axiom A2 eine Gerade a in ¢ sowie drei distinkte Punkt A1, Ao, A3 in a. Ge-
mék Axiom A3 liegen dann A7, As, A3 auch in . Sei P geméf Satz 6 ein Punkt in e, welcher nicht
in a liegt, und sei q; fiir ¢ = 1,2, 3 jeweils gemeinsame Gerade von P und 4; geméaft Satz 1. Die
Geraden a1, as, as liegen nach Satz 9 in € und sind von @ und damit nach Axiom A4 auch paarweise
voneinander verschieden. Da a, a1, a9, a3 paarweise einen Punkt gemein haben, miissen sie somit
nach Satz 13 in paarweise verschiedenen Fernpunkten liegen. Diese vier Fernpunkte liegen in . W

15 Satz

Eine Ebene € und eine nicht in ihr liegende Gerade g haben entweder einen Punkt oder einen
Fernpunkt gemein.

'Es ist fiir das Folgende vollig irrelevant, um was fiir Objekte es sich bei den Fernpunkten handelt. Wichtig ist
nur, dass jeder Geraden genau ein solches Objekt zugeordnet wird, und zwar so, dass parallelen Geraden das selbe
Objekt entspricht. Ferner sollten diese Objekte von den Punkten, Geraden und Ebenen verschieden sein, damit bei
der im Folgenden vorgenommenen Erweiterung der Inzidenzrelation keine Widerspriiche entstehen. Entsprechendes
gilt auch in Bezug auf die anderen, noch einzufiihrenden Fernelemente.

2Beachte auch hier und im Folgenden die in der Vorbemerkung zu diesem Kapitel vereinbarten Sprechweisen.
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Beweis: Angenommen € und g haben sowohl einen Punkt p als auch einen Fernpunkt gemein.
Letzteres bedeutet, dass in € eine zu g parallele Gerade ¢’ liegt. Da ¢, ¢’ distinkt sind (denn nach
Voraussetzung liegt g nicht in €), haben sie eine Ebene ¢’, jedoch keinen Punkt gemein. Insbesondere
liegt der Punkt P nicht in ¢’. Als Punkt von g liegt P jedoch in &’ (Axiom A3). Mit Axiom A5 folgt
e = &/, im Widerspruch zur Voraussetzung, dass g nicht in ¢ liegt.

Angenommen nun, € und g haben keinen Punkt gemein. Wahle mit Satz 6 einen Punkt A4 in € und
mit Satz 2 eine g und A gemeinsame Ebene a. Die Ebenen o und € haben den Punkt A und mithin
nach Axiom A6 auch eine Gerade a gemein. Die Geraden g, a liegen parallel, denn sie haben die
Ebene «, jedoch keinen Punkt gemein (ein solcher wire nach Axiom A3 ein gemeinsamer Punkt
von g und ¢). Der Fernpunkt von a liegt somit sowohl in ¢ als auch in g. |

16 Satz

Eine Gerade a und ein nicht in ihr liegender Fernpunkt B haben genau eine Ebene gemein.

Beweis: Wihle mit Axiom A2 einen Punkt P in @ und mit Satz 13 eine P und B gemeinsame
Gerade b. Die Geraden a und b sind distinkt und haben den Punkt P gemein. Nach Satz 10 haben
sie auch eine Ebene ¢ gemein. Mit der Geraden b liegt auch ihr Fernpunkt B in €. Damit ist e
gemeinsame Ebene von a und B.

Sei nun &’ beliebige gemeinsame Ebene von a und B. Dann liegt mit a auch der Punkt P in &
(Axiom A3) und ist damit gemeinsamer Punkt von b und €’. Da b und €’ auch den Fernpunkt B
gemein haben, muss b nach Satz 15 in &’ liegen. Also haben ¢, &’ die beiden distinkten Geraden a
und b gemein und sind damit nach Satz 4 identisch. |

Zwei Ebenen liegen parallel, falls sie identisch sind oder keinen Punkt gemein haben.

17 Lemma

Fiir zwei Ebenen o und 8 sind dquivalent:
1. « und B liegen parallel.
2. a und B haben mehr als einen Fernpunkt gemein.

3. « und B haben alle ihre Fernpunkte gemein.

Beweis: Zu ,,1 = 3“ Seien «, 8 parallel angenommen und sei a eine beliebige Gerade in «. Es
geniigt aus Symmetriegriinden zu zeigen, dass dann a zu einer in § liegenden Geraden parallel
liegt. Wir kénnen dazu o.E. annehmen, dass o und g distinkt sind und somit keinen Punkt gemein
haben. Wéahle mit Satz 6 einen Punkt B in § und sodann mit Satz 2 eine ¢ und B gemeinsame
Ebene . Die Ebenen ¢ und 8 haben den Punkt B und somit nach Axiom A6 auch eine Gerade b
gemein. Die Gerade b liegt zur Geraden a parallel, denn sie hat mit ihr die Ebene ¢, aber keinen
Punkt gemein (ein solcher wére nach Axiom A3 auch gemeinsamer Punkt von « und f3).

Zu ,3 = 2“ Dies folgt aus der Tatsache, dass in einer Ebene nach Satz 14 stets mehr als ein
Fernpunkt liegt.

Zu ,2 = 1: Angenommen « und [ liegen nicht parallel, sind also distinkt und haben einen Punkt
und damit nach Axiom A6 auch eine Gerade g gemein. Nach Satz 16 kénnen « und 8 neben der
Geraden ¢ nicht auch noch einen nicht in ihr liegenden Fernpunkt gemein haben. Also haben sie
nur einen Fernpunkt (ndmlich den von g) gemein. |
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18 Korollar

Das Parallel-Liegen von Ebenen ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Ebenen.

Beweis: Dies ergibt sich aus der Aquivalenz ,,1 < 3¢ von Lemma 17. |

Die Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation nennen wir Ferngeraden. Eine Ebene und eine
Ferngerade liegen ineinander, falls die Ebene ein Element der Ferngerade ist.

19 Satz

Eine Ferngerade und ein Punkt haben genau eine Ebene gemein.

Beweis: Seien ¢ eine Ebene und P ein Punkt. Zu zeigen ist, dass in P genau eine zu ¢ parallele
Ebene liegt. Die Eindeutigkeit einer solchen Ebene folgt aus Korollar 18, da nichtparalle Ebenen
keinen Punkt gemein haben. Zur Existenz: Seien 4,B zwei distinkte Fernpunkte in € geméf Satz 14
und seien a bzw. b gemeinsame Geraden von P und A bzw. B geméafl Satz 13. Dann haben a,b den
Punkt P und mithin nach Satz 10 auch eine Ebene ¢’ gemein. Nach Axiom A3 liegt P in &', und da
g,¢’ die beiden Fernpunkte A und B gemein haben, liegen sie nach Lemma 17 parallel. |

Ein Fernpunkt und eine Ferngerade liegen ineinander, falls sie eine Ebene gemein haben.

20 Satz
Ein Fernpunkt liegt genau dann in einer Ebene, wenn er in deren Ferngeraden liegt.

Beweis: Die Implikation ,=* gilt per Definition. Die Implikation ,,<=* folgt aus der Aquivalenz ,1
& 3% von Lemma 17. |

21 Satz

Eine Ferngerade und eine nicht in thr liegende Ebene haben genau einen Fernpunkt gemein.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass eine Ebene o mit der Ferngeraden einer zu ihr nichtparallelen
Ebene 5 genau einen Fernpunkt gemein hat. Dies ist nach Satz 20 &dquivalent dazu, dass a und 8
genau einen Fernpunkt gemein haben. Da sie nicht parallel liegen, haben o und 5 einen Punkt,
damit nach Axiom A6 eine Gerade und mithin deren Fernpunkt gemein. Nach Lemma 17 haben
sie keinen weiteren Fernpunkt gemein. |

22 Satz

Zwei distinkte Fernpunkte A und B haben genau eine Ferngerade gemein.

Beweis: Seien a eine Gerade in A und v eine gemeinsame Ebene von a und B geméaf Satz 16.
Dann liegt auch 4 in v, d.h. die Fernpunkte A und B haben die Ebene v und damit auch deren
Ferngerade gemein. Nach Lemma 17 haben sie keine weitere Ferngerade gemein. |

Die Menge aller Fernpunkte und Ferngeraden nennen wir Fernebene. Sie liegt in allen Fernpunk-
ten und allen Ferngeraden, wie auch umgekehrt per Definition Letztere allesamt in ihr liegen.

Wir vereinigen nun die Menge der Punkte mit der Menge der Fernpunkte zu einer Menge, deren
Elemente wir Punkte* nennen. Ahnlich fassen wir die Geraden und Ferngeraden unter dem Wort
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Gerade* zusammen und bezeichnen mit Ebene* neben den Ebenen auch die Fernebene. Zusam-
men mit der erweiterten Inzidenzrelation J* bilden sie eine Struktur, die wir im Folgenden einfach
den projektiven Raum nennen wollen.

23 Theorem

Fiir den projektiven Raum gelten folgende Aussagen:
1. Es gibt zwei distinkte Geraden*, welche keine Ebene* gemein haben.
In jeder Geraden™ liegen mindestens vier Punkte*.
Haben ein Punkt* und eine Ebene* eine Gerade* gemein, so liegen sie ineinander.
Zwei distinkte Punkte* haben genau eine Gerade® gemein.

Fine Gerade* und ein nicht in ihr liegender Punkt* haben genau eine Ebene* gemein.

S v e e

FEine Gerade* und eine nicht in ihr liegende Ebene* haben genau einen Punkt® gemein.

Beweis:
1. Dies folgt aus Axiom Al und der Tatsache, dass die Fernebene in keiner Geraden liegt.

2. In einer Geraden liegen neben ihrem Fernpunkt nach Axiom A2 noch drei Punkte. In einer
Ferngeraden liegen nach Satz 14 vier Fernpunkte.

3. Ist der Punkt* ein Punkt, so ist die Gerade* eine Gerade und mithin die Ebene* eine Ebene
und die Behauptung folgt aus Axiom A3. Sei also der Punkt* ein Fernpunkt. Dann konnen
wir 0.E. annehmen, dass die Ebene* eine Ebene ist. Ist nun die Gerade* eine Gerade, so gilt

die Behauptung per Definition; ist sie hingegen eine Ferngerade, so folgt die Behauptung aus
Satz 20.

4. Im Fall, dass es sich um zwei Punkte handelt, folgt die Behauptung aus Axiom A4 und
der Tatsache, dass Ferngeraden nicht in Punkten liegen. Aus dem selben Grund folgt die
Aussage aus Satz 13 im Fall, dass es sich um einen Punkt und einen Fernpunkt handelt. Im
verbleibenden Fall von zwei Fernpunkten folgt die Behauptung aus Satz 22 und der Tatsache,
dass distinkte Fernpunkte keine Gerade gemein haben.

5. Handelt es sich um eine Gerade und einen Punkt, so folgt die Behauptung aus Axiom A5 und
der Tatsache, dass in der Fernebene keine Geraden oder Punkte liegen. Aus dem selben Grund
folgt die Aussage aus den Sdtzen 16 bzw. 19 im Falle einer Geraden und eines Fernpunktes
bzw. einer Ferngeraden und eines Punktes. Im Fall schliefslich, dass es sich um eine Ferngerade
und einen Fernpunkt handelt, folgt aus Satz 20, dass sie neben der Fernebene keine Ebene
gemein haben.

6. Handelt es sich um eine Gerade und eine Ebene, so haben sie nach Satz 15 entweder einen
Punkt oder einen Fernpunkt gemein; sie haben aber nur héchstens einen Fernpunkt gemein
(da die Gerade nur in einem Fernpunkt liegt) und nach Satz 9 auch nur héchstens einen
Punkt. Handelt es sich um eine Ferngerade und eine Ebene, so folgt die Behauptung aus
Satz 21 und der Tatsache, dass in einer Ferngeraden keine Punkte liegen. Im verbleibenden
Fall, dass es sich namlich bei der Ebene* um die Fernebene handelt und somit die Gerade*
eine Gerade sein muss (denn alle Ferngeraden liegen in der Fernebene), ist der Fernpunkt der
Geraden der einzige ihnen gemeinsame Punkt™*. |
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I.3. Inzidenzstruktur des projektiven Raumes

Wie bereits angekiindigt arbeiten wir in diesem Abschnitt wieder rein axiomatisch, indem wir die
in Theorem 23 fiir den projektiven Raum bewiesenen Aussagen als Axiome annehmen. Wir setzen
die selben Grundbegriffe voraus wie in Abschnitt 1.1, also drei Sorten von Gegensténden, Punkte,
Ebenen und Geraden, sowie eine symmetrische zweistellige Inzidenzrelation.

Ein Axiomensystem P fiir den projektiven Raum
P1 Es gibt zwei distinkte Geraden, welche keine Ebene gemein haben.
P2 In jeder Geraden liegen mindestens vier Punkte.
P3 Haben ein Punkt und eine Ebene eine Gerade gemein, so liegen sie ineinander.
P4 Zwei distinkte Punkte haben genau eine Gerade gemein.
P5 FEine Gerade und ein nicht in ihr liegender Punkt haben genau eine Ebene gemein.

P6 FEine Gerade und eine nicht in ihr liegende Ebene haben genau einen Punkt gemein.

Die Axiomensysteme P und A stimmen in den ersten fiinf Axiomen fast iiberein — nur Axiome A2
und P2 unterscheiden sich voneinander. Die folgenden Sétze 25 und 26 zeigen, dass auch A2 und A6
in P gelten. Dazu bendétigen wir:

24 Lemma

Haben zwei distinkte Geraden einen Punkt gemein, so haben sie auch eine Ebene gemein.

Beweis: Seien a,b distinkte Geraden, welche einen Punkt P gemein haben. Dann haben sie nach
Axiom P4 keinen weiteren Punkt gemein und mit Axiom P2 folgt die Existenz eines nicht in a
liegenden Punktes @ in b. Sei € eine a und @ gemeinsame Ebene geméft Axiom P5. Nach Axiom P3
liegt mit @ auch der Punkt P in €. Somit hat die Gerade b die zwei distinkten Punkte P und @ mit
der Ebene € gemein, liegt also nach Axiom P6 in ihr. |

25 Satz

In jeder Ebene € liegt mindestens eine Gerade.

Beweis: Seien g, h geméft Axiom P1 zwei distinkte Geraden, welche keine Ebene gemein haben.
Wir koénnen o.E. annehmen, dass weder g noch h in ¢ liegt. Dann folgt mit Axiom P6, dass g und
h jeweils Punkte P bzw. Q mit € gemein haben. Es ist P # @, da g und h nach Lemma 24 keinen
Punkt gemein haben. Die nach Axiom P4 existierende gemeinsame Gerade von P und @ liegt nach
Axiom P6 in e. |

Wir kénnen nun bereits auf alle Sdtze zuriickgreifen, die allein aus den ersten fiinf Axiomen von A
bewiesen wurden. Dazu gehort insbesondere Satz 5, welcher besagt, dass es zu jeder Geraden eine
windschiefe gibt. Wir fiihren dazu auch hier die zweistellige Relation windschief ein fiir Geraden,
welche keine Ebene gemein haben.

26 Satz

Zwetr Ebenen o« und B haben stets eine Gerade gemein.
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Beweis: Wihle mit Satz 25 eine Geraden a in «, von der wir o.E. annehmen kénnen, dass sie nicht
in (3 liegt. Nach Axiom P6 hat sie somit einen Punkt P mit 5 gemein. Sei 4 gemé&ft Axiom P2 ein
von P verschiedener Punkt in a. Nach Axiom P3 liegen P und 4 in «. Sei ¢ eine zu a windschiefe
Gerade geméfs Satz 5. Dann liegt g nicht in der Ebene «, hat also nach Axiom P6 einen Punkt
A’ mit ihr gemein. Es liegt A’ nicht in @, denn nach Lemma 24 haben a, g keinen Punkt gemein.
Insbesondere sind die Punkte 4, A" distinkt. Sei a’ die ihnen geméR Axiom P4 gemeinsame Gerade.
Sie ist von a verschieden und liegt nach Axiom P6 ebenfalls in «. Auch von ihr kénnen wir daher
0.E. annehmen, dass sie nicht in § liegt und somit nach Axiom P6 einen Punkt @ mit 8 gemein
hat. Er liegt nach Axiom P3 in a und ist nach Axiom P4 von P verschieden (sonst wére er neben
A ein zweiter gemeinsamer Punkt von a und a@’). Die den Punkten P und @ gemeinsame Gerade
(wiederum Axiom P4) liegt nach Axiom P6 wie diese sowohl in « als auch in g. |

Damit gehoren alle Sétze von Abschnitt I.1 zur Theorie von P. Axiom P6, das Axiom, wodurch P
iiber Abschnitt I.1 hinausgeht, hat die Eigentiimlichkeit, dass es aus Axiom P5 durch Vertauschen
der Begriffe Punkt und Ebene hervorgeht. Solche Sitze nennen wir Duale voneinander.

27 Metatheorem (Dualitétsprinzip)

Die Theorie von P enthdlt mit jedem Satz auch dessen Dual.

Beweis: Es geniigt offensichtlich zu zeigen, dass die Duale der Axiome P1 — P6 aus P folgen.
Axiome P5 und P6 sind Duale voneinander und Axiom P3 ist logisch dquivalent zu seinem Dual.
Axiom P1 impliziert zusammen mit Lemma 24 sein eigenes Dual. Das Dual von Axiom P4 folgt
aus Satz 26 und Satz 4. Es bleibt das Dual von Axiom P2 zu zeigen: In jeder Geraden g liegen
mindestens vier Ebenen. Sei dazu h eine zu g windschiefe Gerade geméfs Satz 5, seien Py, Py, P3, P4
geméafs Axiom P2 vier distinkte Punkte in h und sei ¢; fiir ¢ = 1,2, 3,4 gemafl Satz 2 gemeinsame
Ebene von g und p;. Nach Wahl liegt h in keiner der Ebenen ¢;, hat also nach Axiom P6 jeweils
nur genau einen Punkt mit ihnen gemein. Mit Py, Po, P3, P4 sind daher auch €1, €9, £3, £4 distinkt. B

Als erste Anwendung des Dualitdtsprinzips fithren wir das Dual von Satz 2 an:

28 Satz

Eine Gerade und eine Ebene haben stets einen Punkt gemein.

29 Satz

Zwet Geraden haben genau dann einen Punkt gemein, wenn sie eine Ebene gemein haben.

Beweis: Die Implikation ,,=* ist gerade die Aussage von Satz 10, die Implikation ,,<=* das Dual
dazu. |

Zwei Geraden treffen sich, falls sie eine Ebene gemein haben. Dies ist nach Satz 29 dquivalent dazu,
dass sie einen Punkt gemein haben, wovon wir im Folgenden stillschweigend Gebrauch machen
werden.

30 Satz

Seien a,b distinkte sich treffende Geraden, sodass sie also einen Punkt P und eine Ebene &
gemein haben. Dann liegt jede a und b treffende Gerade in € oder in P.
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Beweis: Sei ¢ eine a und b treffende Gerade und angenommen, ¢ liegt nicht in p. Dann hat ¢
mit ¢ und b jeweils von P verschiedene Punkte 4 bzw. B gemein. Diese sind nach Axiom P4 auch
voneinander verschieden (da a # b) und liegen nach Axiom P3 beide in e. Nach Axiom P6 liegt
damit auch c in e. [ |

31 Satz

Seien a, b, ¢ drei Geraden, welche eine Ebene ¢, jedoch keinen Punkt gemein haben. Dann liegt
jede a,b und c treffende Gerade in €.

Beweis: Sei g eine a,b und c treffende Gerade, welche also mit a, b, ¢ respektive Punkte 4, B,C
gemein hat. Diese liegen nach Axiom P3 in € und sind nach Voraussetzung nicht alle identisch. Also
hat g zwei distinkte Punkte mit der Ebene € gemein und liegt damit nach Axiom P6 in ihr. |

Geraden ay, ..., ay liegen cozyklisch, falls sie sich paarweise treffen und es zueinander windschiefe
Geraden p, g gibt, welche jeweils aq, ..., a, treffen.
32 Satz
Geraden aq, . .., a, liegen genau dann cozyklisch, wenn sie einen Punkt und eine Ebene gemein
haben.
Beweis: Zu ,=“ Nach Voraussetzung haben ay,...,a, paarweise einen Punkt und eine Ebene

gemein, sodass wir 0.E. annehmen kénnen, dass zwei von ihnen, etwa a1, as, distinkt sind. Seien P
ein gemeinsamer Punkt und e eine gemeinsame Ebene von a1, as. Seien p,q geméf Voraussetzung
windschiefe Geraden, welche jeweils a1, ..., a, treffen. Nach Satz 30 liegen sie jeweils in einem der
beiden Elemente P oder €, nicht aber beide im selben Element, da sie sich nicht treffen. Wir kénnen
daher o.E. annehmen, dass etwa ¢ in € aber nicht in P liegt, mithin p in P aber nicht in €. Dann
haben aq, a9, q keinen Punkt gemein, denn als solcher kime nach Theorem 23.4 nur P in Frage.
Da die Geraden ay,...,a, jeweils die drei Geraden aq, ag, q treffen, liegen sie nach Satz 31 in der
Ebene €. Dual analog folgt, dass a1, as, p keine Ebene gemein haben und somit a1, ..., a, im Punkt
P liegen.

Zu <= Nach Voraussetzung haben die Geraden aq,...,a, einen Punkt P sowie eine Ebene &
gemein. Insbesondere treffen sie sich paarweise, sodass die Existenz von zwei sie treffenden, aber
zueinander windschiefen Geraden zu zeigen bleibt. Wahle mit Satz 8 eine Gerade p in P, welche
nicht in € liegt, und dual eine Gerade ¢ in €, welche nicht in P liegt. Insbesondere treffen p und ¢
die Geraden ay,...,a,. Wir konnen o.E. annehmen, dass mindestens zwei der Geraden aq,...,a,
distinkt sind; der Fall a1 = --- = a9 kann hierauf durch Wahl einer von der Geraden aq ver-
schiedenen, aber sie treffenden Geraden (etwa p), zuriickgefiithrt werden. Seien also i,j € N,, mit
a; # a; gewahlt. Nach Axiom P4 haben dann a;, a; nur den Punkt P, mithin a;, a;, ¢ keinen Punkt
gemein. Gemaf Satz 31 liegt somit jede a;, aj, ¢ treffende Gerade in . Also treffen sich p, ¢ nicht. W

Das folgende Theorem zeigt, dass die ersten sieben Axiome von S aus P folgen, wenn sie auf
(projektive) Geraden und die definierte Relation des sich Treffens bezogen werden.

33 Theorem
1. Jede Gerade trifft sich selbst.

2. Trifft eine Gerade a eine Gerade b, so trifft auch die Gerade b die Gerade a.

3. Sind a,b distinkte sich treffende Geraden und sind p,q zwei a und b treffende Geraden,
welche nicht einander treffen, so trifft jede a und b treffende Gerade auch p oder q.
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4. Sind a,b distinkte sich treffende Geraden und sind p,q zwei a und b treffende Geraden,
welche nicht einander treffen, und ist ferner ¢ eine Gerade, welche a,b,p und q trifft, so
trifft jede a und b treffende Gerade auch c.

5. Sind a,b sich treffende Geraden, so gibt es zwei a und b treffende Geraden, welche nicht

einander treffen.

6. Sind a,b sich treffende Geraden und sind p, q zwei a und b treffende Geraden, welche nicht
einander treffen, und ist ferner s eine beliebige weitere Gerade, so gibt es eine Gerade,
welche jede der Geraden a,b,p,q und s trifft.

7. Zu je drei paarweise sich treffenden Geraden gibt es eine, welche keine von thnen trifft.

Beweis:
1. Gemé&f Axiom P2 liegt in jeder Gerade ein Punkt, den sie also mit sich selbst gemein hat.
2. Dies gilt per Definition.

3. Nach Voraussetzung haben a,b einen Punkt P und eine Ebene £ gemein und nach Satz 30
liegt jede a und b treffende Gerade in P oder in €. Dies gilt insbesondere fiir die beiden
Geraden p, ¢, und da sie sich nicht treffen, liegt eine von ihnen in P, die andere in €. Jede a
und b treffende Gerade hat also mit der einen den Punkt P oder mit der anderen die Ebene

€ gemein.

4. Nach Voraussetzung liegen a, b, ¢ cozyklisch, haben also nach Satz 32 einen Punkt P und eine
Ebene ¢ gemein. Da nach Satz 30 jede a und b treffende Gerade in € oder in P liegt, trifft sie
in jedem Fall c.

5. Nach Voraussetzung haben a,b einen Punkt P und eine Ebene ¢ gemein, liegen also geméfs
Satz 32 cozyklisch.

6. Nach Satz 30 (bzw. im Fall a = b nach Voraussetzung) haben a,b, ¢ einen Punkt oder eine
Ebene gemein. Geméf dem Dualitétsprinzip konnen wir o.E. letzteres annehmen, d.h. a, b, ¢
haben eine Ebene € gemein. Wéhle mit Satz 28 einen gemeinsamen Punkt s von s und &, mit
Satz 2 eine gemeinsame Ebene v von p und s und mit Satz 26 eine gemeinsame Gerade ¢ von
~v und €. Als Gerade in € trifft ¢ die Geraden a,b und ¢, als Gerade in v auch die Gerade p.
Die Ebene +y ist von € verschieden, denn sonst wére sie gemeinsame Ebene von p und ¢. Mit
Axiom P5 folgt, dass die Gerade ¢ im Punkt s liegt und damit auch s trifft.

7. Seien a, b, ¢ drei paarweise sich treffende Geraden. Im Fall a = b = ¢ folgt die Existenz einer
sie nicht treffenden Gerade mit Satz 5. Wir konnen also o.E. annehmen, dass a von b und ¢
verschieden ist. Nach Satz 30 haben a, b, c einen Punkt oder eine Ebene gemein, wobei wir
geméfs dem Dualitdtsprinzip o.E. letzteres annehmen kénnen, d.h. a, b, ¢ haben eine Ebene ¢
gemein. Nach Axiom P4 hat @ mit b und ¢ jeweils nicht mehr als einen Punkt gemein, sodass
wir mit Axiom P2 einen Punkt A in a wihlen kénnen, welcher weder in b noch in ¢ liegt, sowie
in b einen Punkt B, welcher nicht in a liegt. Dann sind die Punkte 4, B distinkt und liegen
nach Axiom P3 in . Nach Axiom P6 liegt daher auch die ihnen geméft Axiom P4 gemeinsame
Gerade d in € und ist von den Geraden a, b, ¢ verschieden, hat also geméf Axiom P4 jeweils
nicht mehr als einen Punkt mit ihnen gemein. Nach Axiom P2 liegt daher ein Punkt P in d,
welcher in keiner der Geraden a, b, ¢ liegt. Wihle mit Satz 8 eine Gerade g in P, welche nicht
in der Ebene ¢ liegt, also geméfs Axiom P6 neben P keinen Punkt mit ihr gemein hat. Dann
hat die Gerade g mit keiner der Geraden a, b, ¢ einen Punkt gemein, denn einen solchen hétte

sie nach Axiom P3 auch mit € gemein. u
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I.4. Einfiihrung der Trennungsbeziehung

In diesem Abschnitt wird an Abschnitt 1.2 angekniipft, d.h. die Worte Punkt, Gerade und FEbene
beziehen sich wie dort auf den Anschauungsraum, wihrend sich die Worte Punkt*, Gerade* und
Ebene* auf den projektiven Raum beziehen. Da die Inzidenzrelation J* des projektiven Raumes
mit der Inzidenzrelation J des Anschauungsraumes auf dem Tréger des letzteren iibereinstimmt,
miissen sie sprachlich nicht auseinandergehalten werden. Das selbe gilt fiir die definierten Relationen
des Gemein-Habens, des Windschief-Liegens und des sich Treffens (da die Fernebene in keiner
Geraden liegt). Insofern der projektive Raum in Betracht kommt, kénnen wir nach Theorem 23 auf
die Resultate von Abschnitt 1.3 zuriickgreifen. Wie dort gezeigt wurde, zdhlen dazu auch sdmtliche
in Abschnitt 1.1 bewiesenen Satze. Auf Letztere werden wir uns aber auch dann berufen kénnen,
wenn wir Aussagen iiber den Anschauungsraum treffen wollen. Sie haben also fiir diesen Abschnitt
zweierlei Bedeutung.

Wir setzen das komplette Axiomensystem A fiir den Anschauungsraum voraus, also neben den
sieben Inzidenzaxiomen auch die sieben Ordnungsaxiome:

AV1 Haben distinkte Punkte A, B, C eine Gerade gemein, so gilt ZABC oder ZBAC oder ZBCA.
AV2 Gilt ZABc, so sind A, B,C Punkte, die eine Gerade gemein haben.

AV3 Seien € eine Ebene und A, B, C drei Punkte in e, welche keine Gerade gemein haben; sei ferner
g eine Gerade, welche in € liegt, jedoch in keinem der Punkte A, B, C. Liegt dann in g ein Punkt
M sodass ZAMB, so liegt in g auch ein Punkt M’', sodass ZAM’'C oder ZBM'C.

AO1 Gilt ZaBc, so sind A, B, C distinkt.

AO2 Gilt ZABC, so auch ZCBA.

AO3 Gilt ZABC und ZACD, so auch ZBCD.

AO4 Sind A, B Mengen von Punkten und gibt es einen Punkt P derart, dass ZABP fiir alle A € A

und B € B, so gibt es einen Punkt s, sodass ZASB fiir alle A € A\s und B € B\s.

34 Satz

Haben distinkte Punkte A, B, C eine Gerade gemein, so gilt genau einer der drei Falle:

ZABC oder ZBAC oder ZBCA.

Beweis: Dass mindestens einer der drei Félle gilt, ist gerade die Aussage von Axiom AV1. Der
mittlere und der rechte Fall schliefsen sich gegenseitig aus, da sie nach Axiom AO3 gemeinsam einen
Widerspruch zu Axiom AO1 implizieren:

ZBAC N ZBCA = ZACA.

Hierauf ldsst sich mit Axiom AO2 die Unmdglichkeit des gleichzeitigen Auftretens des linken mit
einem der beiden anderen Félle zuriickfiithren:

ZABC N BAC = ZCBA N CAB

und
ZABC N BCA = ZABC A ACB.
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35 Satz

Seien A, B,C Punkte, welche keine Gerade gemein haben, und seien A', B',c’ Punkte derart,
dass ZBA'Cc und ZAB'C und ZAc'B. Dann haben auch A', B',c’ keine Gerade gemein.

Abbildung I.1.

Beweis: Gemaft den Axiomen AO1 und AV1 sind die Punkte B, A’,c bzw. A, B',c bzw. A,c’, B
jeweils distinkt und haben respektive Geraden a, b, ¢ gemein. Es sind a, b, ¢ distinkt, da A, B, ¢ keine
Gerade gemein haben. Nach Axiom A4 sind somit auch die Punkte A’, B, ¢’ distinkt. Angenommen,
sie haben eine Gerade gemein. Dann kénnen wir geméfs Axiom AV1 und aus Symmetriegriinden
o.E. annehmen, dass Z4'B'¢’ (beachte Axiom AO2).

Nach Axiom A4 liegt die Gerade b in keinem der Punkte 4A’, ¢/, B, und diese haben auch keine Ge-
rade gemein. Sei € gemeinsame Ebene von 4, B, ¢ geméf Satz 6. Nach Axiom A6 liegen die Geraden
a,b,c in ¢, also nach Axiom A3 auch die Punkte 4’, B, ¢’. Geméafs Axiom AV3 (angewendet auf
die Ebene ¢, die Punkte 4’,¢’, B und die Gerade b) folgt die Existenz eines Punktes P in b sodass
ZA'pB oder Zc¢'PB. Gemék den Axiomen AV2 und A4 liegt der Punkt P im ersten Fall in a, im
zweiten Fall in ¢, ist also (als Punkt von b) im ersten Fall mit ¢, im zweiten Fall mit 4 identisch. Es
folgt also ZA'cB oder Z¢’AB. Beides steht nach Satz 34 im Widerspruch zu den Voraussetzungen. W

36 Satz

Seien a,b Geraden, welche einen Punkt P gemein haben und seien uy,us zueinander parallele,
nicht in P liegende Geraden, welche mit a, b respektive Punkte A1, By bzw. Aa, Bo gemein haben.
Dann gilt:

1. ZPA1Ay & ZPB1By und

2. ZA1PAy < ZB1PBo.

Abbildung I.2.

19



Beweis: Aus Symmetriegriinden geniigt es jeweils die Implikation ,,=* zu zeigen. Da fiir ¢ = 1,2
die Gerade u; nicht in P liegt, ist sie von den Geraden a, b verschieden und hat somit nach Axiom A4
aufser 4; bzw. B; keine weiteren Punkte mit a bzw. b gemein. Im Fall a = b gilt daher 47 = B
und As = B und die Behauptung ist trivial. Wir kénnen also o.E. annehmen, dass a # b, mithin
A1 # By und As # By. Wiederum geméf Axiom A4 haben dann P, A9, Bo keine Gerade gemein.
Nach Axiom AO1 gilt wegen der Voraussetzung ZPAjAs bzw. ZA1PAy ferner 41 # Ao, sodass also
u1, ug distinkt sind und mithin keinen Punkt gemein haben. Letzteres bedeutet insbesondere, dass
u1 weder in Ao noch in Bs liegt und By # Bs. Sei € gemeinsame Ebene von a, b geméfs Satz 10. Nach
Axiom A3 liegen die Punkte P, A1, By, A, Bs in €, geméaf Axiom A6 auch die Gerade uq.

Zu 1: Gilt ZPAjAg, so folgt mit Axiom AV3 (angewendet auf die Ebene e, die Punkte P, A2, By
und die Gerade u;) die Existenz eines Punktes B in wu;, sodass ZpPBBs oder Z42BBy. Geméfs den
Axiomen AV2 und A4 liegt B im ersten Fall in b, im zweiten Fall in uy. Letzterer Fall ist somit
ausgeschlossen, da ui, uy keinen Punkt gemein haben. Also liegt B in b und es gilt ZPBBy. Damit
ist B = By der den Geraden uj,b gemeinsame Punkt, womit ZPB1 By gezeigt ist.

Zu 2: Gilt ZA1PAs, so gilt nach Satz 34 weder ZPA;A2 noch ZPAsA4; und mithin nach 1. weder
ZPB1B9 noch ZPByB1. Wiederum gemaf Satz 34 folgt ZB1PBs. |

37 Satz

Seien a, b, c Geraden, welche einen Punkt™ P gemein haben und seien uy,us zueinander paral-
lele, nicht in P liegende Geraden, welche mit a, b, c respektive Punkte A1, B1,C1 bzw. Ao, Bo, Co
gemein haben. Dann gilt

ZA1B1Cq & ZA9BoCo.

Beweis: Aus Symmetriegriinden geniigt es die Implikation ,,=* zu zeigen. Da fiir ¢ = 1,2 die
Gerade u; nicht im Punkt* P liegt, ist sie von den Geraden a, b, ¢ verschieden, hat mit ihnen also
geméfs Axiom A4 respektive nur den Punkt 4;, B;, ¢; gemein. Im Fall uy = uso gilt daher 47 = A5 und
B1 = By und ¢; = €3 und die Behauptung ist trivial. Wir kénnen also o.E. annehmen, dass w1, us
eine Ebene ¢, aber keinen Punkt gemein haben. Insbesondere gilt also 4; # 43 und B; # B2 und
Cc1 # C2. Nach Axiom A3 liegen die Punkte 41, B1, C1, A2, B2, Co in der Ebene €, geméft Axiom A6
auch die Gerade b. Wegen der Voraussetzung ZA;B1C; sind die Punkte A1, By, ¢1 nach Axiom AO1
distinkt. Mit Theorem 23.4 folgt, dass die Gerade b in keinem der Punkte A;, A9, C1, Co liegt, und
die Punkte A, C1, A2 bzw. C1,Co, Ay jeweils distinkt sind und keine Gerade gemein haben. Wir
zeigen ZAgBaCo durch Fallunterscheidung:

Abbildung 1.3.
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Fall ZA1PAo: Dann ist P ein Punkt und nach Satz 36.2 gilt auch Zci1pPcy. Geméaf Axiom AV3
(angewendet auf die Ebene e, die Punkte c1,02, 42 und die Gerade b) folgt die Existenz eines
Punktes B in b sodass Zc1BAy oder ZC09BAy. Der erste Fall ist nach Satz 35 (angewendet auf die
Punkte 4;,C1, A2 und die Punkte B, P, B1) ausgeschlossen, da B, P, By die Gerade b gemein haben.
Es gilt also ZC9BAs. Der Punkt B liegt in us, denn er hat nach Axiom AV2 eine Gerade mit 45, Co
gemein und nach Axiom A4 kann es sich dabei nur um die Gerade us handeln. Damit ist B = By der
einzige gemeinsame Punkt von b und us und es gilt Zc9B245. Mit Axiom AO2 folgt ZA45B20s.

Abbildung 1.4.

Fall =ZA41PAs: Dann gilt nach Satz 36.2 auch —Zc1pPcy. Es folgt, dass fiir jeden Punkt B in b
weder ZA1BAs noch Zc1BCs gilt, denn geméf den Axiomen AV2 und A4 liegt B im ersten Fall
in a, im zweiten Fall in ¢, ist also nach Theorem 23.4 in jedem Fall mit dem Punkt* p identisch.
Geméfs Axiom AV3 (angewendet auf die Ebene e, die Punkte 41,1, A2 und die Gerade b) folgt die
Existenz eines Punktes @ in b sodass Zc1Q42. Gemifs Axiom AV3 (angewendet auf die Ebene e,
die Punkte c1, 42,092 und die Gerade b) folgt die Existenz eines Punktes B in b sodass ZA2BCs.
Geméf den Axiomen AV2 und A4 liegt B in ug und ist daher mit Bo identisch. Also gilt Z45B5¢2. W

38 Lemma

Seien a eine Ebene und z eine Gerade in «. Dann gilt:
1. Es gibt eine zu z windschiefe Gerade q, welche mit « keinen Punkt gemein hat.

2. Ist q eine zu z windschiefe Gerade, welche mit o keinen Punkt gemein hat, so hat sie
mit jeder von a verschiedenen Ebene in z genau einen Punkt gemein. Dabei entsprechen
distinkten Ebenen distinkte Punkte.

Beweis:

1. Wahle mit Satz 7 einen nicht in « liegenden Punkt P und mit Satz 14 eine vom Fernpunkt
von z verschiedenen Fernpunkt @ in «. Sei ¢ gemeinsame Gerade von P und @ geméfs Satz 13.
Mit P liegt nach Axiom A3 auch ¢ nicht in «. Da ¢, o den Fernpunkt @ gemein haben, haben
sie somit nach Satz 15 keinen Punkt gemein. Nach Axiom A3 haben daher auch ¢, z keinen
Punkt gemein. Somit liegen g, z windschief, denn nach Wahl von @ liegen sie nicht parallel.

2. Da q, z windschief liegen, liegt der Fernpunkt @ von ¢ nicht in z. Dagegen liegt @ nach Satz 15
in «, da ¢, @ keinen Punkt gemein haben. Nach Satz 16 ist « die einzige gemeinsame Ebene
von z und Q. Ist also [ eine beliebige von « verschiedene Ebene in z, so liegt @ nicht in .
Damit liegt auch ¢ nicht in S und mit den S&tzen 15 und 9 folgt, dass ¢, 5 genau einen Punkt
B gemein haben. Da ¢, z windschief liegen, liegt B nach Satz 10 nicht in z. Gemé&f Axiom A5

ist daher 8 die einzige gemeinsame Ebene von z und B. u
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Abbildung 1.5.

Wir definieren eine vierstellige Relation 7 auf der Menge aller Ebenen durch:

a, 3,7, haben eine Gerade z gemein und es gibt eine zu z windschiefe Gerade
TaByd :gdw. g, welche mit o keinen Punkt, mit 3, , § respektive Punkte B, ¢, b gemein hat
derart, dass ZBCD.
39 Satz
Seien a, B,7,0 distinkte Ebenen, welche eine Gerade z gemein haben. Dann gilt Ta.d By oder
TapBdy oder TafB~6.

Beweis: Nach Lemma 38 gibt es eine zu z windschiefe Gerade ¢, welche mit « keinen Punkt, mit
5,7, 0 respektive distinkte Punkte B, ¢, b gemein hat. Geméfs Axiom AV1 gilt mindestens einer der
Falle ZpBc oder ZBDC oder ZBCD. |

40 Satz
Gilt Ta B~ 4d, so sind a, 8,7, distinkt.

Beweis: Dies folgt aus Lemma 38.2 und der Tatsache, dass Punkte B, ¢, D mit ZBCD nach Axi-
om AQ]1 distinkt sind. |

41 Satz
Gilt Ta B3, so auch TByda und Tdv B a.
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Beweis: Nach Voraussetzung haben «, 3,,d eine Gerade z gemein und es gibt eine zu z wind-
schiefe Gerade ¢, welche mit « keinen Punkt, mit 5,v,d respektive Punkte B,C, D gemein hat,
sodass ZBCD. Nach Axiom AO2 gilt auch ZpcB und mithin 7o d v 5. Damit ist gezeigt:

TaByd = Tadyp. (L.1)

Sei nun z ein Punkt in z geméf Axiom A2 und sei  gemeinsame Ebene von ¢ und z geméfs Satz 2.
Nach Axiom A3 liegen neben z auch die Punkte B, ¢, D in 7, sodass also «, 3,7, gemaft Axiom A6
respektive Geraden a, b, ¢, d mit n gemein haben. Nach Axiom A5 liegt der Punkt z in a, b, ¢, d und
liegen die Punkte B, ¢, b respektive in den Geraden b, ¢, d (beachte, dass n von «, 3, v, 0 verschieden
ist, da z, ¢ windschief liegen). Die Geraden ¢, a haben keinen Punkt gemein (einen solchen hétte g
nach Axiom A3 auch mit o gemein), liegen also parallel (denn sie haben die Ebene 1 gemein).

Die Gerade z ist von der Geraden b verschieden (da z,q windschief) und hat mit ihr den Punkt
7 gemein, liegt also nicht im Fernpunkt B’ von b. Sei ¢’ gemeinsame Gerade von D und B’ gemaf
Satz 13. Nach Satz 40 sind «, 8,7, d distinkt. Insbesondere liegt nach Lemmma 38.2 der Punkt D
nicht in 3. Also liegt nach Axiom A3 auch ¢’ nicht in 8 und da ¢/, 3 den Fernpunkt B’ gemein
haben, haben sie nach Satz 15 keinen Punkt gemein. Nach Axiom A3 haben somit auch ¢’, z keinen
Punkt gemein, liegen also windschief (da z nicht in B’ liegt). Mit Lemma 38.2 folgt, dass ¢’ mit den
Ebenen « und v respektive Punkte 4" und ¢’ gemein hat. Nach Satz 15 liegt mit p und B’ auch
die Gerade ¢’ in 1, mithin nach Axiom A3 auch die Punkte 4’,¢’. Mit Axiom A5 folgt, dass A’ in
a und ¢’ in ¢ liegt.

Nach Lemma 38.2 liegen die Punkte ¢, ¢’ nicht in den Ebenen «, 3, d, sind also insbesondere von
D verschieden. Da die Geraden ¢, ¢ distinkt sind (denn ¢, @ haben keinen Punkt gemein) und den
Punkt D gemein haben, folgt mit Axiom A4, dass ¢ nicht in ¢’ und ¢’ nicht in ¢ liegt. Ferner liegt
nach Axiom A3 der Punkt ¢ nicht in b, der Punkt ¢’ nicht in a. Aus ZpcB folgt nun Zc¢’cz mit
Satz 36.2 (angewendet auf die Geraden ¢,c¢ im Punkt ¢ sowie die parallelen Geraden ¢',b). Mit
Satz 36.1 (angewendet auf die Geraden ¢, ¢’ im Punkt ¢’ sowie die parallelen Geraden ¢, a) folgt
hieraus Zc’'pA’. Also gilt T30 a.

e C '
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Abbildung 1.6.

Damit ist gezeigt:
Tapyd = THyda. (I.2)

Aus (I.1) und (I.2) ergibt sich auch die zweite behauptete Symmetrie:

TapByd = Tadyp = TovpLa.
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42 Lemma

Es gelte Ta B~ und es sei q eine Gerade, welche mit o keinen Punkt, mit 5,7, respektive
Punkte B,c, D gemein hat. Dann gilt ZBCD.

Beweis: Nach Voraussetzung haben «, 3,7,d eine Gerade z gemein und es gibt eine zu z wind-
schiefe Gerade u1, welche mit « keinen Punkt, mit 3,+, d respektive Punkte By, C1, D1 gemein hat
sodass ZB1C1D;. Ferner sind a, 5,7, nach Satz 40 distinkt. Es liegt keiner der Punkte B,C, D
in z, denn sonst wére er nach Axiom A3 gemeinsamener Punkt von ¢ und «. Somit liegen ¢, z
windschief, denn in einer ihnen gemeinsamen Ebene l4dgen nach Axiom A3 die Punkte B und ¢, von
denen wegen 3 # v nach Axiom A5 einer in z liegen miisste. Mit Satz 15 folgt, dass die Fernpunkte
Q bzw. U der Geraden ¢ und w1 in « liegen, jedoch in keiner der Ebenen 3, v, é.

Abbildung 1.7.

Sei nun ug gemeinsame Gerade von B und U geméfs Satz 13. Auch us liegt windschief zu z, denn als
gemeinsame Ebene kiime geméfs den Axiomen A3 und A5 nur § in Frage, aber U liegt nicht in 5.
Da wuq,ug parallel liegen, haben sie eine Ebene n gemein (im Fall u; = ug folgt dies aus Axiom A2
und Satz 10). Geméf Axiom A3 liegen die Punkte By,C1, D1 und B in 7. Da die Gerade z zu uy
windschief liegt, liegt sie nicht in der Ebene 7, hat also geméaf Theorem 23.6 genau einen Punkt™® p
mit ihr gemein. Da sie zu z windschief liegen, liegen die Geraden w1, u2 nach Satz 29 nicht in p. Seien
b, ¢, d geméfs Theorem 23.4 die gemeinsamen Geraden von P und respektive By, C1, D1 (letzteres sind
Punkte, sodass es sich bei b, ¢, d nicht um Ferngeraden handeln kann). Sie liegen nach Theorem 23.6
in der Ebene 7 sowie respektive in den Ebenen 3,7, d. Letzteres bedeutet insbesondere, dass ¢, d
nicht in U liegen. Nach Axiom Ab liegt der Punkt B in der Geraden b, denn er hat mit ihr die
beiden Ebenen 8 und 7 gemein (es ist 8 # 1, da z in (3 liegt). Da die Gerade us mit den Geraden
¢,d eine Ebene gemein hat (nédmlich 1) aber jeweils nicht parallel zu ihnen liegt (denn sie liegt in
U), hat sie mit ihnen respektive Punkte ca, Dy gemein. Aus ZB;c1D; folgt

ZBCoDo (13)

gemafs Satz 37 angewendet auf die Geraden b, ¢, d im Punkt® p und die parallelen Geraden w1, us.

Wegen (1.3) konnen wir o0.E. ¢ # ug annehmen, denn andernfalls gilt ¢ = ¢2 und b = Dy nach
Lemma 38.2. Mit Satz 13 folgt @ # U, da ¢, u2 einen Punkt gemein haben (ndmlich B). Letzteres
impliziert nach Satz 10, dass q,us auch eine Ebene o/ gemein haben. Die Ebenen «a, o’ haben die
beiden Fernpunkte @ und v gemein und liegen somit geméf Lemma 17 in der selben Ferngeraden
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a. Geméf dem selben Lemma liegen die Ebenen , ¢ nicht in a (denn sie liegen nicht in v), sind also
insbesondere von o' verschieden. Nach Axiom A3 liegen die Punkte ¢, D, Co, Do in o/. Insbesondere
hat o/ mit den Ebenen v, 4 jeweils Punkte und damit gemift Axiom A6 respektive Geraden ¢/, d’
gemein. Nach Axiom A5 liegen die Punkte ¢, c2 in der Geraden ¢ (denn sie haben mit ihr die
Ebenen ',y gemein) und analog liegen die Punkte D, Dy in der Geraden d'. Die Fernpunkte der
Geraden ¢/, d haben mit dem Fernpunkt z von z jeweils eine Ferngerade sowie eine nicht in ihr
liegende Ebene gemein (ndmlich a und 7 bzw. §), sind also nach Satz 21 mit z identisch. Insbeson-
dere liegen ¢, d’ zueinander parallel. Hatte die Gerade ¢’ mit der Ebene 8 neben dem Fernpunkt z
auch den Punkt B gemein, so l4ge sie nach Satz 15 in ihr; damit l4ge aber nach Axiom A3 auch
der Punkt ¢ in 8, d.h. 8,7~ hétten z und ¢ gemein, was nach Axiom A5 ausgeschlossen ist, da
B # ~. Also liegt ¢’ nicht in B und analog gilt dies fiir d’. Aus (I.3) folgt nun ZBCD mit Satz 36.1
angewendet auf die Geraden ¢, us im Punkt B, sowie die parallelen Geraden ¢/, d’. |

43 Satz
Aus Ta v und TaBde folgt Tayde.

Beweis: Nach Voraussetzung und Satz 40 sind «, 8,7, und «, 3, 6§, € jeweils distinkt und haben
eine Gerade gemein. Nach Satz 4 haben «, § hochstens eine Gerade gemein. Also haben «, 3,7, 6, &
eine Gerade z gemein. Sei ¢ geméft Lemma 38 eine zu z windschiefe Gerade, welche mit « keinen,
mit 5,7, d, e respektive Punkte B, C, D, E gemein hat. Nach Lemma 42 gilt ZBcD und ZBDE. Mit
Axiom AQOS3 folgt ZcpE. Also gilt Tayde. |

44 Satz

Seien 9, Ebenen, welche eine Gerade z gemein haben, und seien A, B Mengen von Ebenen
in z derart, dass TYa B w fir alle a € A und 8 € B. Dann g¢ibt es eine Ebene o in z, sodass

TYaof, fiir alle « € A\o und 8 € B\o.

Beweis: Wir kénnen o.E. annehmen, dass A und B jeweils mehr als eine Ebene enthalten, denn
enthdlt etwa A keine oder nur eine Ebene «, so kann ¢ = ¢ bzw. ¢ = a gewéhlt werden. Sei
ag € Aund By € B und sei ¢ geméf Lemma 38.1 eine zu z windschiefe Gerade, welche mit 9 keinen
Punkt gemein hat. Nach Voraussetzung gilt T4 g 8« fiir alle § € B und 79 a Sy 7 fiir alle o € A.
Nach Satz 40 ist somit jede Ebene v € AU B von ¢ verschieden, hat also nach Lemma 38.2 einen
Punkt P, mit ¢ gemein. Aus dem selben Grund hat 7 einen Punkt P mit ¢ gemein. Mit Lemma 42
folgt
ZPoPgP, fiir alle « € A und 5 € B.

Geméf Axiom AO4 folgt die Existenz eines Punktes s mit
ZP,SPg, fir alle « € A und 8 € B mit P, # 5 # Pg. (I.4)

Nach Lemma 38.2 haben verschiedene Ebenen in z auch verschiedene Punkte mit ¢ gemein. Geméf
unserer Annahme, dass A und B jeweils mehr als eine Ebene enthalten, gibt es somit Ebenen o € A
und 3 € B mit P, # S # Pg und mithin Zr,SPg. Mit den Axiomen AO1, AV1 und A4 folgt, dass s
in ¢ liegt. Sei o gemeinsame Ebene von z und s geméf Satz 2. Nach (1.4) erfiillt o die Behauptung. W
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45 Satz

Sei n eine Ebene* und seien a,b zwei nicht in n liegende Geraden. Fur i = 1,2,3,4 seien
ferner «; eine Ebene in a und B3; eine Ebene in b derart, dass ay, 3;,n eine Gerade* ¢; gemein
haben. Gilt dann Toaq ag ag oy, so auch T 51 B2 B3 Ba.

Beweis:

1. Nach Satz 40 sind die Ebenen a1, as, asz, ay distinkt, somit nach Satz 4 auch die Geraden™
c1,¢2, c3, ¢4 und mithin die Ebenen (1, 82, 83, B4 (beachte die Voraussetzungen an a und b).
Der geméfs Theorem 23.6 einzige gemeinsame Punkt* ¢ von a und 7 hat fir ¢ = 1,2,3,4
mit der Geraden™ ¢; neben der Ebene* 1 nach Theorem 23.3 auch die von ihr verschiedene
Ebene a; gemein, liegt daher nach Theorem 23.5 in ¢; und somit nach Theorem 23.3 auch in
der Ebene ;. Wiederum geméf Theorem 23.5 folgt, dass ¢ auch in b liegt (da 81 # B2) und
damit nach Theorem 23.6 der einzige gemeinsame Punkt* von b und 7 ist.

2. Wir betrachten nun zunéchst den Fall, dass ¢ ein Punkt ist. Dann sind ¢y, ¢o, ¢3, ¢4 Geraden
und 7 eine Ebene. Sei @ geméifs Satz 6 ein Punkt in 7, welcher nicht in ¢; liegt, und sei ¢
geméfs Satz 13 eine gemeinsame Gerade von Q und dem Fernpunkt U von c¢;. Der Punkt @
liegt nach Axiom A5 weder in o noch in ;. Also liegt nach Axiom A3 auch die Gerade ¢ in
keiner der beiden Ebenen o, 51 und hat somit nach Satz 15 auch jeweils keinen Punkt mit
ihnen gemein (denn sie hat ihren Fernpunkt v mit ihnen gemein). Hingegen liegt ¢ in 7 und
damit windschief zu den Geraden a und b, denn eine gemeinsame Ebene von ¢ mit a bzw. b
lage nach Axiom A3 im Punkt ¢ und wére daher nach Axiom A5 mit 7 identisch, was nach
Voraussetzung an a, b unmoglich ist. Mit Lemma 38.2 folgt, dass ¢ mit den Ebenen «s, as, ay
respektive Punkte @9, Q3, Q4 gemein hat. Aus der Voraussetzung 7 o s ag g folgt Z2Q9Q3Q4
mit Lemma 42. Fir ¢ = 2, 3,4 liegt der Punkt @; nach Axiom A3 in 7, damit nach Axiom A5
in ¢; und somit wieder geméfs Axiom A3 in §;. Damit ist T 51 B2 B3 84 gezeigt.

3. Wir fithren nun den allgemeinen Fall auf den soeben betrachteten zuriick. Wéhle dazu mit
dem Dual von Satz 8 eine nicht in ¢ liegende Gerade* s in 7 und mit Theorem 23.2 einen von
¢ verschiedenen Punkt 4 in a (beachte, dass in a nur ein Fernpunkt liegt). Da ¢ der einzige
gemeinsame Punkt® von 7 und a ist (siehe 1.), liegt der Punkt A nicht in 7 und somit nach
Theorem 23.3 auch nicht in s, hat also gemé&f Theorem 23.5 eine von 7 verschiedene Ebene «
mit s gemein (da A Punkt ist, kann es sich bei « nicht um die Fernebene handeln). Wiederum
geméaf Theorem 23.5 liegen der Punkt* ¢ und damit nach Theorem 23.3 auch die Geraden
a,b nicht in «. Insbesondere haben a und b nach Theorem 23.6 nur einen Punkt* gemein.
Mit Theorem 23.2 folgt die Existenz eines nicht in « liegenden, von ¢ verschiedenen Punktes
B in b. Nach Axiom A3 liegt die den Punkten A und B geméf Satz 1 gemeinsame Gerade ¢
nicht in . Da ¢ der einzige gemeinsame Punkt* von 7 und b ist (siehe 1.), liegt der Punkt B
nicht in 7 und somit nach Theorem 23.3 auch nicht in s, hat also geméf Theorem 23.5 eine
von 1 und « verschiedene Ebene 8 mit s gemein (da B Punkt ist, kann es sich bei 5 nur um
eine Ebene handeln). Ebenfalls geméf Theorem 23.5 liegen die Punkte*® 4, ¢ und damit nach
Theorem 23.3 auch die Geraden ¢, b nicht in 5.

Fir ¢ = 1,2,3,4 sel nun ¢; gemaf Satz 29 ein gemeinsamer Punkt* der Geraden™ s und
¢; (beachte, dass s,c; die Ebene* 1 gemein haben), seien a;,b; geméf Satz 1 gemeinsame
Geraden von ¢;, A bzw. ¢;, B (es handelt sich um Geraden, da A, B Punkte sind) und sei ~;
geméf Satz 10 gemeinsame Ebene von a;, b;. Nach Theorem 23.3 liegt mit s auch der Punkt
C; in «, B, und liegen mit a; bzw. b; auch die Punkte 4, B und ¢; in ;. Mit Theorem 23.6 folgt,
dass a; in o, a liegt, b; in 3;, 5, und ¢ in 7; (beachte, dass 4, B, ¢; nach Konstruktion distinkt
sind). Aus der Voraussetzung T a; ag ag gy folgt nun 771 v2 v3 4 mit dem in 2. gezeigten
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Fall angewendet auf die Ebene «, die Geraden a, ¢, und die Ebenen «y,v;, welche mit « die
Gerade a; gemein haben (beachte, dass der gemeinsame Punkt* 4 von a und « ein Punkt
ist). Hieraus folgt 751 52 83 B4 mit 2. angewendet auf die Ebene 3, die Geraden ¢, b, und
die Ebenen ~;, 3;, welche mit 8 die Gerade b; gemein haben (beachte dass der gemeinsame
Punkt* B von ¢ und f ein Punkt ist). u

Wir definieren nun eine vierstellige Relation 7* auf der Menge aller Geraden® durch:

a, b, ¢, d haben eine Ebene* 1 gemein und es gibt eine nicht in 7 liegende Gerade

T*abced :gdw. 2z, welche mit a,b,c,d respektive Ebenen «,3,v,6 gemein hat derart, dass

TapByo.

Abbildung 1.8.

46 Lemma

Es gelte T*abcd. Dann sind a,b,c,d distinkt und haben genau eine Ebene* n gemein. Sind
a, B,7, 0 respektive in a, b, ¢, d liegende Ebenen, welche eine nicht in 1 liegende Gerade z gemein
haben, so gilt TaB~0.

Beweis: Nach Voraussetzung haben die Geraden* a, b, ¢, d eine Ebene* 7 gemein und es gibt eine
nicht in 7 liegende Gerade 2/, welche mit ihnen respektive Ebenen o, 3’,7/,d’ gemein hat, sodass
To' B+ Dann ist 2’ von a,b,c,d verschieden und nach Satz 40 sind o/, 3’,~/, 6" distinkt. Mit
Satz 4 folgt, dass auch a, b, ¢, d distinkt sind und somit 7 die einzige ihnen gemeinsame Ebene™* ist.
Die zweite Aussage folgt nun mit Satz 45. |

Zusammen mit Theorem 33 (und Theorem 23) zeigt das folgende Theorem, dass die Menge X* der
Geraden™® zusammen mit der Relation T* des sich Treffens und der Trennungsbeziehung 7* den
Axiomen des Systems S geniigen. Wir nennen (X*, T* 7*) den Strahlenraum.
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47 Theorem
1. Sind a,b,c,d distinkte cozyklische Geraden*, so gilt T*adbc oder T*abdc oder T*abed.

2. Gilt T*abcd, so liegen a,b, c,d cozyklisch.

3. Seien ai,az,as, a4, b1, be, b3, by Geraden™ derart, dass a;b; sich treffen gdw. i = j, und
b1, ba, b3, by cozyklisch liegen. Gilt dann T*aq as az aq, so auch T *by by b by.

Gilt T*abced, so sind a,b, c,d distinkt.
Gilt T*abcd, so auch T*beda und Tdcba.
Gilt T*abced und T*abde, so auch T*acde.

NS &

Seien A, B Mengen von Geraden® und seien u,v Geraden® derart, dass Tuabv fir alle
a € A,b € B. Dann gibt es eine Gerade* s, sodass Tuasb fir allea € A\s und b € B\s.

Beweis:

1. Nach Satz 32 haben a,b, ¢, d einen Punkt* P sowie eine Ebene* n gemein. Wahle mit Satz 7
einen nicht in 7 liegenden Punkt @ (ein solcher existiert nattirlich erst recht, wenn 7 die
Fernebene ist) und mit Satz 1 eine gemeinsame Gerade z von P und Q. Dann liegt z nach
Theorem 23.3 nicht in 7 und hat mit den Geraden® a,b,c,d den Punkt® p, also geméifs
Satz 29 auch respektive Ebenen a, 3,7,d gemein (da z eine Gerade ist, kann es sich nur um
Ebenen handeln). Nach Satz 4 sind mit a, b, ¢, d auch «, 3,7, distinkt. Mit Satz 39 folgt die
Behauptung.

2. Nach Voraussetzung haben die Geraden® a,b,c,d eine Ebene* 1 gemein und es gibt eine
nicht in 7 liegende Gerade z, welche mit ihnen respektive Ebenen «, 3,~,d gemein hat. Nach
Theorem 23.6 hat z einen Punkt® P mit 7 gemein. Nach Theorem 23.3 liegt P in «, 3,7,d
und damit nach Theorem 23.5 in a, b, ¢, d (beachte, dass  von a, 3,7, § verschieden ist). Also
haben die Geraden* a, b, ¢, d die Ebene* 1 und den Punkt®* P gemein. Mit Satz 32 folgt, dass
sie cozyklisch liegen.

3. Nach 2. und Satz 32 haben die Gerden* ai,as,as,as eine Ebene* o sowie einen Punkt*
A gemein. Auch die Geraden™ by, by, b3, by haben nach Satz 32 eine Ebene* S und einen
Punkt* B gemein. Gemak Theorem 23.3 liegt A in « und B in . Fiir i = 1,2, 3,4 haben nach
Voraussetzung die Geraden™ a;, b; einen Punkt* ¢; gemein, und dieser liegt nach Theorem 23.3
in den Ebenen* o und . Da die Gerade* a; nicht in 8 liegt (sonst tréife sie by), hat sie
nach Theorem 23.6 neben ¢; keinen weiteren Punkt® mit 8 gemein. Somit liegt der Punkt*
A nicht in S (es ist 4 # €1, da sich sonst ag, by trifen). Analog folgt, dass B nicht in «
liegt. Insbesondere sind die Ebenen® «, 5 distinkt, haben also nach Satz 26 eine Gerade* ¢
gemein, in der nach Theorem 23.5 auch die Punkte* c1, C9, C3, C4 liegen. Hingegen liegt nach
Theorem 23.3 weder A noch B in c.

Sei nun v eine von « und (B verschiedene Ebene in ¢ geméf dem Dual von Theorem 23.2
(beachte, dass es nur eine Fernebene gibt). Sei ferner ¢ geméf Satz 6 ein Punkt in v welcher
nicht in ¢ und damit gemé&f Theorem 23.5 auch weder in « noch in § liegt. Wéhle mit Satz 1
gemeinsame Geraden a und b von ¢ mit A bzw. B. Die Geraden* b, ¢ liegen windschief, denn
hiatten sie eine Ebene* gemein, so lage diese geméfs Theorem 23.3 in B und ¢ und wére
daher nach Theorem 23.5 sowohl mit 5 als auch mit ~ identisch, im Widerspruch zur Wahl
von . Analog folgt, dass auch a,c windschief liegen. Insbesondere liegt a nicht in a. Nach
Satz 29 hat die Gerade a mit den Geraden® aq,as, as, as respektive Ebenen aq, as, as, ay,
und die Gerade b mit den Geraden™ by, by, b3, by respektive Ebenen 1, B2, 83, 34 gemein. Aus
der Voraussetzung T *aq as a3 ay folgt Taq as a3 oy mit Lemma 46.
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Nach Theorem 23.3 liegen fiir i = 1,2, 3,4 die Punkte® ¢ und ¢; in «;, 8; und ~, mithin nach
Theorem 23.6 auch die ihnen gemiR Satz 1 gemeinsame Gerade* c;. Die Geraden a,b liegen
nicht in 7, weil windschief zu ¢. Mit Satz 45 (angewendet auf die Ebene v, die Geraden a,b
und die Ebenen «;, 3;, welche mit v die Gerade™ ¢; gemein haben) folgt 751 2 53 4. Damit
ist T*by bo b3 by gezeigt.

. Dies gilt nach Lemma 46.
. Dies ergibt sich unmittelbar aus Satz 41.

. Nach Voraussetzung haben die Geraden* a, b, ¢, d eine Ebene* 1 gemein und es gibt eine nicht
in n liegende Gerade z, welche mit ihnen respektive Ebenen «, 3,7, gemein hat, sodass
TapB~v4d. Nach 2. liegen abed und abde jeweils cozyklisch, haben also nach Satz 32 jeweils
eine Ebene* und einen Punkt gemein. Da a,b nach 4. distinkt sind, haben sie nur einen
Punkt* P und nur eine Ebene*, namlich 7 gemein. Die Geraden a, b, ¢, d, e liegen also in 7
und in pP. Nach Theorem 23.3 liegt P in den Ebenen* «a, 8 und damit nach Theorem 23.5 auch
in z. Da somit z,e den Punkt® p gemein haben, haben sie nach Satz 29 auch eine Ebene &
gemein (beachte, dass z eine Gerade ist). Geméf Lemma 46 folgt Ta S de. Zusammen mit
Ta B~ 6 impliziert dies Tayde geméf Satz 43. Damit ist T*a cd e gezeigt.

. Wir kénnen o.E. annehmen, dass A und B nicht leer sind. Sei ag € A und by € B. Dann gilt
T*wagbgv, d.h. u,ap, by, v haben eine Ebene* 7 gemein und es gibt eine nicht in 7 liegende
Gerade z, welche mit ihnen respektive Ebenen 1, ag, 8o, ¥ gemein hat, sodass 7 aq 8y v. Wie
in 6. (fiir die Gerade* e) folgt, dass jede Gerade® ¢ € AU B in 7 liegt und mit z eine Ebene
€c gemein hat. Geméfs Lemma 46 gilt

TYeacn, Yae A,be B
und mit Satz 44 folgt die Existenz einer Ebene o in z, sodass
Teq 0 ey, fiir alle a € A,b € B mit ¢, # 0 # . (L.5)

Die den Ebenen* o, n geméf Satz 26 gemeinsame Gerade* s ist von der Geraden z verschieden,
da letztere nicht in 7 liegt. Nach Satz 4 gilt somit €. # o fiir alle c € AU B mit ¢ # s. Gemaf
(I.5) erfiillt daher s die Behauptung. |
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II. Der Strahlenraum

Dieses ganze zweite Kapitel zielt darauf ab zu zeigen, dass je zwei Modelle von S isomorph sind.
Es wird nichts behandelt, was nicht letztendlich fiir diesen Beweis notig sein wird. Nichtsdestotrotz
sind die hier entwickelten Resultate natiirlich auch fiir sich von Interesse und sollten nicht nur als
Mittel zu diesem Zweck angesehen werden. Es folgt ein grober Uberblick iiber das Kapitel.

Die ersten vier Abschnitte sind unabhéngig von der Trennungsbeziehung gehalten und stehen auf
der Grundlage der ersten sieben Axiome von S. In Abschnitt II.1 wird die karge Sprache von S
etwas angereichert, indem unter anderem Punkte und Ebenen sowie eine Inzidenzrelation einge-
fithrt werden.! Um dem Dualitéitsprinzip treu zu bleiben, wird allerdings statt Punkt oder Ebene
das Wort Plezus verwendet, welches Punkt oder Ebene bedeutet. Auch der zentrale Begriff des
Strahlenbiischels wird eingefiihrt, hier kurz Zyklus genannt. Abschnitt I1.2 ist dem Beweis des Sat-
zes von Desargues gewidmet, der in der Geometrie der Ebene iiblicherweise als Axiom genommen
wird. Er spielt eine entscheidende Rolle fiir den Beweis des Fundamentalsatzes der projektiven
Geometrie, der in den darauffolgenden Abschnitten bis Abschnitt I1.8 entwickelt wird. Der verhalt-
nisméfig einfachere Teil des Fundamentalsatzes, die Existenzaussage, wird bereits in Abschnitt 11.3
bewiesen.

In Abschnitt 11.4 wird dann die sechsstellige Relation Q eingefiihrt. Sie bildet gewissermafen das
Herzstiick des ganzen Kapitels und ist fiir alles Weitere von zentraler Bedeutung. Mit ihrer Hilfe
werden in Abschnitt I1.8 auf den Zyklen Strukturen vollstdndig angeordneter Kérper definiert, was
dann fiir die Konstruktion eines Isomorphismus zwischen zwei Modellen von S benutzt werden
kann, da bekanntlich je zwei vollstindig angeordnete Korper isomorph sind (dies wird im Anhang
bewiesen). Die in Abschnitt I1.6 untersuchte vierstellige Relation H der harmonisch Konjugierten ist
nur ein Spezialfall von Q. Mittels ihr kann die fiir die Anordnung der Koérperstrukturen notwendige
Trennungsbeziehung definiert werden (siehe Theorem 136 auf Seite 88). Umgekehrt ist aber die
Trennungsbeziehung zunéchst nétig, um wichtige Eigenschaften von Q zu beweisen, weshalb sich
die Untersuchungen ab Abschnitt II.5 auch auf die Ordnungsaxiome stiitzen. Dort wird zunéchst
der wichtige Satz von Fano bewiesen, der wie der Satz von Desargues oft als Axiom angenommen
wird. Er kann zwar unabhéngig von der Trennungsbeziehung formuliert werden, aber sein Beweis
stiitzt sich wesentlich auf das Ordnungsaxiom V3. Um zu zeigen, dass jeder Strahl in der Relation
Q durch die iibrigen bereits eindeutig bestimmt ist, sind topologische Uberlegungen notwendig, die
in Abschnitt I1.7 entwickelt werden.

Nachdem die Abschnitte I1.2 bis I1.8 im Wesentlichen dem Studium der eindimensionalen Zyklen
gewidmet sind, werden die Friichte dieser Untersuchungen in den Abschnitten I1.9 und II.10 auf
den ganzen Raum iibertragen. Dabei spielen die Regelscharen die vermittelnde Rolle: Sie sind
eindimensionale Gebilde wie der Zyklus, bilden aber im Gegensatz zu ihm eine rdumlich-gekriimmte
Fléache (siehe Abbildung I1.30 auf Seite 99). Sie stehen dann im Zentrum des Kategorizitétsbeweises
in Abschnitt I1.11.

!Zusammen mit den Strahlen als Geraden bilden diese ein Modell von P. Dies wird in Abschnitt II.1 gezeigt, ohne
jedoch explizit darauf einzugehen.
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I1.1. Elementare Satze tiiber den Strahlenraum

Wie angekiindigt, setzen wir hier und in den folgenden drei Abschnitten nur die ersten sieben
Axiome von S voraus, welche allein auf das sich Treffen von Strahlen Bezug nehmen:

S1 Jeder Strahl trifft sich selbst.
S2 Trifft ein Strahl a einen Strahl b, so trifft auch der Strahl b den Strahl a.

S3 Sind a, b distinkte sich treffende Strahlen und sind p, q zwei a und b treffende Strahlen, welche
nicht einander treffen, so trifft jeder a und b treffende Strahl auch p oder q.

S4 Sind a, b distinkte sich treffende Strahlen und sind p,q zwei a und b treffende Strahlen, welche
nicht einander treffen, und ist ferner ¢ ein Strahl, welcher a,b,p und q trifft, so trifft jeder a
und b treffende Strahl auch c.

S5 Sind a,b sich treffende Strahlen, so gibt es zwei a und b treffende Strahlen, welche nicht
einander treffen.

S6 Sind a,b sich treffende Strahlen und sind p,q zwei a und b treffende Strahlen, welche nicht
einander treffen, und ist ferner s ein beliebiger weiterer Strahl, so gibt es einen Strahl, welcher
jeden der Strahlen a,b,p,q und s trifft.

ST Zu je drei paarweise sich treffenden Strahlen gibt es einen, welcher keinen von ihnen trifft.

Abbildung II.1. Illustration zu den Axiomen S3, S4, S5 und S6.

Unter einem Strahlengebilde verstehen wir eine beliebige Menge von Strahlen. Ein Strahl heift
Leitstrahl eines Strahlengebildes, falls er jeden Strahl desselben trifft. Die Menge aller Leitstrahlen
eines Strahlengebildes S nennen wir dessen Leitschar und bezeichnen sie mit

L(S).

48 Satz
Fiir Strahlengebilde A und B gilt:

1. ACB = L(B)C L(A).
2. AC L(B) = BC L(A).
3. L(AUB) = L(A) N L(B).
4. AC L2(A).

5. L3(A) = L(A).
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Beweis: Aussagen 1. und 3. ergeben sich unmittelbar aus der Definiton von £, Aussagen 2. und
4. machen zusitzlich von Axiom S2 Gebrauch. Zu 5: Gemif 4. gilt £(A) C £L2(L(A)) = £3(A) und
A C L2(A); gemiR 1. impliziert letzteres £3(A) = L(L2(A) C L(A). [

Ein Strahlengebilde S ist plektisch, falls S C £(S), d.h. falls sich je zwei seiner Strahlen treffen.
Ein Strahlengebilde S ist zyklisch, falls S plektisch ist und £(S) nicht plektisch ist.

Offensichtlich ist jede Teilmenge eines plektischen bzw. zyklischen Strahlengebildes selbst plektisch
bzw. zyklisch.

Abbildung II.2. Zwei plektische Strahlengebilde.

Sind s1,...,s, endlich viele Strahlen, so sagen wir s; ...s, liegen coplektisch bzw. cozyklisch,
falls {s1,...,sn} plektisch bzw. zyklisch ist. Ferner schreiben wir auch einfach

L(s1...5n) fiir L({s1,---,5n})-
Zwei Strahlen liegen windschief, falls sie sich nicht treffen.

Mithilfe der eingefiihrten Abkiirzungen lassen sich einige der Axiome pragnanter formulieren:

49 Satz (Axiom S3)
Sind a,b distinkte sich treffende und p,q € L(ab) windschiefe Strahlen, so gilt

L(ab) =L(abp)UL(abg).

50 Satz (Axiom S4)
Liegen abc cozyklisch mit a # b, so gilt L(ab) = L(abc).

51 Satz (Axiom S5)
Je zwei sich treffende Strahlen liegen cozyklisch.

Unter Voraussetzung von Axiom S5 besagt Axiom S6 im Wesentlichen:

52 Satz (Axiom S6)

Sind a, b sich treffende und s ein beliebiger Strahl, so gibt es einen s treffenden Strahl ¢, sodass
abc cozyklisch liegen.
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Beweis: Wihle mit Axiom S5 winschiefe Strahlen p,q € £(ab) und sodann mit Axiom S6 einen
Strahl ¢ € L(abpqs). Dann liegen abc cozyklisch (denn p,q € L(abc)), d.h. ¢ erfiillt die Behaup-
tung. |

Abbildung II.3. Fiinf cozyklische Strahlen.

Satz 50 lasst sich auf beliebige zyklische Strahlengebilde verallgemeinern:

53 Satz
Sind u,v distinkte Strahlen eines zyklischen Strahlengebildes U, so gilt L(uv) = L(U).

Beweis: Seien s € L(uv) und w € U beliebig. Dann liegen uvw cozyklisch (da U zyklisch) und
geméf Satz 50 folgt, dass s w sich treffen. Damit ist L(uv) C L(U) gezeigt. Die umgekehrte Inklu-
sion gilt nach Satz 48.1. |

54 Satz

Haben zwei zyklische Strahlengebilde U und V' mehr als einen Strahl gemein, so ist auch UUV
zyklisch.

Beweis: Seien u,v € UNV distinkte Strahlen geméaf Voraussetzung. Nach Satz 53 ist jeder u und
v treffende Strahl Leitstrahl von U und von V, d.h. es gilt

L(uv) CLUUV).
Mit U und V ist daher auch U UV plektisch:
UUV CLU)ULWV)C L(uv) CLUUV).
Andererseits ist {u, v} als Teilmenge von U zyklisch und damit £(UUV) als Obermenge von £(uv)

nicht plektisch. |

Ein Strahlengebilde Z heiftt Zyklus, falls Z = £2(uwv) fiir zwei distinkte sich treffende Strahlen
u,v. In diesem Fall liegen natiirlich v und v in Z (siehe auch Satz 48.4).

Zu jedem Strahl u gibt es einen u enthaltenden Zyklus, wie der folgende Satz zeigt:
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55 Satz

Zu jedem Strahl u gibt es einen von u verschiedenen Strahl v, sodass uv sich treffen.

Beweis: Geméfs Axiom S5 (und Axiom S1) gibt es windschiefe Strahlen v, v’ € L(u). Es ist u # v,
da sich u v’ im Gegensatz zu v v’ treffen. [ |

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen den Begriffen zyklisch und Zyklus her:

56 Satz

Ein Strahlengebilde S ist genau dann zyklisch, wenn es einen Zyklus Z gibt sodass S C Z.
Insbesondere ist jeder Zyklus zyklisch.

Beweis: Zu , = Enthilt S héchstens einen Strahl, so folgt die Existenz eines Zyklus Z O S mit
Satz 55.2 Nehmen wir also an, dass S distinkte Strahlen u und v enthilt. Da S zyklisch ist, folgt
L(uv) = L(S) mit Satz 53, und somit £L2(uv) = L2(S) D S gemiik Satz 48.4.

Fiir ,,<=" gentigt es offensichtlich zu zeigen, dass jeder Zyklus Z zyklisch ist. Seien dazu u, v distinkte
sich treffende Strahlen mit Z = £2(uv). Dann gilt £(Z) = L3(uv) = L(uv) gemiR Satz 48.5.
Wegen L(uv) D {u,v} folgt mit Satz 48.1

Z =L(L(uv)) C L(uv) = L(Z),

d.h. Z ist plektisch. Hingegen ist £(Z) = L£(uv) nach Axiom S5 nicht plektisch. Also ist Z zyklisch.
|

57 Satz
Sei Z ein Zyklus und seien x,y € Z distinkt. Dann gilt

Z = L%(zy) = {z; xyz liegen cozyklisch} .

Beweis: Die Inklusion Z C {z; zyz liegen cozyklisch} folgt aus Satz 56 (angewendet auf die
Strahlengebilde {z,y, z} mit z € Z). Liegen x y z cozyklisch, so trifft nach Satz 50 jeder x und y tref-
fende Strahl auch z, d.h. z € £L2(xy) (mit Axiom S2); damit ist auch {z; zy 2 liegen cozyklisch} C
L2(xy) gezeigt. Sei nun z € L2(zy) beliebig angenommen und seien u, v distinkte sich treffende
Strahlen mit Z = £2(uv); es liegen uv xy im Zyklus Z und somit nach Satz 56 cozyklisch; dhnlich
liegen vy z cozyklisch, da sie im Zyklus £?(xy) liegen; mit Satz 54 folgt wegen x # y, dass auch
uwvzyz und damit insbesondere u v z cozyklisch liegen; hieraus folgt z € £2(uv) mit Satz 50 (wie
oben fiir den Zyklus £2(zy)); damit ist auch die Inklusion £?(zy) C Z gezeigt. [

Aus dieser Charakterisierung von Zyklen folgt unmittelbar:

58 Korollar

Zwei distinkte Zyklen haben héchstens einen Strahl gemein.

?Beachte, dass es nach Voraussetzung mindestens einen Strahl gibt.
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59 Satz
Seien u,v distinkte sich treffende und p,q € L(uv) windschiefe Strahlen. Dann gilt

Luvpq) = L3 (uv).
Insbesondere ist L(uvpq) ein Zyklus.

Beweis: Fiir jeden Strahl z € L(uvpq) liegen uv z cozyklisch, denn sie liegen coplektisch und
werden von den windschiefen Strahlen p, g getroffen; liegen umgekehrt wv z cozyklisch, so treffen
p und ¢ nach Satz 50 mit v und v auch z, d.h. z liegt in L(uv pq). Hieraus folgt die Behauptung
mit Satz 57. |

60 Satz
Ist Z ein Zyklus, so trifft jeder Strahl mindestens einen Strahl von Z.
Beweis: Seien u,v distinkte sich treffende Strahlen mit Z = £2(uv) und sei s ein beliebiger Strahl.

Nach Satz 52 gibt es einen s treffenden Strahl z sodass uwv z cozyklisch liegen. Nach Satz 57 liegt
mit u und v auch z in Z. |

Axiom S7 ist unter Voraussetzung der anderen sechs Axiome zu folgendem Satz dquivalent:3

61 Satz

Jeder Zyklus enthdlt mindestens vier distinkte Strahlen.

Beweis: Sei Z ein beliebiger Zyklus, d.h. Z = £2(uv) fiir gewisse distinkte Strahlen u,v. Sei s mit
Axiom S7 (und Axiom S1) ein zu v und v windschiefer Strahl und sei x € Z geméf Satz 60 ein s
treffender und damit insbesondere von u und v verschiedener Strahl. Sei wiederum t mit Axiom S7
ein zu u,v,s windschiefer Strahl und y € Z mit Satz 60 ein ¢ treffender und damit von wu,v,x
verschiedener Strahl. Dann sind u, v, x,y vier distinkte Strahlen von Z. |

Strahlen a bc liegen cosimplizial, falls sie coplektisch liegen, aber nicht cozyklisch.

Abbildung II.4. abc liegen cosimplizial.

3Der Beweis von Axiom S7 aus Satz 61 und den ersten sechs Axiomen ist nicht véllig trivial. Wir verzichten hier
darauf ihn zu fiihren.
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62 Satz

1. Liegen abc cosimplizial, so sind sie distinkt.

2. Sind a,b distinkte sich treffende Strahlen und p,q € L(ab) windschief, so liegen abp und
abq cosimplizial.

3. Zu je zwei distinkten sich treffenden Strahlen a,b gibt es zueinander windschiefe Strahlen

p,q sodass abp und abq cosimplizial liegen.

4. Liegen abc cosimplizial, so gibt es einen zu ¢ windschiefen Strahl ¢ sodass abc cosim-
plizial liegen.

Beweis:

1. Enthielte das plektische Strahlengebilde {a, b, c} weniger als drei Strahlen, so wére es nach
Satz 51 zyklisch.

2. Es liegen a bp nicht cozyklisch, denn wegen a # b tréife sonst ¢ nach Satz 50 mit a und b auch
p; da abp nach Voraussetzung coplektisch liegen, liegen sie somit cosimplizial. Symmetrisch
analog folgt, dass auch abq cosimplizial liegen.

3. Dies folgt unmittelbar aus Axiom S5 und Aussage 2.

4. Es ist a # b geméaf 1. Aulerdem treffen sich ab, da abc coplektisch liegen. Nach 3. gibt es
zueinander windschiefe Strahlen p, ¢, sodass abp und abq cosimplizial liegen. Es liegt aber
einer der Strahlen p oder ¢ windschief zu ¢, denn sonst lagen beide in L£(a b c), was unmoglich
ist, da L(abc) nach Voraussetzung plektisch ist. n

Ein Strahlengebilde P heifit Plexus, falls P = L(abc¢) fiir cosimpliziale Strahlen a, b, c. In diesem
Fall liegen natiirlich a, b, ¢ in P. Ein &hnlicher Zusammenhang wie zwischen den Begriffen zyklisch
und Zyklus besteht zwischen plektisch und Plexus:

63 Satz

Ein Strahlengebilde S ist genau dann plektisch, wenn es einen Plerus P gibt sodass S C P.
Insbesondere ist jeder Plexus plektisch.

Beweis: Zu ,=" Nach Satz 55 und Satz 62.3 gibt es zu jedem Strahl a Strahlen b, ¢ sodass abc
cosimplizial liegen. Hieraus folgt die Existenz eines Plexus P O S im Fall, dass S hochstens einen
Strahl enthélt. Falls S cosimpliziale Strahlen a, b, ¢ enthélt, so erfiillt der Plexus P = L(abc), die
Behauptung, da dann S C £(S) C L(abc) (gemék Voraussetzung und Satz 48.1). Es bleibt der Fall
zu betrachten, dass S zwei distinkte Strahlen a, b entélt, aber kein Strahl s € S zu a b cosimplizial
liegt; da .S plektisch ist, liegen also a b s cozyklisch fiir alle s € §. Wahle mit Satz 62.3 einen Strahl
¢, sodass a b ¢ cosimplizial liegen. Nach Satz 50 trifft dann ¢ mit a und b auch jeden weiteren Strahl
se S. Also gilt S C L(abc).

Zu ,,<*: Nach Voraussetzung gibt es cosimpliziale Strahlen a,b,c mit S C L(abc); per Definition
von ,cosimplizial“ ist L(a bc) plektisch, also auch die Teilmenge S. |

64 Satz
FEin Strahlengebilde S ist genau dann ein Plezus, wenn S = L(S).
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Beweis: Zu ,=*: Sei P ein Plexus, d.h P = L(abc) fiir gewisse cosimpliziale Strahlen a, b, c¢. Da
{a, b, c} plektisch ist, gilt {a,b,c} C L(abc) = P und Anwenden von L ergibt P = L(abc) O L(P)
(Satz 48.1). Da P nach Satz 63 plektisch ist, gilt auch umgekehrt P C L(P).

Zu < Sei S ein Strahlengebilde mit S = £(.5). Dann ist S plektisch und es gibt nach Satz 63
einen Plexus P mit S C P. Anwenden von L ergibt S = L(S) D L(P) = P, wobei die letzte
Gleichheit gemaf ,, = gilt. Also ist S = P ein Plexus. |

65 Korollar
Ist P ein Plexus, so gilt P = L(abc) fir je drei cosimpliziale Strahlen a,b,c € P.

Beweis: Nach Satz 64 und Satz 48.1 gilt P = L(P) C L(abc). Anwenden von L ergibt (wiederum
mit Satz 64 und Satz 48.1): P = L(P) D L(L(abc)) = L(abc). [ ]

66 Satz
Hat ein zyklisches Strahlengebilde U mit einem Plezus P mehr als einen Strahl gemein, so gilt

UCP.

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es distinkte Strahlen w,v € U N P. Geméft Satz 53 gilt
L(uv) = LU). Wegen P = L(P) C L(uv) (Satz 64 und Satz 48.1) folgt P C L(U) und so-
mit U C L(P) = P (Satz 48.2). [ |

67 Satz
Ist P ein Plexus und s ein nicht in P liegender Strahl, so ist P N L(s) ein Zyklus.

Abbildung I1.5.

Beweis: Seien a,b,c cosimpliziale Strahlen mit P = L(abc). Geméf Voraussetzung liegt s zu
mindestens einem der Strahlen a, b, ¢ windschief, etwa zu b. Wahle jeweils mit Satz 52 den Strahl s
treffende (und damit von b verschiedene) Strahlen u und v, sodass a bu bzw. bcv cozyklisch liegen.
Mit a, b, ¢ liegen nach Satz 66 auch v und v im Plexus P (beachte a # b # ¢ geméf Satz 62.1) und
treffen sich somit geméfs Satz 63. Ferner ist u # v, da sonst neben abwu auch bcu und somit nach
Satz 54 abcwu cozyklisch lagen (beachte b # u). Da b, s € L(uv) windschief liegen, liegen somit
uv b cosimplizial geméfs Satz 62.2. Mit Korollar 65 folgt P = L(uvb). Also gilt

PNL(s)=L(uvb)NL(s)=L(uvbs)

und mit Satz 59 folgt die Behauptung. |
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68 Lemma

Sind P ein Plexus und x,y beliebige Strahlen, so gilt

PN L(zy) #0.

Beweis: Liegen z und y beide in P, so treffen sie sich nach Satz 63, sodass also z € PN L(zy).
Andernfalls, d.h. wenn etwa x ¢ P, ist P N L(z) geméf Satz 67 ein Zyklus. Als solcher enthilt
PN L(x) gemak Satz 60 einen y treffenden Strahl s, d.h. wir haben s € PN L(zy). [

69 Korollar
Sind S ein plektisches Strahlengebilde und x,y beliebige Strahlen, so gilt

L(S) N L(zy) # 0.

Beweis: Sei P geméf Satz 63 ein Plexus mit S C P. Dann gilt P = £(P) C £L(S) gemék Satz 64
(und Satz 48.1) und die Behauptung folgt mit Lemma 68. |

70 Satz

Liegen abuv coplektisch, so gibt es einen Strahl s sodass abs und uvs cozyklisch liegen.
Liegen dabet abuwv nicht cozyklisch, so ist s eindeutig bestimmt mit dieser Figenschaft.

Beweis: Nach Satz 63 gibt es einen Plexus P D {a,b,u,v}. Da ab nach Satz 51 cozyklisch liegen,
ist L£(ab) nicht plektisch, d.h. insbesondere gibt es einen Strahl x € L(ab), der nicht in P liegt
(wieder Satz 63). Analog folgt die Existenz eines nicht in P liegenden Strahls y € L(uwv). Sei
s € PN L(xy) geméf Korollar 68. Dann liegen a b s cozyklisch, denn sie liegen im Zyklus PN L(x)
(siehe Satz 67 und Satz 56); analog liegen u v s cozyklisch, denn sie liegen im Zyklus PNL(y).

Ist s’ # s ein weiterer Strahl sodass abs’ und uwv s’ cozyklisch liegen, so haben die beiden Zyklen
L£2(ab) und L£2(uv) mehr als einen Strahl gemein (niimlich s und s'; siehe Satz 57) und sind damit
nach Korollar 58 identisch. In diesem Fall liegen also a bu v in einem Zyklus und damit cozyklisch. W

71 Satz

Zu je zwei distinkten Strahlen a,b eines Plexus P gibt es einen Strahl ¢ € P, sodass abc
cosimplizial liegen und P = L(abc).

Beweis: Da P nicht zyklisch ist (denn £(P) = P ist plektisch), ist P nicht Teilmenge des Zyklus
L2(ab) (sieche Satz 56), d.h. es gibt einen Strahl ¢ € P, sodass abc nicht cozyklisch liegen (siehe
Satz 57). Also liegen abc cosimplizial, denn als Strahlen von P liegen sie coplektisch (Satz 63).
Nun folgt P = L(abc) mit Korollar 65. [

Im Beweis des folgenden Satzes machen wir erstmalig von Axiom S3 Gebrauch:?*

4Abgesehen natiirlich von dessen Reformulierung in Satz 49, von dem wir bisher keinen Gebrauch gemacht haben.
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72 Satz

Sind a,b distinkte sich treffende Strahlen, so gibt es genau zwei Plexi, welche a und b enthalten.
Sind P,Q die beiden Plexi, so gilt

PNQ=/L*ab) und PUQ=L(ab).

\

Abbildung I1.6.

Beweis: Waihle mit Satz 62.3 zueinander windschiefe Strahlen p, g, sodass abp und abq cosim-
plizial liegen. Dann sind P := L(abp) und @ := L(abq) distinkte Plexi, welche a und b enthalten.
Esist PNQ = L(abp) N L(abqg) = L(abpq) = L2(ab) gemiR Satz 59 und nach Satz 49 (also
Axiom S3) gilt PUQ = L(abp)U L(abq) = L(ab).

Ist nun C ein beliebiger a und b enthaltender Plexus, so gibt es nach Satz 71 einen Strahl ¢, sodass
abc cosimplizial liegen und C = L(abc). Insbesondere ist ¢ € L(ab) und liegt damit nach dem
bereits Gezeigten in P oder in . Mit Korollar 65 folgt im ersteren Fall L(abc) = P, im letzteren
Fall L(abc) = Q. Also sind P und @ die einzigen Plexi, welche a und b enthalten. |

Zwei Plexi P und @ inzidieren, falls P N @ ein Zyklus ist.

73 Korollar

Zwet Plexi inzidieren genau dann, wenn sie distinkt sind und mehr als einen Strahl gemein
haben.

Beweis: Die Implikation ,=* ist klar, da ein Zyklus einerseits mehr als einen Strahl enthélt, an-
dererseits als zyklisches Strahlengebilde eine nicht-plektische Leitschar hat und somit nach Satz 64
(und Satz 63) kein Plexus sein kann. Die Implikation ,,<=* ergibt sich aus Satz 72. [ |

74 Satz
Inzidieren zwei distinkte Plexi P und P’ mit dem selben Plexus @, so haben sie genau einen

Strahl gemein und dieser liegt in Q.

Beweis: Nach Voraussetzung sind Z := PN Q und Z’' := P’ N Q Zyklen, d.h. es gibt Paare von
jeweils distinkten sich treffenden Strahlen u,v bzw. u/,v’, sodass Z = L2*(uv) und Z' = L2(u/v').
Es ist Z # Z', denn sonst enthielte neben P und Q auch P’ die beiden Strahlen u,v, was nach
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Satz 72 unmoglich ist, da P, Q, P’ distinkt sind (siehe Korollar 73). Geméf Korollar 58 haben Z
und Z’ somit hochstens einen Strahl gemein, d.h.

ZnZ'| < 1. (IL.1)

Insbesondere gibt es einen Strahl 2’ € Z’, welcher nicht in Z liegt (etwa 2’ = «’ oder 2’ = ¢’), d.h.
sodass uv 2’ nicht cozyklisch liegen (Satz 57). Dann liegen wv 2’ cosimplizial, denn als Strahlen
von @ liegen sie coplektisch (Satz 63). Auch uvu’ v’ liegen als Strahlen von @ coplektisch und mit
Satz 70 folgt die Existenz eines Strahls s, sodass uv s und u' v’ s cozyklisch liegen, d.h. eines Strahls
s€L(uv)NL2(WV)=2ZNZ =PNnQNP.

Es bleibt zu zeigen, dass P und P’ keinen weiteren Strahl gemein haben. Sei also s’ € P N P’
beliebig. Dann trifft s’ die Strahlen u,v (da P plektisch) und 2’ (da P’ plektisch), liegt also in
L(uvz") = Q (siche Korollar 65) und damit in PNQ NP = ZNZ'. Da aber Z und Z' nach (11.1)
auler s keinen Strahl gemein haben, folgt s = s’ |

Zwei Plexi P und @ sind gleichartig, kurz:
P~Q,

falls sie identisch sind oder genau einen Strahl gemein haben. Andernfalls sind P und ) ungleich-
artig, kurz:

P4Q.

75 Korollar

Inzidieren zwei Plext mit ein und demselben dritten Plexus, so sind sie gleichartig.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 74. |

76 Korollar

Zwei Plexi sind genau dann ungleichartig, wenn sie disjunkt sind oder inzidieren.

Beweis: Dies folgt aus Korollar 73. |

77 Satz

Die Relation ~ der Gleichartigkeit ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Plexi.

Beweis: Reflexivitit und Symmetrie sind klar. Zur Transitivitéit: Seien A, B, C Plexi mit A ~ B
und B ~ C. Zu zeigen ist A ~ C. Wir kénnen o.E. annehmen, dass A, B, C' distinkt sind, sodass
also insbesondere BN A = {a} und BN C = {c¢} fiir gewisse Strahlen a und c.

Fall @ = ¢: Dann haben A und C den Strahl s := a = ¢ gemein. Es ist zu zeigen, dass s der einzige
gemeinsame Strahl von A und C ist. Angenommen also, es gibt einen Strahl s’ € ANC mit s’ # s.
Dann liegt s’ nicht in B (da BN A = {s}) und geméf Satz 67 ist somit Z := BN L(s’) ein Zyklus.
Da ss sich treffen (sie liegen beide im Plexus A) ist s € Z. Sei b € Z ein von s verschiedener
Strahl und sei b’ € B gemif Satz 71 derart, dass B = L(sbb'). Der Strahl s trifft s und b aber
nicht " (denn er liegt nicht in B), sodass also sbs’ cosimplizial liegen (Satz 62.2). Es ist also
L(sbs') ein Plexus, welcher wie auch A und C' die zwei Strahlen s, s’ enthélt. Wegen A # C folgt
L(sbs') = A oder L(sbs") = C gemil Satz 72, mithin b € BN A oder b € BN C, im Widerspruch
zub#s=a=c.
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Fall @ # ¢: Dann ist @ ¢ C und ¢ € A, d.h. Z, := C N L(a) und Z, := AN L(c) sind Zyklen
(Satz 67). Da ac sich treffen (sie liegen beide in B) ist @ € Z. und ¢ € Z,. Sei @’ € Z. von a
verschieden und ¢’ € Z, von c¢ verschieden. Dann liegen a a’c cosimplizial, denn nach Konstrukti-
on liegen sie coplektisch (aa’ treffen sich, denn sie liegen in A) und lagen sie cozyklisch, so wére
c € L%(aa') = Z. (Satz 57), im Widerspruch zu ¢ ¢ A; analog liegen cc'a cosimplizial, da a ¢ C.
Wir haben also Plexi L(ad’c) und L(ca), welche die Strahlen a und ¢ enthalten. Da o/, ¢’ ¢ B
(denn BN A = {a} und BN C = {c}) sind beide Plexi von B verschieden; da auch B die Strahlen
a und c enthélt, folgt L(aa’c) = L(cc'a) mit Satz 72. Die beiden Plexi A und C' sind von diesem
Plexus L(ad'c) = L(cd a) verschieden, haben aber jeweils zwei Strahlen mit ihm gemein und mis-
sen somit nach Korollar 73 jeweils mit ihm inzidieren. Mit Korollar 75 folgt A ~ C. |

78 Satz

Seien u,v distinkte sich treffende Strahlen und sei P ein Plexus. Dann gibt es genau einen
Plezus P’ mit P' ~ P und u,v € P’.

Beweis: Nach Satz 72 gibt es genau zwei Plexi A, B, welche u,v enthalten und fiir diese gilt
AUB = L(uv) und AN B = L2(uv). Letzteres bedeutet, dass A, B inzidieren, nach Korollar 76
also insbesondere ungleichartig sind. Es geniigt daher zu zeigen, dass P ~ A oder P ~ B. Nach
Lemma 68 ist P N L(uv) # () und wegen L(uv) = AU B folgt, dass PN A # () oder PN B # ().
Nehmen wir (0.E.) letzteres an, so konnen P, B nur gleichartig sein oder inzidieren (Korollar 76); im
letzteren Fall folgt P ~ A mit Korollar 75, da auch A, B inzidieren. Also gilt P ~ Boder P~ A. B

79 Korollar

Die Menge der Plexi zerfillt in zwei Aquivalenzklassen beziglich Gleichartigkeit.

Beweis: Seien u,v distinkte sich treffende Strahlen geméfs Satz 55. Nach Satz 72 gibt es genau
zwei die Strahlen u,v enthaltende Plexi P und @), und diese sind ungleichartig. Andererseits ist
nach Satz 78 jeder Plexus zu einem die Strahlen u,v enthaltenden Plexus gleichartig, also zu P
oder zu Q. |

80 Satz

Ist P ein Plexus und s ein nicht in P liegender Strahl, so gibt es genau einen Plexus, welcher
s enthdlt und mit P inzidiert.

Beweis: Nach Satz 67 ist PN £L(s) ein Zyklus, d.h. PN L(s) = L2(uv) fiir gewisse distinkte sich
treffende Strahlen u,v. Sei Q gemiR Satz 72 ein Plexus mit PN Q = L2(uv) und PUQ = L(uv).
Ersteres bedeutet, dass P, (Q inzidieren; wegen s € L(uv) (denn u,v € £2(uv) C L(s)) impliziert
Letzteres s € @ (da s &€ P). Wegen s ¢ P kann es nach Satz 74 neben @ keinen weiteren Plexus
geben, welcher mit P inzidiert und den Strahl s enthalt. |

81 Satz

Zu jedem Strahl s gibt es von jeder Art mindestens vier Plexi, welche s enthalten.

Beweis: Sei u ein zu s windschiefer Strahl (Axiom S7) und sei v ein u treffender Strahl mit v # u
(Satz 55). Sei P geméif Satz 78 ein Plexus der gewiinschten Art mit u,v € P. Der Strahl s liegt
nicht in P, weil windschief zu u (Satz 63). Damit ist P N L(s) geméf Satz 67 ein Zyklus. Seien
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21, 29, 23, z4 mit Satz 61 vier distinkte Strahlen dieses Zyklus. Fiir i = 1,2, 3,4 sei P; ein Plexus mit
P; ~ P und s, z; € P; (wiederum geméfs Satz 78; beachte s # z;, da s &€ P). Wegen P; # P (denn
s € P;) gilt dann P,NP = {z;}. Mit 21, 29, 23, 24 sind daher auch die Plexi P;, P, P3, Py distinkt. W

82 Satz

Zu jedem Plexus gibt es einen disjunkten Plexus.

Beweis: Sei P ein beliebiger Plexus. Sei s ein Strahl mit s ¢ P (ein solcher existiert nach Satz 62.4).
Nach Satz 80 gibt es genau einen Plexus @, welcher mit P inzidiert und s enthélt. Sei Q' gemaf
Satz 81 ein von @ verschiedener Plexus mit Q' ~ Q und s € Q’. Mit P, Q sind auch P, Q’ ungleich-
artig, inzidieren aber nicht (da Q" # Q). Nach Korollar 76 muss @’ also disjunkt zu P sein. |
Sind a1, as, as, a4, as, ag Strahlen derart, dass

a; aj sich treffen gdw. |i — j| # 3, fiir alle 4,5 € Ng,

so bilden aq as ag ag a4 as ag ein Tetraeder.

Abbildung I1.7. a1 as a3 ag a4 as ag bilden ein Tetraeder.

G bezeichne die von den Permutationen (123)(456) und (3 6) erzeugte Untergruppe von Sg.

83 Satz

Die Relation ,bilden ein Tetraeder ist Gp-symmetrisch.

Beweis: Seien a1, a9, as, a4, as, ag beliebig, sodass aq as as az aq a5 ag ein Tetraeder bilden. Dann
liegen die Strahlenpaare

alas azas asdag jeweils windschief (11.2)

und auker diesen enthélt das Strahlengebilde {a1, a2, as, a4, as, ag} kein weiteres Paar windschiefer
Strahlen (wenn wir die Paare ungeordnet auffassen, d.h. Strahlenpaare a b und ba identifizieren). Es
liegt also jeder Strahl dieses Strahlengebildes zu genau einem anderen Strahl desselben windschief.
Fiir eine Permutation m € S bilden somit ar (1) @z (2) r(3) Ar(4) Ar(5) @r(6) genau dann ein Tetraeder
wenn die Strahlenpaare

Ar(1) Or(4)  Ar(2) Or(5) Ax(3) Ax(6) jeweils windschief liegen.
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Im Fall 7 = (123)(456) handelt es sich dabei um die Paare
asas asag aya4
und im Fall 7 = (36) um die Paare
ajas azas apas.

Alle diese Strahlenpaare liegen nach (I1.2) windschief. Also sind (123)(456) und (36) und mithin
auch alle Permutationen von G Symmetrien der Relation ,bilden ein Tetraeder*. |

84 Satz

Liegen abc cosimplizial, so gibt es Strahlen o', V', sodass abca’ b’ ¢ ein Tetraeder bilden.

Beweis: Sei P geméf Satz 82 ein zum Plexus L(abc) disjunkter Plexus. Wahle jeweils mit
Lemma 68 Strahlen

adePnL(be), V¥ePnL(ac), ¢ ePnL(ab).

Wegen PN L(abc) = 0 liegen o', b/, ¢ nicht in L(abe), d.h. aa’ und bb' und ¢ liegen windschief.
Da abcund (als Strahlen von P) auch o' ¥’ ¢’ coplektisch liegen, erfiillen a’, ¥, ¢’ die Behauptung. B

85 Satz

Bilden ay by ¢ az by ¢ ein Tetraeder, so liegen a; bj ¢, cosimplizial fir i,j,k € {1,2}.

Beweis: Es ist a; # bj, da a; im Gegensatz zu b; sowohl by als auch by trifft. Es sind also a; b;
distinkte sich treffende Strahlen. Da ¢1, co € L(a; bj) windschief liegen, liegen nach Satz 62.2 a; b; ¢1

und a; b; ca cosimplizial. |

86 Lemma

Seien ay,br,a,by Strahlen, sodass sich a;b; treffen fir i,j € {1,2} und a1 ag sowie by by
jeweils windschief liegen. Dann enthdlt L(aj by agbe) genau zwei Strahlen. Sind c1,co diese
beiden Strahlen, so bilden ay by c1 as by co ein Tetraeder.

Beweis: Seien Pp, P, distinkte a1 und b; enthaltende Plexi geméfs Satz 72. Fiir i = 1,2 sei
¢i € PN L(azby) gemah Lemma 68. Offensichtlich liegt ¢; in L(aq by az by). Es liegen aj by ¢;
cosimplizial, denn lagen sie cozyklisch, so trife as mit by und ¢; auch ay (Satz 50; beachte by # ¢;,
da by by im Gegensatz zu ¢; by windschief liegen). Fiir ¢ = 1,2 gilt also P; = L(a1 by ¢;) (Korollar 65).
Tréfe nun ¢; den Strahl cg, so ldge er in L(a; by ca) = P, und es wére Po = L(ay by ¢1) (wiederum
geméf Korollar 65), im Widerspruch zu Py, # P;. Also liegen ¢; co windschief und a; by ¢1 as b o
bilden ein Tetraeder.

Sei nun ¢ € L(aj by az be) beliebig. Wegen L(a; b)) = Py U Py (siehe Satz 72) liegt dann ¢ in P
oder in Py, d.h. c trifft ¢; fiir ein gewisses i € {1,2}. Dann liegen cc¢; a; cozyklisch, da sie coplek-
tisch liegen und von windschiefen Strahlen by, by getroffen werden. Analog liegen c¢; b; cozyklisch,
da aj,as € L(ccrb;) windschief liegen. Wire nun ¢ # ¢;, so ldgen damit auch cc; a; b; cozyklisch
(Satz 54), was unmoglich ist, da a; b; ¢; nach Satz 85 cosimplizial liegen. Also enthalt £(aq by az bs)
neben c¢; und ¢y keinen weiteren Strahl. [ |
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87 Korollar

Bilden ay by c1 ag by ca ein Tetraeder, so sind L(ay by c1) und L(agbe co) disjunkte Plexi, also
insbesondere ungleichartig. Ferner qult:

E(al b1 Cl) ~ E(al b2 C2) ~ E(CLQ b1 02) ~ ,C(CLQ b2 Cl)

und

L(agbyca) ~ L(agbicr) ~ L(aibacy) ~ L(ayg by ca).

Beweis: Gemif Satz 85 liegen a; b; ¢, cosimplizial fiir 4, j, k € {1,2}, sodass es sich tatséchlich
um Plexi handelt. Es ist L(a1 b1 c1) N L(ag by c2) C L(aq by ag b)) = {c1,ca} gemék Lemma 86. Da
jedoch die Strahlen c¢; co windschief liegen, liegt keiner von beiden in £(aq b1 ¢1) N L(ag by c2). Damit
ist L(a1 b1 ¢1) N L(agbe c2) = 0 gezeigt.

Nach Korollar 73 inzidieren die Plexi £(aj by ¢1) und L(a; by ¢2) jeweils mit dem Plexus L(a; by ¢1)
und sind damit nach Korollar 75 zueinander gleichartig. Die iibrigen Beziehungen ergeben sich
symmetrisch analog (beachte Satz 83). [

I1.2. Der Satz von Desargues

88 Theorem (Desargues im Raume)

Seien ai,as,as, by, by, bs Strahlen derart, dass ayasas und by by by cosimplizial liegen und
{a1,a2,a3} N L(b1bab3) = 0. Dann sind dquivalent:

1. Es gibt einen Strahl s, sodass
saiby sasby sazbs cosimplizial liegen.
2. Es gibt Strahlen si, so, s3, sodass

a1 asaz Sy S283 und by bybgsysysy  Tetraeder bilden.

Abbildung I1.8.
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Beweis: Beachte im Folgenden, dass a1 as az und by b b3 jeweils coplektisch liegen und a1 ag ag by bo b3
distinkt sind (letzteres nach Satz 62.1 und wegen ay, as, as & L(by ba b3)).

Zu 1l = 2: Sei s gemédf 1. gegeben, d.h. insbesondere trifft s alle gegebenen Strahlen und ist von
ihnen verschieden. Wir zeigen zunéchst:

Treffen sich a; bj, so auch a; b, i,7 €{1,2,3}. (I1.3)

Im Fall i = j ist das klar. Sei also ¢ # j und angenommen a; b; treffen sich. Da sich auch a; b;
treffen und nach Voraussetzung a; & L£(by ba bs), liegen dann a; by, windschief fir £ € {1,2,3}\¢, .
Wegen a;, by, € L(b; b s) liegen also b; b; s cozyklisch. Der Strahl a; trifft daher mit s und b; auch
b; (Satz 50, beachte s # b;).

Wir zeigen nun die Existenz von i, j, k mit {i, 7, k} = {1,2,3} und sodass

aj bi - ax b windschief liegen. (I1.4)

a; bj a; bk
Wir kénnen dazu natiirlich o.E. annehmen, dass es distinkte j, k € {1,2,3} gibt sodass a; by, sich
treffen. Gemaf (I1.3) treffen sich dann auch ay b;. Sei i mit {7,j,k} = {1,2,3}. Wegen a;,a, ¢
L(b1 bz b3) liegen dann a; b; und ay, b; windschief. Mit (I1.3) folgt, dass auch a; b; und a; by, windschief
liegen.

Wihle nun mit Lemma 86 angewendet auf a; b; by a einen Strahl s;, sodass a; b; sby a s; ein
Tetraeder bilden. Da nach Voraussetzung a; a; aj cosimplizial liegen, liegen mit s; s auch s;a;
windschief (sonst ldge neben s auch s; im Plexus £(a; aj ai), d.h. s; s tréfen sich). Analog: Da b; b; by,
cosimplizial liegen, liegen mit s; s auch s; b; windschief. Es ist also s; ein zu a;, b;, s windschiefer
Strahl, welcher a;, a, b;, by, trifft. Symmetrisch analog (vertausche j, k) erhalten wir einen zu ay, by, s
windschiefen Strahl s, welcher a;,aj,b;,b; trifft. Es treffen sich s; s, denn sie liegen wie s in
L(a;b;), ohne s zu treffen (Axiom S3; beachte a; # b;). Mit Lemma 86 angewendet auf aj, a; s, s;
erhalten wir einen Strahl s; sodass

ap aja; sy s;s; ein Tetraeder bilden. (11.5)

Insbesondere liegen a; s; windschief. Da nach (I1.4) auch a; b; windschief liegen, treffen sich s; b;,
denn sie liegen wie a; in L(a; si) (Axiom S3; beachte a; # si). Analog treffen sich s; by, da sie
wie a; in L(ay s;) liegen, ohne a; zu treffen. Wegen s; # b; (denn b; trifft a;) folgt mit Lemma 86
angewendet auf by, b; si s;, dass

by b; b; s, 55 s; ein Tetraeder bilden.

Hieraus und aus (II.5) ergibt sich die Behauptung mit Satz 83.

Zu 2 = 1: Seien s1, s2, s3 gemék 2. gegeben. Fiir ¢ € {1,2,3} treffen sich a; b; denn sie liegen zu s;
windschief und treffen s;, s, fiir j, k mit {4, j, k} = {1,2,3} (Axiom S3). Die beiden Plexi L(a as a3)
und L(by be b3) sind nach Korollar 87 jeweils ungleichartig zum Plexus £(s1 s2 s3) und damit nach
Korollar 79 zueinander gleichartig. Es gibt also einen Strahl s € £(a;1 ag az) N L(by ba b3). Angenom-
men fiir ein ¢ € {1,2,3} liegen sa; b; cozyklisch. Seien j, k sodass {3, j,k} = {1,2,3}. Dann treffen
57,8k mit a; und b; auch s. Geméf Lemma 86 angewendet auf a; a s; s bzw. auf b; by, s; s, folgt
s = a; und s = b;, im Widerspruch zu a; # b;. Also liegen s a; b; cosimplizial fiir i = 1,2, 3. |

Ein Strahl s liegt cosimplizial zu einem Strahlengebilde S, falls sa b cosimplizial liegen fiir je
zwei distinkte Strahlen a,b € S.
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89 Satz

Ein Strahl s liegt bereits dann cosimplizial zu einem zyklischen Strahlengebilde U, wenn es
Strahlen u,v € U gibt, sodass suv cosimplizial liegen.

Beweis: Da suwv cosimplizial liegen, ist insbesondere u # v (Satz 62.1) und s trifft « und v. Nach
Satz 53 trifft s damit bereits alle Strahlen von U. Angenommen nun, es gibt distinkte Strahlen
x,y € U, sodass sz y nicht cosimplizial liegen. Dann liegen s x y cozyklisch, denn sie liegen coplek-
tisch. Mit Satz 54 folgt, dass {s,z,y} U U zyklisch ist. Damit ist aber insbesondere die Teilmenge
{s,u,v} zyklisch, im Widerspruch zur Voraussetzung. |

90 Lemma

Seien abc cosimplizial und sei s € L(abc) von a,b, c verschieden. Dann gibt es cosimpliziale
Strahlen o',V , ¢, welche nicht in L(abc) liegen und sodass

/ / / . . . .
saa sbb scc cosimplizial liegen.

Beweis: Sei P := L(abc) und sei P’ ein Plexus mit P’ N P = {s} (siehe Satz 81). Die Strahlen
a, b, ¢ liegen nicht in P’ (weil von s verschieden), sodass also P’ N L(a), P’ N L(b) und P' N L(c)
Zyklen sind. Es liegen nicht zugleich sab und sac cozyklisch, da sonst wegen s # a auch abc co-
zyklisch ldgen. Wir konnen also o.E. annehmen, dass sa ¢ cosimplizial liegen, mithin P = L(sac)
geméf Korollar 65. Sei a’ € P'NL(a) mit ' # s und b’ € P'NL(b) mit s # V' # o’ (existieren nach
Satz 61). Als Strahlen von P’ liegen sa’ b’ coplektisch. Nach Wahl von P’ liegen @’ und ¥’ nicht in
P (da von s verschieden). Insbesondere liegen a’ ¢ windschief (sonst wére o’ € L(sac) = P), sodass
der Zyklus £2(a’b') vom Zyklus P' N L(c) verschieden ist und damit hochstens einen Strahl mit
ihm gemein hat (Korollar 58). Es gibt also einen Strahl ¢ € PN L(c) welcher nicht in £2(a’ ¥') liegt
und von s verschieden ist. Ersteres bedeutet, dass a’b' ¢ cosimplizial liegen (als Strahlen von P’
liegen sie coplektisch), letzteres garantiert ¢’ ¢ P (wiederum nach Wahl von P’). Nach Konstrukti-
on liegen saa’, sbb und scc jeweils coplektisch (s ¢ treffen sich als Strahlen von P’), aber nicht
cozyklisch, da d’, b, ¢ im Gegensatz zu a,b, ¢, s nicht in P liegen (Satz 66; beachte s # a,b,c). B

91 Theorem (Desargues im Plexus)

Seien a1, a9, as, b1, ba, by coplektische Strahlen, sodass a1 as az und by by by cosimplizial liegen.
Dann sind dquivalent:

1. Es gibt einen Strahl s, sodass
sai b sag by sagbs cozyklisch liegen.
2. Es gibt cozyklische Strahlen sy, sa, s3 sodass

Siagaz Spaiaz S3a1a o
cozyklisch liegen.
s1b2b3  s2b1 b3 s30102
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Abbildung I1.9. Eine doppelte Illustration von Theorem 91.

Beweis: Beachte im Folgenden, dass nach Voraussetzung (und Satz 63) alle gegebenen Strah-
len ai,as,as, by, be,bs in einem gemeinsamen Plexus P liegen; fiir diesen gilt P = L(ajaza3) =
L(b1 by b3) nach Korollar 65.

Zu 1 = 2: Sei s geméf 1. gegebenen. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass s = a; oder s = b;
fir ein ¢ € {1,2,3}. Aus Symmetriegriinden kénnen wir o.E. ersteres annehmen. Seien j, k sodass
{i,j,k} = {1,2,3}. Nach Voraussetzung liegen b; s a; und by s aj, cozyklisch. Setzen wir sj := b;
und s; := by und beachten s = a;, so liegen also sj a;a; und s;a; ap cozyklisch. Ferner liegen
trivialerweise auch sy b; b; und s; b; b; cozyklisch (Satz 51). Geméf Satz 70 gibt es einen Strahl
s; sodass s;ajap und s;b; b, (und damit s; sy s;) cozyklisch liegen. Dann erfiillen s;, 55, 55, die
Behauptung.

Wir kénnen also im Folgenden o.E. annehmen, dass

5%{&1,(}2,@3,()1,()2,[73}. (116)

Wir betrachten nun den Fall, dass a; a;j b; oder b; b; a; cozyklisch liegen fiir gewisse distinkte 7, j €
{1,2,3}. Aus Symmetriegriinden kénnen wir o.E. annehmen, dass ersteres der Fall ist. Sei k mit
{i,7,k} = {1,2,3} gewahlt und sei s; derart, dass s; a; a;, und s; b; by cozyklisch liegen (Satz 70).
Nach Satz 66 liegt mit a; und a; auch s; in P, trifft also insbesondere die Strahlen a; und b;. Ist
nun a; = b; so setze s; := s; := a; = b;; dann erfiillen s;, s;, s, offensichtlich die Behauptung. Ist
a; # bj so wahle s;, sodass s; aj a und s; b; by, cozyklisch liegen (Satz 70). Nach Satz 66 liegt mit
a; und aj auch s; in P, sodass also insbesondere a; a; s; s; coplektisch liegen. Wiederum geméf
Satz 70 gibt es somit einen Strahl s, sodass si a; a; und sy, s; s; cozyklisch liegen. Mit a; a; b; und
a; b; s liegen auch a; a;j bj s cozyklisch (da a; # b;), also mit a; b; s auch a; b; a;j bj s (beachte a; # s
geméf (I1.6)), und daher mit s a; a; auch sj a; b; a; b s. Insbesondere liegen sy, b; b; cozyklisch und
s1, 82, s3 erfiillen die Behauptung.
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Wir kénnen also annehmen, dass a; a; b; und b; b a; fiir je zwei distinkte ¢, j € {1, 2,3} cosimplizial
liegen. Geméfs Korollar 65 folgt

P =L(a; a; bj) = L(b; b; (lj), fiir distinkte 4, j € {1, 2, 3}. (11.7)
Wahle nun jeweils mit Satz 70 Strahlen sq, so, s3 sodass

514245 524143 S5d1 4 cozyklisch liegen

S1 b2 b3 S9 bl b3 S3 b1 bg Y set
Nach Satz 66 liegen s, s2,s3 in P. Um zu zeigen, dass sie cozyklisch liegen (und damit die Be-
hauptung erfiillen) werden wir einen nicht in P liegenden Strahl s’ konstruieren, welcher si, so, s3
trifft (siehe Abbildung I1.10); dann liegen s1, $2, s3 im Zyklus £(s") N P und damit cozyklisch (siehe

Satz 67 und Satz 56).

Abbildung I1.10.

Wahle mit Lemma 90 cosimpliziale Strahlen ¢, c2, ¢3, sodass saj ¢1, sas co und sag cg cosimplizial
liegen und {c1,co,c3} N P = (). Mit Theorem 88 angewendet auf ¢; ¢2 ¢3 und aq as ag erhalten wir
Strahlen s/, s, s§ sodass

creacs st shshy und  ajagass)shsy Tetraeder bilden.

Da fiir ¢ = 1,2,3 mit sa;¢; auch s¢; b; cosimplizial liegen (Satz 89 angewendet auf {s,a;,b;};
beachte s # b; gemék (I1.6)), erhalten wir mit Theorem 88 angewendet auf ¢; co c3 und by bo b3
Strahlen s/, s}, s§ sodass

cregcs st shsh und by bybs sy shsh Tetraeder bilden.

Fir k = 1,2,3 ist s} # s} denn sonst trife sj neben a; und a; (mit {4, j, k} = {1,2,3}) auch b;,
ldge also wegen (IL.7) in P, was unmdoglich ist, da s} aj windschief liegen; allerdings treffen sich
s}, sy, denn sie treffen jeweils ¢; und ¢; aber nicht ¢, (Axiom S3). Ferner treffen sich sj, s, und s}, sy,
da sj a;aj bzw. s, b; b; cozyklisch liegen. Wir halten fest:

sk 8} sy liegen coplektisch und s # s}, fir k € {1,2,3}.
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Nach Korollar 87 angewendet auf die Tetraeder ¢ cacs s} 85 sh und ¢ co 387 s5 s4 sind die bei-
den Plexi L(s] s s5) und L(s7 sf s5) jeweils ungleichartig zum Plexus £(c; ¢2 ¢3) und damit nach
Korollar 79 zueinander gleichartig. Es gibt also einen Strahl s’ € L(s] s s5) N L(s] s s5). Es ist
s ¢ P = L(araza3), da L(ajazas) N L(s] shs4) = 0 gemak Korollar 87 angewendet auf das

I oo
Tetraeder a; ag as s} s5 s3.

Wir zeigen abschliefend, dass s’ die Strahlen s1, so, s3 trifft; daraus folgt dann wie oben erlautert die
Behauptung. Beachte zunéchst, dass s’ hochstens einen der Strahlen ¢y, cg, c3 trifft, denn trife er ¢;
und ¢; fiir distinkte 4, j € {1,2, 3} so wére s’ = s}, und s’ = s} mit k sodass {1, j,k} = {1,2,3} (nach
Lemma 86 angewendet auf die Tetraeder ¢ cg 3 8] sh s bzw. ¢1 ca ¢3 8] 85 s5), im Widerspruch zu
sj # si. Angenommen nun, s’ sy liegen windschief fiir ein k£ € {1,2,3}. Sei j € {1,2,3}\k sodass
s’ ¢; windschief liegen. Dann treffen sich ¢; s, denn sie liegen wie ' in L(s), s{) (siche Axiom S3).
Sei i sodass {i, j,k} = {1,2,3}. Da s a; a; und sy b; b; cozyklisch liegen, trifft ¢; mit s; und a; bzw.
b; auch a; oder b; (je nachdem s; # a; oder s, # b;; wegen a; # b; muss einer der beiden Félle
zutreffen). In beiden Féllen folgt ¢; € P mit (I1.7), im Widerspruch zur Wahl von ¢y, ¢, c3.

Zu 2 = 1: Seien si, s9, s3 gemaf 2. gegebenen. Beachte dass s1, s9, s3 € P gemél Satz 66. Sei @)
ein zu P disjunkter Plexus (Satz 82). Fiir 4, j, k mit {7, 7, k} = {1,2,3} seien a},b; € @ Strahlen
derart, dass a] die Strahlen aj,a; und b] die Strahlen bj, by trifft (siche Lemma 68); da s; a; ag
bzw. s; bj by, cozyklisch liegen, treffen sich dann a} s; und b} s;. Als Elemente des Plexus @ liegen
al aly aly b by by coplektisch. Wegen Q N L(a1 az ag) = 0 liegen a) a; windschief fir ¢ = 1,2, 3, d.h.
insbesondere ist a} # af und a} af, a§ liegen cosimplizial (ldgen sie cozyklisch, so tréife ag mit a}
und afy, auch a%). Analog folgt, dass auch b) bl by cosimplizial liegen. Sei nun s’ € @ ein die Strahlen
s1, S2, s3 treffender Strahl (existiert nach Lemma 68 und Satz 50, da s; sg s3 cozyklisch liegen). Fiir
i =1,2,3 liegen dann s’ @b, cozyklisch, denn sie liegen im Zyklus @ N L(s;) (beachte s; ¢ @, da
s; € P). Also erfiillt s’ Bedingung 1. in Bezug auf a} a) a4 und b b, by (siche Abbildung II1.10), und
mit der soeben gezeigten Implikation ,1 = 2“ folgt die Existenz von cozyklischen Strahlen s, sb, s4
sodass

sjagay  syayaz syayay

sy bhby sy by by s5by by
Fiir i = 1,2,3 treffen sich a;s{ und b; s} (da a; € L(a}a}) = L(s;a}ay) bzw. by € L(b; b)) =
L(s; b b,) fiir j,k mit {4, j, k} = {1,2,3}; siehe Satz 50). Sei s € P ein s}, sy, s§ treffender Strahl
(wieder mit Lemma 68 und Satz 50). Dann liegen sa; b; im Zyklus P N L(s}) (beachte s, ¢ P, da
s € @ nach Satz 66) und damit cozyklisch. Also erfiillt s Behauptung 1. |

cozyklisch liegen.

I1.3. Projektivitaten

Ein Strahlengebilde A liegt perspektiv zu einem Strahlengebilde B, kurz:
A R B,

falls jeder Strahl von A genau einen Strahl von B trifft; die dadurch gegebene Abbildung 7 : A — B
ist eine Perspektivitédt von A nach B.
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92 Satz
Fiir Zyklen Y und Z sind dquivalent:

1LY ®Z
2.2 ®RY
3. ZNLY)=10

Ferner gilt: Ist m: Y — Z eine Perspektivitit, so ist w bijektiv und auch 7= : Z =Y eine
Perspektivitit.

Beweis: Zu ,1 = 3% Sei z € Z beliebig und sei 2z’ € Z von z verschieden. Nach Voraussetzung
enthédlt Y einen 2’ treffenden und damit zu z windschiefen Strahl. Also ist z kein Leitstrahl von
Y. Damit ist Z N L(Y) = 0 gezeigt. Zu ,3 = 2“: Nach Satz 60 trifft jeder Strahl einen Strahl von
Y, also insbesondere jeder Strahl von Z; trife ein Strahl von Z zwei distinkte Strahlen von Y, so
ware er nach Satz 53 Leitstrahl von Y, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also gilt Z & Y. Die
Implikation ,,2 = 1* ist dquivalent zur bereits gezeigten ,,1 = 2.

Die zweite Aussage ergibt sich aus der Aquivalenz 1 < 2“. |

Abbildung II.11. Zwei zueinander perspektiv liegende zyklische Strahlengebilde.

Eine Abbildung 7 : Y — Z zwischen Zyklen Y und Z heifst Projektivitat, falls es endlich viele
Zyklen Zy,...,Zn41 gibt, n € N, und Perspektivititen m : Zy — Zpy1 fir k£ € Ny, sodass

T =TT, 0--- 0.

Man beachte, dass in dieser Definition Z; =Y und Z,,11 = Z, letzteres wegen Z,1 = m,[Z,] C
Y| C Z (siche Satz 92) und weil ein Zyklus geméf Korollar 58 nicht echt in einem anderen
Zyklus enthalten sein kann. Mit Satz 92 ergibt sich:

93 Korollar

Sei w: Y — Z eine Projektivitit zwischen Zyklen Y und Z. Dann ist w bijektiv und auch
7Y Z =Y eine Projektivitit.

Da das Kompositum zweier Projektivitaten offensichtlich selbst eine Projektivitat ist, bilden die
Zyklen zusammen mit den Projektivititen zwischen ihnen ein Gruppoid.® Dazu bleibt lediglich zu
zeigen, dass die identische Abbildung auf einem Zyklus eine Projektivitét ist. Wir zeigen etwas

starker:

Salso eine Kategorie, in der jeder Morphismus ein Isomorphismus ist.
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94 Satz

Seien P ein Plexus, Y, Z C P Zyklen und s € P\(Y U Z). Dann ist die Abbildung m:Y — Z
mit Graph
{{y,2z) € Y x Z; ysz liegen cozyklisch}

eine Projektivitdt.

Beweis: Seien u,v distinkte Strahlen mit Z = £2(uv). Nach Voraussetzung an s liegen dann u v s
cosimplizial und mit Satz 70 folgt, dass es zu jedem Strahl y € Y genau einen Strahl z gibt, sodass
uvz und y sz cozyklisch liegen, also genau einen Strahl z mit (y,z) € 7. Damit ist 7 : ¥ — Z
wohldefiniert.

Sei nun @ ein zu P disjunkter Plexus geméfs Satz 82, sodass also insbesondere s ¢ ). Dann ist
X := QN L(s) ein Zyklus gemif Satz 67. Tréfe ein Strahl x € X zwei distinkte Strahlen y;, y2 von
Y, so ldge er in L(sy;1y2) = P (Korollar 65; beachte die Voraussetzung an s), im Widerspruch zu
z€@Qund PNQ = 0. Es gilt also X N L(Y) = () und mithin X ® Y gemif Satz 92. Symmetrisch
analog folgt X & Z. Wir haben also Perspektivitaten

m: X =Y und m:X — Z.

Fir x € X liegen 71 (x) s ma(x) cozyklisch, denn sie liegen im Zyklus P N L(z) (beachte x ¢ P, da
P, Q disjunkt). Also gilt meon; ! (y) = 7(y) fiir alley € Y, d.h. m = mpomy ! ist Kompositum zweier
Perspektivitaten (beachte Satz 92). |

95 Korollar

Die Klasse der Zyklen bildet zusammen mit den Projektivitdten ein Gruppoid.

Beweis: Sei Z ein beliebiger Zyklus und sei s ein zu Z cosimplizialer Strahl (existiert nach Satz 89
und Satz 62.3). Dann ist

{(21,22) € Z X Z; 21 s z9 liegen cozyklisch}
der Graph der Identitédt idz auf Z und mit Satz 94 folgt, dass idz eine Projektivitat ist. |
Wir schreiben

. _ Esgibt Zyklen Y D {y1,...,yntund Z D {z1,..., 2, } sodass
Yi--Yn 7 212, fln 7Y — Z Projektivitat ist und 7 (y;) = z; fir i € Ny,

und

Yi.--Yn K~ 21...2n fur: Es gibt eine Projektivitat = mit gy ...y, X 21...%n.

Damit kénnen wir den Fundamentalsatz der projektiven Geometrie formulieren, dessen Beweis uns
bis Abschnitt I1.8 beschéftigen wird. Er besagt:

Sind uvw undu' v w jeweils distinkt und cozyklisch, so gibt es genau eine Projektivitit m mit

™ P
uvw N UV wW.

Der Rest dieses Abschnitts ist der verhéltnisméfbig einfacheren Existenzaussage des Fundamental-
satzes gewidmet. Dazu benétigen wir:
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96 Lemma

Fiir je zwei Strahlen y und z gilt y ~ z.

Beweis: Im Fall y = z wihle einen beliebigen z enthaltenden Zyklus Z (Satz 55) und beachte

Y IC;VZ z geméaft Korollar 95. Seien also y, z distinkt, aber zunéchst coplektisch angenommen. Sei x
sodass zy z cosimplizial liegen (Satz 62.3) und sei s € £2(yz) von y und z verschieden gewiihlt.
Dann ist s ¢ L£2(zy) (denn als distinkte Zyklen haben £2(zy) und £2(yz) nur den Strahl y
gemein) und analog s ¢ £?(x z) und mit Satz 94 (angewendet auf den Plexus L(zy 2), die Zyklen
L2(xy), L2(x 2) und den Strahl s) folgt die Existenz einer Projektivitit 7 : £2(xy) — L£2(z ) mit

Yy~ oz (denn nach Wahl von s liegen y s z cozyklisch).

Der allgemeine Fall lasst sich hierauf leicht zuriickfiihren: Wahle einen Strahl z € £(y z) (etwa mit
Lemma 68), sodann geméf dem eben Bewiesenen Projektivitdten 7y, w2 mit y R zundz % zund
schlieRe auf y "~ ' z (mit Korollar 95). |

97 Satz
ml...xnﬁyl...yn/\yl...ynﬁzl...zn = r1...Tp N Z1...2p.-

Beweis: Falls y; = y; fiir alle 4,5 € N,;, so gilt auch x; = x; und z; = 2; fiir alle 4,5 € N,, und
die Behauptung folgt mit Lemma 96. Sei also angenommen, dass y; # y; fiir gewisse 7,5 € Nj,.
Nach Voraussetzung haben wir Zyklen X D {x1,...,2,},Z 2 {z1,...,2,} und Yz D {y1,...,yn}
fiir k = 1,2, sowie Projektivitdten m : X — Y} und 79 : Yo — Z mit z1...2, = Y1 ...y und
Y1 ---Yn 7 21...2p. Da Y7 und Y5 die zwei distinkten Strahlen y;,y; gemein haben, ist Y1 = Y5
geméls Korollar 58. Also ist mo oy : X — Z und es folgt

T 0T
T1... Ty ~N Z1...2n

mit Korollar 95. [ |

Wir schreiben
aj...anp ~ by...b, fir: {ai,...,an} ® {b1,...,b,} und a;b; treffen sich fiir i € N,,.

Aus ay...an =~ by...b, folgt offensichtlich a;, ...a;, & b; ...b; fir i1,..., 9 € Ny,

98 Lemma

Seien ai,...,a, beliebige und z1, ..., z, cozyklische Strahlen, sodass a; z; sich treffen fir ¢ €
N,. Gibt es zu jedem i € N, ein j € N,, sodass a; z; windschief liegen, so gilt

aj...anp N Z1...2np.

Beweis: Trife einer der Strahlen a; neben z; noch einen weiteren Strahl des zyklischen Strah-

lengebildes {z1,...,2,}, so triafe er nach Satz 53 alle Strahlen desselben, im Widerspruch zur
Voraussetzung. |
99 Satz
Seien yi,...,Yyn und z1, ..., z, jeweils cozyklische Strahlen, sodass mindestens zwei der Strah-
len z1,..., 2z, distinkt sind. Dann gilt:

Y1 -Yn N 21...2n = Y1.--Yn N Z1...2n.
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Beweis: Seien geméf Voraussetzung i,j € N, sodass z; # z; und mithin y; # y;. Dann liegen
Yl Yp im Zyklus Y := L2(y; y;) und z1, ..., 2, im Zyklus Z := L£%(2; z;). Angenommen, es gibt
einy € YNL(Z). Fur k € {i,j} mit y # yi gilt dann 2z, € L(yyx) = L(Y) (Satz 53), d.h. insbe-
sondere trifft zj die Strahlen y; und y;, im Widerspruch zu y; y; R z 2. Also gilt Y N L(Z) =0
und mit Satz 92 folgt die Existenz einer Perspektivitit 7 : Y — Z. Wegen yy ...y, & 21...2, gilt
7(y;) = z; fur i € N,,. Damit ist y1 ...y, =~ 21...2, gezeigt, da m auch Projektivitét ist. |

Wir schreiben

a1...ap ~ by...b, fir: a;sb; liegen cozyklisch fiir i € N,,.

100 Satz

Seien yi, ..., yn Strahlen eines Zyklus Y und z1, ..., zy Strahlen eines Zyklus Z. Dann gilt fir
jeden Strahl s, welcher weder in'Y noch in Z liegt:

S
Y1 .- Yn N Z1...2n = Y1.-.Yn N Z1...2n.

Beweis: Gilt y; # y; fiir gewisse 4,j € N, so liegen y; y; s nicht cozyklisch (da s € Y = £L2(y, y;)),
d.h. die Zyklen £?(y; s) und £%(y; s) sind distinkt und haben somit aufer s keinen Strahl gemein
(Korollar 58); wegen s ¢ Z folgt z; # z;. Es gilt also

Yi FYj S % F 2 fiir 4,5 € N,,.

(die Implikation ,,<=* folgt symmetrisch analog). Nach Lemma 96 konnen wir daher o.E. anneh-
men, dass y; # y; und mithin z; # z; fiir gewisse 4, j € N,,. Dann folgt aber die Behauptung mit
Satz 94 angewendet auf den Plexus L(y; y; s), die Zyklen Y, Z und den Strahl s (beachte, dass nach
Satz 66 mit s und y; bzw. y; auch z; und z; im Plexus L(y; y; s) liegen, mithin auch der Zyklus
Z = Ez(zi Zj)). |

101 Satz

Seien u,v,w,x distinkte cozyklische Strahlen. Dann gilt

UvYWIT N vurw.

Beweis: Sei s mit Satz 62.3 sodass uv s cosimplizial liegen. Nach Satz 89 liegt dann s zu dem
zyklischen Strahlengebilde {u,v,w,z} cosimplizial, sodass also insbesondere

suw svw sux svx cosimplizial liegen (IL.8)

und uvw z s distinkt sind. Sei «’ € £2(su) ein von s und u verschiedener Strahl (Satz 61), sodass
also
suu’ distinkt sind und cozyklisch liegen.

Nach Satz 89 angewendet auf {s,u, v’} liegen mit suz auch
su'z und wu'z  cosimplizial. (I1.9)

Die Strahlen v und z treffen mit s und u auch v/, sodass also s vz u’ coplektisch liegen. Mit Satz 70
folgt die Existenz eines Strahls v’ sodass

/ ! ! . .
svv. und zuw v cozyklisch liegen.
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Es ist v' von x und s verschieden, da sonst svx bzw. xu' s cozyklisch lagen, im Widerspruch zu
(IL.8) bzw. (I1.9). Gemif Satz 89 angewendet auf {s,v,v'} bzw. {z,u v’} liegen daher mit svw
bzw. uv' x auch

svw und wzv' cosimplizial. (IL.10)

Insbesondere trifft v’ die Strahlen s, w, u und z, sodass also s wu x v’ coplektisch liegen. Mit Satz 70
folgt die Existenz von Strahlen w’, w” sodass

/ / / 1 / 1 : :
sww und zv w bzw. sww" und uv w’ cozyklisch liegen.

Abbildung II.12.

Dann gilt:
5 ! / " / v
UTWT X" WV WIT XN SW WW AN VUTW,

S

und nach Satz 54 liegen v/ v/ W'z sowie sw” w'w cozyklisch (beachte z # v’ und s # w). Wegen
(I1.8), (I1.9) und (II.10) folgt mit Satz 100:

UuvwTr N~ u'v'w'ac ~ sw”w'w N vVuUTw

und hieraus ergibt sich die Behauptung mit Satz 97. |

102 Theorem

Seien y1 yo y3 und z1 z9 z3 jeweils distinkt und cozyklisch. Dann gilt

Y1Y2Ys N 2122 2%23.

Beweis: Sei im Folgenden Y der yi,y2,ys enthaltende Zyklus (also Y = £2(y1y2)) und Z der
21, 22, z3 enthaltende Zyklus (siehe Satz 57).

1. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass Y U Z plektisch ist und Y # Z. Letzteres bedeutet
nach Korollar 58, dass Y und Z hochstens einen Strahl gemein haben. Es gibt daher distinkte
i,j € {1,2,3} sodass y; ¢ Z und z; ¢ Y, insbesondere y; # z;. Sei x ein von y; und z;
verschiedener Strahl im Zyklus X := £2(y; z;) (beachte, dass sich y; z; treffen, da Y U Z
plektisch ist; der Strahl x existiert nach Satz 61), sodass also

xy;z; distinkt sind und cozyklisch liegen.

54



Sei k mit {7, 7, k} = {1,2,3}. Wir zeigen, dass unter diesen Voraussetzungen

TYiZj N Yk YiYj- (IT.11)

Dann folgt symmetrisch analog  z; y; =~ zj, 2; z; (vertausche yy, y; y; respektive mit 2y, 25, 2;),
damit

YeYilY; N TYizg N 2k 2izj

und die Behauptung ergibt sich mit Satz 97.

Abbildung II.13.

Da Y U Z plektisch ist, gibt es einen Plexus P 2 Y U Z. Mit y; und z; liegt auch x in P
(Satz 66) sodass also insbesondere x yy, zj y; coplektisch liegen. Mit Satz 70 erhalten wir einen
Strahl s sodass

zyrs und zjy;s cozyklisch liegen.

Mit z; und y; liegt auch s in P (wiederum Satz 66; beachte dass z; # y;, da z; € V') sodass
sich insbesondere sy; treffen und somit y; y; s cozyklisch liegen. Es gilt also

S
TYi 25 N Yk Yi Y-

Wir zeigen noch s ¢ X und s ¢ Y, denn dann folgt (I.11) mit Satz 100. Es ist s # zj,
denn sonst ldgen neben xy; z; auch xyy z; und mithin xy; y, z; cozyklisch (Satz 54), im
Widerspruch zu z; € Y. Ware nun s € X, so ldgen neben z;y;s auch y; z; s und damit
Y; 2; yj s cozyklisch, im Widerspruch zu z; € Y = L(y;y;). Es ist yi # s, denn sonst lagen
2; yj Yr cozyklisch, im Widerspruch zu z; ¢ Y. Damit ist s ¢ Y, denn sonst wire Y = £2(yy. s),
mithin # € Y und damit Y = £2(zy;) = L%(x 2;), im Widerspruch zu z; ¢ Y.

. Wir betrachten nun den Fall, dass Y = Z. Seien dazu P und @ Plexi mit PNQ =Y = Z
geméf Satz 72. Es gilt P o @ gemik Korollar 76. Sei P’ ein Plexus mit PN P = {1}
geméaf Satz 81. Dann inzidieren P’ und @, denn sie sind weder disjunkt (y; € P’ N Q) noch
gleichartig (da P’ ~ P # Q). Es ist also Z’ := P’ N Q ein Zyklus. Es ist Y U Z’ plektisch
(well YUZ' CQ)und Y # Z' (weil Y NZ' C PN P ={yi}). Seien 21, 2}, 24 € Z' distinkte
Strahlen (Satz 61). Jeweils mit 1. (und wegen Y = Z) folgt dann

! !
Y1Y2Ys ~ 212923 und 2y z923 N 212223

und mithin die Behauptung geméafs Satz 97.

. Wir zeigen nun den Satz in seiner vollen Allgemeinheit. Seien dazu Py und Pz zwei gleich-
artige Plexi mit Y C Py und Z C Py (siehe Satz 78 und Satz 66). Sei s ein gemeinsamer
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Strahl von Py und Pz und sei @ ein zu Py, Pz ungleichartiger Plexus mit s € @ (Satz 81).
Dann inzidiert @ mit Py und mit Py (weil weder disjunkt noch gleichartig), d.h. wir haben
Zyklen Y/ := Py N Q und Z’' := Pz N Q. Das Strahlengebilde Y’ U Z’ ist plektisch, denn es
ist in @ enthalten. Ahnlich sind auch YUY’ und Z U Z’ plektisch, da sie in Py bzw. in Py
enthalten sind. Sind also vy}, y5,v4 € Y/ und 21, 25, 25 € Z’ jeweils drei distinkte Strahlen, so
kénnen wir mit den bereits gezeigten Féllen (1. bzw. 2.) schliefen:

/ ! / / ! / ! ! ! ! ! !
Y1y2Ys ~ Yiyays und Y1 Yoys N 212923 und 2y 2523 N 212223

und die Behauptung folgt wieder mit Satz 97.

11.4. Die Relation QO

Strahlen aj az a3 as bilden ein Quadriplex, falls a; a; a; cosimplizial liegen fiir je drei distinkte
i,7,k € {1,2,3,4}.

Strahlen uq vy wi ue vo we bilden mit Strahlen ¢t u v w eine Q-Konfiguration, falls folgende Bedin-
gungen erfiillt sind:

Q1 uy vy wy ug v wo liegen cozyklisch und w; v; wy, sind distinkt fiir 4, j, k € {1,2}.
Q2 tuvw bilden ein Quadriplex und ¢ liegt zu {1, v1, w1} cosimplizial.

t t t
Q3 Es liegen b vor twn

cozyklisch.

VWU UWVy UV W

Abbildung II.14. Eine O-Konfiguration.
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103 Satz

Bilden w1 v1 wy ug vo wo mit tuvw eine Q-Konfiguration, so auch ui wi v1 ug wo vo Mit tuwv
und Wi V1 UL we Vg Uy mit twv .

Beweis: Jede der Bedingungen Q1, Q2 und Q3 bleibt bei Permutation der Spalten von

u v w
up U1 w1
Uz V2 w2
erhalten. |

104 Satz

Bilden w1 v1 w1 ug v9 wo mit t uvw eine Q-Konfiguration, so liegen die Strahlen t,u, v, w jeweils
zum Strahlengebilde {u1,v1, w1, u,va, wa} cosimplizial und fir i € {1,2} liegen

UVU; VWU WUW;
WU VUV, WU W o
cosimplizial.
tvu; twv, tuw;

twu; tuv; tvw;
Insbesondere liegen alle Strahlen der Q-Konfiguration coplektisch.

Beweis: Nach Q1 ist das Strahlengebilde S := {u1, v1, w1, ug, vo, wo} zyklisch. Da t u; v nach Q2
cosimplizial liegen, folgt mit Satz 89, dass ¢t zu S cosimplizial liegt. Es ist u # w1, denn andernfalls
lagen u; wwve und uy v we cozyklisch, d.h. neben v = u; 1lagen auch w und v im Zyklus EQ(ul V1) =
L2(ug ve) = L2(ug we), im Widerspruch dazu, dass uvw nach Q2 cosimplizial liegen. Mit Satz 89
angewendet auf {¢, u,u;} folgt, dass mit ¢ uj v; auch wwu; vy cosimplizial liegen. Wiederum mit dem
selben Satz folgt, dass u zum Strahlengebilde S cosimplizial liegt.

Aus Symmetriegriinden (Satz 103) bleibt zu zeigen, dass fiir 7 € {1,2}
UV U; und twwu; cosimplizial liegen.

Beachte zunéchst, dass t,u # u; und v # ug, da t,u und v zu S cosimplizial liegen (und |S| > 2).
Mit Satz 89 angewendet auf {t,u,u;} folgt, dass mit t wv auch wvwuy und ¢ v uy cosimplizial liegen.
Der selbe Satz angewendet auf {v,w,us} ergibt, dass mit wvw bzw. tvw auch wvuy und tvugy
cosimplizial liegen. |

105 Lemma

Bereits dann bilden uy v1 wy ug vo we mit tuvw eine Q-Konfiguration, wenn folgende Bedin-
gungen erfillt sind:

Q1" uy vy wy ug vy we liegen cozyklisch und u; vi wy, sind distinkt sind fir i,k € {1,2}.
Q2 tuywy liegen cosimplizial und t # v # vy.

tuu tvvy tww
QF Es liegen ! ! ! cozyklisch.
VWU UWVy UV W
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Beweis: Beachte im Folgenden, dass der Strahl ¢ nach Q2' zum Zyklus £2(u; wy) cosimplizial liegt
(Satz 89), sodass also nach Q1’ insbesondere

tu;jvy tviwg tu;wg  cosimplizial liegen fiir 4, k € {1,2}. (I1.12)

Ferner ist

v & L (uwy), (I1.13)
da sonst £2(u; w1) = L2(vv;) (beachte v # v1), im Widerspruch zu ¢t € £2(vv;) und (I1.12).

1. Wir zeigen zunéchst, dass tuvw ein Quadriplex bilden. Es ist ¢ # u, da sonst neben ¢ v vy
auch ¢ vws und mithin ¢t v wy cozyklisch lagen (beachte t # v), im Widerspruch zu (I1.12).
Symmetrisch analog folgt t # w, d.h. t ist von u, v, w verschieden. Damit liegen t uw sowie
tuv und tvw cosimplizial, denn lagen etwa ¢t uw cozyklisch, so mit tuwu; und tww; auch
tuwug wy, wiederum im Widerspruch zu (I1.12). Insbesondere sind wvw distinkt. Ligen
uvw cozyklisch, so mit uwvws und vwug auch uvwug wy, im Widerspruch zu (I1.13) und
L£2(u1 wy) = L2(ug we). Damit bilden tuvw ein Quadriplex.

2. Es bleibt zu zeigen, dass vy von uy, w1, ug, we verschieden ist. Es ist u & L2 (ug wy), denn im
Fall u # u; wire sonst t € L2(uwuy) = £2(u; wy), im Widerspruch zu (I1.12) und im Fall
u = uy wire v € L2(uws) = L2(u3 wz) = L2(u1 w), im Widerspruch zu (I1.13). Insbesondere
ist u # v9 und somit ve # wuy, denn wéire vo = wuq, so ldgen neben ww vy auch twuwve und
mithin tuw cozyklisch, was in 1. bereits ausgeschlossen wurde. Symmetrisch analog folgt
w # v9 und damit vy # wi. Wére vy = ug, so ldgen neben uwwve auch vw vs und mithin
uvw cozyklisch, was wir ebenfalls bereits ausgeschlossen haben. Also ist auch v # us und
symmetrisch analog folgt vo # wo. u

106 Lemma

Seien uy v wy ug we cozyklisch, sodass w; vy wy distinkt sind fir i,k € {1,2}. Sei t sodass
tugwy cosimplizial liegen und sei v sodass tvwvy cozyklisch liegen und t # v # v1. Dann

gibt es eindeutig bestimmte Strahlen w,w und ve sodass wuy vy wiuzvows mit tuvw eine
Q-Konfiguration bilden.

Beweis: Es liegen tuj wq v ug wy coplektisch, denn nach Satz 66 liegen sie im Plexus L(tuj vy)
(beachte, dass nach Satz 89 mit ¢t uj wy auch tuj vy cosimplizial liegen). Jeweils mit Satz 70 folgt
die Existenz von Strahlen v und w sodass

tuguw und vweu bzw. twjw und vugw cozyklisch liegen. (I1.14)

Als Strahlen des Plexus £(tuq wi) liegen ug wouw coplektisch. Wiederum mit Satz 70 folgt die
Existenz eines Strahls vy, sodass

s Wy vy und uw vy cozyklisch liegen. (I1.15)

Nach Lemma 105 bilden u; v1 wy us vo we mit tuvw eine Q-Konfiguration.

Zur Eindeutigkeit von u, w und vo: Nach Satz 104 liegen weder ¢ u1 v wo noch t wi v ue noch us wo uw
cozyklisch. Nach Satz 70 sind daher die Strahlen u und w in (II.14) und der Strahl ve in (II.15)
eindeutig bestimmt. Damit sind u, w und ve die einzigen Strahlen, welche Bedingung Q3 erfiillen. B
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107 Lemma

Seien uq v wy ug vo wo cozyklisch und sodass u; vy wy distinkt sind fir i,k € {1,2}. Seien
ferner v} v} wi uy vhwh ein Tetraeder bildende Strahlen sodass (siehe Abbildung II.15):

u'l vi w’l U 'vé w’2 AN ULV WL U2 V2 W3,

Dann gibt es Strahlen t,u,v,w sodass uj vy wi ug Vo we mit tuvw eine Q-Konfiguration bil-

den und L(uvw) ~ L(u]v]w)).

Beweis: Sei P mit Satz 78 ein uj,w; enthaltender Plexus sodass P ~ L(u} v} w}) und mithin
auch P ~ L(u} vhwh) ~ L{ubv] wh) ~ L(uhvhw)) gemak Satz 87. Es gibt also Strahlen

t e PN L(ujvyw))
u € PN L(u)vhws)
v € PN L(uyviwh)
w € PN L(uyvw))

Keiner der Strahlen u}, v}, w}, u), vh, wh liegt in P, denn sonst trife er die Strahlen u; und wq, was
wegen uy # wy und u) v} wi ug'vhwh R wuq vy wy uz v2 we nicht moglich ist. Es liegen also

tuuy PN L(u))
tvvg PN E(Ui)
/
ZZ:; cozyklisch, denn sie liegen im Zyklus ﬁgﬁgzz))
U W Vo PN L(v,)
UV W2 PN ﬁ(w’z)

(nach Satz 66 liegen mit u; und w; auch wug, ve, wy und vy in P). Es liegen t u; w; cosimplizial, denn
lagen sie cozyklisch, so tréife im Fall ¢ # w; der Strahl v} mit ¢ und u; auch w; und im Fall ¢ # w;
triafe w] mit ¢ und wy auch ui, was beides wegen u; # wy und v} w] & w;w; nicht moglich ist.
Es ist ¢ # v, denn andernfalls trife ¢ den Strahl v] und lage in £(u] w] ub w)), womit t = v] geméaf
Lemma 86, im Widerspruch zu v} ¢ P. Es ist auch v # v1, da sich u}, v im Gegensatz zu u) v treffen
(beachte u) v} & ug vy und ug # v1). Damit erfiillen uy v1 w1 ug V2 wo mit tuvw die Bedingungen
von Lemma 105, bilden also eine Q-Konfiguration. Schlieflich gilt L(uvw) = P ~ L(u} v} w]) nach
Korollar 65. |

Strahlen w1y, v1, w1, usg, va, we liegen quadrilateral, kurz:

ul v w1
U2 v2 W2,

falls sie cozyklisch liegen, u; v; wy, distinkt sind fiir 4, 7, k € {1, 2} und es ein Tetraeder u} v} w] ub vh wh
gibt sodass:
! A A | !/ =
ul ’Ul wl U2 'U2 w2 N U V1 W1 Ul Vg W2.

108 Satz

Die Relation Q ist Gp-symmetrisch.
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Beweis: Dies folgt aus den entsprechenden Symmetrien des Tetraeders, siche Satz 83. |

Abbildung I1.15.

109 Satz

. uj] v1 wi . .
Genau dann gilt ng vy wa , Wenn es Strahlen t,u, v, w ¢ibt sodass w1 vy w1 us Vo wo Mit tuvw

eine Q-Konfiguration bilden.

Beweis: Die Implikation ,,=*“ folgt unmittelbar aus Lemma 107. Zu ,,<=*: Nach Voraussetzung
bilden tu v w ein Quadriplex und

tuuy tvvy tww;

liegen cozyklisch. (I1.16)
VWU UWV UV W
Nach Satz 104 und Korollar 65 gilt ferner
Luvw)=L(tuyvy) = L(tviw) = Lvugwa) = L(uvyws). (I1.17)

Wihle mit Lemma 90 cosimpliziale Strahlen ), v}, w] mit {u],v],wi} N L(uvw) = O und so-
dass

tuu} tvv] tww) cosimplizial liegen.
Mit Theorem 88 angewendet auf uj vjw] und wvw folgt die Existenz von Strahlen wuh, v}, wh

sodass
! AN N | / ! / :
Uy V] Wy Uy Vg wy  und UV W Uy Vg Wy Tetraeder bilden.

Letzteres bedeutet nach Satz 87, dass auch {uf, v, wh} N L(uvw) = 0. Jeweils mit Satz 50 ergibt
sich aus (I1.16), dass die Strahlenpaare

wiur vivr wiwy ubus vhve whws sich treffen.
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Mit (I1.17) folgt, dass jeder der Strahlen uf, v}, w}, u, vh, w} zu einem der Strahlen uy, v1, wy, ug, v, w2
windschief liegt (denn sonst ldge er in L(uvw)). Mit Lemma 98 folgt

u’l vi w’l u'2 vé w'2 A Ul U1 W1 U V2 W,

. ul v1 wi . .
womit ng ve wo gezeigt ist. [ |

110 Lemma
Bilden w1 v1 wy us v2 wo mit tuvw, sowie uy V1 Wi Uz Vhwe mit t' u' v w' eine Q-Konfiguration
1 V1 W1 U2 U2 W2 s 1 U1 W1 U2 Vg W2 g

und treffen sich tt', so folgt v = vb.

Beweis: Nach Satz 104 liegen alle gegebenen Strahlen im Plexus L(uvw) = L(tujwy) =
L(t' vy wy) = L(v v"w’) und damit coplektisch.

1. Wir betrachten zunichst den Fall ¢ = ¢’ (siehe Abbildung II.16): Dann liegen neben ¢ v vq
auch tv'v; und mithin v v’ cozyklisch. Analog folgt, dass auch tuw’ und tww’ cozyklisch
liegen. Wegen der Eindeutigkeitsaussage von Lemma 106 kénnen wir o.E. annehmen, dass
v # v’ (die Voraussetzung ¢t # v # v; des Lemmas ist nach Satz 104 erfiillt). Dann liegen
ww' ug cosimplizial, denn lagen sie cozyklisch, so auch vv' ww’ us und mithin ¢ v o' ww’ us
(dreimaliges Anwenden von Satz 54; beachte w, w’ # uy geméf Satz 104), was unmoglich ist,
da tvw cosimplizial liegen. Symmetrisch analog folgt, dass auch uu’ wy cosimplizial liegen.
Damit erfiillen v, v, ¢ in Bezug auf w v’ we und ww’ ugy die Bedingung 2. von Theorem 91:

v wy vuwe tuu

vut sowie liegen cozyklisch.

vwue vwus tww'
Es gibt also einen Strahl s, sodass
suw su'w S W U cozyklisch liegen.

Da uw wg ug bzw. v’ w’ wy ug nicht cozyklisch liegen (Satz 104), folgt v = s und v = s mit

Satz 70, mithin vy = ).

Ua
\\ I
YIX
£t
\ 0,
[ \ “T\‘
[ \/ | \‘\
—N\ 8
[ /NN !
i / \
/ U\ =
L Ay | \
[/ \ .
| / | \ \
J [ \ L,
/|
/| \
S| m\
L
Ur \\

Abbildung I1.16. Der Fall ¢t = ¢'.
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2. Wir betrachten nun den Fall v = v’: Es bilden us v1 ws u1 v2 wq mit v w t u eine Q-Konfiguration:
Bedingungen Q1 und Q2 sind offensichtlich erfiillt (nach Satz 104 liegt v zu {ug, v, wa} co-
simplizial) und auch Bedingung Q3 bleibt unter dieser Permutation erhalten:

vwuy vty vuwy . .
liegen cozyklisch.
tuuy wuvy wtw;

Analog bilden auch wug v1 we ug v wy mit v/ w' ¢’ u' eine Q-Konfiguration. Damit ist der Fall
v =2 auf den Fall t =t in 1. zuriickgefiihrt.

3. Fall t € L2(t v1): Sei © € L2( v1) von t,# und vy verschieden (Satz 61). Es liegen ¢ 9 v und
t' 9 vy cozyklisch, denn sie liegen im Zyklus £2(#' v1). Wihle jeweils mit Lemma 106 Strahlen

u’ w” vl baw. ' w0 sodass uy v1 wi ug v§ we mit tu” 0 w” bzw. sodass uq v1 wy ug VY we

w"” eine Q-Konfiguration bilden. Jeweils geméf Fall 1. folgt vo = v§ und v}, = v,

mit Fall 2. folgt aber auch v = v)’. Damit ist ve = v} gezeigt.

mit ¢ " o

Abbildung I1.17. Der Fall t & £L2(t' v1).

4. Es bleibt der Fall, dass t ¢ £2(t' v1): Dann ist der Zyklus £2(¢ v1) von den Zyklen £2(tu) und
L2(tw) verschieden, hat also jeweils hochstens einen Strahl mit ihnen gemein (Korollar 58).
Es gibt somit einen Strahl ¢ € £2(t'v1), welcher von v; verschieden ist und weder in £2(tu)
noch in £2(tw) liegt (Satz 61). Sei v” ein von #”,v und v; verschiedener Strahl in £2(#" v;)
(wiederum Satz 61), sodass also t” v v; cozyklisch liegen. Mit Lemma 106 folgt die Existenz

", n
[

von Strahlen u”, w”, v} derart, dass uj v1 wy ug v§ we mit ¢t u” v” w” eine Q-Konfiguration

bilden. Wegen t” € L2(' v1) folgt v = v} gem#f Fall 3. Wir zeigen, dass auch v = vs.
Beachte zunéchst, dass mit ¢’ und vy auch ¢ im Plexus £(¢' uq wq) liegt, womit L(t' uj v1) =
L(t"uyv1) = L(u"v"w"), d.h. auch die neu hinzugekommenen Strahlen ¢’ u”, v w”, vl
liegen mit den bereits gegebenen coplektisch. Es liegen ¢ ¢”v” nicht cozyklisch, denn sonst
wire t € L2(t"0v") = L2(t"v1) = L2(t'v1). Mit Satz 70 folgt, dass es genau einen Strahl s
gibt, sodass tt” s und vv” s cozyklisch liegen, d.h. es gilt

L2t N L2 (vo") = {s). (I1.18)
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Nach Korollar 58 und Wahl von " gilt ferner

LEtu) N L2("u") = {u1} und  L2(tw) N L2 w") = {w;}. (I1.19)
Die Strahlen vq, u; wo erfiillen in Bezug auf wvt und u” v” t” Bedingung 2. von Theorem 91:
. vivt uiut W UV . .
V1 Ul Wy Sowie o ol wgd o liegen cozyklisch.

Es folgt die Existenz eines Strahls s;, sodass

sjuu” spvv” s tt” cozyklisch liegen.

Analog folgt, da
. vivt wiwt U2 WV . .
V] W1 Uy Sowie " v "o cozyklisch liegen,
viv' T ww'tt usgw’ v
die Existenz eines Strahls ss, sodass
1 Vi " . .
Soww SovvU 8ottt cozyklisch liegen.

Mit (I1.18) folgt s = s1 und s = sg, sodass also insbesondere

suu” sww” stt” cozyklisch liegen.

" t”

Damit erfiillt s Bedingung 1. von Theorem 91 in Bezug auf uw t und u” w” ¢’ und wir erhalten

Strahlen z,y, z sodass
Twt yut Zuw
wl/ t// y u// t//

Mit (I1.19) folgt = wy und y = u;, sodass also

Yz sowie cozyklisch liegen.

z U// w//

wiurz zuw zuw’ cozyklisch liegen.
Nach Satz 104 liegen v und u” nicht im Zyklus £(u; wy), sodass also
L3(ugwy) N L2 (ww) = {ve}  und  L3(uywy) N L (W w") = {v}

gemaf Korollar 58. Also gilt vy = z = 0. -

111 Satz

Seien uy,v1,wy, wy cozyklische Strahlen sodass uy v1 wy, distinkt sind fir k € {1,2}. Dann gibt
es genau einen Strahl vy sodass Z} Z; %; .

Beweis: Nach Lemma 106 gibt es Strahlen ¢, u,v,w und wve sodass uj v wy uy vo wo mit tuvw

eine Q-Konfiguration bilden (die im Lemma vorausgesetzte Existenz von ¢t und v ist trivial). Mit
w1 v w1

Satz 109 folgt Qul vy wy, d.h. vy erfiillt die Behauptung. Sei v} ein beliebiger weiterer Strahl mit

dieser Eigenschaft, d.h. es gibt ein Tetraeder u} v{ w! uf v§ w4 sodass

uf vf wi vl vy wi R ug vy wy ug vhwe (11.20)
", ",

Nach Satz 83 bilden auch uf§ v} w{ uf v§ wy ein Tetraeder, sodass wir wegen L(uf v} wy) o L(uy v} wy)

"0 )

(sieche Satz 87) o.E. annehmen kénnen, dass £(uf v} w!) ~ L(uvw) (andernfalls vertausche uf mit

ul und beachte, dass (I1.20) weiterhin erfiillt ist). Seien ¢, v, v', w’ Strahlen geméf Lemma 107, so-
dass u1 v1 wy uyg vhwy mit ¢ u' v w' eine Q-Konfiguration bilden und L(uw' v’ w') ~ L(u] v{ wY). Die
beiden Plexi £(uvw) und L(u' v’ w') sind identisch, denn sie haben mehr als einen Strahl gemein
(z.B. w3 und wy) und sind zu L(uf v} w]) und damit einander gleichartig. Also treffen sich ¢¢' und

mit Lemma 110 folgt vy = v). [ |
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112 Theorem
Projektivitdten sind Q-Q-Isomorphismen.

. . __ . . ul v1 wi .
Beweis: Seien Z, Z’ Zyklen sodass Z = Z'. Seien uq, v, w1, Uo, V2, wo € Z mit ng vo wo UNd seien

ul, Vi, wh, ub, wh € Z' sodass ug v wy ugwy A u) v] wi uhwl (siehe Abbildung I1.18). Wir zeigen
die Existenz eines vy treffenden Strahls v, € Z’ sodass

/

ol ob (I1.21)

Dies beweist, dass Perspektivitiaten zwischen Zyklen O-Q-Homomorphismen sind, woraus sich die
Behauptung ergibt (mit Satz 92). Beachte im Folgenden, dass mit u; vy wy auch ] vj w), distinkt
sind fiir ¢,k € {1,2}.

"' w! eine 0-

1. Wihle mit Satz 109 Strahlen t”,u”,v”, w” sodass w1 v1 wi ug v wo mit "’ u
Konfiguration bilden. Sei P := L(t" u; wy) und sei P’ ein u},w] enthaltender Plexus mit
P’ ~ P (Satz 78). Nach Satz 66 ist Z' C P’ und wegen Z =~ Z' folgt ZNP' =ZNL(P) C
ZNL(Z") = 0 gemak Satz 92, also ZNP' = (. Daauch Z C Pund Z' X Z (geméil Satz 92),
folgt analog Z’ N P = {). Insbesondere sind P, P" distinkt, sodass also P N P’ = {s} fiir einen

Strahl s ¢ Z U Z'. Es liegen
supu) svIv] swiw] Suguh Swowh cosimplizial, (I1.22)

denn sie liegen jeweils coplektisch und ldgen etwa suq u) cozyklisch, so trife v; mit s und ug
auch v} (beachte s # uy, da s € Z), im Widerspruch zu uj v;y & u} v} und u} # v].

Seit; € Z von uy,v1,w; verschieden (Satz 61) und seit € £2(st1) von s,t; verschieden, sodass
also stt; distinkt sind und cozyklisch liegen (beachte s € Z). Dann ist t € P (Satz 66), aber
t¢ Z,daty € Zund s ¢ Z. Insbesondere liegen tuj wy cosimplizial. Keiner der Strahlen
uy, vi, w) trifft ¢, denn sonst tréafe er auch ¢; (da stt1 cozyklisch), was wegen Z' X Z und
t1 € Z\u1,v1, w; unmoglich ist. Es liegen also

tuy tuv] tw) windschief. (11.23)

Sei nun v € £L2(tv1) von t,v1 und s verschieden (Satz 61) und seien u, w, v gemif Lemma 106,
sodass wuj v1 wy ug vy we mit tuvw eine Q-Konfiguration bilden. Als Strahlen von P treffen
sich tt”, sodass vy = vy geméf Lemma 110. Es bilden also

U1 V1 w1 ug v we mit tuvw eine Q-Konfiguration.

Wegen PN P’ = {s}ist t € P’, sodass also P’ N L(t) ein Zyklus ist (Satz 67). Dieser ist vom
Zyklus Z' verschieden (denn im Gegensatz zu Z’ enthélt er den Strahl s) und hat somit nach
Korollar 58 hochstens einen Strahl mit ihm gemein. Es gibt also einen von s verschiedenen
Strahl ¢ € P’ N L(t), welcher nicht in Z’ liegt. Letzteres bedeutet, dass ¢’ u} w} cosimplizial
liegen (als Strahlen von P’ liegen sie coplektisch) und wegen t' # s ist ¢’ € P. Somit liegen

tu, to tw windschief, (11.24)

denn P = L(stuy) = L(stv1) = L(stwy) (es liegen stuy, stvy, stw; cosimplizial, denn
ligen etwa stwuy cozyklisch, so mit st#; auch sujt1, im Widerspruch zu s € Z = L£2(uy t1)).
Aus (I1.24) folgt, dass auch

tu to tw windschief liegen, (I1.25)
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da t't sich treffen und twu; bzw. tvv; bzw. tww; cozyklisch liegen. Sei nun v € L2( v})
ein v treffender Strahl gemif Satz 60 (beachte ¢’ # v}, da ¢ ¢ Z'). Dann ist v € P/ und
t'v' v} liegen cozyklisch. Es liegen:

stt’ und svv cosimplizial, (11.26)

denn nach (I1.24) bzw. (I1.23) liegen /', vy € L(st) bzw. t,v] € L(sv) jeweils windschief (siche
Satz 62.2). Es ist ¢’ # v/, da sich v'v im Gegensatz zu t' v treffen (siehe (I1.25)); ferner ist
v' # v}, denn sonst trife v] neben v; auch v und mithin ¢, im Widerspruch zu (I11.23). Mit
Lemma 106 folgt die Existenz von Strahlen v, w’, v} sodass

uy v] wiuh vy wh mit v v w' eine Q-Konfiguration bilden.

Der Strahl v} liegt offensichtlich in Z’ und erfiillt (I1.21) nach Satz 109. Es bleibt also zu
zeigen, dass vg vh sich treffen. Beachte dazu im Folgenden, dass wegen Z N P’ = () sowie
(I1.23) und (II.25):

{uy,v1, w1, ug, va, wo, t,u, v, wy N P =10. (I1.27)

Abbildung I1.18.

2. Wir zeigen nun, dass auch
suu’ und swuw' cosimplizial liegen. (I1.28)

Nach (I1.27) ist {t,v1,u1} N L(H v} u)) = 0 sodass nach (I11.26) und (I1.22) der Strahl s in
Bezug auf ¢t v; ug und ¢’ v} v} Bedingung 1. von Theorem 88 erfiillt (beachte, dass t v1 u1 und
' v} u} nach Satz 104 cosimplizial liegen). Es folgt die Existenz von Strahlen 1, y1, 21 sodass

tviugx1yr 21 und  tvjul iy 21 Tetraeder bilden.
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Analog erfiillt s auch in Bezug auf v v, we und v’ v} w) Bedingung 1. von Theorem 88 und es
folgt die Existenz von Strahlen s, y2, 2o sodass

VUL waToys 2o und v V) whwoys 2o Tetraeder bilden.

Esist x9 € L(v; w2)NL(V] wh) = L(v1ur)NL(v] u)) = L(v1 ug v] uf)) (die erste Gleichung gilt
nach Satz 53, da vy u; we bzw. v} u} w) cozyklisch liegen) und da auch s,z € L(vy ug v} u))
und s # x1,x2 (denn tx; bzw. vzo liegen windschief), folgt 1 = o geméif Lemma 86
angewendet auf u; v1 v] v} (beachte u; vy & ujv}).

Ahnlich ist zp € L(vv) N LO V) = L(tvy) N LF V) = L(tvyt'v]) und da auch s, 2, €
L(tvit'v)) und s # 21,29 (denn vy 21 bzw. wg 29 liegen windschief) folgt z1 = 2o (geméf
Lemma 86 angewendet auf ¢ vy v} t'; beachte (I1.23) und (II.24)).

Die Strahlen yi,y2 liegen somit beide in £(z; z1), miissen sich also treffen, denn sie liegen
jeweils windschief zu v1 € L(z1 21) (siehe Satz 49). Ferner ist y; # y2, denn andernfalls tréfe
y1 neben uj auch we und mithin vy, ein Widerspruch. Es ist y; € L(twu;) = L(twuy) und
y2 € L(vwse) = L(uvws), mithin u € L(y; y2); analog folgt v’ € L(y1 y2). Mit z1 ¢t bzw. x1 ¢
liegen auch 1 v und x; v’ windschief, da x1 uy bzw. x1 v} sich treffen und twuy bzw ' v’ v
cozyklisch liegen. Wegen z1 € L(y1 y2) folgt somit (wiederum mit Satz 49), dass uw’ sich
treffen. Es ist s # «/, denn sonst trife ¢ neben ¢’ auch v/ und damit «}, im Widerspruch zu
(I1.23). Damit liegen suu' cosimplizial, denn ldgen sie cozyklisch, so trife ¢’ mit s und o
auch wu, im Widerspruch zu (I1.25). Symmetrisch analog folgt, dass s ww’ cosimplizial liegen.

. Nach (I1.27) ist {t,u,w} N L(t' v'w") = 0, sodass nach (II.26) und (I.28) der Strahl s in
Bezug auf tuww und ¢ v w' Bedingung 1. von Theorem 88 erfiillt. Es folgt die Existenz von
Strahlen x3, y3, z3 sodass

tuwwzsyszg und t' v w x3yszz Tetraeder bilden.

Analog erfiillt s nach (I1.26) und (I1.22) auch in Bezug auf ¢t u; w; und '« w] Bedingung 1.
von Theorem 88 und es folgt die Existenz von Strahlen x4, 34, 24 sodass

tuiwy x4ysz4 und t u'l w'l xqays 24 Tetraeder bilden.

Da tww; und ¢ w'w} cozyklisch liegen, ist y3 € L(tw) N L w') = L(tw1) N LT w)) =
L(tw;t' w]) und da auch s,ys € L(twrt'w)) und s # y3,ys4 (denn wys bzw. u ys liegen
windschief) folgt y3 = y4 mit Lemma 86 (beachte (I1.23) und (I1.24)).

Ahnlich ist 23 € L(tu) N L({# w') = L(tur) N L(H w)) = L(turt'u}) und da auch s, 24 €
L(tuy t'u)) und s # z3, z4 (denn w z3 bzw. wy 24 liegen windschief) folgt z3 = 24.

Die Strahlen x3, x4 liegen somit beide in L(y3 z3), miissen sich also treffen, denn sie liegen
jeweils windschief zu t € L(y3z3) (Satz 49). Ferner ist x3 # x4, denn andernfalls tréfe
xz neben w auch w; und mithin ¢, ein Widerspruch. Es ist z3 € L(uw) = L(uwwvz) und
zg € L(ugwr) = L(ug wy vz), mithin vo € L(x3x4); analog folgt v, € L(xzgxz4). Mit ysuq
bzw. y4 u} liegen auch y4 vo und y4 v5 windschief, da y4 wy bzw. y4 w] sich treffen und u; vo wq
bzw. u} v w] cozyklisch liegen. Wegen y4 € L(x3x4) folgt somit (wiederum mit Satz 49), dass
v v sich treffen.
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I1.5. Die Trennungsbeziehung

Wir legen unseren Untersuchungen von nun an auch die iibrigen Axiome von S zugrunde:

V1 Sind u,v,w,x paarweise sich treffende distinkte Strahlen und gibt es einander nicht treffende

Strahlen p, q, welche u, v, w,x treffen, so gilt Tuzvw oder Tuvzw oder Tuvwx.

V2 Gilt Tuvwz, so treffen sich u,v,w, x paarweise und es gibt einander nicht treffende Strahlen
p,q, welche u,v,w, treffen.

V3 Seien y1,Yy2, Y3, Y4, 21, 22, 23, 24 Strahlen derart, dass y; zj sich treffen gdw. i = j, ferner
21, 22, 23, 24 sich paarweise treffen und es einander nicht treffende Strahlen p,q gibt, welche
21, 29, 23, 24 treffen. Gilt dann Tyy y2 y3 Y4, S0 auch T z1 23 23 24.

O1 Gilt Tuvwez, so sind u,v,w,x distinkt.
02 Gilt Tuvwez, so auch Tvwzu und Txwou.
03 Gilt Tuvwx und Tuvzy, so auch Tuwxy.

04 Seien A, B Strahlengebilde und u,v Strahlen derart, dass Tuabv fir allea € A,b € B. Dann
gibt es einen Strahl s, sodass Tuasb fir alle a € A\s und b € B\s.

Axiom V1 besagt, dass, zu gegebenen distinkten cozyklischen Strahlen w,v,w,z, der Strahl z
von einem der drei Strahlen u,v,w durch die beiden anderen getrennt ist. Mit Riicksicht auf die
Axiome O1, O2 und O3 ergibt sich, dass dieser von = getrennte Strahl eindeutig bestimmt ist:

113 Satz

Fiir distinkte cozyklische Strahlen w,v,w,x gilt genau einer der drei Fdlle:

Turxvw oder Tuvzw oder Tuvwz.

Beweis: Dass einer der drei Félle gilt, ist gerade die Aussage von Axiom V1. Das gleichzeitige
Eintreten der letzten beiden Fille ergibt mit Axiom O3 einen Widerspruch zu Axiom O1:

TuvzwATuvwzr = Tuzwz.

Ahnlich fiihrt unter Beriicksichtigung der Symmetrie ,,7abcd = Tbcda* von Axiom O2 (gege-
benfalls mehrmaliges Anwenden) auch die Kombination des ersten Falls mit den anderen beiden
jeweils zu einem Widerspruch:

Tuzvw ATuvwz = Tvwuz ATvwzu = Tvuzu.

TuzvwATuvzw = TwuzvATwuve = Twzozx.

|
Fir n € N setzen wir:
21 ...2zn liegen cozyklisch und sind distinkt und es gilt
Tnzt. . 2n :gdw. 3 L . . . .
T zi, ziy 2ig 2, fiir alle 41, 49,13,14 € Ny, mit 41 <9 < 13 < 4.
Offensichtlich gilt
Tnz1-o-2n = Tmziy ...z, firallem,iy,... i, € Ny mitip < - <ip, (I1.29)

und geméf den Axiomen V2 und O1 ist T4 = T.
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Axiom O3 lasst sich verallgemeinern:

114 Satz
Firn e N und k € N, gilt

Tnz1-oo2n N T2z12p2n2 = Tos121... 20 2.

Beweis: Die Voraussetzung T z; zi 2z, z ist nach Axiom O1 fiir £ = 1 oder k = n nie erfiillt, sodass
wir im Folgenden 1 < k < n annehmen koénnen, insbesondere n > 2. Der Fall n = 3 ist wegen
T4 = T eine Tautologie. Wir betrachten nun zunéchst den Fall n = 4. Fiir k = 2 ist dann wegen
Ti =T zu zeigen:

Tz12902324 N Tz1290242 = Tz123242 N T 2129232 N T 2923247 (I1.30)
Betrachte dazu:

Tzizozaz N Tzi202324 = Tz12324%2

Tzszaz129 N Tz3zazzr = Tz3zz129
Tzz123248 N Tzzi2023 = Tzzoz324
Tz129232 T 29 2324 2.

Die Implikationen ,=* sind jeweils logisch dquivalent zu Instanzen von Axiom O3 (vertausche
jeweils die Konjunktionsglieder im Vordersatz), die Implikationen ,, |} ergeben sich jeweils durch
ein- oder zweimaliges Anwenden der Symmetrie ,,Tuvwz = Tvwx v geméh Axiom O2. Die drei
gewlinschten Beziehungen stehen in der ersten und letzten Zeile.

Der Fall k = 3 lésst sich auf den Fall k£ = 2 zuriickfiihren, wiederum durch wiederholtes Anwenden
der genannten Symmetrie:

Tz123242 N Tz1292324

(11.30)
Tz3z4zz1 N Tz3zaz120 — Tz3zz120 N Tz3zazzo N Tzazz1 29
{3 N3 I
Tz120232 Tzo2324 2 Tz12024 2.

Wir zeigen nun induktiv, dass die Behauptung auch fiir alle n > 4 gilt. Seien also n > 4 und k mit
1 < k < n beliebig und gelte T, z1 ... z, sowie T z1 2, 2z, z. Dann folgt

T 2120 2p 2, (I1.31)

denn im Fall £k = 2 ist dies Voraussetzung und im Fall k # 2 gilt Tz 29 zx 2, Was zusammen
mit T 21 zx 2, 2 geméah dem bereits gezeigten Fall n = 4 75 21 25 21 2, z impliziert, also insbesondere
(11.31).
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Aus T z1 29 zp—1 zn, und (I1.31) ergibt sich, ebenfalls geméf dem bereits gezeigten Fall n = 4:
T5 21 22 2n—1 2n 2,

insbesondere:

Tzo2n-12nz und Tz12zp—12n2 und 7T212925-1%.

Andererseits folgt aus 7, 21 . .. z, gemafs (I11.29)
Tn-129...2n, und Tp_12123...25, und Tn_121...2n—1
und induktiv ergibt sich jeweils
Tnza.o.znz und Tpz123...2n2 und Tp21...2p-1%. (I1.32)

Seien nun 41, 9,13, %4 € Ny 41 mit 17 < 49 < i3 < i4 beliebig gegeben und sei 2,41 := 2. Dann ist zu
zeigen, dass

TZil Zig Rig Zig-

Im Fall iy < n folgt dies aus der Voraussetzung 7, 21 ... z,, sodass wir 0.E. i4 = n + 1 annehmen
kinnen, d.h. z;, = 2. Ist 2 <4y oder i3 <n — 1, so folgt T z;, 2i, i, z aus der Beziehung links bzw.
rechts in (I1.32). Es bleibt also zu zeigen, dass

T 21 2iy 2n 2.
Dies folgt aber im Fall i # 2 aus der mittleren Beziehung in (I1.32) und ist im Fall i9 = 2 nichts

anderes als (I1.31). [

Auch Axiom O2 lésst sich verallgemeinern:

115 Satz

Firn e N gilt
Tnzieoizn = Tnzo...z2nz1 AN Tnzn...21,

d.h. die Relation T, ist D,-symmetrisch.®

Beweis: Die Fille n = 1,2,3 sind trivial. Sei im Induktionsschritt n > 3 und gelte T, z1 . .. 2.
Dann gilt insbesondere T z1 29 23 2z, und T 21 22 2,12y Jeweils mit Axiom O2 ergibt sich

T z9 23 2 21 und T 2n Zn—1 22 21.
Andererseits gilt nach (11.29)
Tn-122...2, und mithin 7,_12n,...29
per Induktionsvoraussetzung. Jeweils mit Satz 114 ergibt sich

Tnzo...2n 21 und Tnzn ... 21.

5D,. bezeichne die Diedergruppe der Ordnung 2n.
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116 Satz
Sein € N mit n > 2. Dann gilt fir k e N, undi € N,,_1:

1. Tnzr.oizn N Tzpzizzien = Tnt121---2i22i41 -+ Zn-
2. Tnz1-2n N Tzizziv12k = Tnt121---2i2%i41---2n-
Beweis: Aus den Voraussetzungen
Tnz1--.2n und Tz zizzip1 bzw. Tzizzi41 2k
folgt jeweils mit Satz 115
TnZix1---2n 21 -+ % und Tziv1 2k 2 2.

Mit Satz 114 folgt
7;L+1Zi+1...2n21 W Ri R

und wiederum mit Satz 115 ergibt sich hieraus die Behauptung. |

117 Satz
Sein € N mitn > 3. Dann gilt fiir k € Ny,:

Tn+121---2n® N Tz212p20y N #Yy = Tpio21---20ZY V Tpi221 ... 20 YT

Beweis: Es gelte die Voraussetzung, also insbesondere

Tz1 2k 20y (11.33)
und (da nach Axiom O1 somit 1 < k < n)

T 21 2k 2n X (11.34)

Dann sind 27 z; 2y distinkt und liegen cozyklisch (weil im Zyklus £2(z1 1)), sodass nach Satz 113
einer der folgenden Fille gelten muss:

Tziyzrx oder Tzizryx oder Tzizpxy.

Der erste Fall ist aber ausgeschlossen, denn zusammen mit (I1.34) impliziert er Ts 21 y 2 2,  gemaf
Satz 116, also insbesondere T 21 y 2k 2, was nach Satz 113 im Widerspruch zu (I1.33) steht. Es gilt
also der zweite oder der dritte Fall und mit Axiom O3 folgt wegen (I1.33) bzw. (I1.34)

Tzzpnye oder Tz znxy.
Wegen Tp41 21 ... zn x ergibt sich mit Satz 116 bzw. Satz 114

Tntoz1...2pyx oder Tpiozi...z,TY.

Wir kénnen nun Satz 113 verallgemeinern:
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118 Satz

Sein € N mitn > 3. Sind z1,...,z,, z distinkte cozyklische Strahlen und gilt Ty z1 ...z, SO
gibt es genau ein i € N, sodass’

7;1—&—1 Z1---RjRZi4+1---Rn- (II35>

Beweis: Wir zeigen die Aussage per Induktion iiber n. Der Induktionsanfang n = 3 ist gerade die
Aussage von Satz 113. Sei also n > 3 gegeben und seien z1, ..., z,, z distinkte cozyklische Strahlen
mit 7, 21 ... z,. Dann gilt nach (I1.29) auch 7,,—1 21 . .. z,—1 und per Induktionsvoraussetzung folgt,
dass es genau ein j € N1 gibt, sodass

7;L Z1 .- Zj z Zj+1 cee2n—1- (1136)

In den Féllen j = n —2 bzw. j < n — 2 ergibt sich insbesondere T 21 zj 2 zj41 bzw. T zj 2 2j41 Zn—1.
Wegen T, 21 . . . z, folgt in beiden Féllen mit Satz 116

7;14_12:1...2’]‘22]‘_,_1...2,1.

Im Fall j < n — 2 erfiillt also ¢ = j den Existenzteil der Behauptung (I1.35). Wir betrachten nun
den Fall j = n — 1. Dann folgt aus (I1.36) insbesondere T z; 29 z,—1 2. Zusammen mit T, 27 ... 2,
impliziert dies

Tni121---2n2 oder Tpi121...2p-122n
gemaf Satz 117. Damit erfiillt ¢ = n oder i = n — 1 den Existenzteil der Behauptung (I1.35).

Es bleibt die Eindeutigkeit von ¢ in (I1.35) zu zeigen. Angenommen es gibt 41,72 € N, mit i1 < ig,
welche beide (I1.35) erfiillen. Wegen der Eindeutigkeit von j in (I1.36) muss dann is = n gelten,
d.h. wir haben

Tnt1 212y 2 %41 ---2n und  Tpi121...2, 2.

Aus der Beziehung links ergibt sich insbesondere
Trz1z202, fallsii =1, bzw. Tz 2022, falls i > 2,

was geméaf Satz 113 beides im Widerspruch steht zur aus der Beziehung rechts sich ergebenden
Beziehung:
Tz 29 2 2.

119 Korollar
Es gelte Tux vz und sei y € L2(uv)\u,v. Dann gilt entweder Tuyvz oder Tuxvy.

Beweis: Wir konnen offensichtlich o.E. y ¢ {z,z} annehmen (beachte Axiom O1). Dann sind
uzxwvzy distinkt und liegen cozyklisch. Gemé&f Satz 118 muss daher einer der folgenden Falle
gelten:

Tsuyxvz oder Tsuzxyvz oder Tsuxvyz oder Tsuxwvzy.

In den beiden Féllen links gilt Tuyv z, aber nicht Tuxz vy, in den beiden Fallen rechts Tux vy,
aber nicht Tuywv z (siehe Satz 113). [

7im Fall 1 = n ist dies natiirlich als Tn+121-..2n 2 zu lesen.
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Axiom V3 besagt: Gilt uvwz ~ v v'w' 2z’ und liegen v’ v w' 2’ cozyklisch, so gilt:
Tuvwz = Tu' v w2

(vgl. Abbildung II.11 auf Seite 50). Damit sind Perspektivitaten zwischen Zyklen 7-7-Homomorphismen.
Mit Riicksicht auf Satz 92 folgt:

120 Korollar
Projektivititen sind T -T -Isomorphismen.
Der folgende Satz macht hiervon entscheidenden Gebrauch:®
121 Satz (Pasch)
Seien u,v,w cosimpliziale und u;, v;, w; cozyklische Strahlen firi = 1,2, sodass
uvwywy und vwuguy jeweils distinkt sind und cozyklisch liegen.

Gilt dann Tvruvew, so auch Tuivusw oder T wy uwsv.

Abbildung I1.19.

Beweis: Es seien die Voraussetzungen erfiillt, samt der Annahme 7T v u v w, sodass also insbe-
sondere uw vy vy distinkt sind und cozyklisch liegen. Nach Satz 66 liegen alle gegebenen Strah-
len im Plexus £(uvw) und damit coplektisch. Da uvw cosimplizial liegen, sind die drei Zyklen
L2(uv), L2(vw) und L?(uw) paarweise verschieden, haben also nach Korollar 58 paarweise jeweils
genau einen Strahl gemein:

L2uv)NLP(uw) ={u}, L2(uv)NLi(vw)={v}, L*(uw)NL(vw)={w).

Fiir ¢ = 1,2 sind somit u; w; distinkt (da von v verschieden) und der Zyklus Z; := £2(uz~ w;) muss
von den Zyklen £2(uv) und £2(vw) verschieden sein, denn er hat mit dem Zyklus £2(uw) den
von u,w verschiedenen Strahl v; gemein. Geméf Korollar 58 folgt

Zin L2(uv) = {w;} und  Z;NL2(vw) = {u}.

Ahnlich folgt
ZiN L2 (uww) = {v;}

aus der Tatsache, dass Z; etwa mit £2(uv) den von u verschiedenen Strahl w; gemein hat.

8Die in der Ebene duale Aussage zu diesem Satz ist die projektive Variante von Axiom AV3, welches gemeinhin auch
als Axiom von Pasch bekannt ist.
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Abbildung IT.20.

Sei nun s mit Satz 70 derart, dass uy wy s und ug we s cozyklisch liegen, sodass also s € Z1 N Zs.
Nach Satz 66 liegt s in L(uvw) und trifft damit alle gegebenen Strahlen. Es liegt s in keinem
der drei Zyklen £2(uv), L?(vw), L?(uw), denn nach dem eben Gezeigten wire sonst s = w; bzw.
s = u; bzw. s = v; fiir i = 1, 2, was wegen wy # wo bzw. u1 # ug bzw. v1 # v jeweils unmoglich ist.
Sei wiederum mit Satz 70 v’ derart, dass v w v’ und v s v’ cozyklisch liegen, sodass also v € L2(uw)
und i .
vlv'vgw ~ uipvusw und ’l)1u1)21)/ N wiuwa v,

denn fiir ¢ = 1, 2 liegen mit u; w; s und wu; v; w; auch u; v; s und v; w; s cozyklisch. Gemaf Satz 100
(angewendet auf die Zyklen £2(uw) und £2(vw) bzw. £2(uw) und £2(uv)) folgt

v v vow ~ upvusw und  viuvev A~ wipuwws . (11.37)

Insbesondere sind mit w; wo v auch vy vo v’ distinkt, sodass wegen 7T wv; uvsw nach Korollar 119
einer der Falle Tvy v’ vo w oder Ty uwvy v’ gelten muss. Hieraus und aus (I1.37) ergibt sich nun die
Behauptung mit Korollar 120. [ ]

Ein Strahl s heift Diagonale eines Quadriplex aj ag ag aq, falls es 4,7, k, [ gibt mit {i, j, k, 1} =
{1,2,3,4} sodass
a;ajs und aga;s cosimplizial liegen.

Abbildung II.21. Ein Quadriplex a bcd mit Diagonalen x,y, z.
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Ein Quadriplex a b cd hat hochstens drei Diagonalen, ndmlich die nach Satz 70 eindeutig bestimm-
ten Strahlen z,y, z fiir die

abzx acy adz

cdr  bdy bes cozyklisch liegen. (I1.38)

Diese sind distinkt, denn wére etwa x = y, so lagen neben abz auch acx und mithin abcx
cozyklisch (beachte a # z, da cda cosimplizial liegen). Es gilt sogar:

122 Satz (Fano)

Die drei Diagonalen eines Quadriplex liegen cosimplizial.

Beweis: Sei abcd ein Quadriplex und seien z,y, z die Diagonalen geméaf (I1.38). Als Strahlen des
Plexus L(abc) liegen abcdxy z coplektisch (Satz 66). Es gentigt daher zu zeigen, dass xy z nicht
cozyklisch liegen. Sei dazu 2’ € £2(ab) ein von a,b und z verschiedener Strahl (Satz 61). Auch z’
liegt in L(abc) und trifft somit alle bisher gegebenen Strahlen. Wéhle jeweils mit Satz 70 Strahlen
¢ bzw. d', sodass

acd und 2'2¢  bzw. bdd und 2’ zd cozyklisch liegen.

Abbildung I1.22.

Nehmen wir an, dass x y z cozyklisch liegen, so folgt

z z
2xab = dyac und Zxab = dydb

und mit Satz 100 ergibt sich
Yrab ~ dyac und r'zab ~ dydb (I1.39)

(beachte dass z als Strahl des Zyklus £2(ad) in keinem der Zyklen £2(ab), L2(ac),L*(bd) liegt,
denn sonst wiire z = a bzw. z = d nach Korollar 58, im Widerspruch zu z € £2(bc)).

Gemafs Satz 113 gilt nun einer der drei Falle T2’ zab oder T2’ axb oder T2’ abx, und dement-
sprechend geméf (I1.39) und Korollar 120 einer der Fille:

Ta'zab und Tdyac und Td ydb

oder
Ta'azb und Tdayc und Td dyb
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oder

Tz’ abx und Tdacy und Td dby.

Mit Riicksicht auf Satz 113 gilt im ersten Fall

Td ydb aber weder T2'axb mnoch Tdyca,

im mittleren Fall
Ta'axb aber weder Tdydb mnoch Tcdacy

und im letzten Fall

Tdacy aber weder 7Tdbdy mnoch Tz'axb.

In jedem Fall ergibt sich also ein Widerspruch zu Satz 121 (im ersten Fall angewendet auf y a b und
2’ d ¢ und x dec, im zweiten Fall auf ayb und d’' 2’ ¢ und d x ¢, im letzten auf aby und d’ ¢ 2’ und

dcx). [

I1.6. Die harmonisch Konjugierten

Wir schreiben kurz
. uvw
Huvwz fir wzw

und sagen dazu: v, x sind harmonisch konjugiert in Bezug auf u, w.

123 Satz

Gilt H uq v1 w1 ve, so liegen uq v1 wy vo cozyklisch und sind distinkt.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass v; # vy; das Ubrige gilt per Definition. Nach Satz 109 gibt
es Strahlen t,u, v, w sodass u1 v1 w1 w1 v2 w1 mit tuvw eine Q-Konfiguration bilden, insbesondere
also t uvw ein Quadriplex bilden und

tuu; tvvy tww; . .
cozyklisch liegen.
VWU UwWvy UvWw]

Es sind also w1 und w; zwei Diagonalen des Quadriplex. Wére v = vy, so wéire dies die dritte
Diagonale, was nach Satz 122 nicht mdoglich ist, da u; v; wi cozyklisch liegen. |

124 Satz

Seien u,v,w distinkte cozyklische Strahlen. Dann gibt es genau einen Strahl x sodass

Huvwx.

Beweis: Dies ist eine unmittelbare Konsequenz von Satz 111. |
125 Satz

FEs gelte Huvwx. Dann gilt fiir beliebige Strahlen u',v',w', 2':

Pl ol
UvTwWTr N UV weI = Hu v w' x'.

75



Beweis: Die Implikation ,,=“ ist unmittelbare Konsequenz von Theorem 112. Zu , <" Gelte
Hu' v w' 2. Insbesondere sind dann v’ v’ w' distinkt und liegen cozyklisch (Satz 123); dasselbe gilt
fiir wvw. Nach Satz 102 gibt es somit eine Projektivitit 7 mit uvw ~ ' v/ w'. Sei " := w(z),
sodass also

wvwz ~ uv w2

GeméR = folgt Hu'v'w' 2” und damit 2’ = 2 wegen der Eindeutigkeit des harmonisch Konju-
gierten (Satz 124). [

126 Korollar

Es gilt
Huvwer = HowzuANHzrwou,

d.h. die Relation H ist Dg-symmetrisch.

Beweis: Gelte H uvw z. Dann sind u v w  distinkt und liegen cozyklisch (Satz 123). Nach Satz 101

gilt somit uvwz ~ rwwvwu und mit Satz 125 folgt H z w v u. Letzteres bedeutet nichts anderes als
T wv

z v v und mit Satz 108 folgt szjﬁ, also Hvw z u. |

127 Korollar

Huvwzr = Tuvwz.

Beweis: Es gelte H u v w x und mithin auch H v x w v geméifs Korollar 126. Mit Satz 125 folgt
UVWET N UTWV

und somit gemal Korollar 120
Tuvzw << Tuzvw.

Nach Satz 113 gilt aber genau einer der Falle
Turvw oder Tuvzw oder Tuvwmr.

Es kann also nur der letzte Fall gelten. |

Fiir distinkte sich treffende Strahlen u, v sei

falls z = u oder x =
Tuw : L2 (uv) = L2 (uv), x»—>{x alls z = u oder z = v

wyHuzrvy sonst

die Spiegelungsfunktion zu u,v und

Suw : L2(uv) = L2 (uw),

)

{a: falls z = v oder x = v
T —

wyHuvxy sonst

die Dopplungsfunktion zu u,v.’

Nach Satz 124 sind beide Funktionen wohldefiniert. Wir zeigen nun, dass es sich sogar um Projek-
tivitdten handelt:

9Sind u,v zwei senkrecht aufeinander stehende Geraden, so spiegelt 0y, die Geraden an « (und damit an v) und
Ou,v verdoppelt den Tangens des zu v gebildeten Winkels.
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128 Satz

Seien u,v distinkte sich treffende Strahlen. Dann sind oy, und 0y, Projektivititen.

Beweis:

1. Wir betrachten zunéchst die Spiegelungsfunktion oy, ,. Sei ¢’ sodass ¢ uv cosimplizial liegen
und sei v’ € L2(#' v) von t', v verschieden. Dann sind ¢’ v v distinkt und liegen cozyklisch und
gemal Satz 89 folgt, dass mit ¢ w v auch

/ . .. .
v uv cosimplizial liegen.

Sei nun = € L2(uv)\u,v beliebig gegeben. Dann sind uv x distinkt und liegen cozyklisch,
sodass nach Satz 89 mit ¢’ uv bzw. v' uv auch

tur und t've und Vuz cosimplizial liegen. (11.40)

Nach Satz 66 liegen mit u, v und ¢’ auch z und v’ im Plexus £(t' uv), sodass also insbesondere
t' x v' u coplektisch liegen. Mit Satz 70 folgt die Existenz eines Strahls x’ derart, dass ¢’ z 2’
und v’ u 2’ cozyklisch liegen. Aus Letzterem folgt x # 2’ wegen (I1.40), sodass wegen Ersterem
mit ¢’ ux auch ux 2z’ und damit

uva cosimplizial liegen. (I1.41)
(zweimaliges Anwenden von Satz 89). Insbesondere ist ¢ # 2/, sodass mit ¢’ vz auch
t'va cosimplizial liegen. (I1.42)

(Satz 89 angewendet auf {t', z, z'}). Wihle nun mit Satz 70 einen Strahl v’ derart, dass ¢’ u v’
und vz’ u' cozyklisch liegen. Aus Letzterem folgt u' # u und o' # ¢ wegen (I11.41) bzw.
(I1.42). Geméik Satz 89 angewendet auf {t',v,v} bzw. {t/, v/, u} liegen mit ¢ wv auch t' uv’
bzw. t' v/ v und damit

u'v'u und W v'w cosimplizial. (I1.43)

Abbildung I1.23. Die Spiegelungsfunktion: o, ,(x) = y.
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Sei nun y mit Satz 70 ein Strahl derart, dass wvy und «’ v'y cozyklisch liegen. Dann liegen

UV T Y Sowie
t/ / t/ / t/ /
/u/u ,v ,U ,a:/a; cozyklisch,
2vu urv 'y
d.h. uvzuvy erfilllen mit ¢’ v/ v’ 2’ Bedingung Q3’ von Lemma 105. Nach Wahl von v’ ist
t' # v' # v und nach (I1.40) liegen ¢’ u x cosimplizial, sodass also auch Bedingung Q2’ erfiillt
ist. Wegen (I1.43) ist y von v und v verschieden und nach Wahl von x sind auch v z distinkt.
Also ist auch Bedingung Q1’ erfiillt und mit Lemma 105 folgt, dass wvzuvy mit ¢/ v/ v 2’

eine Q-Konfiguration bilden. Geméf Satz 109 bedeutet dies

uvaxT
uvYy
und damit nach Satz 108 auch
uITrv
UYV,
d.h.
Tup(T) = . (I1.44)

Andererseits gilt

und geméaf Satz 94 haben wir Projektivitdten
L2(uv) =5 L2(uwd') 2 L2(ut') 25 L2 (uw)

mit

uve A uve R out'd R UvY
(beachte, dass neben ¢’ wv und v/ uwv auch ¢ v 2’ und ¢’ v/ v’ cosimplizial liegen, da ¢t v/ v" 2 ein
Quadriplex bilden, sodass die Strahlen ¢', v, v jeweils die Voraussetzung von Satz 94 erfiillen).

Fiir die Projektivitat 7 := 73 o w9 o 11 gilt wegen (11.44):
(z) = oyu(x). (I1.45)

Die Projektivititen 71,79, 73 und damit 7 héngen lediglich von den Strahlen u,v,t,v’ ab
(sieche Satz 94) und da diese unabhéngig von = gewéhlt wurden, gilt (I1.45) fir alle z €
L2 (uv)\u,v. Wegen m(u) = u = 0y (u) und 7(v) = v = 0y, (v) ist damit o,, = 7 eine
Projektivitat.

. Kommen wir zur Dopplungsfunktion d,,. Wie in 1. sei ¢’ sodass t'uv cosimplizial liegen
und v’ sodass ' v’ v ditstinkt sind und cozyklisch liegen. Sei ferner = € £2(uv)\u, v beliebig
gegeben. Dann sind u v z distinkt und liegen cozyklisch und nach Satz 89 liegen mit ¢’ u v auch
t' ux cosimplizial. Wahle mit Lemma 106 Strahlen v/, 2, y sodass u vz uy x mit t' v/ v’ 2’ eine

O-Konfiguration bilden. Geméfs Satz 109 gilt dann

uvxT
UYT,

also

bup(z) =Y. (11.46)

Ferner liegen

tuu v tazx .
, , Py cozyklisch
Va'u W'y W

und nach Satz 104 liegen

A

tv'z cosimplizial. (I1.47)

78



Sei s sodass v v’ s und 2’ v’ s cozyklisch liegen (Satz 70). Dann erfiillen ¢ v v’ t’ sv" mit z 2’ v v’
Bedingung Q3’ von Lemma 105:

zd't ruv xu'v
liegen cozyklisch.

wu't' 2u's 2 uv & “
Auch Bedingung Q2' ist erfiillt: Es gilt # # u # v und nach (I11.47) liegen xt'v' cosimplizial.
Da offensichtlich auch Q1’ erfiillt ist, folgt mit Lemma 105, dass ¢ v’ t' sv’ mit x 2’ uu' eine
9-Konfiguration bilden. Mit Satz 109 folgt

t' v’
t' s,

also
O't/yv/(v) = S. (1148)

Abbildung I1.24. Die Dopplungsfunktion: d,,,(z) = y.

Nach Satz 104 (angewendet auf die Q-Konfiguration ¢ vo’'t' sv’ mit z 2’ uu') liegt u zum
Strahlengebilde {t',v,v’, s} cosimplizial, sodass also insbesondere

uv's und wuvs cosimplizial liegen.

(beachte v # s geméfs Satz 123). Mit 2’ v’ s und v’ 2’ y liegen auch 2z’ sy cozyklisch. Damit
gilt
t/ s
wver & uv'ad = uvY
und geméf Satz 94 haben wir Projektivitdten
LEuv) 5 L2(uv') 2 L2 (uv)
mit
T ;) T2
uvr ~ uv'x RN uvy
(beachte fiir die Voraussetzung von Satz 94, dass t'uv und t'v' 2’ sowie uv's und uvs

cosimplizial liegen). Fiir die Projektivitat 7 := mg o 71 gilt wegen (I1.46):

7(x) = dyp(z). (11.49)
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Wegen (I1.48) hingen die Projektivitdten 1, 2 und mithin 7 nur von den Strahlen w, v, ¢, v’
ab. Da Letztere unabhiingig von = gewihlt wurden, gilt somit (I1.49) fiir alle z € £2(u, v)\u, v
und da auch w(u) = u = dy»(u) und 7(v) = v = d,,(v) ist somit 4, , = 7 eine Projektivitét.

|

I1.7. Topologie und Stetigkeit

Gemif Satz 124 und Korollar 127 gibt es zu je drei distinkten cozyklischen Strahlen u, v, w einen
Strahl x sodass Tuvw x. Dies lésst sich verallgemeinern:

129 Satz

Sein € N und gelte T, 21 .. . zn. Dann gibt es zu jedem i € N, einen Strahl z sodass'’

7;1+121...Zi22’i+1...2n.

Beweis: Wir betrachten nur den Fall ¢ = n, der Fall i < n ergibt sich daraus per Symmetrie
(Satz 115). Der Fall n = 1 ist trivial (siehe Satz 55) und der Fall n = 2 ergibt sich aus Satz 61.
Sei also n > 3 und gelte T, 21...2,. Dann liegen 21 25 z, cozyklisch und sind distinkt und mit
Korollar 124 folgt die Existenz eines Strahls z sodass H z1 22 2z, 2 und damit T 21 22 2, 2 geméak
Korollar 127. Zusammen mit 7Ty, 21 ... z, impliziert dies 711 21 ... 2n 2 geméak Satz 114. |

Abbildung I1.25. Ein offenes Intervall (u® v).

Seien u, v distinkte sich treffende Strahlen. Das Strahlengebilde bestehend aus allen durch w und
v von einem festen Strahl s € £2(uv)\u, v getrennten Strahlen nennen wir offenes Intervall mit
Endpunkten u, v und bezeichnen es mit (u®v), also

(u®v):={z; Tusvz}.

Nach Satz 61 gibt es stets einen solchen Strahl s € £2(uv)\{u,v} und gemif Satz 129 ist (u*v)
nicht leer. Fiir ' € (u®v) bilden (u®v) und (u* v) eine disjunkte Zerlegung von £2(uv)\u, v, denn
aus Tusvs folgt nach Korollar 119 fiir x € £2(uv)\u,v entweder Tusvz oder Tuzvs', und

0im Fall ¢ = n ist damit wieder 75, 21 . .. 2n 2 gemeint.
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letzteres ist aquivalent zu Tu s’ v z. Es gibt also zu zwei distinkten sich treffenden Strahlen u, v stets
genau zwei offene Intervalle mit Endpunkten v und v — wir nennen sie zueinander komplementére
Intervalle. Das zu (u® v) komplementére Intervall bezeichnen wir mit (u sv). Es gilt

s € (usv) (I1.50)
und
z€ (usv) &  (uzv)=(usv). (I1.51)
Ferner:
(usv) = (vsu). (I1.52)
130 Satz

Sein > 2 und gelte To11821...2n. Dann gilt

Zns21) € (2524 fir alle i,j € N, mit i # j.
J

Beweis: Es seien 7,j € N, mit ¢ # j beliebig gewéhlt, 0.E. j < ¢ geméf (I11.52). Dann ist i > 1
und aus der Voraussetzung T,41 821 - . . 2, folgt per Symmetrie (Satz 115):

Tnd1 Zie o Zn 821+ Zie1- (I1.53)

Sei z € (2 s 21) beliebig, und angenommen z ¢ (2; 5 2;). Wegen z € L2(21 2n) = L2(2z Zj) muss
dann gelten:
Tziszjz oder z¢€{z,z}. (I1.54)

Andererseits gilt wegen z € (z, 5 21):
“Tzpsziz und z & {z1,2n}. (I1.55)

Wir zeigen, dass sich (I1.54) und (I1.55) widersprechen.

Betrachten wir zundchst den Fall 1 < j < i < n: Dann folgt aus (I1.53)
Ts 2i 2n S 21 2.

Zusammen mit (II.54) impliziert dies Tg 2; 2n s 21 2j 2 (geméaf Satz 114) oder Tsz 2, s 21 z; oder
Ts z; zn S 21 2, also in jedem Fall
Tzns21%

(im zweiten Fall per Symmetrie), im Widerspruch zu (I1.55).

Fall 1 = j < i < n: Dann folgt aus (I1.53) Tz; 2, s zj, was zusammen mit (I1.54) 75 2; 2, s zj z oder
Tz 2y s zj oder z = z; impliziert, was wegen j = 1 jeweils (II.55) widerspricht.

Fall 1 < j < i =n: Dann folgt aus (I1.53) Tz; s 21 zj, was zusammen mit (I1.54) 75 z; s 21 2 z oder
z = z; oder Tz; sz z impliziert, was wegen ¢ = n jeweils (I1.55) widerspricht. Im Fall j = 1 und
i = n schlieflich widersprechen sich (II.54) und (I1.55) direkt. [

131 Satz

Sei Z ein Zyklus. Dann bildet die Menge der offenen Intervalle mit Endpunkten in Z die Basis
einer Topologie auf Z. Versehen mit dieser Toplogie ist Z ein Hausdorff-Raum.
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Beweis: Wir zeigen zunéchst das Basiskriterium (siche Satz 168 im Anhang): Zu jedem Strahl s €
Z gibt es nach Satz 61 von s und einander verschiedene Strahlen u,v € Z, und es gilt s € (usv) C Z
geméh (I1.50). Also bilden die offenen Intervalle mit Endpunkten in Z eine Uberdeckung von Z.
Es bleibt zu zeigen: Zu jedem Strahl s € Z und je zwei offenen Intervallen I, Is mit Endpunkten
in Z und s € I1 N I gibt es ein offenes Intervall I C I} N I, mit s € I. Seien dazu wu;,v; € Z
Endpunkte von I;, sodass also I; = (u; s v;) gemaf (IL.51). Im Fall {uy,v1} = {ug,ve} gilt I1 = Iy
geméf (I1.52) und es kann I = I} gewahlt werden. Aus Symmetriegriinden kénnen wir daher o.E.
annehmen, dass u; # usg,v2. Nach Satz 113 gilt dann

Tsujusve oder Tsuguivy oder T susvsug

(beachte dass s uj ug v als Strahlen von Z cozyklisch liegen). In jedem dieser Falle folgt mit Satz 118
die Existenz von Strahlen z1,..., 2, mit {z1,...,2,} = {u1,v1,u2,v2} und

7;L+1821...Zn

(im Fall v; = ug oder v; = vy folgt dies direkt, andernfalls kann Satz 118 angewendet werden). Mit
Satz 130 folgt
(2n s 21) C (2i s 25) fiir alle ,7 € {1,...,n} mit i # j.

Damit erfiillt I = (2, s 21) die Behauptung.

Zum zweiten Trennungsaxiom: Seien s1, so € Z distinkt. Wéhle nacheinander mit Satz 129 Strahlen
u,v € Z sodass Tusyvsy. Dann ist (us, v) eine offene Umgebung von s; und als komplementére
Intervalle sind (us, v) und (u 4, v) disjunkt. [

Wir betrachten Zyklen von nun an als mit dieser Toplogie versehene Toplogische Raume.

132 Satz

Projektivitdten sind Homdomorphismen.

Beweis: Wir zeigen allgemeiner, dass jeder 7-7-Isomorphismus 7 : Y — Z zwischen Zyklen Y, Z
ein Homéomorphismus ist (siche Korollar 120). Sei dazu I ein offenes Intervall mit Endpunkten
u,v €Y, also I = (u*v) fiir einen gewissen Strahl s € £2(uv) =Y. Dann gilt fiir y € Y

yel & Tusvy < Tr(u)n(s)n(v)n(y) & 7(y) € (7(w) ) 7(y))

und somit
T[] € (m(u) z(s) 7(v))-

7 bildet also offene Intervalle mit Endpunkten in Y in offene Intervalle mit Endpunkten in Z
ab. Da erstere eine Basis der Topologie von Y bilden und letztere offene Teilmengen von Z sind,
ist damit 7 offen. Aus dem selben Grund ist auch 7—! offen und damit 7 ein Homéomorphismus. B

133 Lemma

Sei Z ein Zyklus und seien w,v,z € Z distinkte Strahlen. Sei ferner A C Z derart, dass zu
jedem Strahl s mit Tuszv ein Strahl a € A existiert mit Tusaz. Dann ist z Haufungspunkt
von A.
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Beweis: Es genligt zu zeigen, dass jedes offene Intervall I = (x,y) mit z,y € Z einen von z
verschiedenen Strahl aus A enthilt. Ist {x,y} = {u, v}, soist I = (u,v) und die Behauptung folgt
direkt aus der Voraussetzung: Wahle zunéchst s mit Tu s zv geméf Satz 129 und dann a € A mit
Tusaz und mithin 75usazv; dann ist @ # z und a € (u,v) = I (siehe Satz 113).

Wir kénnen also im Folgenden 0.E. x ¢ {u,v} annehmen. Dann sind z,u, v,z distinkt und liegen
cozyklisch (weil in Z) und nach Satz 113 gilt

Tzzxuv oder Tzuzxv oder Tzuvz.

In jedem dieser drei Félle folgt mit Satz 118 die Existenz von Strahlen z1, ..., z, sodass {z1,...,2,} =
{u,v,z,y} und Tpq1 221 ... 2,, wobel 4 < j fiir ¢ mit z; = v und j mit z; = v (in den Féllen y = u
oder y = v ist dies klar; andernfalls sind z v v x y distinkt und es kann Satz 118 angewendet werden).
Sei nun s sodass

Tn+22821 ... 2n (I1.56)
geméf Satz 129. Dann ist (z,.s) C (z.y) = I geméaf Satz 130. Andererseits folgt aus (I1.56)
insbesondere Tz sz; z; und mithin 72; sz z; per Symmetrie. Wegen z; = u und z; = v folgt

die Existenz eines Strahls a € A mit Tz saz (siehe Voraussetzung) und damit auch Tzas z;,
wiederum per Symmetrie, was zusammen mit (I1.56) 7,43 za s 21 . .. z, impliziert, also insbesondere
(per Symmetrie)

Tznzas.

Damit ist a # z und a € (2, . s) C I. [

Ein Strahlengebilde S heiftt harmonisch abgeschlossen, falls

u,v,w e S AN Huvwer = x€LS8.

134 Satz
Seien Z ein Zyklus und A C Z eine harmonisch abgeschlossene Menge mit |A| > 3. Dann liegt
A dicht in Z.

Beweis: Angenommen A liegt nicht dicht in Z. Dann gibt es ein zu A disjunktes offenes Intervall
I = (up », vo) mit Endpunkten ug,vg € Z. Es gilt also

Tug avg 20, Va € A\ug, vo. (I1.57)

Wir zeigen, dass der Strahl vg in (I1.57) aus A gewiihlt werden kann. Sei dazu 0.E. vg ¢ A angenom-
men. Dann ist vy kein Haufungspunkt von A und mit Lemma 133 folgt die Existenz eines Strahls
so sodass Tug s vp 20, aber =T ugspavy fir alle a € A. Da fiir a € A auch =T ug sgpvpa (sonst
wire a € (up*°vg) = (up 2, vo) = I), bleibt fiir a € A\ug, so lediglich die Méglichkeit Tug a sg vo
(Satz 113; beachte vy € A). Wegen T ug sg vg 2o folgt

Ts ug a s vo 20, Va € A\ug, So.

Wihlen wir s; mit Tug sp s1v9 (geméal Satz 129), so folgt Tguga sg s1vg 2o fur alle a € A\ug, so
und damit insbesondere
Ts ug a s1 Vo 20, Va € A\uo. (I1.58)

Der Strahl sp ist nicht der einzige mit der Eigenschaft (I1.58), denn jeder Strahl s mit Tug s1 s2 vg
erfiillt sie offensichtlich ebenfalls. Das Strahlengebilde

B :={b; Ya € A\up : Tsupabuvg z}
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enthélt also mehr als einen Strahl. Es gilt
Tugabuvg Va € A\ug, b € B
und mit Axiom O4 folgt die Existenz eines Strahls v, sodass
Tugavy b Va € A\ug,v1, b € B\vy. (I1.59)

Sei b € B\v; (beachte |B| > 2). Fiir a € A\ug,v; gilt Tsugabvgzy (per Definition von B) und
damit Tg up a vy bvg zo gemafs (I11.59), also insbesondere

T’LL() V1 Vo 20 (11.60)

(beachte |A| > 3) und
Tugav 2, Va € A\ug,v.

Der Strahl vy erfiillt also die selbe Eigenschaft (I1.57) wie vg. Wir zeigen noch v; € A. Angenommen
v1 € A. Dann folgt wie oben fiir vy (siehe (I1.58)) die Existenz eines Strahls s mit

Ts ug a s v1 29 Va € A\uy.
Zusammen mit (I1.60) impliziert dies Tgug a s vy vg 2o fiir alle a € A\ug, also insbesondere
Tsupasvgzg und Tupasvy, VYae A\up.

Ersteres bedeutet aber s € B, was wegen (I1.59) einen Widerspruch zu Letzterem darstellt (beachte
auch hier |A| > 3; ferner s # v1 wegen Tugasuvy).

Wir kénnen also vp und symmetrisch analog auch ug aus A wiihlen, sodass (I1.57).

1 az

Ue

Abbildung I1.26.

Sei nun a; € A von ug, vg verschieden. Dann gilt

11.57
5u0,a1 (’U(]) S (UO @ 1)0) ( = ) (UO 20 Uo) = I,

denn per Definition gilt H up a1 vg dyg,q, (Vo) und mithin Tug a1 vo dyg,q, (vo) geméfk Korollar 127. Da
dug,a, stetig ist (siehe Satz 128 und Satz 132) gibt es somit eine Umgebung V' von vy sodass
Sug,ar [V] C 1.

Wegen vy € A folgt die Existenz eines Strahls as € V N A\a1, ug. Wegen as € V folgt

5112,!11 (UO) = 5UO,a1 (a2) €l
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(beachte die Symmetrie H ag aj upd < Hupay azd). Aufgrund der Stetigkeit von g, 4, folgt die
Existenz einer Umgebung U von wug sodass

Saz,ar [U] € 1.
Wegen ug € A ist U N A # . Sei az € U N A. Dann folgt einerseits
dag,a:(a3) €1,
andererseits liegt mit ay, az, az auch dg, 4, (a3) in A, da A harmonisch abgeschlossen ist. Dies steht

im Widerspruch zu AN T = (. [ |

Prinzipiell geniigt die Relation ¥ des sich Treffens, um die Strahlenrdume bis auf Isomorphismie ein-
deutig zu charakterisieren, denn die Trennungsbeziehung lasst sich mithilfe der Relation des Treffens
definieren. Fiir den Beweis der letzteren Aussage ist das folgende Lemma entscheidend:

135 Lemma

Gilt Tug vowo xg, So gibt es Strahlen z1, zo sodass H ug z1 vg 22 und Hwgy z1 xg 22.

Z, x

Ue \ u,

Abbildung II.27.

Beweis: Sei
A :={a; Tugavowo A Tupvo Owyz(a) Ouga(a)} und B:={b; Vaec A: Tupgabuvy}.

Dann gilt Tugabuvg fir alle a € A,b € B und mit Axiom O4 folgt die Existenz eines Strahls z;

sodass

Tugaz b, Va € A\z1, b € B\z. (I1.61)
Wir werden zeigen, dass z; zusammen mit 29 1= 0y, 4, (21) die Behauptung erfiillt.

Beachte zunéchst, dass ugwvgwgxo distinkt sind und cozyklisch liegen und dass geméfs Korol-
lar 127:
Tug 200 Ougve(2), Vz € L% (ug vo) \uo, vo (I1.62)

sowie (mit Riicksicht auf Symmetrie)

Tz wo O,z (2) To, Vz € L2 (wo x0) \wo, xo. (I1.63)

Es gilt:
Te U0 @ V) WO Ty, 20 (@) Tuig 0 (@), Va € A, (I1.64)
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denn aus T ug vo wo zo und T ug a vo wy folgt Ts ug a v wo o und zusammen mit 7 a wo Oy, 2, (@) To
(gemak (I1.63)) impliziert dies T up a vo Wo Oy, (@) To, also insbesondere Ts ug a vy wo g,z (@),
woraus sich (I1.64) wegen Tug Vo T,z (@) Oug v (a) ergibt.

Wir zeigen nun
|A| > 2 (I1.65)

indem wir zeigen, dass fiir jeden Strahl s mit 75 ugvo wo zo s der Strahl oy, 4, (s) in A liegt; daraus
ergibt sich (I1.65), da oy, injektiv ist und es mehr als einen Strahl s mit Tugvowozo s gibt
(wiederholtes Anwenden von Satz 129). Sei also ein solcher Strahl s gegeben und z := 0y .4, (s).
Dann gilt auch o4, (2) = s (Satz 126) und mithin T ug z vo wo ¢ s wegen (11.62); mit (I1.63) folgt
T7 uo 2 Vo Wo Oy 20 (S) o s und damit insbesondere

Tugzvowy und T ug Vo Tuwg,ao(S) Tugwg (2)s

womit z € A gezeigt ist.

Ahnlich zeigen wir
|B| > 2 (11.66)

indem wir zeigen, dass oy, ., ($) € B fiir jeden Strahl s mit Tug v s wg. Sei also s ein solcher Strahl
und a € A beliebig. Wegen (I1.64) gilt dann 77 ug a vy S Wo Tugy a0 (@) Oug v (@), insbesondere

Tup Vo S Oug, (@)
Anwenden der Involution oy, 4, ergibt
T o v Oug vy (8) @

(siche Satz 128 und Korollar 120) und mithin Tug a 0y, 4, (s) vo per Symmetrie. Da a € A beliebig
war, ist damit oy, 4,(s) € B gezeigt.

Sind a € A\z; und b € B\z; beliebig, so gilt Tugavowy und Tugabwvg und mithin 75 ug a b vy wo;
mit (I1.61) folgt Tg up a z1 bvy wy und wegen der Voraussetzung T ug vo wo o schlieklich

'T7U()a2’1 bvowoxo.

Wegen (I1.65) und (I1.66) ergibt sich insbesondere

7'5 U 21 Vo Wo o (11.67)
sowie
Tup az v, Va € A\z (I1.68)
und
Ts ug z1 bvg wo, Vb e B\Zl. (11.69)

Wir zeigen nun mit Hilfe von Lemma 133, dass z; ein Haufungspunkt von B ist. Sei also s ein
beliebiger Strahl sodass T vy s z1 ug. Wahle b geméfs Korollar 129 sodass 75 vg s b z1 ug. Dann gilt
per Symmetrie auch 75 ug 21 b s vg und somit geméfs (I11.68) Tguga z1 b s fiir alle a € A\z1, insbe-
sondere also

Tupabvg, Vac A.

Damit ist b € B. Wegen Twvg s bz folgt mit Lemma 133, dass z; Haufungspunkt von B ist.
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Wir zeigen nun z; € A. Sei z; ¢ A angenommen. Dann ist z; auch kein Hiufungspunkt von A
und geméf Lemma 133 folgt die Existenz eines Strahls s mit Tug s z1 vg sodass =T ug s a z; fiir alle
a € A. Geméf Satz 113 gilt dann

a=s oder Tugasz, Ya € A,

denn der Fall Tug s 21 a ist wegen Tug s z1 vp und (11.68) nach Korollar 119 ausgeschlossen (beachte
ug, 21 € A). Ist nun b mit 75 ug sb z1 vo geméaf Korollar 129, so folgt

Ts ug abz vy, Va € A,
also insbesondere b € B\z; und Tug bz vy (beachte A # (), im Widerspruch zu (I1.69).

Wir zeigen nun 2o = 0yg,0(21) = Owg,ze(21), womit dann die gesuchten zq,zp gefunden sind.
Angenommen 0y, 4, (21) 7 w0 (21). Gemék (I11.63) gilt T 21 wo T,z (21) To (beachte 21 # wo, zo
gemaf (I1.67)) und zusammen mit (I1.67) impliziert dies

Te wo 21 Vo Wo Ty 20 (21) Z0-

Insbesondere gilt Tug 21 Vo Owg,zo(21) und da geméf (I1.62) auch Tug 21 v 0wy, (21) (beachte 21 #
up, vo gemél (I1.67)), folgt mit Satz 117:

Ts wo 21 V0 Oug o (21) Owg,zo(21)  0der T ug 21 V0 Tug 20 (21) Tug o (21)-
Wihlen wir mit Satz 129 zp sodass T 21 0ugv,(21) 20 Owg,ze (21) und mithin per Symmetrie auch
T 21 Owg.z0(21) 20 Oug v (21), sO folgt
7% Uug 21 Vo Uuoﬂ)o (21) 20 O'w(w[;0 (21) oder 7-6 ug 21 Vo Uwo@o (21) 20 UUO7UO (2’1).
Wir zeigen, dass beide Félle zu einem Widerspruch fiihren.

Fall Tg o 21 V0 Oug o (21) 20 Owg 2o (21): Dann ist oy, 4, (21) € (vo " 20) und oy 2, (21) € (up ™ 20). Da
Ougwo Ud 0y 1, stetig sind (siehe Satz 132), gibt es somit Umgebungen U, U’ von z; sodass

Tugwo | U] C (00" 20) und oy a0 [U'] C (ug™ 2).

Da auch U N U’ Umgebung von 21 ist und 21 € A, ist ANUNU' # 0. Fira € ANUNU’ gilt
aber
Tup Vo Oug (@) 2o sowie T ug Vo 20 Ouwg,azo (@)
und mithin
T5 10 V0 Tug,v0 (@) 20 Tuwg,z0 (@)

im Widerspruch zur Definition von A.

Fall 76 uo 21 V0 Owg 20 (21) 20 Tug,ve (21): Dann ist oyy.,(21) € (uo ™ 20) und oy, z0(21) € (vo ™ 20)
und analog wie oben folgt die Existenz von Umgebungen U, U’ von z; mit

Tugo[U] € (0™ 20)  und 0w [U'] € (00" 20).
Da z; Haufungspunkt von B ist, gibt es einen Strahl b € BN U NU’. Fiir diesen gilt
Tup v 20 Ougve(b)  sowie T ug vo Tug,z0 (D) 20

und damit
Ts up vo Owg,zo (b) 20 Oug,vo (b)

Insbesondere gilt Tuo vo w20 (D) Tug,ve (b) und da nach (I11.69) auch Tugbvg wo (im Fall b = 2 gilt
dies nach (I1.67)), folgt b € A. Per Definition von B folgt Tugbbuvg, ein Widerspruch. [ |

Es folgt die angekiindigte Charakterisierung der Trennungsbeziehung:
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136 Theorem

Bs ailt T p uwvwzx sind distinkt und liegen cozyklisch, und es gibt keine
s gilt Tuvwx w.
g g Strahlen z1, zo sodass zugleich Huzi w zo und Hvz x 2o.

Beweis: Zu ,,=“ Es gelte Tuvwz. Dann ist klar, dass vvwx distinkt sind und cozyklisch
liegen. Angenommen es gibt Strahlen z1, zo sodass H w21 w zo und H v 21 x 29, also per Symmetrie
(Korollar 126) auch

Hziuzow und Hzivzox. (I1.70)

Mit Korollar 127 folgt
Tziuzeow und Tzivzz.

Insbesondere liegen uvw x 21 22 cozyklisch (weil in £2(2; 22)) und sind distinkt. Mit Korollar 119
(und Symmetrie) folgt, dass entweder T z1 u zo x oder T 21 u zo v gelten muss. Aus Symmetriegriin-
den konnen wir o.E. letzteres annehmen (wegen H vz z 22 < Hx 21 v 29 konnen ansonsten v, x
vertauscht werden), d.h.

Tz1uzyv.

Wegen T z1 u zo w folgt
Tsziuzgvw oder Tsziuzowwv

geméfs Satz 117. Wir zeigen, dass beide Falle zu einem Widerspruch fiithren.
Fall T5 z1 u 29 v w: Dann gilt insbesondere
Tz z0vWw.
Anwenden von o, ., ergibt wegen (I1.70)
Tz120xu
(siehe Korollar 120), also per Symmmetrie auch
Tziuz 2.
Zusammen mit 75 21 u zo v w impliziert dies Tg 21 u = 29 v w, also insbesondere
Tuzvw,
im Widerspruch zur Voraussetzung 7uvw x (siehe Satz 113).

Fall 7z u 2o wv: Ahnlich wie eben ergibt Anwenden von o, .,

Tz zoux
und damit per Symmetrie
Tz xuzo,
was zusammen mit 75 21 © 2o W
Trzuwwv

impliziert, mithin per Symmetrie Tuw v x, im Widerspruch zu Tuv w x.
Zu <" Nach Voraussetzung und Lemma 135 gilt weder
Tuwvzr noch Tuwzwv

(beachte im letzteren Fall die Symmetrie Tz z1vz22 = Tvz1x22). Da uvwa distinkt sind und
cozyklisch liegen, folgt mit Satz 113:
Tuvwx.
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I1.8. Der Fundamentalsatz und die Korperstruktur des Zyklus

137 Metalemma

Seien R und R’ zwei Strahlenraume mit Trennungsbeziehungen T bzw. T' und Harmonischen
Relationen H bzw. H'. Seien ferner Z ein Zyklus in R und Z' ein Zyklus in R’ und

T,y 2 — 7'

2wet H-H'-Isomorphismen, welche in drei distinkten Strahlen von Z iibereinstimmen. Dann
gilt ™ = mo.

Beweis: Das Strahlengebilde D := dom(m N m2) enthélt nach Voraussetzung mindestens drei
Strahlen und ist wegen der Eindeutigkeit des harmonisch Konjugierten (Satz 124) harmonisch
abgeschlossen, liegt also nach Lemma 134 dicht in Z liegt. Angenommen 71 # 7. Da dann auch
ﬂ'fl # W;l, gibt es distinkte Strahlen z1, z9 € Z mit m1(21) = m2(22). Sei u € D\z1, z9. Seien ferner
vE (21%22) N D und w € (22" v) N D (existieren, da D dicht in Z). Dann gilt

Tziuzyv (IL.71)

und
Tzauvw. (I1.72)

Als H-H-Isomorphismus ist 7 16 79 nach Theorem 136 auch ein 7-7-Isomorphismus. Anwenden
desselben auf (I1.72) ergibt wegen u, v, w € D

Tziuvw
und zusammen mit (I1.71) impliziert dies 75 21 w z2 v w, mithin per Symmetrie
T 2o v wu.

Dies steht aber (nach Satz 113) im Widerspruch zu (11.72). [

138 Korollar

Fiir eine Abbildung w :Y — Z zwischen zwei Zyklen Y und Z sind dquivalent:
1. 7 ist Projektivitdt.
2. w ist Q-Q-Isomorphismus.

3. mw ist H-H-Isomorphismus.

Beweis: Die Implikation ,1 = 2 ist die Aussage von Korollar 112 und die Implikation ,2 = 3“
ist trivial. Zu ,3 = 1*: Seien u,v,w € Y drei distinkte Strahlen und sei ' gemaf Theorem 102
mit )

wvw ~ w(w) w(v) 7(w).
Gemaf der bereits bewiesenen Implikation ,,1 = 3“ ist 7’ ein H-H-Isomorphismus. Mit Metalem-
ma 137 folgt = = «’. [ |
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139 Korollar (Fundamentalsatz)

Seien w,v,w und u',v',w' jeweils drei distinkte cozyklische Strahlen. Dann gibt es genau eine
Projektivitdt m sodass

L P
uvw N U U w.

Beweis: Die Existenz einer solchen Projektivitit ist Gegenstand von Theorem 102. Die Eindeu-
tigkeit ergibt sich aus Korollar 138 und Metalemma 137. |

140 Korollar

Seien u,v distinkte Strahlen eines Zyklus Z und sei m mit

Dann ist m: Z — Z eine Involution.

Beweis: Sei w € Z beliebig und z := m(w). Zu zeigen ist m(x) = w. In den Féllen w = u oder
w = v (dquivalent: x = v oder & = u) ist das Voraussetzung und auch der Fall w = z ist trivial.
Seien also u, v, w, x distinkt angenommen. Dann folgt mit Satz 101 die Existenz einer Projektivitét
7/ mit /

wvwWT KX VT W.

Gemak Korollar 139 ergibt sich 7 = 7/ und mithin 7(z) = w. |

Eine Projektivitdt = : Z — Z von einem Zyklus Z in sich heifft parabolisch, falls sie genau ein
Fixelement hat.!'! Wir schreiben

7 ist parabolische Projektivitat mit

™ .
T1.. Ty Ny Y1 ---Yn fir: Z$1---$n77rTZy1---yn
und
. es gibt eine parabolische Projektivitat
T1...Tp Ny Yl---Yn fir: i T
mit £1...Tn Xz Y1---Yn-
141 Satz

Seien u; vi wy distinkt fir i,k € {1,2}. Dann gilt

U] v1 Wi
1. Qu2 vpws & UL ULV WL N UL U2 Wo ¥y,  falls uy # us.
uy v1 w1
2. up vo wy & V1 W1 Ny W2 V2.
Beweis: Wir zeigen beide Aussagen zugleich, indem wir zunéchst u; = ue zulassen.

Zu ,=*“ Es gelte Zé Zé }wUé Waéhle mit Satz 105 Strahlen ¢, u,v,w sodass ui v1 wq ue v wo mit

tuvw eine Q-Konfiguration bilden. Die beiden Zyklen Y := £2(v; w1) und Z := £2(vw) sind nach
Satz 66 im Plexus £(tvw) enthalten und enthalten jeweils weder ¢ noch u (siehe Satz 104). Mit
Satz 94 folgt, dass die Abbildung 71 : Y — Z mit Graph

{{y,z) € Y x Z; ytz liegen cozyklisch}
und die Abbildung 73 : Z — Y mit Graph

mo = {(z,y) € Z XY ; zuy liegen cozyklisch}

Hdh 320 € ZV2 € Z :7(2) = 2 & 2 = 2.
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Projektivitdaten sind. Sei u' := 71 (u1), sodass also uj tu’ cozyklisch liegen. Mit ¢t uuy liegen dann
auch v wuy cozyklisch, d.h. ma(u’) = uy. Es folgt (sieche Abbildung I1.28)

1 12 ™2
ULU2UVLTWT N U U2VW N UL U W2 VY

und somit fiir 7 := m9 o m
K
UL U2 VLW N Ul U2 W2 V2.

Wir zeigen noch, dass 7 im Fall u; = uo parabolisch ist, d.h. aufier u; kein Fixelement hat. Sei dazu
y ein Fixelement von 7 und sei z := m1(y), sodass also ytz und zuy cozyklisch liegen (letzteres
wegen ma(z) = 7w(y) = y). Angenommen y # uj. Dann ist auch y # z, denn andernfalls wére
Y = L2(yu1) = L2(uz z) = Z was unmdglich ist, da v ¢ Y nach Satz 104. Mit yt z und zuy und
tuwuy liegen daher auch y ztwuwuy cozyklisch, womit v € £2(yu1) = Y, ein Widerspruch.

Abbildung I1.28.

Zu < Es gelte die Voraussetzung, d.h. es gebe eine (im Fall 2. parabolische) Projektivitit
sodass
U1 U V1 W1 ;rY U1 Uz W V9.

Wihle mit Lemma 106 Strahlen ¢,v,u,w und wu} sodass vjuy wy vy ubwe mit tvuw eine O-

Konfiguration bilden (die im Lemma vorausgesetzte Existenz der Strahlen ¢ und wu ist trivial).
1

Geméls Satz 109 gilt dann Qﬁ; Zé 32 und mithin per Symmetrie (Satz 108) auch

Ul v1 w1
uby v2 wa -

Wir zeigen ug = ub, womit dann die Behauptung gezeigt ist.

Gemafs der bereits gezeigten Implikation ,=* folgt die Existenz einer (im Fall u; = u}, paraboli-
schen) Projektivitat 7' mit:

!
s
U1 UIQ V1w N Ul u’2 w9 V9.

Gemafs Korollar 139 folgt m = 7’ (beachte, dass aufgrund der Injektivitat von 7 mit uj ve wy auch
w1 wy vy distinkt sind) und mithin

L
(AND) u’2 V1w N UL U2 u’2 w9 V2.
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Wir betrachten nun zunédchst den Fall u; # us geméf 1. Ist auch u; # u), so muss ug = u)
gelten, denn sonst wéren wuq,ug,ul drei distinkte Fixelemente von 7 und mithin 7 die Identitét
auf £2(uyv1) gemi Korollar 139, was wegen 7(v1) = ws # v nicht der Fall ist. Aber auch im
Fall uy = uf ist uf = ug, da 7 = 7’ in diesem Fall parabolisch ist und us, v}, als Fixelemente hat.
Genauso folgt ug = ub in 2., wo ja 7 als parabolisch vorausgesetzt wird. |

142 Korollar

Seien uy, vi, w1, uz, wa cozyklische Strahlen sodass u; vi w; distinkt sind fir i,j € {1,2}. Dann

. . ul v1 wi
gibt es genau einen Srahl vo sodass Lus va ws -

Beweis: Der Fall u; = uy wurde bereits in Satz 111 behandelt. Sei also u; # u9 angenommen. Dann
sind wuq ug v1 und uj us wo jeweils distinkt und geméaft Korollar 139 gibt es genau eine Projektivitit
T mit

™
UL U2V N U] U Wi.

Also ist vg := m(w1) der einzige Strahl mit
UL U2 VLW N Ul UQ W2 V2.

Hieraus folgt die Behauptung mit Satz 141.1. |

143 Satz

Sind w,v,w distinkt und cozyklisch, so gibt es genau eine parabolische Projektivitit m mit

UV Ny W, (I1.73)

Beweis: Sei 2 := 0y4,(v). Dann gilt Q2w und mit Satz 141.2 folgt die Existenz einer paraboli-
schen Projektivitat m mit

7r
uvTw N uwx,

also insbesondere (I1.73). Ist 7’ eine weitere parabolische Projektivitiat mit v 7~y w, so folgt fiir
=7 (w):
vw Ay wa
s UV W N .
und mithin @ 2 gemih Satz 141.2, also 2/ = ouw(v) = z. Es gilt also auch

-
uvw N uwx

und somit 7 = 7’ gemif Korollar 139. |

Der folgende Satz bringt die Assoziativitit von durch Q gegebenen Korperoperationen zum Aus-
druck, wie sich in Theorem 145 zeigen wird:

144 Satz

ul vl a

Ul vl a uy vy b Ul V1T zZ=a falls V1 =Y
Qwﬂlb/\ngyc/\ us z ¢ =
u2 z Y sonst.
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Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall v; = y: Aus der Voraussetzung Qus'z b folgt per
ui x b

Symmetrie (Satz 108) Qs vy a. Mit Satz 141 folgt
upugxb ~ upugavy, im Fall u; =ug sogar: xb ~,, av; (I1.74)

(beachte, dass u; b und u; x a fiir i € {1, 2} distinkt sind). Ahnlich ergibt sich aus den Vorausset-
uy v b up v T
zungen QuQ v; ¢ und ng Zc

U U1 b X uguscvy und U U VI T K U U CZ,

im Fall uy = uo sogar:

v1b Ny, cvp und v X 7wy, C2.

Geméfs Korollar 139 bzw. im Fall u; = us geméfs Satz 143 miissen beide Projektivitidten iiberein-
stimmen (beachte v; # w1, uz), sodass also insbesondere

upuexb ~ ugugzvy, bzw.im Fall u; =wus: b =y, zv;.

Zusammen mit (I1.74) impliziert dies z = a (wiederum geméf Korollar 139 bzw. Satz 143; beachte

hier b # uq, ug).

Abbildung 11.29. Der Fall v; # y.

Nun zum Fall v; # y (siche Abbildung I1.29): Wé&hle mit Satz 109 Strahlen ¢, u,v,w sodass
u1 v1 aue b mit tuvw eine Q-Konfiguration bilden. Dann liegen
t t t
b ver twa cozyklisch
VWU UwWT uvb
und neben tuy a liegen nach Satz 104 auch u v v1 und wuy x cosimplizial und v ist von ¢, u, vy, us, b
verschieden. Aus der Voraussetzung Qs 1;1(5; folgt per Symmetrie

b
usey - (11.75)
Insbesondere sind u; bv; und w; by distinkt fiir ¢ € {1,2} und mit Lemma 106 folgt die Existenz
von Strahlen u/,w’ und ¢ sodass uj bvius 'y mit uu'vw' eine Q-Konfiguration bilden. Dann
liegen
uu' vy uwvb  uw v

, L , cozyklisch
vw uy ww'd uoy
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b
und nach Satz 104 ist w’ von u, v1 verschieden. Andererseits folgt QZ; p 1;1 mit Satz 109 und damit
d = ¢ wegen (I1.75) geméf Korollar 142.

Wiéhle nun mit Satz 70 einen Strahl 2’ sodass u; v1 2’ und «’ w 2’ cozyklisch liegen. Dann liegen

v vy uww'vy uwezx :
, P cozyklisch
wwus wwzZ uvwe
(beachte ¢ = ¢ und dass wegen v # ug mit v wug und v w’ ug auch w’ wug cozyklisch liegen), d.h.
uy v1 x ug 2’ ¢ erfiillen mit uw v’ w’ w Bedingung Q3’ von Lemma 105. Wegen Qur e sind w;vy
und u; v1 ¢ jeweils distinkt fiir 4+ = 1,2, womit auch Q1’ erfiillt ist. Bedingung Q2' wurde bereits
festgestellt: wuy o liegen cosimplizial und u # w’ # vy. Also bilden u; v T ug 2’ ¢ mit v’ w’ w eine
O-Konfiguration, mit Satz 109 folgt QZ; 2 e und mithin 2’ = z geméfs Korollar 142. Es liegen
tu'u, tvvy twa

, , cozyklisch
vwue wWwz uvy

(beachte 2/ = z und dass wegen u # u; mit tuwuy und ww' uy auch ¢t ' uy cozyklisch liegen), d.h.

.. . . b
u1 v1 aug z y erfiilllen mit ¢ v vw Bedingung Q3’ von Lemma 105. Wegen QZ; % b und QZ; 1;1 ¢ und

vy # y sind w; v1 @ und w; vy y jeweils distinkt fiir ¢ = 1,2, womit auch Q1’ erfiillt ist. Bedingung

Q2" wurde bereits festgestellt: ¢ u; a liegen cosimplizial und ¢t # v # vy. Also bilden u vy aus 2y
ul vy a

mit tu' v w eine Q-Konfiguration und mit Satz 109 folgt Quz Zy- [ |

Seien Z ein Zyklus und 2z, 21, 200 € Z distinkt. Fiir z € Z\ 2z bezeichne

az®  die eindeutig bestimmte parabolische Projektivitit = mit zo ;TYZOO z (Satz 143)

und fiir z € Z\ 20, 20

200,205
z

10 = die eindeutig bestimmte Projektivitdt m mit 2o, 29 21 v 200 20 2 (Korollar 139).

Ferner setzen wir
PR 2 = Z, 2 e 2.

145 Theorem

Es seien zg, z1, 20 distinkte cozyklische Strahlen,
K := L%(20 200) \ Zoo,
+:Kx K=K, (a,b) = a;>*(a) und -:KxK— K, (a,b) = ;""" (a).

Dann ist
<<K) +) 5 20, Zl>a (ZO 21 ZOO)>

ein vollstindig angeordneter Korper.'? Fiir a,b € K gilt dabei:

a falls b= zg

a+b=<p fa”g a =z (1176)
LS sz Zso Z sonst

und
a falls b=z
b lls a =
a-b= falls @ =z (1L.77)

20 falls a = zy oder b = z

Zoo 21 Q
Lp Q % pb sonst.

12Sijehe Anhang.
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Beweis:

1. Wir zeigen zunéchst, dass (K, +, -, zo, z1) ein Korper ist. Seien dazu a,b € K beliebig. Dann
gilt fiir s:=a+bund p:=a-b:

200 Ny, bs und im Fall b # z: Zoo 202104 N Zoo 20 b P. (I1.78)

Wegen a # zy, ist auch s # zo, und p # z, sodass also a + b und a - b in K liegen. Es gilt
s = aim Fall b = zg bzw. p = a im Fall b = 21, denn nach Korollar 143 bzw. Korollar 139 sind
die Projektivitdten in (I1.78) in diesem Fall die Identitéat auf Z. Mit Satz 141 und Korollar 142
folgt (I1.76) und (I1.77).

An (I1.76) und (I1.77) lasst sich unmittelbar ablesen, dass zy neutrales Element beziiglich +
und z; neutrales Element beziiglich - ist. Die Kommutativitdt der beiden Operationen ergibt
sich aus der Symmetrie

ul v1 w1 ul v1 w2
U Vo Wo <~ U Vo W1

(siehe Satz 108). Die Existenz von Rechtsinversen ergibt sich jeweils aus Korollar 142 unter
Beriicksichtigung der Symmetrie

Ul V1 wi Ul w1 v1
ug V2 W = u2 w2 v2 -
Zur Assoziativitat der Multiplikation: Seien a, b, c € K beliebig, x := a-bund y := b-c. Dann
ist zu zeigen
x-c=a-y. (I1.79)

In den Fillen a = 2y oder b = zg oder ¢ = 2y reduziert sich (I1.79) jeweils auf die triviale
Gleichung zp = 2o (Multiplikation mit 2o ergibt stets zp). Auch die Félle a = z1 oder b = z;
oder ¢ = z; sind trivial. Seien also a, b, ¢ von zy und z; verschieden angenommen. Dann gilt
nach (I1.77)
Zoo 21 Zoo 21 b
Q zZ0 T b und zZ0 Yy C-
Insbesondere sind auch x und y von zy verschieden. Im Fall x = y ergibt sich aufgrund
der Kommutativitat der Multiplikation a = ¢ (durch Multiplikation mit dem multiplikativen
Rechtsinversen von b) und damit (I1.79). Wir kénnen also 0.E. z # z; annehmen (andernfalls
konnen a, ¢ und damit x, y vertauscht werden, wiederum aufgrund der Kommutativitét). Dann
gilt nach (IL.77) fiir z =2 - ¢
ono zZ1 T
20 Z C

und mit Satz 144 folgt z = a im Fall 2y = y und sz%o Zzlz sonst. In beiden Féllen ergibt sich
a-y = z und damit (II.79).

Die Assoziativitat der Addition ergibt sich vollig analog aus (I1.76) und Satz 144, abgesehen
von der vereinfachenden Tatsache, dass der Fall z; € {a,b, ¢, z,y} nicht besonders behandelt
werden muss.

Zur Distributivitat: Seien wieder a,b,c € K beliebig. Fiir z := a 4 b ist dann zu zeigen:
z-c=(a-c)+(b-c) (11.80)
Die Félle a = zg oder b = zy oder ¢ = 2z sind trivial. Seien also a,b,c von zy verschieden

onozoa
Zoo 2 b

200,320,721 200,20,%1 2003%20,%1

Anwenden der Projektivitat pe ergibt wegen po (200) = Zoo und pg (z0) = 20:

ono 20 a-c
Zoo 2+C b-c

angenommen. Dann gilt nach (I1.76)
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(siche Satz 112). Insbesondere sind a - ¢ und b - ¢ von zp verschieden und mit (I1.76) folgt
(11.80).

. Wir zeigen nun, dass (20 », 200) ein Positivitatsbereich fiir den Korper (K, +, -, 2o, z1) ist. Es
bezeichne —z das additive Inverse eines Elements z € K. Im Fall z # z gilt sz 28 ~, nach
(I1.76) und mithin H zp z 2o (—2) per Symmetrie (Satz 108). Mit Korollar 127 ergibt sich

T 202 200 (—2) fiir z € K\z. (11.81)

Fiir z € K\ 2 liegt somit entweder z oder —z in (2o 2, 200) (siche Korollar 119).

Es ist (20 2, 200) abgeschlossen unter Addition und Multiplikation: Seien dazu a,b € (20 2, 200)
beliebig. Wegen (I1.81) folgt mit Korollar 119

T 200z (—D).

00,20

Anwenden der Projektivitit ozZ ergibt geméfs Korollar 120:

Tb(a—+b)ze0 20

und damit a + b € (20p 200) = (20 2 200)-

Nach Voraussetzung gilt
=T 20 21 Zoo Q.-

Z00,20,%1

Anwenden der Projektivitit p, ergibt
—T20bzoo (a-b)

und damit a - b € (20 200) = (20 24 Z00)-

. Zur Vollsténdigkeit: Wir zeigen, dass jede nichtleere nach oben beschrinkte Menge A C
(20 2, 200) in K ein Supremum besitzt. Fiir a € (20 2, 200) und b € K gilt

a<b&s Tzabzs, (11.82)

denn es gilt

Z00,%2()

(—a) 20 (b—a) 200 "~ 200D 200

und somit wegen (20 2, Zo0) = (204 200) = (20 "% 200) (siehe (I1.81)):
a<b & (b—a)€(20520) € T(—a)zp(b—a)zee < Tzpabzs.
Wir koénnen o.E. annehmen, dass A kein maximales Element besitzt, sodass also
B:={b; Va€e A:a <b}
die Menge der oberen Schranken von A ist. Nach (I1.82) gilt
Tz0ab zoo, Va € A,b € B. (I1.83)
Mit Axiom O4 folgt die Existenz eines Strahls s sodass
Tzoasb, Va € A\s, b € B\s.
Zusammen mit (I1.83) impliziert dies

Ts20a 8b 2o, Va € A\s, b € B\s. (11.84)
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Im Fall B = {s} ist s die einzige obere Schranke von A und damit ein Supremum. Wir
konnen also 0.E. B\s # () annehmen (beachte, dass A nach Voraussetzung eine obere Schranke
besitzt). Ferner ist auch A\s # ), da sonst s maximales Element von A wire. Somit folgt aus
(I1.84) mit (A.7) einerseits

a < s, Va € A\s,

d.h. s ist obere Schranke von A, andererseits
s < b, Vb € B\s,

d.h. s ist kleinste obere Schranke von A, also ein Supremum. ]

Das folgende Metatheorem ist wesentlich fiir den Beweis der Kategorizitdt des Axiomensystem der
Strahlengeometrie.

146 Metatheorem

Seien R und R’ zwei Strahlenrdume mit harmonischen Relationen H bzw. H'. Seien ferner Z
ein Zyklus in R und Z' ein Zyklus in R’ und 20, 20,21 € Z bzw. 2., 2,2} € Z' jeweils drei
distinkte Strahlen. Dann gibt es genau einen H-H'-Isomorphismus

7.7 =7 mit T(200) = 200, T(20) = 2, w(21) = 21 (I1.85)

Beweis: Nach Metalemma 137 bleibt lediglich die Existenz eines sochen H-H'-Isomorphismus zu
zeigen. Geméaf Theorem 145 lassen sich Strukturen

((Z\zo0, +, 20, 21), (20 21 200))  bzW. <<Z/\Z/007 +/7 ! ) Z(/)7 Zi)? (26 2] Z/oo)>

von vollstandig angeordneten Korpern definieren. Sei mg : Z\ 200 — 2\ 25, ein Korperisomorphismus
gemif Theorem 169 (im Anhang). Sei w : Z — Z die bijektive Fortsetzung von m mit 7(ze0) = 25,
sodass also (I1.85) erfiillt ist. Wir zeigen, dass 7 : Z — Z ein H-H'-Isomorphismus ist und damit
die Behauptung erfiillt. Seien dazu u,v,w,x € Z beliebig. Zu zeigen ist

Huvwz <  H () ) r(w)r(z). (11.86)

Dazu konnen offensichtlich u, v, w, z distinkt angenommen werden (siehe Satz 123). Wir betrachten
zunéchst den Fall 2z, € {u, v, w,x}. Aus Symmetriegriinden kann 0.E. zo, = u angenommen werden
(Korollar 126). Dann sind v — w und x — w definiert' und liegen in Z\zs, 20 und (I1.86) ergibt
sich wie folgt:

Zoo WV

Hzowz < Qi wa
& Qi hhTy
<:>(v—w)+(:1:—w):z0
& (n(v) =" m(w) +' (7(z) =" 7(w)) = 2

s H 2L m(v) m(w) ().

BPiir a,b € Z\z00 ist a — b natiirlich eine Abkiirzung fiir a 4+ (—b), wobei —b wieder das additive Inverse von b
bezeichne; in Z'\ 2., verwenden wir analoge Schreibweisen.
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Dabei ergibt sich die erste Aquivalenz per Symmetrie (Satz 108), die zweite aus der Q-Invarianz
der Projektivitidt o™ (siche Theorem 112), die dritte aus (IL.76) und die vierte daraus, dass 7
ein Korperisomorphismus ist.

Nun zum Fall zo & {u,v,w,z}: Beachte zunéchst, dass die Projektivitiat n gegeben durch
Zoo R0 %1 777T 20 Roo <1

Elemente z € Z\ 200, 20 auf ihr multiplikatives Inverses z~! abbildet, denn z; = n(2) ist selbstinvers
und fiir z # z; gilt
Zoo 20212 N 20 200 21M(2) & 2o 20M(2) 21

200,320,721

geméf Satz 101 und damit z - n(z) = (2 (2) = 21.

Da u, v, w, z, 2o distinkt angenommen wurden, sind v —« und w — w und x — u definiert und liegen
in Z\zso, 20 und es folgt

Huvwer < Hz(v—u)(w—u)(x—mu)
Mz (v —u) " (w—u)"t (2 —u)™!
& H m(zo) m((v — )™ a((w —u) ™) m((@ —u) ™)

& H' 2l (w(v) =" w(w) ™ (w(w) =" m(w) ™ (w(z) =" m(w) 7

& H w(u) 7(v) m(w) m(z).

Die ersten beiden Aquivalenzen ergeben sich aus der Q-Invarianz der Projektivitdten az_"‘l’t’z(”zl bzw.
n, die dritte wurde in obigem Spezialfall behandelt. Die vierte Aquivalenz folgt aus der Invarianz
von 7o unter Addition sowie additiver und multiplikativer Inversenbildung. |

11.9. Regelscharen

Ein Strahlengebilde R heifit Regelschar, falls R = £(s; s2 s3) fiir paarweise windschiefe Strahlen
s1, 82, 83. Wir zeigen zunéchst die Existenz von Regelscharen:

147 Satz

Es gibt drei paarweise windschiefe Strahlen.

Beweis: Sei a ein beliebiger Strahl und seien p, ¢ geméf Axiom S5 zwei a treffende, zueinander
windschiefe Strahlen. Wahle jeweils mit Satz 72 Plexi P;, P, sowie ()1, Q2 mit

PiNPy,=/L%*ap) und PLUP, = L(ap) bzw. Q1 NQ2=L%3(aq) und Q;UQ2 = L(aq).
(I1.87)
Dann gilt Py «# P> und Q1 # @2 und wir kénnen nach Korollar 79 o.E. annehmen, dass Py ~ P
und Q1 ~ Q2. Wahle nun fiir 7 = 1,2 mit Satz 81 einen Plexus O; mit

Oi N PZ = Ol N Ql = {CL} (11.88)

Dann inzidieren O1, O, denn sie sind ungleichartig und haben den Strahl a gemein. Sei 7 ein von a
verschiedener Strahl im Zyklus O1 N Oy. Geméf (11.88) liegt dann der Strahl » in keinem der Plexi
Py, Py, Q1, Q2 und mit (I1.87) folgt, dass er weder in L(ap) noch in L(a q) liegt. Also trifft » weder
p noch g. Damit sind p, g, r drei paarweise windschiefe Strahlen. |
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Abbildung I1.30. Strahlen einer Regelschar.

148 Satz

Die Strahlen einer Regelschar liegen paarweise windschief.

Beweis: Seien s1, s9, s3 paarweise windschiefe Strahlen und angenommen die Regelschar £(s1 s2 $3)
enthélt zwei distinkte sich treffende Strahlen a und b. Dann liegt s3 in L(ab) = L(abs1)UL(abss)
(siehe Satz 49), trifft also s1 oder s2, ein Widerspruch. |

149 Satz

Eine Regelschar enthdlt mindestens vier Strahlen.

Beweis: Seien si, s9, s3 paarweise windschiefe Strahlen. Seien Py, P, P3, Py geméaft Satz 81 vier
distinkte gleichartige Plexi, welche s; enthalten. Fiir ¢ € {1,2,3,4} sei dann r; € P; N L(s2 s3)
geméf Lemma 68. Dann trifft r; auch s; (weil s; € P;) und ist fiir j # ¢ von r; verschieden, da
sonst r; € P,NP; = {51}, im Widerspruch dazu, dass s; sy im Gegensatz zu r; so windschief liegen.
Es sind also r1, 79,73, 74 vier distinkte Strahlen der Regelschar £(s1 s2 $3). [ |

150 Theorem

Ist R eine Regelschar, so ist auch L(R) eine Regelschar und es gilt L(R) = L(r1ror3) fir je
drei distinkte Strahlen ri,79,73 € R.

Beweis: Secien 71,72,73 € R drei beliebige distinkte Strahlen (Satz 149). Dann liegen 71,719,753
geméfl Satz 148 paarweise windschief und L(rjrgrs) ist eine Regelschar. Nach Satz 48.1 gilt
L(R) C L(r1rars). Es geniigt also L(r1r273) C L(R) zu zeigen, d.h. dass jeder beliebige Strahl
s4 € L(r1rars) jeden beliebigen Strahl r4 € R trifft. Dabei kann natiirlich r4 von den Strahlen
r1, 72,73 verschieden und damit nach Satz 148 zu ihnen windschief angenommen werden, sodass
also rq,7ro, 73,74 paarweise windschief liegen. Seien nun si, sg, s3 paarweise windschiefe Strahlen
mit R = £(s1 s2.83). Da ry die Strahlen sq, s9, s3 trifft, konnen wir annehmen, dass s4 von diesen
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verschieden ist. Als distinkte Strahlen der Regelschar £(r1 72 73) liegen auch sy, s2, $3, s4 paarweise
windschief. Beachte im Folgenden, dass fiir 4, j € {1,2, 3,4} die Strahlen 7;, s; distinkt sind (denn
sj & L(s152s3) = R) und sich, abgesehen vom Fall i = j = 4, treffen; dass letzteres auch fiir den
Fall 1 = j = 4 gilt soll nun gezeigt werden.

Sei P; fur ¢ € {1,2,3,4} ein 71, s; enthaltender Plexus, und zwar derart, dass Py ~ P3 und P, ~ Py,
aber Pj o0 Py (siehe Satz 78). Dann gilt fir 4,5 € {1,2,3,4}

sj & P, fallsi# 7,
da s; s; windschief liegen. Insbesondere gilt P; # P3 und damit wegen P; ~ P3
PN Py ={r}.
Nach Satz 67 ist
PN L(rg) firie {1,2,3,4} und k € {2,3,4} ein Zyklus,
denn es ist . € P;, da 1 r1 windschief liegen. Ferner ist auch
Zij =P NP; firie{1,3} und j € {2,4} ein Zyklus,

da die beiden Plexi P;, P; ungleichartig sind und den Strahl r; gemein haben und somit nach
Korollar 76 inzidieren. Es gibt also nach Satz 60 Strahlen

27 € Zi N L(ry) fiie i€ {1,3}, j € {2,4}, k € {2,3,4}.
Fir ¢ € {1,3} und k € {2,3,4} liegen 22’4 Si z,i’g cozyklisch, denn sie liegen im Zyklus P; N L(rg).

Es gilt also

Si

4 i _i4 2 2 2 .
ry 2yt A R e 2R R fur ¢ € {1,3}
und damit
4 i _i4 2 02 2 .
oy zg 2w e zé 2 fir i € {1,3}

geméf Satz 100 angewendet auf die Zyklen Z; 4 und Z; o (beachte s; € PyU Py D Z; 4U Z; 2).
Fir k € {2,3,4} liegen z,i’Q 59 22’2 cozyklisch, denn sie liegen im Zyklus PoNL(ry). Es gilt also

1,2 12 12 22 3,2 32 32
T12y" 230 2T R or1 2y 257 2

und damit

1,2 1,2 1,2 3,2 32 32
T129" 2377 2T N r1ayT 287 2y,

wiederum geméf Satz 100 (beachte so & Py U Py D Z1 92U Z39).
Wir haben also

14 14 14 12 1,2 1,2 3,2 32 32 34 34 34
T12y 237 2y N r12y 23 2T Ny 2yt 2yt N ori12y 23 2y

und mithin eine Projektivitat = mit

rlzé4z§4zi4 ~ 7“1234234224 (I1.89)
gemafs Satz 97.

Sei i € {1,3}. Der Strahl r; ist von den Strahlen 224

i,4
zu ihnen zu 79, 7“3 windschief liegt. Ferner ist auch z2 von zy" verschieden, denn andernfalls lage

und z3 verschieden, da er im Gegensatz

neben s; auch 22 in der Regelschar L£(r1rar3) was nach Satz 148 unmoglich ist, da s; z2 sich
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treffen und distinkt sind (letzteres, weil s; s4 im Gegensatz zu 23’4 s4 windschief liegen). Es sind
also

71 z%’4 z§’4 und 71 22’4 z§’4 jeweils distinkt. (I1.90)

Mit Korollar 139 folgt, dass die Projektivitat 7 in (I1.89) durch

14 14 ™ 3,4 34
12y 230 N T2y 23

eindeutig bestimmt ist.

Sei nun z so gewahlt, dass 23’4 23’4 z und zi’4 s4 z cozyklisch liegen (Satz 70; als Strahlen von Py

liegen 23’4 z§”4 zi’4 s4 coplektisch). Da 211’4 S4 z,‘z’4 fir k € {2,3} cozyklisch liegen (denn sie liegen im
Zyklus Py N L(rg)), gilt dann

14 14 14 4 3,4 34
r12y 23 Z4 AN T1Zy Z3 2

und damit

14 14 14 3,4 34
12y 23"z N T2y 25 %

geméf Satz 100 (beachte sy ¢ PLUP; D Z14U Z34 und z € 52(23’4 z§”4) = Z34 gemil (11.90)).
Wegen der Eindeutigkeit von 7 in (I1.89) folgt z = w(ziA) = 22’4. Somit liegen zi’4 S4 22’4 cozyklisch
und der Strahl r4 trifft mit zi’4 und 243’4 auch s4 (beachte zi’4 #+ zZ’A, da PrNPy={r} und r1my

windschief liegen). [ |

Ist R eine Regelschar, so nennen wir S := L(R) die zu R konjugierte Regelschar. Diese Be-
zeichnung ist nach Theorem 150 gerechtfertigt. Umgekehrt ist auch R zu S konjugiert, denn fiir
Strahlen s1, 59,53 mit R = £(s1 52 53) gilt £(S) = L£3(s1 52 53) = L(s15253) = R (Satz 48.5). Wir
sprechen daher auch von konjugierten Regelscharen und meinen damit Regelscharen R und S
mit R = £(S) und S = L(R).

Abbildung I1.31. Zwei konjugierte Regelscharen.
151 Satz

Trifft ein Strahl einen Strahl einer Regelschar R, so trifft er auch einen Strahl der konjugierten
Regelschar S.

101



Beweis: Sei a ein Strahl, welcher einen Strahl r; € R trifft. Seien ferner r9,73 € R von r1 und
einander verschiedene Strahlen (siche Satz 149) und sei s € L(ary) N L(ryr3) gemék Korollar 69.
Dann ist s ein a treffender Strahl und liegt in £(rq ror3) = S geméf Theorem 150. |

Ein Zyklus heifft Tangentialzyklus einer Regelschar R, falls er einen Strahl von R sowie einen
Leitstrahl von R enthalt.

152 Satz

Ein Zyklus Z st genau dann Tangentialzyklus einer Regelschar R, wenn er Tangentialzyklus
der konjugierten Regelschar S ist. In diesem Fall enthdlt Z je genau einen Strahlr von R und
s von S und es gilt Z = L%(r s).

Beweis: Dies folgt sofort aus der Definition und der Tatsache, dass die Strahlen einer Regelschar
paarweise windschief liegen (Satz 148), wéhrend Zyklen plektisch sind. |

Sei R eine Regelschar. Ein Strahl heifft Tangente von R, falls er in einem Tangentialzyklus von R
liegt. Eine echte Tangente von R ist eine Tangente von R, welche nicht Leitstrahl von R ist.

153 Satz
Seien R und S konjugierte Regelscharen. Dann gilt:

1. Ein Strahl ist genau dann Tangente von R, wenn er Tangente von S ist.

2. Ein Strahl t ist genau dann Tangente von R, wenn es Strahlen r € R und s € S gibt,
sodass r st cozyklisch liegen.

3. Ein Strahl t ist genau dann echte Tangente von R, wenn er einen und nur einen Strahl
von R trifft.

4. Sindr € Rund s € S und ist t eine r und s treffende Tangente von R, so liegen rst
cozyklisch.

Beweis: Aussagen 1 und 2 ergeben sich unmittelbar aus Satz 152.

Zu 3: Sei t eine echte Tangente von R; nach 2 gibt es Strahlen r € R und s € S sodass r st cozyklisch
liegen; als echte Tangente ist ¢ von s verschieden; ist also ' € R ein t treffender Strahl, so trifft »/
mit ¢ und s auch r und es folgt 7’ = r, da die Strahlen von R paarweise windschief liegen (Satz 148).
Sei t nun umgekehrt ein Strahl, welcher genau einen Strahl r; von R trifft. Nach Satz 151 trifft
dann t auch einen Strahl s; von S. Da ¢ nicht Leitstrahl von R ist (denn R enthélt mehr als einen
Strahl), geniigt es nach 2. zu zeigen, dass r; s; t cozyklisch liegen. Angenommen nicht. Dann liegen
s1tr1 cosimplizial und mit Satz 62.4 folgt die Existenz eines zu r; windschiefen Strahls a, sodass
s1t a cosimplizial liegen. Seien s, s3 € S zwei von s; und einander verschiedene Strahlen (Satz 149)
und sei ry € L(s1ta) N L(s2s3) gemédh Lemma 68. Dann ist 7y € L(s1 s2s3) = R (Theorem 150)
ein ¢t treffender und von 7 verschiedener Strahl (da 7 a im Gegensatz zu ro a windschief liegen),
im Widerspruch zur Voraussetzung an ¢.

Zu 4: Ist t € R oder t € S, so folgt t = r bzw. t = s, da die Strahlen von R bzw. S paarweise
windschief liegen (Satz 148) und die Behauptung ist trivial; andernfalls ist ¢ echte Tangente von
S und echte Tangente von R, trifft also nach 3 aufer s keinen weiteren Strahl von S und aufer r
keinen weiteren Strahl von R; mit 2 folgt nun die Behauptung. |
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Ein Strahl heiftt Sekante einer Regelschar, falls er einen ihrer Strahlen trifft, aber keine Tangente
von ihr ist.

154 Satz

Seien R und S konjugierte Regelscharen und a ein Strahl. Dann sind dquivalent:
1. a ist Sekante von R.

a ist Sekante von S.

a trifft genau zwei Strahlen von R.

a trifft mehr als einen Strahl von R und mehr als einen Strahl von S.

GvoE o e

Es gibt Strahlen r € R und s € S sodass r s a cosimplizial liegen.

Beweis: Wir zeigen 1 = 3 = 4 = 5 = 1. Die Aquivalenz ,,1 < 2“ ergibt sich aus der Aquivalenz
»1 < 5

Zu ,1 = 3“ Der Strahl a trifft nicht mehr als zwei Strahlen von R, denn sonst wére er nach
Theorem 150 Leitstrahl und damit (offensichtlich) Tangente von R; er trifft aber auch nicht genau
einen Strahl von R, denn sonst wire er nach Satz 153.3 eine (echte) Tangente von R; also trifft a
genau zwei Strahlen von R, denn als Sekante trifft er mindestens einen.

Zu ,,3 = 4“ Nach Voraussetzung trifft ¢ mehr als einen Strahl von R und nach Satz 151 trifft a
auch mindestens einen Strahl von S; triafe a nicht noch einen zweiten Strahl von S, so wére er nach
Satz 153.3 eine (echte) Tangente von S und damit auch eine Tangente von R (Satz 153.1), was
unmoglich ist, da a weder Leitstrahl noch echte Tangente von R ist (im ersteren Fall triife er alle,
im letzteren nur einen Strahl von R; beachte Satz 149).

Zu 4 = 5 Seien r € R und s € S zwei a treffende Strahlen; es ist r # a, da a im Gegensatz zu
r noch einen von r verschiedenen Strahl von R trifft; lagen r s a cozyklisch so trife daher jeder a
treffende Strahl von S mit r und a auch s, was unmoglich ist, da es noch einen von s verschiedenen
und damit zu s windschiefen, a treffenden Strahl in S gibt; also liegen 7 s a cosimplizial.

Zu ,,5 = 1*: Dies folgt aus Satz 153.4. |

155 Satz

Enthdlt ein Plexus einen Strahl einer Regelschar R, so enthdlt er auch einen Strahl der kon-
jugierten Regelschar S.

Beweis: Sei P ein Plexus, welcher einen Strahl » € R enthélt. Sei a € P ein von r verschieder
Strahl. Dann trifft ¢ den Strahl r und mithin geméfs Satz 151 auch einen Strahl s € S. Liegen
r sa cozyklisch, so liegt mit  und @ auch s in P (Satz 66) und erfiillt damit die Behauptung. Sei
also o.E. angenommen, dass r s a cosimplizial liegen. Nach Satz 154 ist dann a Sekante von R und
trifft einen zweiten, von s verschiedenen Strahl s’ € S. Da s s’ windschief liegen, sind £(r a s) und
L(ras') distinkte Plexi (siehe Satz 62.2), welche die beiden Strahlen r und a gemein haben. Da
auch P diese beiden Strahlen enthélt, folgt P = L(ras) oder P = L(ras’) geméf Satz 72. Im
ersteren Fall erfiillt s, im letzteren s’ die Behauptung. |
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156 Lemma

Seien R eine Regelschar, r € R und P ein Plexus mit r ¢ P. Dann enthdlt P genau eine r
treffende Tangente.

Beweis: Nach Satz 67 ist PN L(r) ein Zyklus, d.h. PN L(r) = L2(uv) fiir gewisse distinkte sich
treffende Strahlen u, v. Sei Q gemif Satz 72 ein Plexus sodass PNQ = £?(uv) und PUQ = L(uv).
Wegen r € L(uv)\P impliziert Letzteres r € @, und mit Satz 155 folgt hieraus, dass @) auch
einen Strahl s der zu R konjugierten Regelschar S := L(R) enthélt. Als Strahlen von @ liegen
uvrs coplektisch. Mit Satz 70 folgt die Existenz eines Strahls ¢ sodass uwvt und r st cozyklisch
liegen. Letzteres bedeutet nach Satz 153.2, dass t eine r treffende Tangente von R ist und Ersteres
impliziert, dass mit v und v auch ¢ in P liegt (Satz 66).

Angenommen nun, P enthélt eine zweite, von ¢ verschiedene und r treffende Tangente ¢ von R.
Da r st cozyklisch liegen und ¢ auch ¢ trifft (denn ¢,¢ € P), trifft ¢’ auch s (beachte dass r # t,
da r ¢ P). Mit Satz 153.4 folgt, dass 7 st' cozyklisch liegen. Da der Zyklus £2(r s) somit die zwei
distinkten Strahlen ¢ und ¢ mit P gemein hat, folgt £2(rs) C P gemif Satz 66, im Widerspruch
zur & P. |

157 Lemma

Seien R und S konjugierte Regelscharen und r1,712,r3 € R sowie s1, 82,3 € S jeweils distinkt.
Dann gibt es echte Tangenten ty,to,ts, ), th, th von R mit folgenden Eigenschaften:

1. tytats und t) thth liegen costimplizial und L(t1 tats) N L(L thth) = 0.
2. Fir k € {1,2,3} liegen i, S ti, und v, i t), cozyklisch.

3. Sind t,t5,t5 coplektische Strahlen sodass i, sit] fir k € {1,2,3} cozyklisch liegen, so
gilt
{tlllatgvtg} = {t17t27t3} oder {t/1/7t/2/’tg} = {tllvtévtg}

Beweis: Fiiri € {1,2,3} seien P;, P/ zwei miteinander inzidierende, die Strahlen r;, s; enthaltende
Plexi, und zwar so, dass Py ~ P, ~ P3 und P{ ~ P} ~ Pj (siehe Satz 78 und Korollar 76). Da
rirers und s; o s3 jeweils paarweise windschief liegen (Satz 148), liegen die Strahlen r; und s;
fur j # i weder in P; noch in P/. Insbesondere sind Py, P>, P3 und Pj, P, P} jeweils distinkt. Fiir
k € {1,2,3} gibt es somit Strahlen py,p) sodass P; N P; = {pi} bzw. P, N P; = {p}} fiir 4,
mit {7,7,k} = {1,2,3} (siche Abbildung II.32); dann liegen py,pj, in L(r; s;rj s;) und sind damit
Sekanten von R und S gemé&f Satz 154; ebenfalls gemafs Satz 154 liegen somit

PkTk DkSk DPrTk DPrpSk jeweils windschief fiir k € {1,2,3}. (I1.91)

Es ist py # p}., denn sonst wire P; = L(r; s;pr) = P/ (Satz 65; es liegen r; s; py, nicht cozyklisch,
weil py, keine Tangente von R ist), im Widerspruch zur Wahl von P;, P/ als inzidierende Plexi. Mit
Lemma 86 angewendet auf r; s; 7 s; folgt, dass 7; s; py, 7j s; pj, und mithin per Symmetrie auch

i SiTi Py s;  fir 4, j, k mit {7, j,k} = {1,2,3} ein Tetraeder bilden. (1I1.92)

Es liegen pi pa2 p3 coplektisch (da p;,p; € Py fir {i,j,k} = {1,2,3}) aber nicht cozyklisch, da
sonst etwa r3 mit p; und pe auch p3 trife (beachte p; # pa, da p1r im Gegensatz zu pyry
windschief liegen, siehe (I1.91)). Somit liegen p; p2 p3 cosimplizial und analog folgt, dass auch p} pf pf
cosimplizial liegen. Wir haben also zwei Plexi P := L(p; p2 p3) und P’ := L(p} phph).

Seien nun fiir k € {1,2,3} jeweils mit Satz 70 Strahlen ¢, ¢} so gewéhlt, dass ry si t und p; p; tg
bzw. 1y, si t), und pj p’; ¢}, fiir 4, j mit {i, j, k} = {1,2,3} cozyklisch liegen (es liegen 7 sy, p; p; in Py
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bzw. 1y, s p p;- in P/ und damit jeweils coplektisch). Nach Satz 66 liegt mit p; und p; auch ¢ in

P; insbesondere trifft ¢; den Strahl p; und ist somit nach (I1.91) von r und sy verschieden; wir

fassen zusammen:

trp € P und 7 st sind distinkt und liegen cozyklisch fur k € {1, 2, 3}. (11.93)
Analog folgt:

t), € P' und ry sit), sind distinkt und liegen cozyklisch fiir k € {1, 2, 3}. (1I1.94)

Insbesondere liegen damit auch sy ty 7y sg t; r cozyklisch (Satz 54) und mit Lemma 98 ergibt sich
wegen (11.91)

TiPESiTi Py Sj N Sktprisptyre  fir i, j,k mit {i,j,k} = {1,2,3}. (11.95)
Wegen (11.92) folgt hieraus
QT dh. Hsptprpt, fir ke {1,2,3).
Insbesondere sind tj, ¢, distinkt (Satz 123), sodass wegen (I1.95)
prty und pptp  windschief liegen fiir k € {1,2,3}.

Andererseits trifft py, fiir & # ¢ mit r; und s; auch ¢ (siehe (I1.94)) und es liegen p; p2 p3 als Strahlen
von P sowie ) t t5 als Strahlen von P’ jeweils coplektisch. Also bilden

p1 P2 p3ty thts ein Tetraeder
und analog folgt, dass auch

Py phphtitats ein Tetraeder bilden.

Abbildung II1.32.

Mit Satz 85 folgt, dass t1 to t3 und ¢] 5 t5 jeweils cosimplizial liegen, sodass also P = L(t1 t2 t3) und
P = L(t) thth) gemak Korollar 65. Nach Korollar 87 angewendet auf das Tetraeder p) ph ph t1 tats
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ist P' = L(p) ph p§) zum Plexus P = L(t; t t3) disjunkt. Damit erfiillen die Strahlen ¢y, to, t3, t], th, t}
die Eigenschaften 1. und 2. Ferner handelt es sich nach (I1.93) und (I1.94) tatsichlich um echte Tan-
genten von R und S (beachte Satz 153.2), sodass also lediglich Eigenschaft 3. zu zeigen bleibt.

Seien dazu Tangenten t7,t5,t5 geméaR 3. gegeben (siehe Satz 153.2). Fir k € {1,2,3} ist ¢} # ry,
denn fiir 4,j mit {i,7,k} = {1,2,3} trédfen sich sonst neben ¢/ r; und t;’ rj auch t]r; und t;’ Tk
und damit wire t/ = s; und t/ = s; gemil Satz .3, was unmoglich ist, da s; s; windschie
d damit wire ¢/ d t! = s; gemik Satz 153.3 sglich ist, da s;s; windschief
liegen. Es folgt, dass t7,t5,t5 echte Tangenten von S und damit nach Satz 153.3 distinkt sind,
enn sie treffen respektive die distinkten Strahlen si, so, s3. Sei nun ») ein Plexus
denn sie treffen respektive die distinkten Strahlen s, s, s3. Sei nun P” D {¢/,¢),1!} ein Pl
gemil Satz 63. Wegen P £ P’ konnen wir aus Symmetriegriinden o.E. annehmen, dass P’ ~ P
(andernfalls vertausche p1, p2, p3, t1, t2, t3, P respektive mit p}, ph, ph, ], th, ts, P'). Wir zeigen, dass
sogar P = P; daraus folgt dann ¢} = ¢, fir k € {1,2,3} mit Lemma 156.

Sei also P” # P angenommen. Dann haben P” und P genau einen Strahl z gemein. Die Strah-
len

pity treffen sich fiir i,k € {1,2,3} mit i # k, (1I1.96)

da p; € L(rysy) = L(rgskt]) geméah Satz 50. Seien 4,7,k mit {i,7,k} = {1,2,3} so gewshlt,
dass z von ] und t] verschieden ist, sodass also ¢ und ¢} nicht in P liegen (denn sie liegen
in P"). Dann liegen p; t; und p;t] windschief (wegen (I1.96) und P = L(p1p2p3)) und es folgt
L2(pjpk) = Lpjpepity) und L2 (pipy) = L(pipkp;t]) mit Satz 59. Es folgt L(p;pjprt] t]) =
L(pjprpit]) N L(pipkp;t) = L%(pj pr:) N L2(pi pr) = {pr.} (Korollar 58) und mithin z = pj nach
Wahl von z. Mit (I1.96) ergibt sich ] € L(p;p; z) = L(pipjpr) = P und mithin t] = z = py, da
auch t] € P”. Dies widerspricht aber der Tatsache, dass p; Sekante von R ist. [ |

158 Satz
Sei R eine Regelschar und Z ein zu R disjunkter Zyklus. Dann enthdlt Z eine Sekante von R.

Beweis: Falls Z einen Strahl s € S := L(R) entalt, wéihle einen von s verschiedenen Strahl s’ € S
und mit Satz 60 einen s’ treffenden Strahl z € Z; dann trifft z neben den beiden Strahlen s und
s’ keinen dritten Strahl s” von S, denn sonst wire z € L(ss's”) = L(S) = R (Theorem 150), im
Widerspruch zu Z N R = 0; also trifft 2 genau zwei Strahlen von S und ist damit nach Satz 154
Sekante von R.

Sei also Z NS = () angenommen. Seien r1,79,73 € R drei distinkte Strahlen und sei 2; € Z ein r;
treffender Strahl fiir ¢ € {1,2,3} (Satz 60). Angenommen keiner der Strahlen 21, 29, 23 ist Sekante
von R. Dann sind 21, 29, 23 echte Tangenten von R, da Z NS = 0. Fiir i € {1,2,3} gibt es daher
einen Strahl s; € S, s; # z;, sodass r; s; z; cozyklisch liegen (siehe Aussagen 2. und 4. von Satz 153).
Es sind s7 s9 s3 distinkt, denn wére s; = s; fiir distinkte 4, j € {1, 2, 3}, so tréife z; neben z; auch s;
und mithin r;, was nicht moglich ist, da z; als echte Tangente von R neben r; keinen weiteren Strahl
von R trifft (Satz 153.3). Mit Lemma 157 folgt, dass 21 23 z3 cosimplizial liegen, im Widerspruch
zu {z1, 22,23} C Z. [ |

159 Satz

Ein Zyklus Z ist genau dann Tangentialzyklus einer Regelschar R, wenn er mehr als zwei
Tangenten von R enthdlt.
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Beweis: Die Implikation ,,= ist trivial. Zu “<*: Seien t1,t9,t3 € Z drei distinkte Tangenten
von R. Fir ¢ = 1,2,3 gibt es dann Strahlen r; € R und s; € S sodass r; s; t; cozyklisch liegen
(Satz 153.2). Waren ri,79,73 und s1, 89,83 jeweils distinkt, so ldgen ¢ tot3 cosimplizial geméafs
Lemma 157, was wegen {t1,t2,t3} C Z unmdglich ist. Aus Symmetriegriinden (siehe Satz 152 und
Satz 153.1) kénnen wir daher o.E. annehmen, dass r; = ro. Wegen t; # t2 konnen wir ferner o.E.
annehmen, dass r1 # t1. Dann trifft £5 mit r;1 und ¢; auch s; und mit Satz 153.4 folgt, dass r1 s1 to
cozyklisch liegen. Damit ist Z = £2(t1 ta) = L£2(r1 s1) Tangentialzyklus von R. [

11.10. Morphismen zwischen Regelscharen

Ein Zyklus Z liegt quasiperspektiv zu einer Regelschar R, falls Z = PN L(s) fiir einen Plexus P
und einen Strahl s € £(R). In diesem Fall gilt natiirlich s ¢ P, denn sonst wire P C PN L(s) = Z
zyklisch. Aussage 3 des folgenden Satzes erkléirt die Bezeichnung quasiperspektiv:

160 Satz
Sei R eine Regelschar und sei Z ein zu R quasiperspektiver Zyklus. Dann gilt:

1. Z enthdlt genau eine echte Tangente tg von R.
2. R enthdlt genau einen Leitstrahl ro von Z.
3. R\’r‘o ~ Z\to.

4. Es gibt genau eine Bijektion w : R — Z mit der Figenschaft, dass r 7w(r) sich treffen fiir
alle r € R. Fur diese gilt w(rg) = to.

Beweis: Seien geméf Voraussetzung P ein Plexus und so € S := L(R) sodass Z = P N L(sp).
Wegen sg € P enthélt P geméf Lemma 156 genau eine sq treffende Tangente von .S, d.h. Z enthilt
genau eine Tangente tg von S. Nach Satz 153.1 ist tg auch einzige Tangente von R, womit 1. gezeigt
ist.

Zu 2: Sei @ ein Plexus mit Z C @ und sp € @ (ein solcher existiert nach Satz 63, da Z U {so}
plektisch ist). Nach Satz 155 enthélt @) auch einen Strahl ro von R und dieser ist offensichtlich
Leitstrahl von Z. Fiir distinkte Strahlen z1, 22 € Z liegen sg 21 22 coplektisch (weil in @) aber nicht
cozyklisch (da sonst mit z; und z3 auch sg in P ldge), d.h. es gilt Q = L(sg 21 22). Ist 7 € R von rg
verschieden, so liegt 7 nicht in @ (weil windschief zu 9 € @), muss also zu z; oder zo windschief
liegen. Damit ist r¢ der einzige Leitstrahl von Z in R.

Zu 3: Die Strahlen tgsg treffen sich, sind aber wegen so ¢ P distinkt. Da die Strahlen von S
paarweise windschief liegen, folgt to € S, d.h. ¢y ist echte Tangente von R und trifft somit nach
Satz 153.3 neben ry keinen weiteren Strahl von R. Nach Satz 60 trifft jeder Strahl r € R\rg einen
Strahl von Z, und zwar nach dem soeben Gezeigten einen von ty verschiedenen, andererseits nach
2. nicht mehr als einen (denn sonst wére er nach Satz 53 Leitstrahl von Z). Damit ist R\rg & Z\to
gezeigt.

Zu 4: Die Strahlen von Z\tp sind Sekanten von R, denn sie sind nach 1. keine Tangenten von R
und treffen nach 2. den Strahl ry € R. Sie treffen somit nach Satz 154 neben r( jeweils noch genau
einen Strahl von R. Also ist die Perspektivitat mo : R\rg — Z\to aus 3. bijektiv. Da rqtg sich
treffen, folgt die Behauptung. |
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Ist R eine Regelschar und Z ein zu R quasiperspektiver Zyklus, so bezeichnen wir mit

3

die in Satz 160.4 beschriebene Bijektion R — Z.

161 Lemma

Sei R eine Regelschar und seten Zy und Zo zwei zu R quasiperspektive Zyklen. Dann ist
WIZ%Q o (71'51)71 VAR )
eine Projektivitdt.

Beweis: Fiir i € {1,2} selen geméf Voraussetzung P; ein Plexus und s; € S := L(R) mit
Z; = Py L(s;). Beachte im Folgenden wieder s; € P; O Z;.

1. Fall Z; U Z, ist plektisch und s; = sa: Sei sg := s1 = sa. Offensichtlich ist auch Z; U ZyU{so}
plektisch, d.h. es gibt einen Plexus Qo mit Z; U Za C Qo und so € Qo (Satz 63). Fir
i = 1,2 sei t; die einzige Tangente von R in Z; geméf Satz 160.1 und r; € RN L(Z;) geméal
Satz 160.2. Dann ist r; € Qo, denn andernfalls wire QoNL(r;) ein Zyklus (Satz 67) und mithin
Zi =QoNL(r;) (da Z; € QoN L(r;)), im Widerspruch zu s; ¢ Z;. Also treffen sich r1 ro und
sind damit identisch (Satz 148). Sei ro := 11 = 9. Wegen t; € Z; treffen sich sg ¢;, sodass mit
Satz 153.4 folgt, dass g sg t; und cozyklisch liegen. Damit liegen auch t1 sgto cozyklisch. Wir
zeigen allgemeiner, dass fiir » € R und z; := TrIZ%Z_ (r) die Strahlen zj sg zo cozyklisch liegen.
Daraus folgt dann wegen sy € Z; U Zs mit Satz 94 die Behauptung (im hier betrachteten
Fall). Der Fall r = ry wurde soeben gezeigt, denn in diesem Fall ist z; = ¢;. Sei also r # rg.
Dann ist r € Qg (denn ¢ € Qp) und somit Qo N L(r) ein Zyklus. Als Strahlen dieses Zyklus
liegen z; sg z2 cozyklisch.

2. Fall P, # Py und s1 # s9: Sei Py ein Plexus mit Z; C Py und s; € Py (existiert, da Z; U{s1}
plektisch). Wegen s; € P; sind Py, Py distinkt und miissen daher inzidieren, denn sie haben
den Zyklus Z; gemein (siche Korollar 73). Sei nun @y geméif Satz 80 ein sy enthaltender
Plexus, welcher mit Py inzidiert, d.h. sodass Zy := Qo N Py ein Zyklus ist. Da P;, Qg beide
mit Py inzidieren, sind sie nach Korollar 75 gleichartig, sodass wegen P} % Ps:

Py 4 Qo. (11.97)

Da sy s9 windschief liegen, folgt aus s1 € Py bzw. so € Qp:

so ¢ Py und s1 € Qo

Letzteres bedeutet, dass QoM L(s1) ein Zyklus ist, sodass wegen Zy = QoN Py = QoNL(Py) C
Qo N L(s1):
Zy = Qo N L(s1).

Analog ergibt sich aus Ersterem
Zo=FyN E(Sg).

Insbesondere ist Zy C Py und damit Z; U Zy plektisch, sodass mit 1. folgt, dass
FIZ%O o (7712%1)71 VAR
eine Projektivitat ist. Wir zeigen, dass auch

5 o (ny) "t Zo = Zo (I1.98)
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eine Projektivitit ist, womit dann die Behauptung (im hier betrachteten Fall) gezeigt ist.

Wegen (I1.97) miissen P», Qo entweder inzidieren oder disjunkt sein (Korollar 76). Wir be-
trachten zunéchst den ersteren Fall, d.h. dass P, N Qg ein Zyklus ist. Wegen Po N Qg C
Py N L(s2) = Zy ist dann P, N Qo = Za. Insbesondere ist Za C @y, sodass also Zy U Zs
plektisch ist. Wegen Zy = Py N L(s2) folgt in diesem Fall auch (I1.98) aus 1.

Sei also P, N Qo = () angenommen. Insbesondere trifft dann kein Strahl von Z; = Py N L(s2)
zwei distinkte Strahlen w,v € Zj, denn sonst ldge er in L(uvse) = Qo (es liegen uw sy
cosimplizial, da s1,s2 € L(uv) windschief liegen). Es gilt also Zs N £(Zy) = () und mithin
Zy ~ Zo gemals Satz 92. Wir zeigen nun, dass es sich bei der Abbildung in (I1.98) um die
Perspektivitdt Zg — Z5 handelt, indem wir zeigen, dass sich, fiir € R beliebig, die Strahlen
20 := 7y (r) und zp := 7w} (r) treffen. Beachte dazu im Folgenden, dass sich rzp und r zp

nach Satz 160.4 treffen.

Firi = 1,2 sei 7, mit RN L(Z;) = {r;} geméak Satz 160.2. Es ist r1 € Py N L(s2) = Zp, denn
wire 11 € Py, so wiare PyNL(r1) ein Zyklus und damit Z; = PyNL(ry) (da Zy € PyNL(ry)), im
Widerspruch zu s; € Z;. Nach Satz 160.1 ist damit r; die einzige in Z; enthaltene Tangente
von R. Im Fall » = rq ist also z9g = 71 = r (siehe Satz 160.4) und zg 2o treffen sich deshalb.
Im Fall r = rg ist zo Tangente von R, sodass also 72 s3 22 cozyklisch liegen (Satz 153.4) und
zg trifft deshalb mit » = r9 und s9 auch z5. Sei nun r von den Strahlen r; und r9 verschieden
angenommen. Fir ¢ = 0,2 ist dann z; keine Tangente von R, sodass also r so z; cosimplizial
liegen (Satz 153.2). Der Plexus L(r s3 zp) inzidiert mit Qo, denn er ist von ihm verschieden
(da r 7y windschief liegen und 71 € @), hat aber zwei Strahlen sp und zp mit ihm gemein
(Korollar 73). Angenommen zj 22 liegen windschief. Dann inzidieren auch L£(r s2 29), £(r s2 22)
(wiederum Korollar 73) und mit Korollar 75 folgt Qo ~ L(7 s2 22), mithin Ps ¢ L(r s 2z2)
geméf (I1.97). Somit ist Py N L(r sg 23) ein Zyklus (denn 2z € P, N L(r s3 22)) und wegen
Py L(rsg29) € PaNL(s2) = Zo folgt Py N L(r s 22) = Za, also insbesondere r € L(Z3), im
Widerspruch zu r # ro und RN L(Z3) = {ra}. Also treffen sich zj zo.

3. Fall Py ~ Py: Sei s9 € S ein von s; und sy verschiedener Strahl (Satz 149) und sei Py ein
Plexus mit s; € Py und Py o P; (Satz 81) und mithin Py ¢ P,. Dann glit sg & Py (da sg s1
windschief liegen), sodass also Zy := Py N L(sg) ein zu R quasiperspektiver Zyklus ist. Nach
2. sind

Wgo o (7751)_1 :Z1 — Zy und 7752 o (ﬁgo)_l 2 2y — 2o

Projektivitaten, also auch deren Kompositum 71'12%2 o (WIZ%I)_l.

4. Fiir den Fall s1 # s9 ist die Behauptung nun gezeigt. Der Fall s1 = so ldsst sich darauf leicht
zuriickfiihren: Sei sg € S von s = s9 verschieden und sei Py ein beliebiger Plexus mit s1 € Py
und mithin sg € Py. Dann ist Zy := Py N L(sp) ein zu R quasiperspektiver Zyklus und wegen
S0 # 81 bzw. sg # So erhalten wir Projektivitdten

W]Z%D o(mf) 1 Z1 > Zy und 7f o (WIZD“O)*l 2 2y — Zs

und damit die Behauptung. m

Ist R eine Regelschar, so bezeichne Hpy die vierstellige Relation auf R gegeben durch

Es gibt einen zu R quasiperspektiven Zyklus Z sodass

Hprirorary gdw.
RILT2ESTL C8EW gy B () i (r2) m(r3) mB (r4).
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162 Satz

Seien R eine Regelschar und Z ein zu R quasiperspektiver Zyklus. Dann ist WIZ% :R— Z ein
Hpr-H-Isomorphismus.

Beweis: Nach Satz 160 ist WIZ% : R — Z bijektiv. Es geniigt daher zu zeigen, dass
Hrrirorsry < HaB(r) nd(ry) 7k (rs) n(ry), Vri,19,73,74 € R

Die Implikation ,,=* folgt aus Lemma 161 und der Tatsache, dass Projektivitdten zwischen Zyklen
‘H-H-Isomorphismen sind (Korollar 138). Die Implikation ,,<=* ist trivial. |

Die Aussage von Metatheorem 146 iiber H-H’-Isomorphismen zwischen Zyklen lasst sich auf H g-
‘H p-Isomorphismen zwischen Regelscharen R und R’ iibertragen:

163 Metatheorem

Seien R und R’ zwei Strahlenrdume. Seien R eine Regelschar in R und R’ eine Regelschar in
R’ und r1,72,73 € R sowie r|, 4,5 € R jeweils drei distinkte Strahlen. Dann gibt es genau
einen Hr-Hp -Isomorphismus ™ : R — R’ mit

n(r1) =ry w(re) =71y m(rs) =rs.

Beweis: Zur Existenz: Seien Z ein zu R sowie Z’ ein zu R’ quasiperspektiver Zyklus (die Existenz
solcher Zyklen ist klar). Fiir i = 1,2,3 sei z := 74(r;) und 2} := 75 (r}). Da 7§ : R — Z und
WIZ%,, : R — Z' bijektiv sind, sind z1, 29, 23 € Z sowie 2}, 25, z4 € Z' jeweils drei distinkte Strahlen.
Gemifs Theorem 146 gibt es genau einen H-H’-Isomorphismus'* 7 : Z — Z’ mit

mo(z) = 21, fir i € {1,2,3}. (1I1.99)

Die Abbildung 7 := (74) ' omponl : R — R’ erfiillt die Bedingung (r;) = 7/ fiir i € {1,2,3}
und ist nach Satz 162 ein H r-H g-Isomorphismus.

Zur Eindeutigkeit: Ist 7’ : R — R’ ein beliebiger weiterer solcher H r-H g/-Isomorphismus, also mit

7' (r;) = 7} fiir i € {1,2,3}, so ist w) := 75 o7’ o (7)™ ein H-H'-Isomorphismus mit 7} (z;) = 2

fur i € {1,2,3} und mithin 7, = mp wegen der Eindeutigkeit von 7o in (I1.99). Daraus folgt ©’ = 7.
|

164 Satz

Seien R, S konjugierte Regelscharen und P ein zu R disjunkter Plexus. Dann ist
{{r,s) e RxS; PNL(r)=PNL(s)}
der Graph eines Hr-Hg-Isomorphismus w: R — S. Firr € R und s € S gilt

w(r) =s gdw. es einen Strahlt € P gibt, sodass r st cozyklisch liegen.

14Es bezeichne H bzw. H' die Harmonische Relation auf R bzw. R'.

110



Beweis: Beachte im Folgenden, dass P nach Satz 155 auch zu S disjunkt ist. Wir zeigen zunéchst,
dass fiir r € Rund s € S:

PNnL(r)y=PNL(s) < 3Jte P:rstliegen cozyklisch. (I1.100)

Zu ,=*: Sei t € P eine r treffende Tangente von R (Satz 156); dann ist t € PN L(r) = PN L(s),
d.h. ¢ trifft auch s; nach Satz 153.4 liegen r st cozyklisch. Zu ,,<=*“: Sei t € P sodass r st cozyklisch
liegen; es ist ¢ von 7, s verschieden, da PN R = PN S = 0; es folgt L(rt) = L(rst) = L(st)
(Satz 50) und mithin PNL(r) = PNL(rt) = PNL(st) = PN L(s) (die erste und letzte Gleichheit
gilt wegen t € P).

Wir zeigen nun, dass G := {(r,s) € Rx S; PN L(r)=PnNL(s)} eine eineindeutige Korrespon-
denz zwischen R und S ist. Sei dazu r € R beliebig. Nach Satz 156 enthélt P eine r treffende Tangen-
te t von R; es gibt also einen Strahl s € S, sodass r st cozyklisch liegen, mithin PNL(r) = PNL(s)
geméf (I1.100). Da ¢ echte Tangente von S ist (denn PN R = (), trifft ¢ aufer s keinen weiteren
Strahl s’ von S (Satz 153.3), d.h. es gilt ¢t € PN L(s") und damit PN L(r) # PN L(s) fiir s € S
mit ' # s. Also ist G eine eindeutige Korrespondenz von R nach S. Symmetrisch analog folgt,
dass G~ eine eindeutige Korrespondenz von S nach R ist. Damit ist G' der Graph einer Bijektion
m:R—S.

Sei nun 79 € R und sg := 7(rg). Dann ist Z := PN L(rg) = PN L(sp) ein zu R und zu S qua-
siperspektiver Zyklus. Nach Satz 162 ist WIZ% : R — Z ein Hpr-H-Isomorphismus und 7T§ S = Z
ein Hg-H-Isomorphismus. Wir zeigen m = (ﬂg)*l o WIZ%, womit dann 7 ein H r-Hg-Isomorphismus
ist. Sei dazu r € R\ro beliebig und sei s := m(r). Wegen der Injektivitat von 7 ist s # sp. Der
Strahl z := w&(r) trifft r und liegt in Z C P; es folgt 2 € PN L(r) = PN L(s), dh. z trifft
auch s; per Definition von 73, folgt 75(s) = z (siche Satz 160.4 und beachte s # sp) und somit
(7)Y (7E(r)) = (73)71(2) = s = 7(r). Also stimmen 7 und (75)~* o 7% auf R\ry iiberein und da
beide Abbildung Bijektionen R — S sind, folgt 7 = (73)~! o 7&. |

Sind R, S konjugierte Regelscharen und P ein zu R disjunkter Plexus, so bezeichne
T

den in Satz 164 beschriebenen H g-Hg-Isomorphismus R — S. Der Plexus P ist ein Projektions-

plexus fiir Fg.

165 Satz

Seim: R — S ein Hr-Hg-Isomorphismus zwischen konjugierten Regelscharen R und S. Dann
gibt es genau zwei Projektionsplexi fiir w, und diese sind zueinander disjunkt.

Beweis: Seien r1, 79,73 € R drei distinkte Strahlen und sei s; := 7 (r;) fiir ¢ € {1,2,3}. Dann sind
auch s1, sg, s3 distinkt und mit Lemma 157 folgt die Existenz von echten Tangente t1,to, t3,t],th, t5
von R, sodass titat3 und ]t t5 jeweils cosimplizial liegen, die Plexi P := L(t;t2t3) und P’ :=
L(t) t5t) disjunkt sind, und r; s; t; sowie r; s; t; cozyklisch liegen fir i € {1,2,3}. Der Plexus P
enthélt keinen Strahl r von R, denn fiir ¢ € {1, 2,3} mit r; # r wére sonst r ein zweiter ¢; treffender
Strahl von R, aber ¢; trifft als echte Tangente von R nur einen Strahl von R (Satz 153.3). Also ist
P zu R und mithin zu S disjunkt (Satz 155). Analog folgt, dass auch P’ zu R und S disjunkt ist.
Mit Satz 164 folgt

w’(ri) =5 und 78 (r;) = s fir i € {1,2,3}

und somit 7rf§ = 7r}1§, = 7 geméaR Theorem 163. Also sind P und P’ Projektionsplexi fiir .
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Sei nun @ ein beliebiger Projektionsplexus fiir 7, sodass also insbesondere
To(ri) =s;  fiiri € {1,2,3}.

Dann gibt es nach Satz 164 Strahlen ¢/,t5,¢5 € Q, sodass r; s;t cozyklisch liegen fiir i = 1,2, 3.
Gemak Lemma 157 folgt {¢},t5,t5} = {t1,t2, t3} oder {¢],t5,t5} = {t}|, 5, t5} (beachte, dass t] t} t§
als Strahlen von @ coplektisch liegen) und somit Q@ = L(t1tat3) = P oder Q = L(t) thth) = P’
Also sind P und P’ die einzigen Projektionsplexi fiir . [ |

I11.11. Der Kategorizitatsbeweis

166 Satz
Seien R und S konjugierte Regelscharen und seien P,Q zwei Plexi mit P £ Q.

1. Gibt es Strahlen r € PN R und s € PN S, sowier € QN R und s' € QN S, so gilt:

L / /
P,Q inzidieren  gdw. r=71" oders=s".

2. Ist PN R =0 und gibt es Strahlen r € QN R und s € QN S, so gilt:

P,Q inzidieren  gdw. 7wE(r) =s.

3. Ist PNR=0und QN R =10, so gilt:

R

P, Q inzidieren  gdw. (773)71 omp : R = R ist eine Involution.

Beweis: Nach Korollar 76 geniigt es wegen P ¢ @ fiir die Implikationen ,,<* jeweils zu zeigen,

dass PNQ # 0.

1. Zu = Esist PNQ C L(rs)NL(r's') = L(rsr’'s), d.h. L(rsr's') enthilt einen Zyklus (da
P, @ nach Voraussetzung inzidieren). Wéare r # r/ und s # §', so lagen r 7’ und s s’ windschief
und L(r s’ s') enthielte gemaf Lemma 86 nur zwei Strahlen, was unmoglich ist, da Zyklen
stets mehr als zwei Strahlen enthalten. Die Implikation ,,<=* ist trivial, da r € P N Q oder
seEPNQ.

2. Zu ,=* Sei PN Q ein Zyklus. Wegen PN Q C PN L(r) und PN Q C PN L(s) folgt
PN L(r)=PNL(s) (denn wegen PN R =PNS = () sind auch PN L(r) und PN L(s)
Zyklen; beachte Satz 155), also 7f(r) = s € Q. Zu ,,<* Sei gemif Satz 164 t € P sodass
r st cozyklisch liegen. Dann liegt mit » und s auch ¢ in @), d.h. t € PN Q.

3. Zu ,=* Sei geméifs Voraussetzung Z := P N Q ein Zyklus. Mit P ist auch Z zu R disjunkt.
Sei z € Z eine Sekante von R geméaf Satz 158. Dann trifft z zwei distinkte Strahlen 1,79 € R
und zwei distinkte Strahlen si,sy € S (Satz 154). Da z Sekante von R ist, liegen r; zs;
cosimplizial fiir 4,5 € {1,2} (Satz 153.2). Es gilt L(r1 z5s1) # L(r1 2s2) denn die beiden
Plexi haben zwei Strahlen gemein (némlich 71 und z) und sind distinkt (da s; s2 windschief);
analog folgt L£(r1zs2) ¢ L(razs2) und L(razs2) % L(razs1), d.h. wir haben zwei Plexi
L(r1zs1) ~ L(ry 2z s2) der einen Art und zwei Plexi L(ry z s3) ~ L(re 2z s1) der anderen Art.
Wegen P +4 () konnen wir aus Symmetriegriinden o.E. annehmen, dass

L(r1zs1) % P L(rozsy) und L(rpzse) % Q & L(ryzs1)
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(andernfalls vertausche P, Q). Fur i € {1,2} inzidieren P, L(r; zs;) (denn sie sind ungleich-
artig und haben den Strahl z gemein). Geméf 2. (angewendet auf die Plexi P und L(r; z s;))
folgt 78(r;) = s;. Fiir 4,7 mit {i,7} = {1,2} folgt analog, dass Q, L(r; z s;) inzidieren und
mithin WS(TZ‘) = s;. Also gilt

()" (wp(r) = (7))~ (s1) =2 und  (nG)=1(rE(r2)) = (n5) " (s2) = 1.

Sei Z ein zu R quasiperspektiver Zyklus und z; := 7¥(r;) fiir i = 1,2. Dann gilt fiir 7 :=
nfo(ng)tonfo(nf)!
Z1 %9 ;rT Z29 21

und mit Korollar 140 folgt, dass 7 : Z — Z eine Involution ist. Daraus ergibt sich leicht, dass
auch (WS)_I ol : R — R eine Involution ist.
Zu ,<=": Seien 11,72 € R distinkte Strahen mit ((WS)_l omf)(r1) = ry und mithin ((7‘(‘5)_1 o
78)(re) = r1. Fiir s1 := 7&(r1) und s2 := w&(r2) gilt dann (WS)_l(sl) = ro und (7‘(‘5)_1(82) =
T, d.h.

QNL(re)=QNL(sy) und QNL(ry) =QNL(s2).

Sei z € QNL(ry r2) geméf Lemma 68. Dann ist z € QNL(r2) = QNL(s1) und z € QNL(ry) =
Q N L(s2), d.h. z trifft neben 1 und ry auch s; und so. Wegen Q N L(r1) = Q N L(s2) und
z € @ trifft jeder Strahl von @ N L(r1) auch so und z, d.h. es gilt QN L(r1) = QN L(r1 2 s2).
Es folgt

Q # L(r1 2 52) (I1.101)

(es liegen 11 z so cosimplizial, da s1,s9 € L(ry z) windschief liegen). Fiir ¢ = 1,2 sei nun
t; € P sodass r; s; t; cozyklisch liegen (existiert nach Satz 164). Dann trifft z mit r; und s;
auch t;. Es ist t; echte Tangente von R und von S (da QNS = Q N R = (), trifft also neben
r; keinen weiteren Strahl von R und neben s; keinen weiteren Strahl von S (Satz 153.3).
Insbesondere gilt t; # to und es liegen 1 s sowie tor; windschief. Es folgt L£(r1 z s2) o
L(r12t1) o L(t2z11), also L(r1 zs2) ~ L(t2 zt1) und mithin Q ¢ L(t2 zt1) gemék (I1.101).
Da nach Voraussetzung P « @, folgt P ~ L(t3 zt1) und mithin P = L(te 2 t1), da t1,t2 € P.
Insbesondere ist z € P, und somit z € PN Q. n

167 Metatheorem (Kategorizitit)

Das Aziomensystem S ist kategorisch.

Beweis: Die Existenz eines Modells (X*,%T*, 7*) von S wurde in Kapitel I gezeigt. Es folgt der
Beweis der Eindeutigkeitsaussage.

1. Seien zwei beliebige Modelle R := (X,%,7) und R’ := (X', %', T') von S gegeben. Seien
s1, 82,83 € X geméal Satz 147 drei paarweise windschiefe Strahlen und r1,79,73 € L(s1 $2 83)
drei distinkte Strahlen, sodass also R := L(s1s2s3) und S := L(r1rar3) konjugierte Re-
gelscharen bilden (Theorem 150). Seien analog s}, sh, s € X' drei paarweise windschiefe
Strahlen und r, 7%, 4 € L(s] sh s5) drei distinkte Strahlen, und seien R’ := L(s] s/, s4) und
S" = L(r}rhrh) die entsprechenden konjugierten Regelscharen. Wéhle jeweils mit Meta-
theorem 163 einen H p-H r-Isomorphismus ¢r : R — R’ und einen Hg-H g-Isomorphismus
s S — S mit

or(r;) =7, und @s(s;) =s;  firie {1,2,3}.

Wir werden ¢g und g zu einem T-%’-Isomorphismus ¢ : X — X’ fortsetzen. Geméf Theo-
rem 136 ist dann ¢ ein Isomorphismus zwischen den Strukturen R und R’
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2. Es bezeichne P die Menge der Plexi von R und P’ die Menge der Plexi von R’. Sei ~ eine
Aquivalenzrelation auf P U P’, mit der Eigenschaft dass

P~Q&P~rQfirPQeP und P ~Q & P ~p Q' fiir P,Q € P,

wobei ~g bzw. ~gs die Aquivalenzrelation der Gleichartigkeit von Plexi in R bzw. R’ bezeich-
net (es gibt offensichtlich genau zwei Aquivalenzrelation auf P U P’ mit dieser Eigenschaft).

Wir zeigen nun, dass durch

Pw— P epP . P ~PA PPOR =0 A 772::905077?0(%0}2)_17 falls PNR=10
IreR,seS:r,s€PApgr(r),es(s) € P/, sonst

eine Bijektion ® : P — P’ gegeben ist.

Zur Wohldefiniertheit: Sei P € P beliebig. Ist PN R = (), so ist psomE o (pr)~t: R — &
ein ‘H p-Hg-Isomorphismus und nach Satz 165 hat dieser in R’ von jeder Art genau einen
Projektionsplexus P’, d.h. es gibt genau einen zu R’ disjunkten Plexus P’ € P’ mit P’ ~ P
und 7711;3: = psomRo(pr)!. Ist hingegen PN R # (), so enthilt P genau einen Strahl 7 von R
und nach Satz 155 auch genau einen Strahl s von S und nach Satz 78 (und Definition von ~)
gibt es genau einen Plexus P’ € P’ mit P/ ~ P und ¢g(r),¢s(s) € P'. Also ist & : P — P’
eine wohldefinierte Abbildung. Per Definition gilt:

P~®(P) und PNR=0&®P)NR =1, VP e P. (11.102)

Zur Injektivitit: Seien Pj, Py € P beliebig und angenommen ®(P;) = ®(P2) =: P’. Dann gilt
Py ~ P ~ Py. Ist PPN R =, so gilt nach (I1.102) auch P, N R = P,N R = () und wir haben
psomp o (pr) T =7 = s om0 (pr)

Wegen der Bijektivitdt von ¢ und g folgt 71'1131 = 7rg2 und mithin P; = P> geméf Satz 165,
da P, ~ Py. Ist P"N R # (), so gilt fiir i € {1,2} auch PN R # 0, d.h. es gibt Strahlen
7i € Rund §; € S mit 74,8 € P, und pgr(7i), vs(8;) € P'; es folgt ¢r(71) = pr(r2) sowie
©vs(81) = @s(82) (da die Strahlen von R’ bzw. S’ nach Satz 148 paarweise windschief liegen),

mithin 7; = ry sowie §; = $9, und damit P, = P, da P; ~ P».

Zur Surjektivitiat: Sei P’ € P’ beliebig. Ist P’ N R’ = (), so haben wir einen Hpg-Hg-
lOTI'IIZOQOR : R — S in R und dieser hat nach Satz 165 einen zu P’ ,,gleich-
artigen* Projektionsplexus P, d.h. eines Plexus P € P mit P ~ P’ und wg = (@S)_10ﬂ§fo¢3.
Dann gilt offensichtlich ®(P) = P’. Ist P’"N R’ # (), so gibt es Strahlen ' € R’ und s’ € S’ mit
/.5 € P'. Sei P € P gemiR Satz 78 ein Plexus mit P ~ P' und (pr) (), (ps)~1(s') € P.
Dann gilt offensichtlich ®(P) = P'.

Isomorphismus (pg)~

3. Wir zeigen nun, dass fiir Plexi P,Q € P:
P,Q inzidieren  gdw. ®(P), ®(Q) inzidieren. (I1.103)

Im Fall P ~ @ gilt nach (I1.102) auch ®(P) ~ ®(Q), d.h. beide Seiten der Aquivalenz sind
falsch. Wir konnen also annehmen, dass P ¢ @ und mithin auch ®(P) «# &(Q) (wiederum
nach (I1.102)).

Fall PN R # 0 und Q N R # 0: Nach Satz 155 gilt dann auch PNS # ) und QN S # 0.
Es gibt also Strahlen 71,79 € R und §1, 82 € S mit 71,81 € P und 73, §9 € (). Mit Satz 166.1
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folgt

P, Q inzidieren gdw. 71 = 72 oder §; = 33

gdw. @r(71) = @r(F2) oder v5(s1) = ps(52)
gdw. ®(P), ®(Q) inzidieren.

Fall PONR =0 und QNR # P: Seir € QN R und sei s € QNS gemif Satz 155. Nach (I1.102)
gilt ®(P)N R’ = (), und wegen
psoTH = 7T§EP) C PR
folgt mit Satz 166.2:
P,Q inzidieren gdw. 78(r) = s
gdw. ¢ ( B(r) = ps(s)

gdw. 7 ) (Pr(r) = @s(s)
gdw. ( ), (Q) inzidieren.

)=
R(r

Der Fall PN R # () und @ N R = () folgt symmetrisch analog (vertausche P, Q).
Fall PN R = QN R = (): Dann gilt nach (I1.102) auch ®(P)N R = ®(Q) N R’ = () und wegen

pro(nh) " omfo(er) ™t = (pso (nh) o (pr) ) P opsomp o (pr) Tt = (mhig) Tt o Tl
folgt mit Satz 166.3:

Yor&: R = R ist Involution

gdw. ppo (WQ) YorBo(pr) ' : R — R’ ist Involution

P, Q inzidieren gdw. (7TQ)

gdw. (71'(1;2@)) Lo Wg(P) : ¥ — R’ ist Involution
gdw. ®(P), ®(Q) inzidieren.

. Wir zeigen nun, dass durch
rr ' VP eP(xeP =2 €dP))

eine wohldefinierte Abbildung ¢ : X — X’ gegeben ist.

Sei dazu x € X beliebig. Nach Satz 81 gibt es zwei distinkte gleichartige Plexi P, P, € P,
welche z enthalten. Dann sind ®(P;) und ®(Ps) distinkte gleichartige Plexi in R/, d.h. es gibt
einen Strahl 2’ € X’ mit ®(P;) N ®(P,) = {2'}. Es ist zu zeigen, dass fiir P € P beliebig:

r € P=1'edP).

Fall P ¢ Py und mithin P ¢ P: Fiir ¢ = 1,2 inzidieren dann P, P; (denn € P N P;) und
somit nach (I1.103) auch ®(P), ®(F;); wegen ®(Py) N ®(P,) = {2’} folgt 2’ € ®(P) gemaf
Satz 74.

Fall P ~ P; und somit P ~ Py: Seien @1, Q2 zwei distinkte Plexi, mit Q; o P und z € Q; fir
i = 1,2 (Satz 81). Dann gilt auch @Q; % P, und somit 2’ € ®(Q;) geméik dem soeben gezeigten
Fall. Ferner inzidieren P, @Q; (da xz € PN @Q;) und somit nach (I1.103) auch ®(P), ®(Q;). Mit
Satz 74 folgt 2/ € ®(P).
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5. Wir zeigen schlieRlich, dass ¢ : X — X’ ein T-T’-Isomorphismus ist. Zunéchst:
x€P & p(x) € (P), Vee X,PeP. (I1.104)

Die Implikation ,,= ist trivial. Zu ,<* Sei x ¢ P. Seien (Q1,Q2 zwei distinkte Plexi mit
Qi % P und z € Q; (Satz 81). Dann gilt @1 ~ @2 und mithin @; N Q2 = {z}. Nach
Satz 74 inzidiert dann einer der beiden Plexi ()1 oder Q2 nicht mit P, o.E. etwa Q. Es
sind also P, @1 ungleichartig und inzidieren nicht. Nach (II.102) und (I1.103) sind somit auch
®(P), ®(Q1) ungleichartig und inzidieren nicht, d.h. ®(P)N®(Q1) = 0. Wegen ¢(z) € (Q1)
folgt p(z) & ®(P).

Zur Injektivitét: Seien x,y € X zwei distinkte Strahlen. Sei P ein Plexus mit x € Pund y ¢ P
(existiert nach Satz 81 und Satz 78). Wegen (I1.104) folgt p(z) € ®(P) und ¢(y) & ®(P),
also insbesondere ¢(z) # ¢(y).

Zur Surjektivitét: Sei 2’ € X' beliebig. Seien Pj, Pj € P’ sodass P/ N Py = {2} (Satz 81).
Dann sind P; := ®~1(P/) und P, := ®~!(P}) zwei distinkte gleichartige Plexi, d.h. es gibt
einen Strahl x mit P N P, = {z}. Mit (11.104) folgt p(z) € ®(P) NP (P) = P[NPy = {z'},
also ¢(x) = o'

Zur Isomorphie: Fiir 2,y € X gilt nach Satz 63 und wegen (I1.104):
Try gdw. IPeP:x,y e P

gdw. dP € P: p(x),p(y) € ®(P)
gdw. IP' € P : o(x),p(y) € P

gdw. T o(x) (y). m
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Anhang

168 Satz (Basiskriterium)

Eine Menge M von Teilmengen einer Menge X ist Basis einer Topologie auf X, falls sie eine
Uberdeckung von X bildet und es zu je zwei A, B € M und jedem x € AN B ein C € M gibt

mit x € C und C C AN B.

Fiir den Beweis, siche Theorem 1X.1.12 in [16].

Ein angeordneter Korper ist ein Paar (IC, P), wobei K = (K, +,-,0,1) ein Korper ist und P ein

Positivititsbereich fiir K, d.h. eine Teilmenge P von K\0 mit folgenden Eigenschaften':

1. Fiir alle a € K\O liegt entweder a oder —a in P.
2. Fiir alle a,b € P liegen a +bund a- b in P.

Wie man leicht iiberpriift, wird dann auf K durch
a<b :gdw. (—a)+beP
eine strenge Totalordnung definiert. Ferner gilt offensichtlich stets
leP und damit acP=aleP
sowie fiir a,b,c € K:

a<b = a4+c<b+c und
a<b = a-c<b-c, fallsceP.

Ein angeordneter Korper ((K, +,+,0,1), P) ist vollstindig angeordnet, falls (beziiglich der durch

(A.1) gegebenen Ordnung) jede nichtleere nach oben beschréankte Teilmenge von P ein Supremum

in K besitzt.

169 Theorem

Je zwet vollstindig angeordnete Korper sind isomorph.

Beweis:

1. Sei zunéchst (K, P) ein beliebiger vollstandig angeordneter Korper, K = (K, +,+,0,1). Sei

N=({X; XCKANleXAVzeX :z+1€cX}

die ,kleinste induktive Teilmenge* von K. Wegen (A.2) ist P induktiv und damit

NCP

(A.3)

'"Hier und im Folgenden bezeichne —a das additive und (im Fall @ # 0) a~! das multiplikative Inverse fiir a € K.
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Insbesondere ist 0 ¢ N, woraus ersichtlich ist, dass (N,1,0) mit 0 : N - N.n — n+1
eine Peanostruktur ist. Per Induktion ergibt sich, dass IV unter Addition und Multiplikation
abgeschlossen ist, und dass

1<n sowie m<n = m+1<n, Vm,n € N, (A.4)

wobei < die durch (A.1) gegebene Ordnung auf K bezeichne und < die entsprechende schwa-
che Ordnung. Es besitzt IV keine obere Schranke in K, denn mit jeder oberen Schranke s wére
s + (—1) eine kleinere obere Schranke, d.h. N wére eine nichtleere nach oben beschrankte
Teilmenge von P ohne Supremum. Es folgt, dass jede nichtleere Teilmenge T von N ein
kleinstes Element besitzt, denn nach (A.4) wére sonst die Menge {m € N; Vn € T : m < n}
induktiv und damit eine Obermenge von N, was unméglich ist, da sie nach oben beschrinkt
ist. Also ist die Ordnung < wohlfundiert auf V.

Mit N ist auch die Menge
Q= {m-n_l; m,nGN}

abgeschlossen unter Addition und Multiplikation. Aus (A.3) und (A.2) folgt
NCQCP (A.5)
Wir zeigen, dass @ dicht in P liegt, d.h.
a<b=dgeQ :a<qg<hb, Ya,b € P. (A.6)

Nach Voraussetzung ist (—a) + b € P, also gemif (A.2) auch ((—a)+b)~! € P. Da N nach
oben unbeschriinkt ist, gibt es ein n € N mit ((—a)+b)~! < n und damit n=! < ((—a)+b).

Da N obendrein wohlfundiert ist, gibt es ein kleinstes m € N sodass a -n < m. Es folgt

einerseits a < m-n~!, wegen der Minimalitét von m andererseits m + (—1) < a-n (bzw. im

Fall m~+(—1) = 0 gilt dies trivialerweise) und damit m-n=! < a+n=! < a+((—a)+b) = b.
Also erfiillt ¢ :== m -n~! die Behauptung.

. Sei nun (K’, P’) ein beliebiger weiterer vollstindig angeordneter Korper. Da (IC, P) beliebig
gewéhlt war, gelten alle in 1. gezeigten Eigenschaften entsprechend auch fir (K', P’). Wir
iibernehmen die Bezeichnungen aus 1. fiir diesen Koérper mit Strich /; also +/, 1/, </, N/, etc.
Wir definieren nun zunéchst induktiv

m:N—=N, 1=1, n+1—=mn)+' 1.

Offensichtlich ist m; wohldefiniert (d.h. 7 [N ] C N’) und surjektiv. Fiir m,n € N ergibt sich
per Induktion {iber n:

mi(m~+n) =m(m)+ m(n) und m(m-n)=m(m) m(n), (A.7)
sowie wegen (A.4):
m<n = m(m)< m(n). (A.8)
Letzteres impliziert insbesondere die Injektivitdt und damit Bijektivitdt von 7.

. Wegen
m-nt=k-1"' & m-l=k-n, vYm,n,k,l € N

und einer entsprechenden Aquivalenz in N’, gibt es nach (A.7) eine wohldefinierte Abbildung

Q= Q mit m(m-n"t)=m(m) m(n)7, Ym,n € N.
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Mit 7y ist auch o surjektiv. Wegen
m-nl<k-I7'  m-l<k-n, Ym,n,k,l € N
und einer entsprechenden Aquivalenz in N, folgt aus (A.8):
r<s = mr)< m(s), Vr,s € Q. (A.9)
Wie fiir 7; ergibt sich daraus die Bijektivitdt von ma. Aus (A.7) folgt ferner

mo(r 4+ 8) = mo(r) + ma(s) und mwa(r-s) = ma(r) - ma(s), Vr,s € Q. (A.10)

. Da N in K keine obere Schranke besitzt, gibt es zu jedem a € P ein n € N mit a,a”! < n
und damit n~! < @ < n, d.h. die Menge

Qa:=1{0€Q; ¢<a}

ist nicht leer und hat eine obere Schranke in ). Demnach ist m2[Q,]| eine nichtleere nach
oben beschriankte Teilmenge von P’ (beachte (A.9) und (A.5)), besitzt also ein Supremum in
K'. Wir haben somit eine wohldefinierte Abbildung

m3: P— P, awsupm|[Qa].

Analog folgt, dass fiir ' € P’ die Menge 7, '[{¢’ € Q"; ¢’ <’ a'}] eine nichtleere nach oben
beschriinkte Teilmenge von @ ist (beachte ' <’ s’ = 75 () < my *(s) fiir v/, s € Q', nach
(A.9) und da 7y bijektiv) und somit ein Supremum a € P in K besitzt. Wir zeigen m3(a) = o/,
womit dann die Surjektivitdt von 73 gezeigt ist. Zunéchst:

!/

Jd<'d & 7r2_1(q') < a, Vg € Q.

Zu = Gelte ¢ <’ @’. Da Q' dicht in P’ liegt, gibt es ein ¢” € Q' mit ¢/ <’ ¢" <’ o
und mithin 75 '(¢/) < 75 (¢") < sup {7‘(‘2_1((]”); " €eQ NG < a’} = a. Zu < Es gelte
a’ <" ¢. Dann gilt 772_1((]”) < 7r2_1(q’) fiir alle ¢ € Q" mit ¢’ <’ @/, d.h. 7r2_1(q’) ist obere
Schranke der Menge 7, '[{¢" € Q'; ¢ < da'}], mithin a < 7, '(¢). Damit ergibt sich die
Behauptung:

m3(a) = sup m2[Qq]
=sup{m(q); € QNgqg<a}
= sup {q’ €@ (d) < a}
=sup{d €Q'; ¢ < d'}

/
= a

(die letzte Gleichheit benutzt wiederum, dass @’ dicht in P’ liegt). Also ist 73 surjektiv.

Es gilt
a<b = mw3(a) <ms(b), Va,b € P, (A.11)

denn da @ dicht in P liegt, gibt es ¢1,q2 € Q mit a < ¢1 < g2 < b und damit supm2[Q,| <’
mo(q1) < ma(q2) <’ supma[Qyp]. Wie fiir m; ergibt sich hieraus die Bijektivitat von 7.

Wir zeigen nun

m3(a +b) = w3(a) +' 73(b) und mw3(a-b) = w3(a) < w3(b), Va,b e P. (A.12)
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Wir fiihren den Beweis fiir die Addition, der Beweis fiir die Multiplikation kann parallel
gelesen werden. Sei zunichst ¢ € Qa4 beliebig. Da dann g + (—b) < a (beachte b= € P
beim Beweis fiir die Multiplikation), gibt es ein ¢, € @ sodass ¢ + (—b) < ¢, < a. Dann ist
Ga € Qg und g+ (—qq) < b. Sei ¢ € Q mit ¢+ (—qs) < ¢ < b. Dann ist ¢, € @ und es gilt
q < qq + gp- Mit (A.9) und (A.10) folgt

m2(q) < m2(qa + @) = m2(da) +' m2(as) <’ 73(a) +' 73(b).
Da g € Qq+p beliebig war, ist damit
m3(a +b) <" m3(a) +' 7w3(b)

gezeigt. Seien nun ¢, € @, und g5 € Qp beliebig. Dann ist g, + ¢ € Qu4» und damit
m2(¢a) + m2(qp) = m2(da + @) <" m3(a + b) gemék (A.10). Da go € Qq beliebig war, folgt
m3(a) +' ma(q) <" m3(a + b). Da auch g, € Q) beliebig war, folgt

m3(a) +' 73(b) <’ mw3(a +b).

. Wir zeigen nun, dass die Abbildung

m3(a), falls a € P,
T K=K, a—<0, falls a = 0,

—'m3(—a)  sonst,

ein Korperisomorphismus K — K’ ist, womit dann das Theorem gezeigt ist. Die Bijektivitit
von 7 ergibt sich aus derjenigen von 73. Per Definition gilt 7(0) = 0’ und man erkennt auch
leicht 7(1) = m3(1) = m2(1) = m1(1) = 1’. Wir zeigen

n(a+b) = 7(a) + 7 (b), Va,be K

durch Fallunterscheidung: Im Fall a,b € P folgt dies aus (A.12), die Félle a = 0 oder b = 0
oder a4+ b = 0 sind trivial. Sei also 0.E. —a € P und a+b # 0 angenommen. Im Fall —b € P
ist dann —(a + b) = (—a) 4+ (—b) € P und es folgt

7(a+) = —"ma(—(a + b)) = (~'ma(—a)) + (~"na(—b) = w(a) + 7(0).
Im Fall b€ Pund a + b € P gilt
7(a+b) = (='m3(—a)) +' m3(—a) +' 73(a + b) = 7(a) +' 73((—a) + a +b) = w(a) +' 7(b).
Im Fall b € P und —(a + b) € P schlieklich gilt
m(a+b) = (='m3(—(a+b)))+'(—"m3(b))+'7m3(b) = (—'(73(—(a+b)+b)))+ 7 (b) = 7(a)+'m(b).

Es bleibt zu zeigen:
m(a-b) = m(a) m(b), Va,b e K.

Auch hier kénnen wir o.E. —a € P und b # 0 annehmen. Im Fall —b € P ist a+b =
(—a) - (—b) € P und es folgt

m(a-b) = m3((—a) - (=b)) = m3(—a) " m3(=b) = (='n(a)) ' (='7(b)) = 7(a) <" 7(b).
Im Fall b€ Pist —(a-b) = (—a)-b € P und es folgt

m(a-b) = ='m3((—a) - b)) = —'(ms(—a)  73(b)) = 7(a) - w(b).
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