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UBUNG 10

Abgabe der Bearbeitungen am Freitag, den 10. Dezember bis 10 Uhr

Es folgt zunéchst eine Wiederholung einer Anwendung des Induktionsprinzips:

Satz 0.1 (Induktionsprinzip). Fir jede natiirliche Zahl n sei P(n) eine Aussage.
Wenn

(1) P(1) wahr ist, und

(2) ¥n € N: P(n) = P(n+ 1) auch wahr ist,

dann gilt P(n) fir alle natirlichen Zahlen n, d.h. ¥Yn € N ist P(n) wahr.
Behauptung 0.1. [Summenformel] Fir alle natirlichen Zahlen n wird definiert

n(n+1
P(n):1+2+3+4+...+(n_1)+n:(2>'

Dann ist P(n) fir alle natirlichen Zahlen eine wahre Aussage.

Beweis 0.1. Flir fiihren den Beweis durch Induktion (iber die natirlichen Zahlen).
Sei dafiir fir alle natirlichen Zahlen die obige Aussage P(n) definiert. Wir wollen den obigen
Satz anwenden.

(i) Induktionsanfang: Wir iberprifen P(1), d.h. die Giltigkeit der Gleichung 1 = 2 =

w. Offensichtlich ist dies eine wahre Aussage, also gilt P(1).

(ii) Induktionsannahme: Sei n eine natirliche Zahl und es gelte P(n), also

P(n):1+2+...+(n—1)+n:n(n;_1).

(i1i) Induktionsschluss: Wir missen nun die Giltigkeit von P(n + 1) nachweisen, d.h.
zu zeigen 1st:

Pn+1):142+...+(n—1)+n+(n+1) = (n+1)((n+1)+1)  (n+1)(n+2)

2 B 2
Es folgt mit Hilfe der Induktionsannahme (Prdmisse von (2))
‘ ( / _ n(n+1)
Pn+1):1+4+2+...+n—1)+n+n+1) _= T+n+1,
Annahme
also gilt
1 1 2 1
Pn+1):14+24+... +n+(n+1)= n(n;)+n+1 = n(n; ) + (n; ),

also gilt

Pn+1):14+2+... +n+(n+1)—”(”+1);2(n+1) _ (n+1)2(n+2).

Nach dem Satz diber das Induktionsprinzip folgt damit zusammen mit dem Induktionsanfang
die Behauptung, d.h. die Giltigkeit der Aussage P(n) fir alle natirlichen Zahlen.
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AUFGABE 1
Man beweise die Summenformel fiir ungerade natiirliche Zahlen.
Fiir alle natiirlichen Zahlen wird eine Aussage

Pn):1+3+5+... +(2n—1) =n?

definiert.
Man zeige durch Anwendung des Induktionsprinzips, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n die
Aussage P(n) wahr ist.

AUFGABE 2
Man beweise

a) durch Anwendung des Induktionsprinzips (minweis: a |bralec=alb+e),
b) durch Anwendung von Teilbarkeitsregeln (ainweis: 4a% — a = a- (2a — 1)(2a + 1)),

dass fiir alle n € Ny der Term 4n3 — n durch 3 teilbar ist.

AUFGABE 3
Man beweise durch Anwendung des Induktionsprinzips, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > 3
die Ungleichung n? — 2n — 1 > 0 gilt.

AUFGABE 4

Sei eine Menge A gegeben durch A := {1,2,3,4,5,6}.

a) Man zeige, dass die Relation R gegeben durch
R:={(1,1),(1,5),(2,2),(2,3),(2,6),(3,2),(3,3), (3,6), (4,4), (5,1), (5,5), (6,2), (6,3), (6,6)}
eine Aquivalenzrelation auf A ist und gebe die verschiedenen Aquivalenzklassen an.

b) Nun seien verschiedene Aquivalenzklassen {1,4,5},{2,6},{3} bzgl. einer gesuchten Aqui-
valenzrelation R auf A gegeben. Man bestimme nun R.

AUFGABE 5
Wir definieren eine weitere Eigenschaft von Relationen:
Eine Relation R auf einer Menge M heifst antisymmetrisch, wenn gilt

Va,be M : (a,b) e RA(b,a) e R=a=0b
oder wieder in der iiblichen Schreibkonvention

Ya,b e M : aRbANbRa = a =50

a) Ignor Mynus argumentiert: ,Die Relation ,teilt” ist antisymmetrisch auf Z, denn fiir alle
ganzen Zahlen a,b folgt aus a | b und b | a stets a = b.“ Hat Ignor seine Argumentation
eine Liicke?



Europa-Universitédt Flensburg - HeSe 21/22 ALGEBRA I UND IHRE DIDAKTIK Pror. Dr. H. LORENZEN

b) Man gebe auf der Menge A := {n € N| 1 < n < 100} eine (nichtleere) antisymmetrische
Relation an.

¢) Man untersuche folgende Relationen auf Z auf Antisymmetrie.
i) S={(z,y) |2,y z y=1}

i) T={(z,y) |,y €Z, - y=-1}
iit) U :={(z,y) | v,y €Z, x -y = 4}



