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Aufgabe 27: (2+4+4 Punkte)
(Kriterium fir vollstindige Steuerbarkeit nichtautonomer linearer Steuerprozesse)

Gegeben sei der nichtautonome Steuerprozess
(L) t=Alt)x+ Bt)u, t>1.

Die (n x n)-Matrix A(t) sei (k — 1)—mal differenzierbar und die (n x m)-Matrix B(t) sei
(k —2)-mal differenzierbar fiir ¢t > t, mit & > 2. Induktiv werden (n x m)-Matrizen M;(t)
definiert durch M,y(t) = B(t) und

M (t) = —A@)M;(t) + M;(t), 5=0,1,....k—2.
(a) Fiir eine Fundamentallosung ¢(t) von & = A(t) z zeige man induktiv

d7

i (o()'B@)) = ¢ ()M;(t), j=0,....k—1.

(b) Zeigen Sie: Wenn es eine Zahl k > 2 gibt, so dass fiir alle t; > ¢ ein t € [to,t1)
existiert mit
rang [Mo(t), Ml(t), ceey Mk_1<t)} =n,

dann ist (L) vollstindig steuerbar. Welches Kriterium erhilt man hieraus fiir auto-
nome Systeme?

(¢) Priifen Sie nach, dass das System
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vollstdndig steuerbar in ¢y = 0 ist.
Hinweis: Benutzen Sie (b) und berechnen Sie AM;(0), j=0,1,2,3.

Aufgabe 28: (5 Punkte)
Gegeben sei der skalare lineare Steuerprozess
t4+ar = u(t) , z(0) =z, (a€R),
lu(t)] < ¢ , 0<t<T, (¢>0).

(a) Bestimmen Sie fiir @ > 0 und a < 0 alle nach Null steuerbaren (d.h. z(T") = 0)
Anfangszustinde x .

(b) Berechnen Sie die zeitoptimale Steuerung mit x(7") = 0 und die zugehorige optimale
Endzeit T'.



Aufgabe 29: (4 Punkte)
Der lineare Steuerprozess
&= A(t)xr + B(t)u

sei normal. Zeigen Sie, dass jede zeitoptimale Steuerung mit

z(0) = zo, =(T)=ux,
u(t) € U. = [-1,1]™, 0<t<T,

eindeutig bestimmt ist.
Hinweis: Beweis indirekt: Betrachten Sie eine Konvexkombination zeitoptimaler Steuerun-
gen.

Aufgabe 30: (4 Punkte)

Man betrachte ein erdélexportierendes Land, dessen Olreserven mit x bezeichnet werden.
Ferner bezeichne y das investierte Kapital, also etwa die Anzahl der Bohrtiirme. Jeder
Bohrturm fordert pro Zeiteinheit ¢ Barrel Rohol. Das Kapital kann mit der Maximalrate
b > 0 gekauft bzw. mit der Maximalrate a > 0 verkauft werden. Ziel des Landes ist es,
die Erdéllager moglichst rasch auszubeuten, wobei am Ende kein Produktivkapital mehr
vorhanden sein soll. Das Modell lautet also:

Minimiere die Endzeit T unter

T o= —cy, y=u,
z(0) = 20>0, y(0)=y» >0, =z(T)=y(T)=0,
—a < wu(t) < b.

Diskutieren Sie die Struktur der optimalen Steuerung, indem Sie das Modell auf das
Beispiel der zeitoptimalen Steuerung eines Wagens zuriickfiihren, und berechnen Sie die
optimale Endzeit 7™ in Abhingigkeit vom Schaltpunkt ¢, . Fiir welche Anfangsbedingung
(20, yo) ist die (sinnvolle) Forderung z(t) > 0 verletzt? Existiert eine optimale Steuerung
fiir diese Anfangsbedingungen, wenn z(¢) >0, 0 <t < T, gefordert wird?



