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Aufgabe 4 (Finite Differenzen Methode: Matlab)
Wir betrachten wie in Aufgabe 3 die Poisson-Gleichung auf dem Ein-
heitsquadrat. Wir definieren

ui,j := u(xi, yj).

Für alle inneren Punkte verwenden wir in dieser Aufgabe die folgende
Approximation des Laplace-Operators:

∆hui,j =
1

6h2
(20ui,j − 4(ui+1,j − ui−1,j − ui,j+1 − ui,j−1)

− ui−1,j−1 − ui−1,j+1 − ui+1,j−1 − ui+1,j+1).

Siehe Abbildung auf der rechten Seite.
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Für diesen Differnzenstern kann man folgende Gleichung zeigen:

∆u(x, y) = ∆hu(x, y)− h2

12
∆f(x, y) +O(h4).

(i) Welche Konvergenzordnung erwarten Sie unter Verwendung dieses Differenzensterns?

(ii) Modifizieren Sie das Programm FDM_Dirichlet, sodass

• der oben gegebene Differenzenstern verwendet wird.

• inhomogene Dirichletdaten uD 6≡ 0 berücksichtigt werden.

(iii) Testen Sie ihre Funktion

• am Beispiel von Aufgabe 1. Welche Konvergenzordnung erhalten Sie?

• am Beispiel

∆u(x, y) = 0 in Ω

u(x, y) = cosh(x) cos(y) auf Γ.

Welche Konvergenzordnung erhalten Sie?

Aufgabe 5 (Energie-Funktional/Friedrichsungleichung)

Zeigen Sie:

(i) Sei Ω ⊂ R2, u ∈ H1(Ω) und f ∈ L2(Ω). Dann ist das Energie-Funktional

I(u) :=

∫
Ω

1

2
|∇u(x)|2 − f(x)u(x) dx

beschränkt.

(ii) Sei (a, b) ⊂ R und u ∈ X := {f ∈ H1(a, b) : f(a) = 0}. Dann gilt die Friedrichs-Gleichung

‖u‖L2(a,b) ≤
1

2
(b− a)‖u′‖L2(a,b).



Aufgabe 6 (Finite Elemente Methode)

Bei der Finiten Elemente Methode (FEM) wird das Gebiet
Ω ⊂ R2 mit einer Triangulierung Th diskretisiert. Für

T := conv{P1, P2, P3} ∈ Th,

definieren wir die affine Abbildung QT , die das Referenz-
element auf das Dreieck T abbildet, durch

QT : T̂ → T

mit QT (0, 0) = P1, QT (1, 0) = P2 und QT (0, 1) = P3 (die
Abbildung QT ist dadurch eindeutig bestimmt).
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Außerdem definieren wir die Basis-Funktionen ϕ̂i auf dem Referenzelement T̂ durch

ϕ̂1(η, ξ) := 1− ξ − η
ϕ̂2(η, ξ) := ξ

ϕ̂3(η, ξ) := η

und die Basisfunktionen ϕi auf dem Dreieck T durch ϕi := (ϕ̂i ◦Q−1
T ) (i = 1, 2, 3). Es gilt also ϕi(Pj) = δij .

Berechnen Sie die folgenden Einträge für i, j = 1, 2, 3:

(i)

∫
T

ϕi(x, y)ϕj(x, y) d(x, y)

(ii)

∫
T

∇ϕi(x, y)T∇ϕj(x, y) d(x, y)

(iii)

∫
T

∂

∂x
ϕi(x, y)d(x, y) und

∫
T

∂

∂y
ϕi(x, y)d(x, y)

(iv)

∫
T

ϕi(x, y)d(x, y)

Sie können in dieser Aufgabe die Integrale entweder direkt berechnen oder die Transformation auf das Referenzelement
verwenden (siehe Vorlesung).


