Vorlesungsskript

Physikalische Elektronik und
Messtechnik
Bachelor Physik

Othmar Marti und Alfred Plettl
Institut fiir Experimentelle Physik
Universitat Ulm

veroffentlicht unter L‘ﬁ: Lizenzinformationen

1. Februar 2021



http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/\ 




Inhaltsverzeichnis

1. Einleitung 11
2. Mathematische Grundlagen 13
2.1. Darstellung von elektronischen Messsystemen: Blockschemata . . . 13
2.1.1. Symbole fiir Blockschemata . . . . ... .. ... ... ... 13
2.1.2. Rechnen mit Blockschemata . . . . .. ... ... ... ... 16
2.1.2.1. Kaskadierung (Reihenschaltung) von Blocken . . . 16

2.1.2.2. Kommutativgesetz fiir die Kaskadierung . . . . . . 16

2.1.2.3. Transformationen . . . . . . . .. .. ... ..... 17

2.2. Darstellung von elektronischen Messsystemen: Signalflussdiagramme 18
2.2.1. Grundlagen . . . .. ..o 19
2.2.2. Begriffe aus der Theorie der Signalflussdiagramme . . . . . . 21
2.2.3. Allgemeine Formel fir Signalflussdiagramme . . . . . . . .. 22

2.3. Ubertragungsfunktionen . . . .. . ... ... ... ... ...... 25
2.4. Kontinuierliche und diskrete Signale . . . . . . . .. ... ... ... 28
24.1. Signale . . . . ..o 28
2.4.1.1. Periodische Signale . . . . . ... ... ... .... 28

2.4.1.2. FEinmalige Signale, Einschalt- und Ausschaltvorginge 28

2.4.1.3. Diskrete Signale . . .. ... ... ... ... .. 29

2.4.1.4. Digitale Signale . . . . . . ... ... 29

2.4.2. Fourier-Transformationen . . . . . . .. .. ... ... ... 29
2.4.2.1. Fouriertransformation und Faltung . . . . . . . .. 34

2.4.2.2. Fouriertransformation und Diracsche Deltafunktion 36

2.4.2.3. Wiener-Khintchine-Relationen . . . . . . . . .. .. 37

2.4.3. Laplace-Transformationen . . . . . . . ... ... ... ... 39
2.4.4. z-Transformationen . . . . . . . . . ... ... ... ... 41
2.4.4.1. Rechenregeln fir die z-Transformation . . . . . . . 42

2.4.4.2. z-Transformation und Laplace-Transformation . . . 44

2.4.4.3. Ricktransformation . . ... ... ... ... ... 44

2.4.5. Anwendung der Transformationen auf Einschaltvorgdnge . . 46
2.4.6. Digitale Signale . . . . ... ... o o 50
2.4.6.1. Logische Verkntipfungen . . . . . .. ... ... .. 51

2.4.6.2. Boolesche Algebra, Schaltalgebra . . . . .. .. .. 55

2.4.6.3. Karnaugh-Diagramme . . . .. . ... ... .... 59

2.5. Vierpole und Vierpoltheorie . . . . . . ... .. ... .. ...... 61
2.5.1. Zusammenschaltung von Vierpolen . . . . . ... ... ... 62
2.5.2. Ubertragungsfunktion eines Vierpols . . . . ... ... ... 65
2.5.3. Ersatzstrukturen fiir Vierpole . . . . . ... ... ... ... 67

2.6. Filter . . . . . . . 69
2.6.1. Analogfilter . . . . . ... ... 69

2.6.1.1. Butterworth-Tiefpasse . . . . . .. ... ... ... 70



Inhaltsverzeichnis 4

2.6.1.2. Tschebyscheff-Tiefpasse . . . .. .. .. ... ... 71

2.6.1.3. Besseltiefpasse . . . .. ... .. ... ... ... 73

2.6.1.4. Tiefpass-Hochpass-Transformation . . . .. .. .. 73

2.6.1.5. Tiefpass-Bandpass-Transformation . . . . .. ... 74

2.6.1.6. Tiefpass-Bandsperren-Transformation . . . .. .. 75

2.6.1.7. Allpésse . . . . . . .. 75

2.6.2. Digitalfilter . . . . . ... L 76
2.6.2.1. Abtastung . . . . . .. ... 76

2.6.2.2. Bausteine fiir digitale Filter . . . . . .. .. .. .. 78

2.6.2.3. Grundstrukturen digitaler Filter . . . . .. .. .. 82

2.6.24. FIR-Filter . . . . . . . ... ... . 85

2.6.2.5. IIR-Filter . . . . .. ... ... ... ... ..... 91

2.7. Modulationstheorie . . . . . . ... ..o oo 96
2.8. Rauschen . . . .. .. ... 98
2.8.1. Widerstandsrauschen . . . . . . .. .. ... 98
2.8.2.  Weitere Rauschquellen . . . . ... .. ... .. ... .. .. 104
2.8.2.1. Schroteffekt . . . . . . ... ... L L. 104

2.8.2.2.  Generations-Rekombinationsrauschen . . . . . . . . 104

2.8.2.3. Flickerrauschen und 1/f-Rauschen. . . . . . . . .. 104

2.8.3. Einfluss von Filtern auf das Rauschen . . . . . . . . .. . .. 105

2.9. Digitale Signalprozessoren (DSP) . . ... ... ... ... ..... 106
2.9.1. Klassische Rechner . . . . .. ... ... ... ... ... 107
2.9.2. Digitale Signalprozessoren . . . . .. ... ... ... ... 108

3. Bauelemente und Schaltungstechnik 115
3.1. Halbleiter-Grundlagen . . . . . . ... ... . ... ... .. ... 115
3.1.1. Grundlagen . . . .. ..o 115
3.1.2. Intrinsischer Halbleiter . . . . . .. .. ... ... ... ... 120
3.1.3. Dotierung von Halbleitern . . . . . .. ... ... ... ... 124
3.1.4. Ladungstriagerdichten im dotierten Halbleiter . . . . . . .. 126
3.1.5. Leitfahigkeit, Dotierkonzentration und Temperatur . . . . . 128
3.1.6. Rekombinationsprozesse und Ladungstragertransport . . . . 130

3.2. Phéanomene elektrischer Kontakte . . . . . .. ... ... ... ... 134
3.2.1. Grundlagen . . . .. ... 134
3.2.2. pn-Uberginge . . . . .. ... ... ... ... 135
3.2.3. Vorgespannte p-n-Uberginge — gleichrichtende Dioden . . 138
3.2.4. Hetero-Uberginge . . . . ... ... ... . ... . ... 144
3.2.5. Metall-Halbleiter-Kontakte . . . . ... ... ... .. ... 148
3.2.6. Metall-Isolator-Halbleiterkontakte (MIS— und MOS-Dioden) 152

3.3. Wichtige Halbleiter-Bauelemente (Aufbau, Funktion, Technologie) . 159
3.3.1. Ladungsgekoppelte Bauelemente (CCD) . . ... ... ... 159
3.3.2. Feldeffekt—Transistoren (Unipolare Transistoren) . . . . . . . 165
3.3.3.  CMOS-Technologie und Halbleiter-Speicher . . . . . . . .. 172
3.3.4. olare Transistoren (BJT) . . .. .. ... .. ... ... ... 180
3.3.5. Einige Optoelektronische Bauelemente . . . ... ... ... 186
3.3.5.1. Halbleiter-Fotodetektoren . . . . . . .. ... ... 187

3.3.5.2. Halbleiter—Strahlungsquellen . . . . . ... .. .. 188

3.3.6. Ausblick . . . . ... 191

©2002-2020 Ulm University, Othmar Marti ) Bl



5 Inhaltsverzeichnis
3.4. Grundschaltungen . . . . . . . . ..o 192
3.4.1. Lineare passive Bauelemente . . . . . . .. ... .. ... .. 192
3.4.1.1. Theoreme von Thévenin und Norton . . .. .. .. 193

342, Dioden . . . . . .. 195
3.4.3. Bipolartransistoren . . . . . ... ... oL 199
3.4.4. Feldeffekttransistoren . . . . . . . . ... 212
3.4.5. Einige Grundschaltungen mit Transistoren . . . . . . . . .. 216

3.5. Operationsverstarker . . . . . . .. ... L. 220
3.5.1. Grundlagen, Grundtypen, Riickkopplung . . . . . . ... .. 220
3.5.2. Standard-Operationsverstéarker (VV-OPV). . . ... .. .. 223
3.5.3. Transkonduktanz—Verstérker (VC-OPV) . . . .. .. .. .. 228

4. Sensoren und Messverfahren 229
4.1. Basismessverfahren . . . . . . . . ..o 229
4.1.1. Strom . ... 229
4.1.2. Spannung . . . . ... . e e e 234
4.1.3. Wechselstrom und Wechselspannung . . . . . .. .. .. .. 237
4.1.4. Ladung . . . .. .. . 248
4.1.5. Widerstand . . . . . ... oo oo 252
4.1.6. Messungvon Lund C . . . ... .. ... ... ... 260
4.1.7. Brickenschaltungen . . . . . . .. ... ..., 263
4.1.8. Wandlerschaltungen . . . .. ... ... ... ... ... 271
4.1.8.1. Digital/Analog-Wandler . . . .. ... ... .... 271

4.1.8.2. Analog/Digital-Wandler . . . .. ... ... .... 283

4.1.9. Lock-In Verstiarker am Beispiel des AD630 Chips . . . . . . 292

4.2. Messung weiterer physikalischer Grossen . . . . . ... .. ... .. 295
4.2.1. Frequenzmessung . . . . . . . . . .. ..o 295
4.2.1.1. Quarzbasierte Messung . . . . . . . . ... .. ... 299

4212, PLL . .. ... 302

4.2.1.3. Weitere Moglichkeiten der Zeitmessung . . . . . . . 305

4.2.2. Magnetfelder . . . .. ... ... o 305
4.2.2.1. Kernsondenmagnetometer . . . . . ... ... ... 305

4222, Flux-Gates . . . .. ... .. ... L. 310

4.2.2.3. Hall-Effekt . . .. ... ... ... . 316

4.2.2.4. Feldplatten, Gauss-Effekt . . . .. ... ... ... 318

4.2.2.5. Magnetoresistiver Effekt . . . .. ... .00 320

4.2.2.6. Josephson-Effekt . . . .. ... ... ... ... .. 322

4.2.3. Dielektrische Funktion . . . . .. .. .. ... ... ... .. 323
4.2.4. Temperaturmessungen . . . . . . . . . .. ... 325
4.2.4.1. Thermowiderstand . . . . . . . .. ... ... ... 325

4.2.4.2. Temperaturabhéngigkeit von Halbleiteriibergéngen 327

4.2.4.3. Thermoelektrischer Effekt . . . . .. .. ... ... 333

4.2.4.4. Pyroelektrischer Effekt . . . . . ... ... 333

4.25. Licht . . . .. . 334
4.2.5.1. Fotozelle und Fotovervielfacher . . . . . . ... .. 335

4.2.5.2. Fotowiderstand . . . . ... ..o 336

4.2.5.3. Photodiode . . . . .. ... .. oL 338

4.2.5.4. Phototransistor . . . . . ... .. Lo 340

©2002-2020 Ulm University, Othmar Marti [ Bl )



Inhaltsverzeichnis 6

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

Leitungen . . . . . . . . . L 342
4.3.1. Leitungsgleichungen . . . . . .. ... .. ... .. .. ... 342
4.3.1.1. Fortschreitende, gedampfte Wellen . . . . . . . .. 344
4.3.1.2.  Welle auf endlichem Leitungsstiick, reflektierte Welle345
4.3.1.3. Anwendung der Leitungsgleichungen . . . . . . .. 346
4.3.1.4. Kurzgeschlossene Leitung . . . . . ... ... ... 347
4.3.1.5. Offene Leitung . . . . . . .. ... ... ... ... 349
4.3.2. Elektrische Leitungen bei hohen Frequenzen . . . . .. . .. 356
4.3.3. Optische Leitungen . . . . . . .. ... ... ... ... ... 362
4.3.3.1.  Verlustmechanismen in Wellenleitern . . . . . . .. 362
4.3.3.2. Typen von optischen Wellenleitern . . . . . . . .. 364
4.3.3.3. Bragg-Gitter und Bragg-Sensoren . . . . . . . . .. 372
Messungen kleiner Pegel . . . . . . . .. ... o000, 382
4.4.1. Testfelder . . . . . . . . . ... 382
4.4.2. Spannungen . . . . . ... u e e e 387
4.4.3. Strome . . . ... 389
4.4.4. Techniken zur Verhinderung von Fehlmessungen . . . . . . . 391
4.4.4.1. Einfluss von Schirmungen . . . ... ... ... .. 391
4.4.4.2. Thermospannungen . . . . . . .. .. .. ... ... 392
4.4.4.3. Storungen in Netzteilen . . . . . ... . ... ... 392
4.4.4.4. Fehler durch falschen Anschluss der Messkabel . . . 393
4.4.4.5. Einflusses von zeitabhangigen Magnetfeldern . . . . 393
4.4.4.6. Erdschleifen und ihre Verhinderung . . . . . . . . . 394
4.4.4.7. Kapazitive Fehler in geschirmten Kabeln . . . . . . 394
4.4.4.8. Kapazitiv belastete Stromquelle . . . . . . . . . .. 395
4.4.4.9. Triboelektrische Effekte in abgeschirmten Kabeln . 396
4.4.4.10. Leckstrome an Oberflichen, ’Guard’-Ringen . . . . 396
4.4.4.11. Spektrum der Storsignale . . . . .. .. ... ... 397
Lichtquellen fiir optische Messverfahren . . . . . . . . ... ... .. 399
4.5.1. Grundlagen der Lasertechnik . . . . . ... ... .. ... .. 399
4.5.1.1. Schwellwertbedingung . . . . ... ... ... ... 400
4.5.1.2. Die Bilanzgleichungen . . .. .. .. .. ... ... 402
4.5.1.3. Optische Resonatoren . . . .. ... ... ..... 403
4.5.1.4. Fourieroptik . . . . . . ... ..o 405
4.5.2. Kurzzeitlaser . . . . . . .. ... L 413
4.52.1. psLaser . . ... ... ... ... ... 417
4.5.2.2. fs-Laser . . . ... ... ... 423
4.5.2.3. Sattigbare Bragg-Spiegel: MQW-Schichten . . . . . 427
Optische Messverfahren . . . . . . . . . .. ... ... ... ..... 428
4.6.1. Absorptionsmessung . . . . . . ... ... 428
4.6.2. Reflexionsmessung . . . . . . .. ... ... ... .. ..., 431
4.6.3. Polarisationsmessung . . . . . . . ... ... 431
4.6.4. Spektrometer und Polychromatoren . . . . . . . ... .. .. 432
4.6.4.1. Prismenspektrometer . . . . . . ... ... .. 432
4.6.4.2. Gitterspektrometer . . . . . ... ... ... 435
4.6.4.3. Fabri-Perot-Spektrometer . . . . . ... ... ... 437
4.6.5. Optische Messverfahren fiir kurze Zeiten . . . . . . ... .. 438
Elektrooptische Messverfahren fiir kurze Zeiten . . . . . .. .. .. 442

©2002-2020 Ulm University, Othmar Marti



Inhaltsverzeichnis

4.8. Elektrische Messverfahren fiir kurze Zeiten . . . . . . . . .. .. .. 443
4.9. Elektrische Spektralanalyse und Netzwerkanalyse . . . . .. .. .. 446
4.10. Feldemissionsmikroskopie, Feldionenmikroskopie . . . . . . . .. .. 457
4.10.1. Feldemissionsmikroskop . . . . . .. ... . ... ... ... 457
4.10.2. Feld-Tonenmikroskopie (FIM) . . ... ... ... ... ... 459
4.10.3. Atom-Probe Feldionenmikroskopie . . . .. ... ... ... 461

4.11. Projektionselektronenmikroskopie . . . . . . .. ... ... ... 463
4.12. Elektronenbeugung . . . . . .. ... Lo 464
4.12.1. Reziprokes Gitter . . . . . . . . . ... ... .. .. ... .. 464
4.12.1.1. Streuung (Beugung) an Oberflichen . . . . . . .. 465

4.122. LEED . . . . .. 466
4.12.2.1. Nicht ideale Oberflichen . . . . . . . . .. .. ... 470

4.12.2.2. Domanen . . . . . . . .. ... 471

4.12.2.3. Mosaikstruktur . . . . .. ... ... ... 471

4.12.2.4. Paarkorrelation und LEED-Bilder . . . . . .. . .. 471

4.12.2.5. Gittergase . . . . . . ..o 473

4.12.2.6. LEED-Bildes und Elektronenenergie . . . .. . .. 474

4.12.2.7. RHEED: Reflection high energy electron diffraction 475

. Physikalische Grundlagen 479
A.1. Maxwellsche Gesetze . . . . . . . . . .. ... ... 479
A.2. Kirchhoffsche Gesetze . . . . . . . .. .. .. .. L. 479
A.3. Komplexe Spannungen und Stréome . . . . . . ... ... ... ... 480
A4 Ebene Wellen . . . . . . .. . ... ... 481

. Berechnung von Schaltungen 483
B.1. Briickenschaltung mit Widerstanden . . . . . ... ... ... ... 483

. Tabellen 485
C.1. Tabelle der Laplacetransformationen . . . . . ... ... ... ... 485
C.2. Tabelle der Carson-Heaviside-Transformation . . . . . . . .. .. .. 486
C.3. Tabelle der z-Transformationen . . . . .. .. ... ... ...... 487
C.4. Einstellzeiten und Zeitkonstanten . . . . . . . ... ... ... ... 488

. Vergleich der Kenngrdossen von Bauarten analoger Filter 489
. Diagramme der Filteriibertragungsfunktionen 491
E.1. Tiefpassfilter . . . . . . . . . . .. .. 491
E.2. Hochpassfilter . . . . . . . . . . ... . .. . 497
E.3. Bandpassfilter . . . . . . . . . ... 502
E.4. Bandsperrenfilter . . . . . . .. ... L 507
E.5. Allpassfilter . . . . . . . ... 512
E.6. Schwingkreis . . . . . . . ... o 513

. Filterkoeffizienten 515
. Maple V Texte 523
G.1. Ortskurve in der komplexen Ebene . . . . . . . .. ... ... ... 523

©2002-2020 Ulm University, Othmar Marti [ Bl 7



Inhaltsverzeichnis 8

G.2. Definitionen der Filterfunktionen . . . . ... ... ... ... ... 523
G.2.1. Kritische Filter . . . . .. .. ... ... ... .. ... ... 523

G.2.2. Butterworth . . . . . . . ... ... oL 523

G.2.3. Bessel . . . ... 523

G.2.4. Tschebyscheft 1dB . . . . .. ... ... 0oL 524

G.2.5. Tschebyscheff 3dB . . . . . ... .. ... ... ... .... 524

G.2.6. Allpass . . . . . . . . 524

G.2.7. Schwingkreis . . . . . . . ..o oL 524

G.3. Darstellung der Filter . . . . . .. ... ... oL 524
G.3.1. Tiefpass-Hochpasstransformation . . . . ... ... ... .. 524

G.3.2. Tiefpass-Bandpasstransformation . . . . ... ... .. ... 524

G.3.3. Tiefpass-Bandsperrentransformation . . . ... .. ... .. 524

G.3.4. Beispiel:Butterworth Tiefpésse . . . . . . . . ... ... ... 525

G.3.4.1. Phasenbild . ... ... ... .. ... ....... 525

G.3.4.2. Bodeplot:Amplitude . . . . ... ... ....... 525

G.3.4.3. Bodeplot:Phase . . . . . ... ... ... ... .. 525

G.3.4.4. Gruppenlaufzeit . . ... ... ... ... ..... 525

G.4. Smith-Chart . . . . . . .. .. ... 525
G.5. Smith-Charts mit Gnuplot 4.2 . . . . . . . . ... ... ... .... 531
G.6. Daten auf Smith-Charts zeichnen mit Gnuplot 4.2 . . . . . . . . .. 534
G.7. Polar-Plots mit Gnuplot 4.2 . . . . . ... ... ... ........ 535

H. Leistungen eines DSPs 541
I. Materialeigenschaften 543
[.1. Eigenschaften von Isolationsmaterialien . . . . . . . ... ... ... 043
[.2. Thermolelektrische Koeffizienten . . . . . . . .. ... ... ..... 543
[.3. Seebeck-Koeffizienten . . . . . .. .. ... ... ... ... 543
[.4. Debye-Temperatur und Temperaturkoeffizient des Widerstandes . . 543

J. Beschreibung periodischer Oberflachen 545
J.1. Mathematische Beschreibung . . . . . . .. ... ... .. .. .... 045
J.1.1. Bravais-Netze . . . . . . . . . ... ... ... ... ..., 546

J.1.2. Uberstrukturen, Rekonstruktionen . . . . ... ... .. .. 547

J.1.2.1. Klassifizierung . . . .. .. ... oo 048

K. Symbole 551
L. Hilfsprogramme 553
M. Die Diracsche Deltafunktion 555
Anhang 478
N. Erganzungen 557
Abbildungsverzeichnis 579
Tabellenverzeichnis 582

3 ©2002-2020 Ulm University, Othmar Marti ) B



9 Inhaltsverzeichnis

Glossar 583
Akronyme 585
Literatur und Referenzen 591
Stichwortverzeichnis 593

©2002-2020 Ulm University, Othmar Marti 9






1. Einleitung

Die Vorlesung Physikalische Elektronik und Messtechnik behandelt die theo-
retischen und praktischen Grundlagen des Messens mit elektronischen Hilfsmitteln
aller Art. Zwar wird das Schwergewicht auf Elektronik gelegt. Die modernen Ent-
wicklungen gerade in der optischen Messtechnik sollen bei der Behandlung nicht
ausgespart bleiben.

Die Vorlesung beginnt mit einer Darstellung der mathematischen Grundlagen. In
Kapitel 2. Zuerst wird in die Sprache der Blockschaltbilder eingefiihrt.

Im néachsten Kapitel 3 werden Halbleiterschaltungen behandelt. Ausgehend von
der Physik der Halbleitermaterialien werden die einfachsten Bauelemente, nam-
lich Transistoren und Dioden, besprochen. Es folgt eine Darstellung der Grund-
schaltungen dieser Bauelemente. Kombinationen der Grundschaltungen sind die
Differenzverstéarker und letztlich auch die Operationsverstéirkerschaltungen.

Das letzte Kapitel 4 ist der Diskussion von elektronischen Messverfahren sowie der
Messung von Eigenschaften mit Elektronen gewidmet. Nach einer Beschreibung
der grundlegenden Messverfahren werden unter anderem auch die Rastertunnelmi-
kroskopie, die Elektronenmikroskopie und verschiedene, auf Elektronen basierende
Verfahren der Oberflaichenphysik besprochen.






2. Mathematische Grundlagen

2.1. Darstellung von elektronischen Messsystemen:
Blockschemata

Elektronische Schaltungen wie auch ganze elektronische MESSGERATE koénnen als
Systeme betrachtet werden. Die einzelnen Baublocke sind entweder grundlegen-
de Systeme, oder sie konnen als Zusammenfassung von verschiedenen einfacheren
Systemen betrachtet werden. Je nach Tiefe der Betrachtung ist zum Beispiel ein
Lock-In Verstéirker ein grundlegendes System mit einer, durchaus nicht trivialen
Beziehung zwischen Ausgangs- und Eingangssignalen. Alternativ kann er aber auch
als Zusammensetzung der folgenden Baugruppen aufgefasst werden:

1. Eingangsverstarker
2. Referenzoszillator
3. Phaserschieber

4. Mischer

5. Tiefpassfilter

Diese Liste konnte, wenn man wollte, noch weiter unterteilt werden.

2.1.1. Symbole fiir Blockschemata

Es ist iiblich geworden, die folgenden Symbole fiir die Darstellung von Systemen
zu verwenden| .

Eingang Ausgang

Block >

Abb. 2.1.: Ein grundlegender Systemblock

Die Abbildung 2.1 zeigt ein einen solchen grundlegenden Systemblock. Das Wort
Block in dieser Darstellung wird, je nach Typ oder Ubertragungsfunktion ausge-
wechselt. Die Anschliisse werden mit Pfeilen versehen, um den Signalfluss dar-
zustellen. So wiirde man zum Beispiel eine Differentiation wie in Abbildung 2.2
darstellen.

Eine Integration konnte wie in Abbildung 2.3 aussehen.

In allen Darstellungen ist es optional, die Bezeichnungen Eingang und Ausgang zu
verwenden. Sie sollten benutzt werden, wenn der Signalfluss aus der Darstellung
nicht eindeutig abgelesen werden kann. Die einzelnen Blécke werden mit Linien
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6x(t)
. 5 o)==
ot

Abb. 2.2.: Ein Differentialoperator in der Blockschaltbildschreibweise

e PR U

Abb. 2.3.: Ein Integraloperator in der Blockschaltbildschreibweise

verbunden. Sollten ein Ausgang eines Blocks auf mehrere Eingénge aufgeteilt wer-
den, so werden Abnahmepunkte wie in Abbildung 2.4 verwendet.
Abnahmepunke dienen nicht nur dazu, Signale nach vorne zu leiten. Wie Abbildung
2.5 zeigt, konnen auch Riickkoppelungen mit dieser Formensprache gehandhabt
werden.

Um allgemeine Signalfliissse darstellen zu konnen, sind noch Summationspunkte
notwendig. Sie werden wie in Abbildung 2.6 dargestellt. Es konnen zwei oder mehr
Summationseinginge verwendet werden.

Wir kénnen nun diese Formensprache verwenden, um die Differentialgleichung

Oy (t)
ot
darzustellen. Wir schreiben die Gleichung (2.1.1) um, so dass wir sie in die Block-
schaltbildform bringen kénnen. Zuerst isolieren wir die Ableitung.
Oy (t)

z (t) — ky () = =5 (2.1.2)

+ ky (t) =z (¢) (2.1.1)

Schliesslich integrieren wir die Gleichung (2.1.2) und erhalten

/%@q—@@mwzy@) (2.1.3)

to

Die Gleichung (2.1.1) in der Form (2.1.3) kann nun wie in Abbildung 2.7 dargestellt
werden.

Die Umstellung in der Gleichung musste durchgefithrt werden, um y(¢) zu isolieren.

v

X

X

Abb. 2.4.: Ein Abnahmepunkt. Das Eingangssignal wird nach rechts auf drei
Zweige aufgeteilt.
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15 2.1 Darstellung von elektronischen Messsystemen: Blockschemata

AX I

Abb. 2.6.: Ein Summationspunkt. Die Operatoren 4+ und - geben an, ob addiert
oder subtrahiert werden soll

Eine alternative Art der Umformung ist

z(t') — ([)yait) =y (t) (2.1.4)
Das entsprechende Blockschaltbild ist in der Abbildung 2.8 zu sehen.
Wenn man die Abbildungen 2.7 und 2.8 vergleicht, sicht man, dass die gleiche
Differentialgleichung auf zwei verschiedene Arten dargestellt werden kann. Es gibt
offensichtlich Regeln, die einem ermoglichen, die Umstellung auf rein formalem
Wege zustande zu bringen. Der Vergleich der beiden Abbildungen sagt zum Bei-
spiel, dass wenn k in einem nach links gerichteten Zweig vorkommt, wir % in einen
nach rechts gerichteten Zweig einsetzen miissen. Ebenso sind die Integration und
die Differentiation ein Paar, wenn wir in einem Signalzweig die Signalflussrichtung
wechseln. Im néchsten Abschnitt 2.1.2 werden die Rechenregeln fiir Blockschemata
dargestellt.
Zum Schluss dieses Abschnittes sei darauf hingewiesen, dass fiir Operationsverstér-
ker die genau gleichen Regeln gelten: Ein Bauelement, das differenziert eingebaut
in die Riuckkoppelschleife, bewirkt, dass die Gesamtschaltung integriert. Mit die-
sem Konzept, das im Kapitel 3 besprochen wird, konnen unter anderem grosse
Impedanzen oder Zirkulatoren realisiert werden.

+ t)-ky(t "x(t) = ky(t )t
“© X(O-ky(t . J x(1) = k(") "
ky(t) K

Abb. 2.7.: Das Blockschaltbild der Differentialgleichung (2.1.1) in der Form
(2.1.3).
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. 2() -2

X(t) O ! k( j vt
(1)
— 0
ot 5

Abb. 2.8.: Das Blockschaltbild der Differentialgleichung (2.1.1) in der Form
(2.1.4).

2.1.2. Rechnen mit Blockschemata

Das Rechnen mit Blockschemata erlaubt, auf eine standardisierte Weise die Um-
organisation und die Berechnung von Schaltungen. Diese Rechnungen werden be-
nétigt, um Schaltungen zu vereinfachen oder um sie, bei gleicher Funktion, anders
zu strukturieren. Dies kann notig sein, weil Toleranzen und Fehler der Bauteile
nicht bei jeder Konfiguration sich gleich auswirken.

2.1.2.1. Kaskadierung (Reihenschaltung) von Blocken

Wenn zwei Blocke mit den Transferfunktionen G; und G5 hintereinander geschaltet
sind, dann kénnen diese durch einen Block mit der Transferfunktion GG;Go ersetzt

werden (Abbildung 2.9).

E M A
—P G] » G2 >
E A
SN GG

Abb. 2.9.: Kaskade von zwei Blocken

2.1.2.2. Kommutativgesetz fiir die Kaskadierung

—> G2 G] > = —> Gl G2 >

Abb. 2.10.: Das Kommutativgesetz fiir einen Block.

Fiir lineare Systeme ist die Reihenfolge, in der zwei Blocke mit kommutativen Ope-
ratoren (Multiplikation, aber auch die Ableitung einer komplexen Funktion) ange-
ordnet werden, unerheblich. Dies wird mit dem Kommutativgesetz GGy = GG,
beschrieben (Abbildung 2.10). Wéhrend diese Aussage mathematisch gesehen kor-
rekt ist, kommt es bei der Realisierung durchaus auf die Reihenfolge an. Da reale
Baublécke immer nichtlinear sind (Begrenzung, Rauschen, Wechselwirkung) kann
die Platzierung dariiber entscheiden, ob ein Design gut oder schlecht ist.
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17 2.1 Darstellung von elektronischen Messsystemen: Blockschemata

Abb. 2.11.: Blockschaltbild eines riickgekoppeltes Systems

2.1.2.3. Transformationen

Tran§for— Gleichung A'usgangs— Aq.ulva,lentes
mation diagramm Diagramm
Reihen- - x y X y

I schaltung y=(G:G)x ’ 1 I i
X G . y
Parallel- 1 x X y
- —GtG——
2 schaltung y= Gzt Gor .
In
Vorwarts- ) ,
richtung G )T» ol 6 st
3 parallelge- | ¥ = Gz £ Gox [ B G | Y
schalteten G
Block
entfernen
Block in der X , y
4 G
A Riickkopp- = \’” X G, y
lungsleitung G (z F Gay) 1+G,G,
entfernen

Block aus X o y

5 Riickkop- y= *"” o [ in
pelleitung G (z F Gay)
verschieben

Tab. 2.1.: Algebra mit Blockdiagrammen: Kombination von Blocken

Ein riickgekoppeltes System, eine der am haufigsten vorkommenden Strukturen in
der Physikalischen Elektronik und Messtechnik, sieht wie in Abbildung 2.11 aus.
Wenn man die Konventionen aus der Abbildung 2.11 verwendet und insbesondere
beachtet, dass das obere Vorzeichen des Zweiges B eine Gegenkopplung bedeutet,
so erhalt man die folgenden universellen Beziehungen:
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Trans-
formation

Ausgangs- Aquivalentes

Gleichung diagramm Diagramm

Summa- WA 32 VB e T
6a | tionspunkte | z =wxr+y LT J (

verschieben y X
- - Z
Summa- W :—t(;%z W
6b | tionspunkte | 2 =w =tz ty X—f%
verschieben y y_ﬁ
Summa-

. tionspunkt 2= Grty ”’\%Z u(:Z

vor Block \Ly A
schieben
Summa-
tionspunkt o u@—.—.G z %'Z
8 nach Block z=Glrty) y | .
schieben

Tab. 2.2.: Algebra mit Blockdiagrammen: Summationspunkte verschieben

A G

E ~ 1+GH (2.1.5)
£_ 1 (2.1.6)
E  1+GH o
B GH

5 = Ticom (2.1.7)

Hier ist F das Eingangssignal, A das Ausgangssignal und B das Riickkoppelsi-
gnal vor dem Summationspunkt und F' das Fehlersignal. Eine Analyse der obigen
Gleichungen zeigt, dass wenn der Betrag von H gross ist bei einer negativen Riick-
koppelung, also bei einem positiven Vorzeichen, dass % beliebig klein wird. B wird
dann gleich dem negativen Eingangssignal F.

2.2. Darstellung von elektronischen Messsystemen:
Signalflussdiagramme

Eine weitere Moglichkeit, die Struktur einer Schaltung darzustellen bieten die Si-
gnalflussdiagramme. Der Hauptvorteil der Signalflussdiagramme liegt darin, dass
sie sich einfacher zeichnen lassen | , Kap. 8]. Zudem sind sie mit Feynman-
Diagrammen verwandt.
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19 2.2 Darstellung von elektronischen Messsystemen: Signalflussdiagramme

Trans-
formation

Gleichung

Ausgangs-
diagramm

Aquivalentes
Diagramm

Abnahme-
9 punkt vor
Block

schieben

y =Gz

S
y

|G | z

J\_l

Abnahme-
kt nach
10 | Put
Block
schieben

y=Gx

)

]

Abnahme-
punkt vor
11 einen
Summadti-
onspunkt
schieben

z=xxy

L5

Abnahme-
punkt nach
19 einen
Summati-
onspunkt
schieben

y=x=ty

D

Tab. 2.3.: Algebra mit Blockdiagrammen: Abnahmepunkte verschieben

2.2.1. Grundlagen

Abbildung 2.12 zeigt einen einfachen Signalflussgraphen. Es wird die Gleichung

Yi = Ay X;

(2.2.1)

dargestellt. Die Variablen X; und Y sind jeweils mit einem Punkt dargestellt.
Diese Punkte heissen Knoten. jede Variable hat in einem Signalflussdiagramm
einen Knoten. Die Verkniipfung von zwei Variablen erfolgt durch Zweige. Dabei
ist immer in Flussrichtung (gegeben durch den Zweig) die Ubertragungsfunktion
auf die Ausgangsvariable anzuwenden. Hier steht bewusst Ubertragungsfunktion:
ein Integral oder eine Ableitung sind auch denkbar.

Knoten 4; Knoten
X; Zweig Y
R
| . §

Abb. 2.12.: Signalflussdiagramm. Oben ist ein allgemeiner Zweig dargestellt, bei
dem gilt: ¥; = A;;X;. Als Beispiel ist unten das Ohm’sche Gesetz
U = RI gezeigt.

©2002-2020 Ulm University, Othmar Marti
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Alk
A.
L .
Xk " 4 s
nk

Abb. 2.14.: Ubertragungsregeln in einem Signalflussdiagramm: X; = A;, X, fiir
(k=1,2,...,n).

Eine Summation von Werten wird wie in Abbildung 2.13 dargestellt. Soll ein kon-
stanter Wert dazu geziahlt werden, so wird der Wert als Variable mit der Ubertra-
gungsfunktion 1 gefiihrt.

;=2 AjiXi (2.2.2)

i=1
Der Wert einer Variablen wird auf alle von dem entsprechenden Knoten ausgehen-
den Variablen iibertragen, wie in Abbildung 2.14 dargestellt.

Gilt fiir eine Kette, dass

dann konnen diese Gleichungen zusammengefasst werden zu

Xn - A21 . A32 tee. An(n—l)Xl = (H Az(z—l)) Xl (225)
=2

Dies wird im Signalflussdiagramm wie in Abbildung 2.15 dargestellt.

A21 Ang—l)

X, X

Abb. 2.15.: Multiplikationsregeln  fiir = Signalflussdiagramme: X, =
(-H2 Ai(i—l)) Xi.
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21 2.2 Darstellung von elektronischen Messsystemen: Signalflussdiagramme

Abb. 2.16.: Signalflussdiagramm zur Erkldrung der Definitionen

2.2.2. Begriffe aus der Theorie der Signalflussdiagramme
Die folgenden Definitionen sind in Abbildung 2.16 abgebildet:

Pfad Ein Pfad ist ein zusammenhéngender, in eine Richtung zeigende Abfolge von
Verbindungen zwischen Knoten. In Abbildung 2.16 ist (X; — X — X3 —
X4), (X2 — X3 — X2)7 (Xg — Xg) und (Xl — X9 — X4) Pfade.

Eingangsknoten Ein Eingangsknoten ist ein Knoten, von dem nur Pfade ausge-
hen. Beispiel: Xj.

Quelle Siehe Eingangsknoten (der Begriff muss vom Diagramm her verstanden
werden, nicht von der Aussenwelt)

Ausgangsknoten Ein Ausgangsknoten ist ein Knoten, bei dem nur einlaufende
Pfade auftreten. Beispiel: X4. Gibt es keine solchen Knoten, fiigt man einen
Zusatzknoten mit einer Ubertragungsfunktion A = 1 hinzu.

Senke Siehe Ausgangsknoten.

Vorwartspfad Ein Vorwértspfad ist ein Pfad, der vom Eingangsknoten zum Aus-
gangsknoten fiihrt. Beispiel: (X; — Xy — X3 — Xj), oder (X; — Xy —
Xy).

Riickwartspfad Ein Rickwértspfad ist ein Pfad, ist ein Pfad dessen Anfangs- und
Endknoten gleich sind. Beispiel: (X; — X3 — X3) und (X3 — X3).

Riickkopplungsschleife Siche Riickwértspfad.
Selbstbezogene Schleife (X3 — X3) ist eine selbstbezogene Schleife.

Verstarkung eines Zweiges Die Verstarkung eines Zweiges ist der Faktor, mit
dem bei diesem Zweig multipliziert werden muss. Beispiel: Asz ist die Ver-
starkung der selbstbezogenen Schleife.

Verstarkung eines Pfades Die Verstarkung eines Pfades ist der Operator, der
entsteht wenn man alle Teiloperatoren hintereinander anwendet. Im Falle
rein multiplikativer Verstédrkungen ist dies Das Produkt der einzelnen Pfad-
verstarkungen. Beispiel. Der Pfad (X; — Xy — X,) hat die Verstiarkung
A1 Az Ayo.

Schleifenverstarkung Die Schleifenverstarkung ist die Verstarkung einer Riick-
koppelungsschleife. Beispiel: (Xo — X3 — Xs)hat die Verstarkung Aszs Aos.
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U, | E— | E— Us

O

Abb. 2.17.: Widerstandskette als Grundlage fiir einen Signalflussgraphen. Die
blauen Zahlen sind die Nummern der Knoten. Die Pfeile weisen auf
die Kirchhoffschen Gesetze hin.

2.2.3. Aligemeine Formel fiir Signalflussdiagramme

Bezeichnet man mit 7" das Verhéltnis zwischen Dem SIGNAL am Ausgangsknoten
und dem am Eingangsknoten, so gilt

> PA;

T:
A

(2.2.6)

Dabei ist
o P, die Pfadverstiarkung des i-ten Vorwartspfades.

e P, das j-te mogliche Produkt von £ sich nicht bertihrenden Riickkoppel-
schleifen.

. Azl—(_l)kﬂ%zpjk:1—Zle—|—ZPj2—ZPj3+...:1—(Summe
J j J

J
aller Schleifenverstarkungen)+ (Summe aller Verstédrkungsprodukte von je
zwei sich nicht berithrenden Rickkoppelschleifen) - (Summe aller Verstér-
kungsprodukte von je drei sich nicht berithrenden Riickkoppelschleifen) —+

o A; = A berechnet unter Weglassung aller Riickkoppelschleifen, die den Pfad
P; bertithren.

Zwei Pfade heissen nichtberiihrend, wenn sie keine gemeinsamen Knoten ha-
ben. A heisst die Determinante des Signalflussgraphen oder seine charakteristische
Funktion. Signalflussgraphen treten auch als Feynmansche Pfaddarstellungen auf.
Auch in der Quantenelektrodynamik gelten analoge Rechenregeln fiir Pfade.
Abbildung 2.17 zeigt eine Widerstandskette. An diesem Beispiel (nach | ,
Bsp. 8.6] soll gezeigt werden, wie aus dem Schaltbild das Signalflussdiagramm
abgeleitet werden kann. Der Knoten 4 wurde hinzugefiigt, um einen eindeutigen
Ausgangsknoten zu haben. Der Knoten 1 ist der Eingangsknoten.

Wir haben die folgenden Beziehungen
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1
—& —R, 7}%3
1 1
Ry Ry R Ry 1
U1 Il U2 IQ U3 U4

Abb. 2.18.: Das Signalflussdiagramm fiir Abbildung 2.17 Die Kirchhoffschen Ge-
setze sind die Grundlage fiir die Erstellung dieses Diagramms.

1 1
I =—U — —=U, Spannung und Strom an R;. (2.2.7a)
Ry Ry
1 1
Iy=—U,— —=Us Spannung und Strom an Rs. (2.2.7b)
R R
Uy, = Ryly — Ryls Die beiden Strome laufen gegensinnig durch Ry, (2.2.7¢)
Us = Ry1 «trivial » (2.2.7d)
Uy ="Us Eindeutiger Ausgangsknoten. (2.2.7e)
(2.2.71)
Gleichung (2.2.7) kann auch als Matrixgleichung geschrieben werden:
L 0 0 R% —R% 0 O\ /L
[1]2 0 0 0 gz -7 O [1]2
1 0 0 1 0 0 O 1
= 2.2.8
Us Ry —Ry 0O 0 0 0|0 ( )
Us Ry O 0 0 0 0]|Us
Ui 0 0 0 0 1 0/ \Us
Umgeordnet in der Reihenfolge der Knoten lautet Gleichung (2.2.8)
Uy 1 0 0 0 0 0\ /U,
L m 0 —x O 0 0|1
Uz 0 R, 0 —Ry 0 0]]|U,
= (2.2.9)
I 0 0 7% 0 —z O0f[L
Us 0 0 0 Ry 0 0f]|Us
U, 0 0 0 0 1 0/ \Us

Abbildung 2.18 zeigt die Umsetzung der Gleichungen (2.2.7) oder der Matrixglei-
chung (2.2.8) in ein Signalflussdiagramm. Daraus ergeben sich die folgenden Pfade:

e Ein Vorwartspfad U; — I} — Uy — I — Uz — Uy. Aus der Abbildung 2.18
lesen wir die Pfadverstarkung

_ RyRy
" RiRs

Py (2.2.10)

ab.

o Es gibt drei Riickkopplungspfade
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— Erster Riickkopplungspfad: I; — U; — [;. Aus der Abbildung 2.18
lesen wir die Pfadverstarkung

Pri=——2 (2.2.11)

ab.

— Zweiter Riickkopplungspfad: Uy — I — U,. Aus der Abbildung 2.18
lesen wir die Pfadverstarkung

Ry
= —— 2.2.12
P R, ( )

ab.

— Dritter Riickkopplungspfad: Iy — Us — I. Aus der Abbildung 2.18
lesen wir die Pfadverstarkung

Pay = —— (2.2.13)

ab.

« Die Pfade P, ; und Ps; beriihren sich nicht wir erhalten

Ry R4) RyRy
a=mPa= (o) () =mm 02

o Es gibt keine drei oder mehr sich nicht beriihrende Pfade.

e Dann ist

R R R RyR
A:1_(731,1+7)2,1+773,1)+P1,2:1—(—2—2— 4>+ 2

R1 R3 R73 R1R3
_ Ri{Rs + RoRs+ RiRy+ Ri1Ry + Ro Ry (2.2.15)
R1R; o
o Alle Pfade berithren den Vorwartspfad P;. Deshalb ist
Ar=1-0=1 (2.2.16)
e Wir erhalten also
U PA T
U‘1 A R1R3+R2R3+§1§§+R134+R2R4
L (2.2.17)

" RyRy + RyRs + RiRy + RyRs + RyRy
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25 2.3 Ubertragungsfunktionen

U

Imaginarteil

Oy

Realteil

Abb. 2.19.: Zeigerdiagramm fiir die Spannung U

Q=1,2,4

%\4 6 8 19 1‘2 %4 1‘6

s

-4
7 R
o © I o
—8- L
-10 -

Abb. 2.20.: Ortskurve fiir einen realen PARALLELSCHWINGKREIS. Die Impedanz
ist mit R skaliert. Rechts befindet sich eine Skizze dieses Schwing-
kreises.

2.3. Ubertragungsfunktionen

Bei der Besprechung von Ubertragungsfunktionen gehen wir von der komplexen
Darstellung aus| |. Eine Einfiihrung in die Materie kann in A gefunden wer-
den. Ausgehend von komplexen Amplituden, kann man eine Zeigerdarstellung fir
den Real- und Imaginérteil angeben.

Wenn nun bei einer komplexen Impedanz Z diese von einem Parameter p abhangt,
so kann man eine Ortskurve zeichnen. Ublicherweise ist p = w, es kann aber auch
eine andere Grosse, z.B. die Kapazitit bei einer Serienschaltung von Widerstand
und Kondensator, sein. Bei Parallelschaltungen empfiehlt es sich, mit Leitwerten
zu rechnen.

Ortskurven sind fiir Niederfrequenzanwendungen vielfach zu aufwendig zum be-
rechnen. Es hat sich aber im Laufe der Jahre eingebiirgert, dass Hochfrequenzan-
wendungen fast nur mit Hilfe von Ortskurven charakterisiert werden. Dies gilt z.B.
auch fir die Angabe des Frequenzverhaltens von Transistoren.

Abbildung 2.20 zeigt die Ortskurve fiir einen realen PARALLELSCHWINGKREIS,
bestehend aus einem Widerstand R, einer Spule L und einem Kondensator C.
Die Impedanz der Schaltung aus 2.20 berechnet sich am einfachsten tiber den
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komplexen Leitwert Y.

1 1 —w?LC + jwRC
Y=—"—+4+jwC = 2.3.1
T Rajor M R+ jwl (2:3.1)
Man kénnte mit dem Leitwert Y genau so gut eine Ortskurve darstellen (zum Teil
ist dies bei Hochfrequenzanwendungen tblich), aber wir wollen hier die Impedanz

Z verwenden.

R+ jwL
1 —w?LC + jwRC

Mit den tiblichen Abkiirzungen wy = 1/vVLC und Q = w/wy sowie Q = %,/&
sowie nach der Normierung von Z mit R wird

Z = (2.3.2)

_ L0 (190 4] (2.3.3)
o

Z
i (- ()

Real- und Imaginérteile sind dann

1
(1 -2+ (§)
Im (z(Q) = ol Qz) “ ; %] (2.3.4)
(1-92%+(3)

Fir grosse @@ kann die Abbildung verbessert werden, wenn man sowohl Real- wie
auch Imaginérteil durch Q? teilt.

() = wree

(@) a-29Q- 3]
Im ( o ) = Lo g o (2.3.5)

Die normierte Abbildung 2.21 zeigt schon, dass fiir grossere () die Ortskurve zu
einem Kreis wird. Es ist dem Leser iiberlassen, Ortskurven komplizierterer Schal-
tungen zu berechnen.

Wenn wir eine Schaltung mit Blocken entsprechend dem Kapitel 2.1 haben, mit
h(t) der Antwort des Systems auf einen Diracschen d-Impuls ist, dann ist die
Antwort auf eine allgemeine Anregung x(¢) durch eine Faltung gegeben.

[e.e]

y(t) = / h(t)a (t — t') dt’ = R (t) % 2 (£) (2.3.6)

—00

Beispiel (Maple-Datei): Ortskurven
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27 2.3 Ubertragungsfunktionen

06- Q=1,3,10

0.4

0.2
] 02 04 06 08 \1 12 14 16
|

0

-0.2
-0.41
-0.6 1

-0.8

_1{

Abb. 2.21.: Ortskurve fur einen realen PARALLELSCHWINGKREIS. Hier wurde
sowohl durch R wie auch durch Q? geteilt.
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2.4. Kontinuierliche und diskrete Signale

Signale und Signalformen sind wesentlich zum Verstandnis physikalischer Mess-
systeme. Generell werden Signale in zwei Kategorien aufgeteilt:

1. Kontinuierliche Signale

2. Zeitbegrenzte Signale

Die erste Kategorie von Signalen kann sowohl in der Zeitdoméne wie auch in der
Frequenzdoméne behandelt werden. Die zweite Kategorie wird bevorzugt in der
Zeitdoméne diskutiert. Genau genommen gibt es keine periodischen Signale, da
nie eine unendliche Messzeit moglich ist. In der Frequenzdoméne wird vorwie-
gend mit der Fourier-Transformation gearbeitet. Die Fourier-Transformation setzt
unendlich dauernde Signale voraus. Diese Signale verletzen aber die Kausalitét.
Um dieses Problem zu losen verwendet man in der Regel in der Elektronik die
Laplace-Transformation.

2.4.1. Signale
2.4.1.1. Periodische Signale

Eine erste Gruppe von Signalen sind die periodischen Signale. Diese kénnen auf
Summen von Sinus- oder Cosinus-Funktionen zuriickgefiihrt werden. Typische, in
der Elektronik vorkommende periodische Signale sind:

¢ Harmonische Funktionen:
sin(wt) und cos(wt)

¢ Rechteckfunktion:
1 fir nT<t<(n+3i)T
ft)= o N (n+3) nez
0 fur <n+§>T§t<(n+1)T

o Impulsfunktion:
1 fir nT <t<(n+a)T

f(t):{o fir (n+a)T<t<(n+1)T }”EZ; Osa<l

e Dreiecksfunktion:
24(L—n—1) fir nT<t<(n+i)T

f(t):{ZA(n—l—lT— jl fiir (n+%>T§t<(n+1)T }nGZ

o Sagezahnfunktion:
f(t):A(%—n) fir nT'<t<(n+1)TineZ

2.4.1.2. Einmalige Signale, Einschalt- und Ausschaltvorgange

Einmalige Funktionsverldufe treten auf, wenn ein Gerét eingeschaltet oder ausge-
schaltet wird. Als Beispiel kann man die Ladekurve eines Kondensators C' betrach-
ten, wenn er liber einen Widerstand R an eine SPANNUNGSQUELLE U angeschlos-
sen wird. Zur Zeit t = 0 soll die Verbindung eingeschaltet werden. Wir haben dann
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29 2.4 Kontinuierliche und diskrete Signale

die folgenden Situation fiir Ug, die Spannung am Kondensator.

0 fir t<O0
U(l—emo)  fiir >0 (2.4.1)

Uc(t)
Uc(t)

Die resultierende Funktion ist klar nicht periodisch. Genau genommen gibt es nur
nichtperiodische Signale, da alle periodischen eine unendlich lange Dauer haben
miissten.

2.4.1.3. Diskrete Signale

Ein typisches Beispiel fiir diskrete Signale ist die Treppenfunktion. Sie ist wie folgt
definiert:

f&)=f(nT)= f, fur DT <t<(n+1T
(n=0,1,2,...;7 >0,T = const (2.4.2)

Die Treppenfunktion generiert aus der Folge {f,} kann in realen Schaltungen gut
implementiert werden. Mathematisch einfacher zu handhaben ist jedoch der Dirac-
Kamm:

f(t) = 6,(nT); fur T <t<(n+1)T
(n=0,1,2,...;7 >0,T = const (2.4.3)

Der Dirac-Kamm erlaubt ein einfaches rechnen, da eine Integration mit Hilfe der
0-Funktion sofort gelost werden kann.

2.4.1.4. Digitale Signale

Eine Sonderklasse der diskreten Signale sind die digitalen Signale, wie sie in der
Computertechnik vorkommen. Die digitalen Signale haben zwei Werte, 0 oder 1.
Diese Werte sind in Logikpegel kodiert. So ist bei der TTL-Logik der Nullwert
0V <2 < 0.8V und der 1-Pegel 2V < x < 5V. DIGITALE SIGNALE werden mit
logischen Schaltungen verkniipft. IThre Schaltpegel sind definiert, eine Schaltung fiir
digitale Signale darf nur mit den entsprechenden Pegelwerten betrieben werden,
so dass keine undefinierten Zustédnde auftreten.

Heute werden in ausgewihlten Anwendungsbereichen Logiken mit weichen Uber-
gangen zwischen den einzelnen Zustanden verwendet. Diese Fuzzy-LOGIKen er-
moglichen Aussagen wie: Es ist ein bisschen kalt, oder, es ist ein wenig zu warm.
Gleitend definierte Ubergange zwischen Schaltzusténden sind vor allem bei schlecht
in Zahlen fassbaren Problemen von Vorteil.

2.4.2. Fourier-Transformationen

Eine beliebige in der Zeit periodische Funktion f(t) (mit der Periode T' = 27 /w),
die geniigend oft stetig differenzierbar ist, kann durch Sinus- und Cosinusfunktio-
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nen dargestellt werden | , p 808ff]. Also kénnen periodische Signale f(t) =
f(t+T) als Reihenentwicklung

fi)= % + Y (ay cos nwot + by, sin nwt) (2.4.4)
n=1

geschrieben werden. Die Koeffizienten der Reihenentwicklung kénnen wie folgt be-
rechnet werden:

9 to+T
= / f (t) cos(nwot)dt
9 2+T
b= / £ (1) sin(nwot)dt (2.4.5)

to

Alternativ kann eine komplexe Darstellung gewéahlt werden. Die Funktion heisst
dann:

1 &

F) =35 2 cne”™ (2.4.6)

n=—0oo

Auch hier koénnen die ¢, mit einer Integralformel berechnet werden:

to+T

Cp = — / f(t) e Imotdt = {

- (2.4.7)

5 (a, —jb,) firn>0
(a—

l . .
/ 5 (a_p +jb_y) fiirn <0

Die Fourierkoeffizienten einer Funktion heissen das Amplitudenspektrum. Da die
Sinus- und Cosinusfunktionen der Frequenz wy zusammen ein orthogonales Funk-
tionensystem bilden, kann jede periodische Funktion dieser Frequenz eindeutig
dargestellt werden. Auf dem Einheitskreis z = exp(if) entspricht dies der Ent-
wicklung von

f(2)= 3 dyexp(i-jo) (2.4.8)
j=—00
in eine Laurent-Reihe | , p 809]. Die Amplitudenspektren haben die folgenden

Eigenschaften:

o Je schnellere Anderungen des Signals auftreten, desto grosser sind die héhe-
ren Fourierkoeffizienten.

+ Eine Funktion f(¢) wird durch eine trigonometrische Reihe sy, (t) = 92 +

m m
>y, cosnwot+ Y. B, cos nwot approximiert. Dann ist der quadratische Feh-
n=1 n=1

T
ler 6 = g’ [f (t) — s (1)]” dt minimal, wenn die Koeffizienten o, und 3, die
Fourierkoeffizienten sind.

o Fir jede beschrankte und im Intervall 0 < ¢ < T" stiickweise stetige Funktion
konvergiert die Fourierreihe im Mittel gegen die gegebene Funktion.
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e Ist eine Funktion einschliesslich ihrer k-ten Ableitung stetig, dann streben
fiir n — oo auch a,n**! und b,n ! gegen null.

o Ist f(t) eine gerade Funktion, das heisst f(—t) = f(t),sogilt:b, =0 (n=0,1,2,...).

Dies ist die Symmetrie erster Art.

o Wenn f(t) ungerade ist, das heisst, f(—t) = —f(¢), dann gilt:a,, =0 (n=0,1,2,..

Dies ist die Symmetrie zweiter Art.

o Gilt f (t + %) = —f(t), dann sind ag, = by, =0 (n=0,1,2,...). Dies ist
die Symmetrie dritter Art.

o Besitzt eine ungerade Funktion die Symmetrie dritter Art (Symmetrie
vierter Art), dann gilt a,, = by, =0 (n=0,1,2,...).

« Besitzt eine gerade Funktion die Symmetrie dritter Art (Symmetrie vierter
Art), dann gilt ay,, =0, =0 (n=0,1,2,...).

Mit Hilfe der oben gezeigten Symmetrien kann sehr schnell der Oberwellengehalt
einer Funktion abgeschétzt werden.

Eine Erweiterung der Laurent-Reihen ist die Fourier-Transformation fiir beliebige
geniigend oft stetig differenzierbare komplexwertige Funktionen eines komplexen
Arguments | , p 846ff]. Fur nichtperiodische Signale oder fiir Ausschnitte aus
periodischen Signalen verwendet man die FOURIERTRANSFORMATION anstelle der
Fourierreihe. Die FOURIERTRANSFORMATION und ihre Riicktransformation sind
wie folgt definiert:

/ F () e'dw (2.4.9)

F(w) / (1) e 9t (2.4.10)
27T

F(w) ist die spektrale Verteilungsfunktion (als Funktion von Angular velocity (w))
eines Signals. Damit sie existiert, muss das Integral

+o00
/ If ()] dt (2.4.11)
endlich sein. Die Literatur ist nicht eindeutig, wie der Faktor (27)~! verteilt wird.
Nach [ , p 846ff] wére die Definition so:
1 o
/ f(t) exp (Jwt) dt (2.4.12)
27r S

sowie die Rucktransformation

w) exp (—jwt) dw (2.4.13)

f(t) = \@/
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Anstelle der Integrale wird oft auch F fiir die Transformation und F~! fiir die
Riicktransformation verwendet, also in der Hechtschen Notation

G(w) = F(g(t)) g(t) = F 1 (G(w)) (2.4.14)

Wiirden wir in Gleichung (2.4.12) t durch ¢t = af ersetzen, hétten wir also auch
dt = adt und

g(w) = \/12_7TZ0 f(at) exp (jwaf) adt (2.4.15)

Nun sieht nattirlich Gleichung (2.4.15) nicht mehr wie die Definition der Fourier-
transformation aus. Wir kénnen dies beheben, indem wir nun mit & = aw rechnen
und den zusatzlichen Faktor a weglassen. Dann haben wir

g(w) = \/1274 f(at) exp (jdzt) dt

In der Hechtschen Notation folgt jetzt aus G(w) = F (g(t)) dass fiir eine gestreckte
Achse t/a die Fouriertransformation

(2.4.16)

R (f (t>) — aG(aw) (2.4.17)

a
ist.
Die Fouriertransformation ist linear

Flaf(t)+bg(t) =aF (f(t) +bF (9(t)). (2.4.18)
Die Fouriertransformation einer verschobenen Funktion ist

F(f(t—to)) = F (f(1)). (2.4.19)

Wenn die Fouriertransformation F (f(t)) = g(w) ist, ist die Fouriertransformation
der modulierten Funktion f(¢) ist

F (e f(t)) = g (w —wo) = F (f) (w — wp). (2.4.20)
Die Fouriertransformation einer komplex konjugierten Funktion v(t) = f(t)" ist

F ) (w)=F(f)(—w)". (2.4.21)

Weiter ist die Fouriertransformation an der Stelle w = 0 ist

FHO = [ s (2.4.22)

Das PARSEVAL-THEOREM fiir zwei Funktionen f(¢) und v(¢) und deren Fourier-
transformationen g(w) undw(w) lautet

[e.9] (e 9]

[ 1wt at= [ gy do. (2.4.23)
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Daraus folgt auch das PLANCHEREL-THEOREM

[ rwrwra= [1roPa= [ g@gwyds = [ lg@)fdo.  (2424)

—00

Die Fouriertransformation einer Ableitung ist

F (D) = o (s0) (24.25)

Als Beispiel berechnen wir das Spektrum eines Rechteckimpulses. Der Impuls ist
gegeben durch

0 fiar t< —%’
f)y=¢ A fir —2<t<?z (2.4.26)
. p
0 far t>%
Das Spektrum wird dann
Fw) = / Ae It (2.4.27)
A . tp . tp
= j; (e_J”2 - 63“2> (2.4.28)
. t
sin (w
= tpACEtPQ) (2.4.29)

Das Spektrum F ist reell. Dies ist eine Konsequenz der Tatsache, dass f(t) eine
gerade Funktion ist. Wére f(¢) eine ungerade Funktion, dann wére das Spektrum
rein imaginér. Die grossten Amplituden in F sind auf den Bereich 0 < f = 7~ < ti

i P

beschrankt. B = i heisst die Bandbreite des Impulses. Allgemein gilt fiir Pulse

Bt, =1 (2.4.30)

Je kiirzer also ein Puls ist,desto grosser ist seine Bandbreite. Fiir einen unend-
lich scharfen Puls, einen Dirac-0-Puls bedeutet dies, dass seine Spektralfunktion
konstant ist. Dieses Gesetz hat eine Ahnlichkeit mit den Unschérferelationen der
Quantenmechanik.

In 2 Dimensionen, wichtig fiir die Optik lauten die Gleichungen mit r = (z,y)”
und R = (u,v)T
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F(R) = F(u,v) = 217r_/ _/ f(z,y) exp (i(zxu+ yv)) dvdy (2.4.31a)
= 217r ff f(r)exp (ir - R)dr (2.4.31b)
flr)= f(z,y) = 217T_/ _/ F(u,v)exp (—i(xu + yv)) dudv (2.4.31c)
= ;ﬂ ﬂ F(R)exp (—ir - R)dR (2.4.31d)

Dabei wurden zwei Konventionen verwendet:

1. Funktionen in unserem Raum werden mit kleinen Buchstaben, Funktionen
im Raum der transformierten Funktionen mit den entsprechenden grossen
Buchstaben bezeichnet.

2. Die Koordinaten des transformierten Raumes (x,y) werden mit (u,v) be-
zeichnet.

In drei Dimensionen lauten die Fourier-Transformationen mit » = (z,y, z)* und

k= (b, o)

F(k 2;)3 Hf f(r)exp (ir - k) dr (2.4.32a)
fr 271'1)3/2 Hj F(k) exp (—ir - R) dk (2.4.32b)

2.4.2.1. Fouriertransformation und Faltung

Die Fouriertransformation ist eine lineare Transformation (siehe z.B. | ; 1)-
Hier soll die Faltung diskutiert werden. Dazu iiberlegen wir, wie hoch die Gesam-
tenergie von Licht ist, das von einer begrenzten Leuchte mit konstanter Intensitét
durch einen Spalt geschickt wird, wobei die Leuchte am Spalt vorbei bewegt wird.
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Beobachter (Auge)

Ii(y)

3 \ Spalt

| Y

>
>

Abb. 2.22.: Prinzip einer Faltung

Abbildung 2.22 zeigt das Prinzip einer Faltung. Wenn die Leuchte ganz vom Spalt
abgedeckt wird, ist die Intensitat I; = 0. Wenn die Leuchte teilweise vom Spalt
abgedeckt wird, hangt die Intensitdt I; von der Position ab. Ist die Leuchte im
Spalt, ist die Intensitat I; wieder konstant.

y
-4 -2 0 2 4 8
5 Io(x-y) 5
o lily) ——
0 0
_5L.y=5 Spalt [ -5
y=4
—-10 fy=3 | 1 10—
y=2 |
—15 fey=t 1 -15
y=0 1
20 pemmlo 20
=2
25 -25
-4 -2 0 2 4 6 8

Abb. 2.23.: Faltung einer Rechteckfunktion an einem Spalt

Abbildung 2.23 zeigt ein gerechnetes Beispiel. Die rote rechteckférmige Kurve I
wird am Spalt vorbeigeschoben. Die blaue Kurve I; zeigt das Resultat. Formal
wird eine Faltung in einer Dimension durch die Integralgleichung

1 [e.9]
gly) = mi f(@)h(y — z)de = h* f (2.4.33)
beschrieben (Siehe [ , p865]). * ist das Operationszeichen fir eine Faltung.
Hecht | , p 859] schreibt
o) = [ F@)h(y —x)de = f & h (2.4:31)

Der Unterschied rithrt wieder von der Verteilung des Faktors 1/(27) her. Beachten
Sie auch, dass bei Hecht ® das Operatorzeichen fiir eine Faltung ist.

Faltungen konnen besonders effizient iiber die Fouriertransformation berechnet
werden:
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fxh= —z)dx (2.4.35a)

= [ f@hiy
:\/127 [ 1@ (\/ﬂ [ Hy e jk(y—:c))dk) dr  (2.4.35D)
:\/12_77 / f(z) (\/ﬁ / H(k)exp (—jky) exp (ikz) dk) dx (2.4.35¢)

Integrationsreihenfolge wechseln

:\/12_7r / H(k) (\/_ / f(z)exp jk?.l‘)dI) exp (—jky) dk (2.4.35d)

_ \/127 [ H)F (k) exp (~jky) db (2.4.35¢)

mit dem Operator F
frh=F " (HKFKk)) (2.4.35f)
F(f*h)=F(f(z))-F(h(z)) (2.4.35g)

Die Fouriertransformation einer Faltung zweier Funktionen ist das
Produkt der Fouriertransformationen der beiden Funktionen.

2.4.2.2. Fouriertransformation und Diracsche Deltafunktion

Die Diracsche Deltafunktion nach Gleichung (M.0.3) hat eine besonders einfache
Fouriertransformation

1
V2T

/ d(z — xg) exp (jkz) dx = ! exp (jkxo)  (2.4.36)

F(0(x —x0)) = Ner

Das Resultat ist also eine Funktion mit konstanter komplexer Amplitude. Umge-
kehrt ist die Fouriertransformation einer konstanten Funktion eine Dirac-Delta-
Funktion

F (exp (i¢9)) \/_ / exp (jo) exp (jkz) dz = exp (jo) V2md(k) (2.4.37)

Die Interpretation dieser Gleichungen zum Beispiel fiir Schall ist: ein extrem kurzer
Knall enthélt alle Schallfrequenzen.
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37 2.4 Kontinuierliche und diskrete Signale

2.4.2.3. Wiener-Khintchine-Relationen

Die WIENER-KHINTCHINE-RELATIONen verkniipfen die Autokorrelationsfunkti-
on mit dem Leistungsspektrum eines Signals. Wir definieren die Korrelationsfunk-
tion K (s) der Funktion y(t) als das Ensemblemittel

K(s)=(yt)yt+s)) (2.4.38)

Die Grosse

K (0)= (v (1)) (2.4.39)

ist offensichtlich die Varianz von y(t¢), wenn s = 0 ist. Wie jede Funktion kann
auch K (s) als Fourierintegral geschrieben werden

K (s) = / T (w) &5 dw (2.4.40)
J(w) ist das Leistungsspektrum oder die Spektrale Dichte der Funktion y(¢). Die
FOURIERTRANSFORMATION in Gleichung (2.4.40) kann umgekehrt werden.

J(w) = 217r / K (s) e 7“%ds (2.4.41)

Die Gleichungen (2.4.40) und (2.4.40) Sind die WIENER-KHINTCHINE-RELATIONen.
Die Relation kann bewiesen werden, indem man in Gleichung (2.4.40) von rechts
mit e 7*'* multipliziert und tiber s integriert.

/dsK(s) eI = /ds / dwJ (w) ed@=s

= 2r / dwJ (w) 6 (w — ')
= J() (2.4.42)
Die Korrelationsfunktion K (s) ist reell und gerade, also eine Symmetrie erster Art.

Deshalb wiirden bei einer Fourierreihe nur cos-Terme auftreten. Hier bedeutet dies,
dass J(w) auch reell und gerade ist, also

K*(s) = K(s)
K(-s) = K(s)
J(w) = J(w)
J(—w) = J(w) (2.4.43)

Die beiden Relationen konnen bewiesen werden, indem man Gleichung (2.4.41
anwendet und dann die Integrationsvariable von s nach —s éndert. Gleichung
(2.4.40) kann umgeschrieben werden
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() =K(0) = /J(@dw:/J+ (w)dw
Ji(w) = _2J(w) (2.4.44)

Die Fourierintegrale konnen wegen den Symmetrieeigenschaften auch als cos-Transformationen
geschrieben werden. Man setzt e/ = cos ws=j sinws und erhilt (da sin ungerade
ist)

K(s) = T J (w) cosws dw = 2/J(w) cosws dw
o )
00 1 ®
J(w) =5 [ K(s)coswsds = —/K (s) coswsds (2.4.45)
—00 v

0

K (s) und J(w) kénnen direkt aus den Fourierkoeffizienten von y(t) berechnet wer-
den. Wenn y(¢) stationdr und ergodisch ist, ist K (s) zeitunabhingig und das En-
semblemittel (y) kann durch das Zeitmittel {y} ersetzt werden (Die Definitionen
finden Sie in Reif | | Kapitel 15.14 oder im Anhang K). Dies gilt fiir peri-
odische Funktionen, muss aber fiir statistisch schwankende Funktionen wie das
Rauschen gefordert werden. Gleichung (2.4.40) kann nun geschrieben werden als

K (s) = 26 /Y (t)y(s+1t)dt (2.4.46)
“o
Wir setzen
t fir —0<t<06
Yo (1) = { ?0/( ) - (2.4.47)
und erhalten fiir K(s)
1 oo
K(s) =55 / v () ye (s +1) dt (2.4.48)

Durch die Ersetzung von y(t) mit y — O(¢) fithrt man einen Fehler der Gréssen-
ordnung & ein, der fiir © — oo verschwindet. Mit

y(t) = /C’(w) et dw (2.4.49)

(C' (w) ist die FOURIERTRANSFORMATION von ¥(t)) erhdlt man
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1 77 O N
K (s) = 20 / dt / dwC (w) e / dw'C (') e/ (s+t)
1

- / n jw's J(w+w’)t
2@_/ dw_/ dw'C (w) C (W) e _/ dte

o0

1 oo oo .,
- / / Jw's /
2@_/ dw_/ dw'C (w) C (W) 7 270 (w + w')]
o ,
— P — Jws
@_/ dwC (w)C (—w)e
= @/ dw |C (w)]" e (2.4.50)

Setzt man -
J(w)=glC (w)[? (2.4.51)

so erhalt man Gleichung (2.4.40). Durch diese Rechnung wird klar, dass J(w)
das Leistungsspektrum ist. Die Wiener-Khintchine-Relationen lassen sich wie folgt
zusammenfassen:

Die Autokorrelation und das Leistungssprektrum sind Fou-
riertransformierte

Zum Schluss sei angemerkt, dass

) =K =5 /_O:O C (@) dw (2.4.52)

ist.

2.4.3. Laplace-Transformationen

Die FOURIERTRANSFORMATION im vorangegangenen Kapitel kann nur gelost wer-
den, wenn das Integral tiber den Betrag der Zeitfunktion endlich ist. Weiter miissen
die Funktionswerte zu allen fritheren, aber auch zu allen spéteren Zeiten bekannt
sein. Damit ist die FOURIERTRANSFORMATION akausal. Die Kausalitat verlangt
nun, dass ein SIGNAL nur von seiner Vorgeschichte, nicht aber von seiner Zukunft
abhangen kann. Eine Konsequenz der Kausalitét ist, dass es keine beliebig scharfen
Filter geben kann.

Mit der LAPLACE-TRANSFORMATION kann insbesondere sehr elegant das Problem
der Berechnung von Faltungsintegralen gelost werden. Dieses Problem taucht im-
mer dann auf, wenn Ein Ausgangssignal bei bekannter Impulsantwort aus dem
Eingangssignal berechnet werden muss.

Die LAPLACE-TRANSFORMATION ist nun definiert durch

F(p) = / (1) et (2.4.53)
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Hier ist p = x4+ jw eine komplexe Funktion. Wenn f(¢) = 0 ist fiir £ < 0 dann ist in
vielen Fallen die FOURIERTRANSFORMATION und die LAPLACE-TRANSFORMATION
aquivalent. Vielfach schreibt man fiir die Laplace-Transformation auch

F(p) = L(f(1)) (2.4.54)

Die Umkehrfunktion der LAPLACE-TRANSFORMATION ist nicht so einfach wie die
der FOURIERTRANSFORMATION. Wéhrend bei dieser ein Vorzeichen gewechselt
werden muss, benétigt die LAPLACE-TRANSFORMATION eine Integration in der
komplexen Ebene.
s+jr
1 F(p)

t) = — lim e’ —2d 2.4.55
Ft) =5t [ o=y (2.4.55)

S—Jr
dabei muss der Integrationsweg s so gewahlt werden, dass alle singularen Punkte
des Integranden links von der Geraden Rp = s liegen. Die wichtigsten Eigenschaf-

ten der Laplace-transformierten Funktion sind:

o« L(LD) =pF(p) - £(0)

o Wenn L (f1(t)) = Fiy (p)und L (f (t)) = F5 (p) ist, dann ist auch L (ay f1 () + as f2 (t)) =
arFy (p) + ax F (p)

o Dampfungssatz: Wenn L (f (t)) = F (p), dann ist L (e=*f (t)) = F (p + a)

 Verschiebungssatz nach rechts (Retardation): Wenn L (f (t)) = F (p) und
A > 0, dann ist L (f(t)) = e *F(p)

o Verschiebungssatz nach links: Wenn L (f (t)) = F (p) und A > 0, dann ist
L(f(t)) = [F(p) — [ e " f(t)at]

» Satz von Borel: Wenn L (f; (t)) = Fi (p) und L (f2 (t)) = F» (p) ist, dann ist
auch L (gt’fl (t—7) fa (T)d7'> = %Fl (p) F2 (p)

Die Ausgangsfunktion zu F(p) = p ist die Dirac-J-Funktion

Die Laplace-Transformation wird eingesetzt, um Differentialgleichungssysteme zu
l6sen. In der Elektronik wird Sie zur Berechnung von Frequenzgiangen verwendet.
Einige Funktionen und ihre Laplacetransformierten sind in der Tabelle C.1 im
Anhang angegeben.

Beispiel (Maple-Datei): Laplace-Transformation (Maple)
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SRS () ot SR}

Abb. 2.24.: Digitale Ubertragungskette im Zeitbereich

X(Z)—> z"! —>Y(Z)

it

Y(Z)I 271X<Z)= e f“X(Z)

Abb. 2.25.: Digitale Ubertragungskette im Frequenzbereich

2.4.4. z-Transformationen

Die obigen Transformationen, die FOURIERTRANSFORMATION (Abschnitt 2.4.2)
und die LAPLACE-TRANSFORMATION (Abschnitt 2.4.3), konnen nur auf kontinu-
ierliche Signale angewandt werden. Digitale Signalverarbeitung funktioniert aber
nur mit zeit- und amplitudendiskreten Messwerten. Die hier besprochene z-Transformation
ist die fiir dieses Problem angepasste Transformation. Die z-Transformation und

die im Abschnitt 2.6.2 besprochenen Digitalfilter und -techniken kénnen auch
auf die Datenanalyse im Computer angewandt werden. Wahrend die Laplace-
Transformation und die Fourier-Transformation zur Losung von Differentialglei-
chungen und -gleichungssystemen verwendet werden konnen, wird die z-Transformation
zur Berechnung von Systemen von Differenzengleichungen verwendet.

Wir betrachten nun eine Ubertragungskette fiir diskrete Signale (Abbildung 2.24
und 2.25).

Hier ist die Funktion f(¢) fur die Zeiten 0 < t < oo nur fiir diskrete Argumente

t, =nT, (n=0,1,2,...;T, > 0,T, const) definiert. Die Amplitudenwerte an den
diskreten Zeitwerten sind ebenfalls diskret. Die Folge {f,} und die an diskreten
Zeitwerten definierte Funktion f(nT,) sind dquivalent.

Die z-Transformation F(z) der Folge {f,} ist definiert durch

F(z)= i fnz™" (2.4.56)

Die Folge {f,} heisst z-transformierbar, wenn die Summe in Gleichung (2.4.56)
konvergiert. Als Kiirzel kann man auch schreiben

F(z2)=Z{f.} (2.4.57)
{f.} ist die Originalfolge, F'(z) die Bildfolge.

2.4.4.0.1. Ein Beispiel Sei f, =1, (n=0,1,2,3,...). Die z-Transformation ist

F(z)= i 2" (2.4.58)

Die Summe in Gleichung (2.4.58 ist beziiglich é eine geometrische Reihe. Sie

konvergiert gegen %7, wenn + < 1 ist. Das heisst aber, dass die Folge {f,} z-

transformierbar ist fir alle z-Werte ausserhalb des Einheitskreises |z| > 1.

©2002-2020 Ulm University, Othmar Marti 41



Mathematische Grundlagen 42

2.4.4.0.2. Eigenschaften

o Fir jede z-transformierbare Folge {f,} ist F(z) eine Potenzreihe beziiglich
271 Es existiert eine reelle Zahl R als Konvergenzradius der durch F(z)
gegebenen Potenzreihe. {f,} ist dann fir |z| > R z-transformierbar.

o Wenn {f,} z-transformierbar ist, dann ist F'(z) eine analytische Funktion.
und gleichzeitig die einzige Bildfunktion von {f,}.

« Wenn F(z) fiir |z| > & analytisch ist und fiir z — oo reguldr ist (d.h. F(2)
ist eine Potenzreihe analog zur Gleichung (2.4.58) und F(co0) = fj), dann
gibt es genau eine Folge {f,}.

o Wenn F(z) = Z{f,} existiert, dann ist
Jo=lim F (2) (2.4.59)

Dabei kann z auf der reellen Achse oder langs eines beliebigen Weges nach
oo laufen. Da

2{F (2) — fo} :f1+f2i+f3212+--- (2.4.60)

und
22{F<Z)_f0_fli} =f2+f3i+f4Z12+--- (2.4.61)

auch z-Transformierte sind,bekommt man

Z—00

fr=lim 2 {F(z)~ f}  fo=lim 2 {F(z) ~fo— fli} . (24.62)

Auf die oben gezeigte Art und Weise kann aus der Bildfunktion
F(z) die Originalfolge {f,} rekonstruiert werden.

o Wenn nh_)nolo fn existiert, dann ist
lim f, = Zkrlr}ro (z—1)F(z) (2.4.63)

Um diesen Grenzwertsatz anwenden zu kénnen, muss man wissen, dass der
Grenzwert existiert. Der Satz ist nicht umkehrbar.

2.4.4.1. Rechenregeln fiir die z-Transformation

Wir gehen von der Folge {f,,} und ihrer z-Transformierten Z { f,} = F'(z) aus

1. Verschiebungssatz

Z{fory=2""F(z)  firk=0,1,2,... (2.4.64)

2. Verschiebungssatz

A fosi} = 2 [F(z) — kz_:l f,,z”] furk=1,2,3,... (2.4.65)
v=0
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Summation Fir |z| > max (1, %) gilt:
n—1 1
Z {Z f,,} = ——F(z) (2.4.66)
o z—1

Differenzenbildung Fiir die Differenzen
Afo=forr=for  ATf=A(A"F) (m=1,2,.. A%, = f.)
gilt:

Z{AL) = (z-VF(E) - fo
Z{AMY = (2 1P F() - 2(:— 1) fo— 2Dy

: _ : (2.4.67)
k—1
Z{AM ) = -1'F() =2 T (-1 AYS
v=0
Dampfung fir A # 0 beliebig komplex und |z| > 2 gilt
Z{N Y= F (i) (2.4.68)
Faltung Als Faltung der Folgen {f,} und {g,} bezeichnet man
fo*gn = foin-v (2.4.69)
v=0
Existieren Z {f,} = F(2) fir [A| > z- und Z{g,} = G(2) fiir [\ > 7= dann
ist
ZA{fn*gn} = F(2)G(2) (2.4.70)
Die in Gleichung (2.4.70 definierte FALTUNG konvergiert fur |z| > max (R%, R%)

Dieser FALTUNGSSATZ ist analog zu den Faltungssitzen fiir die FOURIER-
TRANSFORMATION und die Laplace-Transformation.

Differentiation der Bildfunktion
dF(z)

7 b= — 2.4.71
ffu} = = (2471)
Hohere Ableitungen lassen sich analog bilden.
Integration der Bildfunktion Falls fy = 0 gilt
fa 7F ©)
74— = [ —=d 2.4.72
& [ (24.72)
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2.4.4.2. z-Transformation und Laplace-Transformation

Die diskrete Funktion f(¢) kann auch als Treppenfunktion geschrieben werden:

f(t> = f(nTA) = fn fir nly <t< (n —+ 1)TA
(n=0,1,2,...;T4 >0, Tx = const(2.4.73)

Hier ist Ty die Abtastzeit.

Die Laplace-Transformierte dieser Funktion ist (Siehe auch Gleichungen (2.4.53)
und (2.4.54)).

L{f(t)} = F(p)

n+1)T4

()T
= Z / f.e Pidt
n=0

nTa
00
e
= Z f
n=0

1—ePTa 2

— _— Z fn6_nTAp (2474)
n=0

—nTap _ o—(n+1)Tap

p

p

Die unendliche Folge wird auch als DISKRETE LAPLACE-TRANSFORMATION be-
zeichnet.

D{f(t)} =D{fu} = i fne " TAP (2.4.75)

Ersetzt man in der Gleichung (2.4.75) €4? durch z (dies ist der Ursprung der
Bezeichnung z-Transformation) erhdlt man fiir Treppenfunktionen die Beziehung

pF(p) = (1 _ 1) F(z) (2.4.76)

z

1
L) = (1-2) 24w} (2477)
Mit Hilfe der Beziehungen in Gleichungen (2.4.76) und (2.4.77) kann man aus den

Laplace-Transformationen in Tabelle C.1 die entsprechenden z-Transformationen
ausrechnen.

2.4.4.3. Riicktransformation

Die Rucktransformation
Z7HF (2)} = {fa} (2.4.78)

der z-Transformation kann mit vier verschiedenen Methoden berechnet werden.
1. Benutzung von Tabellen

2. Berechnung der Laurent-Reihe von F'(z)
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45 2.4 Kontinuierliche und diskrete Signale

3. Berechnung der Taylor-Reihe von F’ (%) Es ist

1 d” 1
n=——F|- =0,1,2,... 2.4.79
/ ndz" (z) =0 (n ) ( )
4. Anwendung eines Grenzwertsatzes
2.4.4.3.1. Beispiel Es soll die zu F(z) = (2_2)2(% gehorige Folge berechnet
werden.
F(z)

1. Aus der Partialbruchzerlegung von erhélt man

2z 2z 2z
F(Z)_Z_2_<Z_1)2_Z_1 (2.4.80)

und somit
{fu}=20@2"-n-1) firn=0 (2.4.81)

2. Entwicklung in Potenzen von %
F(2) =222 +82+2227" +5227° 4 ... (2.4.82)

Daraus kann man direkt die Folge {f,} ablesen. Einen geschlossenen Aus-
druck erhélt man jedoch nicht.

3. Man berechne die Ableitungen von F' (%)

1 2 22 2 1
() —rmed e r() o
1 1
ar (5> _ 4 4z _ 4 also aF (5) -0
dz (1-22)*  (1-2)°  (1-2)? dz .
21 (1 21 (1
dF(5> _ 16 122 12 also dF(5> —4
dz2 (1—2z)3 (1—2)% (1—2)3 dz2 .
3 (1 3 (1
a°F (5> _ 9 _ 48 _ _48 also °r (2> — 48
dz3 (1-22) (1-2)° (1-2)* dz3
0
(2.4.83)

Beriicksichtigt man, dass die Koeffizienten der Taylor-Entwicklung noch mit
n! normiert sind, erhalt man ein konsistentes Resultat fir {f,}.
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]

(@)

Abb. 2.26.: Einschalten einer Spannung an einem RC-Glied

4. Aus den Grenzwertsatzen erhalt man

Z—00

! 2z
= 1m =
7500 23 — 422 4+ 52 — 2

fi = le}r(r)loz(F(z) — fo)
_ 222
= lim —
2200 23 — 422 4+ 52 — 2

fo = lim 2 (F(z)—fo—‘];)

0

Z—00
_ 223
= lim =
2200 23 — 422 4+ 5z — 2
. i f
fy = Jim = (F<Z>—f -
2

2z
— 3( - ) —8
Theo \B 422 4522 22
(2.4.84)

2.4.5. Anwendung der Transformationen auf Einschaltvorgiange

Um Einschaltvorginge zu untersuchen werden entweder die Stoss- oder Sprungant-
wort untersucht. Die Sprungantwort ist die Antwort des Systems auf die Sprung-
funktion

0 fiur t<t
Usp<t;t0; UO) = { UO fir t >Ot0

am Eingang. Als erstes Beispiel berechnen wir die Ausgangsspannung an einem
RC-Glied, wenn am Eingang eine Sprungfunktion angelegt wird (Abbildung 2.26).
Unter der Voraussetzung, dass zur Zeit t = 0 der Kondensator entladen ist, erhélt
man mit Uy, = IR + U, und der Beziehung I = % =C ddl{f“ die Differentialglei-
chung

(2.4.85)

au, 1
i " Re
Die Losung dieser elementaren Differentialgleichung unter Berticksichtigung der
Anfangsbedingungen ist

Ua - Uein) =0 (2486)
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2 U

Abb. 2.27.: Kombinierte Stoss- und Sprungfunktion Ug(t, At, Usto, Us), beste-
hend aus Uy, (t,0, Ugo) (blau) und Us, (¢, At, Us, — Ust) (rot)

Ua(t) = Uy (1 — /1) (2.4.87)

Die Losung, und damit die zeitliche Ubertragungsfunktion oder Einheitsschrittant-
wort Ua ist die bekannte Exponentialfunktion.

Im Allgememen besteht das Einschaltsignal aus einer Kombination einer Stossfunk-
tion und einer Sprungfunktion, wie sie Abbildung 2.27 zeigt. Wenn wir annehmen,
dass fir t < 0 U, = 0 gilt, dann fiir 0 > t < At der Wert U, = Uy; und fiir t > At
U, = U, ist, kann die Eingangsfunktion mit Gleichung (2.4.85 als

Ug(t, At, Us 0, Uso) = Usp (£,0,Ugp0) + Usp (£, AL, Uss — Ust ) (2.4.88)
geschrieben werden. Unter der Voraussetzung, dass
e die Schaltung stabil ist
o das Uberlagerungsgesetz gilt und
e die Sprungantwort unabhéngig vom Zeitpunkt des Sprunges ist

ldsst sich die Stossantwort mit U,, = 0 berechnen.

Ua (t) - Ua (Usp (t, 07 Ust,O) 7t) + Ua (Usp (t’ At, _Ust,O) 7t>

0 fir t<0
- Uy (1 et/70) fir 0 <t <At
Usp [(1 — e*t/RC) — (1 — e*(t*At)/RC)} fir At<t
0 fur t<0

_ Uso (1 ~ e—t/RC) fiir 0<t <At
Ug 0e 1/ RC (eAt/RC — 1) fir At<t

0 fir t<0
= { Uao(1—e¥R) fir  0<t <At (2.4.89)
Ugoate B0 fir At <t, At—0

Die obige Gleichung zeigt, dass bei einer stossformigen Anregung immer eine so-
fortige Antwort sowie eine langzeitliche Antwort vorhanden ist.

Wenn die Eingangsfunktion mathematisch nicht trivial ist, kann man sie in eine
Folge von Stossfunktionen geschrieben werden.
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= Uy (t —nAt, At,U (nAt),0) (2.4.90)

Wir modifizieren die obige Gleichung
2 Uy (t — nAt, At,U (nAt) ,0)

Ue(t) =)

- At
= At

Durch den Grenziibergang At — 0 wird die obige Gleichung zu einem Integral,

wobei % die Diracsche Deltafunktion §(t) approximiert

7Ust d(t—T1)dr =Ug(t) (2.4.91)

einem Faltungsintegral, das gelost werden kann. Aus der Stossantwort U, (¢,n)
einer einzelnen Stossfunktion erhélt man die Antwort des gesamten Systems

Uy (mAl) = 3" U (t) (2.4.92)

n=0

Wenn A (t) = Al}tm0 i d1e zeitliche Ubertragungsfunktion eines Einheitsschrittes
—

ist, muss man, um zur Stossantwort (der Reaktion des Systems auf einen Di-
rac’schen Deltapuls §(¢) zu kommen, die folgende Umrechnung machen.

Wenn O(t) die HEAVISIDE-FUNKTION ist, also ein Einheitssprung, gilt, dass

do(t)
o(t) = ———
(t)=—4
wenn also A(t) die Systemantwort auf eine Sprungfunktion ist, dann ist 40 16

einem LINEAREN SYSTEM die Systemantwort auf einen Deltapuls. Also erd die
Sytemantwort auf einen beliebigen Eingang das Faltungsintegral

dA(t — 1)

d 2.4.
o T (2.4.93)

Ua () = U, (0) Ao (0) + [ U (1)

Legt man beispielsweise an die Schaltung aus Abbildung 2.26 eine exponentiell
ansteigende Spannung U, (t) = Uy (1 —et/ TO) an und berticksichtigt, dass aus
Gleichung (2.4.87)

Ag(0) = 0
At) = 1—¢eVEC
At—71) = 1—e e
At — | R
d (:lt ) _ e (2.4.94)

Die Antwortfunktion ist
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Uysinot

Abb. 2.28.: Anlegen einer Wechselspannung an eine Spule

Uy |

Ua(t):%
0

(1 - e_%) e~ dr (2.4.95)
Wenn die Eingangsspannung die gleiche Zeitkonstante wie die RC-Schaltung hat,
also RC' = 1y, dann ergibt sich

t

Uy kS t\ _t

Ua(t) = 2% [ (e%5 —1)dr = Uy [1 - (1 + ) ¢ } (2.4.96)
T0 0 T0

Es gibt die einfache Beziehung zwischen der FOURIERTRANSFORMATION und ei-

nem Faltungsintegral:

Uy (t) = [ U, () h(t —7)dr
p (2.4.97)

{  Fouriertransformation

Ua (W) = h(w) Ue ()

Ein weiteres illustratives Beispiel ist das Anlegen einer Wechselspannung Uy sin wt
an eine Spule (Siehe Abbildung 2.19). Fiir ¢t > 0 gilt die Differentialgleichung

dI
Lo+ RI=Ug =0 (2.4.98)

Die Losung dieser Gleichung, sowie die zeitliche Ubertragungsfunktion sind

R
Al) = ]1%(1_6’275) (2.4.99)
Mit
Ay (0) = 0
Al = 5 (1-e#)
Alt—7) = ;(1—&(”))
dA(flt_T) _ 26’5(” (2.4.100)
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Einschalten im Spannungsminimum Einschalten im Spannungsmaximum

1.4 1

124 0.8

: AR
’52%\/\/\/UVVUU‘

06 1 0,8
038 . . . -1
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

t t

Abb. 2.29.: Resultierende Stréme beim Anlegen einer Wechselspannung an eine
Spule. Links: Einschalten im Nulldurchgang, Rechts: Einschalten
bei Maximalspannung.

bekommt man fir den Strom
/ 1
I(t) = /UO sinwtze_%(t_ﬂdf
0

t

Uy _= R

= —e¢ Lt/smwteLTdT
L 0

U,
= WOQ_LZ (R Sin wt — CUL cos wt + WLG_%t> (24101)
w

Schaltet man bei der Maximalspannung ein, ergibt sich

Uo

I(t) = R? + w22

(wL sinwt + R coswt — Re_%t> (2.4.102)
Wie aus Abbildung 2.29 (Excel-Tabelle) ersichtlich, wird der Dauerzustand sehr
viel schneller erreicht, wenn man bei der Maximalspannung eine Spule an eine
Wechselspannung als wenn man im Nulldurchgang schaltet. Der Grund ist der
Folgende: Die Anfangsbedingung der allgemeinen Loésung héngt von der Grosse
der speziellen Losung zum Anfangszeitpunkt ab. Da bei einer Spule der Strom im
Dauerzustand 90° ausser Phase ist, muss bei einem Einschalten im Nulldurchgang
die Anfangsbedingung der allgemeinen Losung den maximalen Strom kompensie-
ren. Wenn bei der maximalen Spannung eingeschaltet wird, ist der Strom null, die
Anfangsbedingung der allgemeinen Losung ist also auch null. Je weniger die Spule
durch den Quellwiderstand gedampft wird, desto ausgepragter ist der Effekt, dass
die Zeit zum Erreichen des Gleichgewichtszustandes im ersten Fall grosser ist.
Beispiel (HTML-Datei): Anwendung der z-Transformation

Beispiel (PDF-Datei): Anwendung der z-Transformation

Beispiel (Maple-Datei): Berechnung der z-Transformation

2.4.6. Digitale Signale

Digitale Signale, also 0 oder 1, werden mit logischen Schaltungen verkniipft. Di-
gitale Signale werden mit Hilfe von ZAHLENSYSTEMEN auf unsere Werteskale der
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Dual (binér) Dezimal Oktal Hexadezimal
000 000 = 0000 0 0 0
000 001 = 0001 1 1 1
000 010 = 0010 2 2 2
000 011 = 0011 3 3 3
000 100 = 0100 4 4 4
000 101 = 0101 5 ) 5
000 110 = 0110 6 6 6
000 111 = 0111 7 7 7
001 000 = 1000 8 10 8
001 001 = 1001 9 11 9
001 010 = 1010 10 12 A
001 011 = 1011 11 13 B
001 100 = 1100 12 14 C
001 101 = 1101 13 15 D
001 110 = 1110 14 16 E
001 111 = 1111 15 17 F

Tab. 2.4.: Vergleich der ZAHLENSYSTEME

(1) (2) (3) (4)

A A A A
0 0 0 0
1 1 1 1

Tab. 2.5.: Logische Verkniipfungen mit einer Eingangsvariablen

o ol
— |
— ol
S

nattrlichen Zahlen abgebildet. Gebréuchlich sind:
« Das binare Zahlensystem, bestehend aus Dualzahlen. 10110B, "B"nachgestellt.

 Das Oktalsystem. 2340 oder 234Q) , O (der Buchstabe, Verwechslungsgefahr)
oder QQ nachgestellt

» das Hexadezimalsystem. 3FH oder $3F, H nachgestellt oder $ vorangestellt

o das Dezimalsystem. 123D, D nachgestellt

In Tabelle 2.4 haben wir, wie iiblich fiir die Ziffern "10" bis "15" die Buchstaben
A ... F verwendet. Eine schéne Ubersicht iiber die Grundlagen der Digitaltechnik
findet man im Buch von Héafller und Straub| ]-

2.4.6.1. Logische Verkniipfungen

2.4.6.1.1. Nicht-Gatter Die Grundverkniipfungen mit einer Variable sind in Ta-
belle 2.5 angegeben. Die Verkniipfungen (1) und (2) haben keinen praktischen
Nutzen. (3) ist die Funktion eines BUFFERs wihrend (4) eine Negation darstellt.
Die Logiktafel der Negation sowie die Schaltbilder und die Signalformen sind in
Abbildung 2.30 dargestellt. Man schreibt die Negation tiblicherweise

Z=-A=A (2.4.103)
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T D -
ils
il

>

t

Abb. 2.30.: NEGATION, NICHT-GATTER, INVERTER und NOT

2.4.6.1.2. Und-Gatter Die erste der zweiwertigen Funktionen ist das UND-GATTER.

Sein Ausgang ist eins, genau wenn beide Eingénge auf eins sind. Die Logiktafel des
Und-Gatters sowie die Schaltbilder und die Signalformen sind in Abbildung 2.31
dargestellt. In Formeln stellt man die Konjunktion (Und) wie folgt dar:

Z = ANB genormt
Z = AxB veraltet
Z = A&B selten(Schreibmaschine!) (2.4.104)

1= D=1

A il
‘ ﬂ "t
I

t

Abb. 2.31.: UND, Und-Gatter, KONJUNKTION und AND

2.4.6.1.3. Oder-Gatter Die zweite der zweiwertigen Grundfunktionen ist das
ODER-GATTER. Sein Ausgang ist eins, wenn mindestens einer der beiden Ein-
gange auf eins ist. Die Logiktafel des Oder-Gatters sowie die Schaltbilder und
die Signalformen sind in Abbildung 2.32 dargestellt. In Formeln stellt man die
Disjunktion (Oder) wie folgt dar:
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53 2.4 Kontinuierliche und diskrete Signale

Z = AVB genormt
Z = A+B veraltet (2.4.105)

- D
17.

\4
—_

>t

Abb. 2.32.: Oder, Oder-Gatter, Disjunktion, OR

Mit den Verkniipfungen UND, ODER und NICHT kénnen alle logischen Ver-
kntipfungen erzeugt werden. Es hat sich aber herausgestellt, dass einige andere
abgeleitete Verkniipfungen einfacher in Silizium zu bauen sind. Mit einer Auswahl
abgeleiteter Funktionen lassen sich ebenso alle Verkniipfungen herstellen.

2.4.6.1.4. NAND-Gatter Eine hdufig verwendete abgeleitete Verkniipfung ist
das NAND-Gatter. Sein Name ist Abgeleitet aus NOT und AND. Sein Ausgang
ist eins, wenn einer der beiden Eingadnge nicht auf eins ist. Die Logiktafel des
NAND-Gatters sowie die Schaltbilder und die Signalformen sind in Abbildung
2.33 dargestellt. In Formeln stellt man die NAND-Funktion wie folgt dar:

Z = ANB genormt
Z = AxB veraltet (2.4.106)

2.4.6.1.5. NOR-Gatter Eine weitere hiufig verwendete abgeleitete Verkniipfung
ist das NOR-Gatter. Sein Name ist abgeleitet aus NOT und OR. Sein Ausgang
ist eins, wenn beide Eingange nicht auf eins sind. Die Logiktafel des NOR-Gatters
sowie die Schaltbilder und die Signalformen sind in Abbildung 2.34 dargestellt. In
Formeln stellt man die NAND-Funktion wie folgt dar:

Z = AVBEB genormt
Z = A+B veraltet (2.4.107)
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£ D
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Abb. 2.33.: NAND, NAND-Gatter

- D=

AA
L

BA
I

Zl
_‘ B

Abb. 2.34.: NOR, NOR-Gatter

2.4.6.1.6. Aquivalenzgatter Eine weitere abgeleitete Verkniipfung ist das Aquivalenz-
Gatter. Sein Ausgang ist eins, wenn beide Eingénge auf gleichem Pegel sind. Die
interne Funktion kann wie in Tabelle 2.6 gezeigt, abgeleitet werden. Die Logiktafel

des Aquivalenz-Gatters sowie die Schaltbilder und die Signalformen sind in Ab-
bildung 2.35 dargestellt. In Formeln stellt man die Aquivalenz-Funktion wie folgt

dar:

Z = (AAB)V (Z A P) genormt
Z = (AxB)+(AxB)  veraltet (2.4.108)

2.4.6.1.7. Antivalenzgatter oder XOR Eine weitere abgeleitete Verkniipfung
ist das Antivalenz-Gatter, auch XOR-Gatter genannt. Der Name XOR ist ei-
ne amerikanisch pragnante Abkiirzung fiir eXclusive OR. Sein Ausgang ist eins,
wenn beide Eingdnge auf verschiedenem Pegel sind. Die Logiktafel des Antivalenz-
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A B|A B|Q=AANB|S=AANB|Z=QVS
0 01 1 0 1 1
0 1,1 0 0 0 0
1 0]0 1 0 0 0
1 1/0 0 1 0 1

Tab. 2.6.: Wahrheitstabelle des Aquivalenzgatters

T B D
A ils
1000

Abb. 2.35.: Aquivalenz, Exklusiv-NOR, XNOR

Gatters sowie die Schaltbilder und die Signalformen sind in Abbildung 2.36 dar-
gestellt. In Formeln stellt man die Antivalenz-Funktion wie folgt dar:

Z = (AANB)V (Z A E) genormt
Z = (A A E) V (Z A B) umgeformt, genormt
Z = (A * P) + (Z * B) veraltet (2.4.109)

2.4.6.2. Boolesche Algebra, Schaltalgebra

Die Reihenschaltung von zwei Schaltern fithrt auf die Verkntipfung UND. Die Par-
allelschaltung ergibt demnach ODER. Dabei wird angenommen, dass der Schalt-
zustand 1 dem geschlossenen Schalter entspricht.

In Tabelle 2.7 sind die Grundrechenregeln fiir Konstanten zusammengefasst. Ta-
belle 2.8 zeigt die Theoreme der Schaltalgebra. Dabei wird nun eine Variable, A,
eingefithrt, deren Wert beliebig ist.

UND OANO=0 OA1=0 1A0=0 1A1l=1
ODER 0Vv0=0 Ovl=1 1v0=1 1vl=1
NICHT 0=1 1=0

Tab. 2.7.: Postulate der Schaltalgebra
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. ﬂ_bt
INREEEN

Abb. 2.36.: Antivalenz, XOR-Gatter

UND AND=0 AAN1=A ANA=A ANA=0
ODER AYO:A Ayl:l AVA=A AVA=1
NICHT 0=0 1=1

Tab. 2.8.: Theoreme der Schaltalgebra

Wie bei den natiirlichen oder ganzen Zahlen macht das Kommutativgesetz ei-
ne Aussage iiber die Vertauschbarkeit von Variablen bei der UND- oder ODER-
Verkniipfung.

Z= ANBANC= CABAA
Z= AVBVC= CVBVA (2.4.110)

Analog gibt es auch ein Assoziativgesetz, das aussagt, dass die Reihenfolge der
Verkntipfung beliebig ist.

Z= ANBANC)= (ANB)ANC
Z= AvVv(BVC(C)= (AvB)vC (2.4.111)

Auch fir die Schaltalgebra gibt es Distributivgesetze. Man unterscheidet das kon-
junktive Distributivgesetz

Z=ANBVC)=(AANB)V(AANC) (2.4.112)

und das disjunktive Distributivgesetz

Z=AV(BANC)=(AVB)AN(AVCO) (2.4.113)

Zusétzlich zu den oben ausgefithrten Gesetzen, die auch von den iiblichen Zahlen-
systemen her bekannt sind, gibt es die deMorganschen Gesetze. Das erste DeM-
organsche Gesetz lautet
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57 2.4 Kontinuierliche und diskrete Signale

A B|AANB|AANB|A|B|AVvB
0 O 0 1 111 1
0 1 0 1 110 1
1 0 0 1 011 1
1 1 1 0 010 0

Tab. 2.9.: Wahrheitstabelle des ersten DeMorganschen Gesetzes

A B|AVvVB|AVB | A|B|AAB
0 0 0 1 1)1 1
0 1 1 0 110 0
1 0 1 0 011 0
1 1 1 0 010 0

Tab. 2.10.: Wahrheitstabelle des zweiten DeMorganschen Gesetzes

Z=ANB=AVB (2.4.114)

Die Giultigkeit dieses Gesetzes kann mit der Tabelle 2.9 gezeigt werden.
Das zweite DeMorgansche Gesetz lautet:

Z=AVB=AAB (2.4.115)

Die Giltigkeit dieses Gesetzes kann mit der Tabelle 2.10 gezeigt werden.

Analog zum Rechnen mit ganzen Zahlen (als Beispiel) wird definiert, dass UND
starker bindet als ODER (Punkt vor Strich). damit erreicht man, dass nicht im-
mer Klammern gesetzt werden miissen, um die Reihenfolge der Ausfithrung von
Operationen festzulegen. Aus den DeMorganschen Gesetzen folgt, dass jede UND-
Verkniipfung mit ODER- und NICHT-Verkniipfungen realisiert werden kann. Da
man immer eine NICHT-Verkniipfung aus einer NOR-Verkniipfung erzeugen kann
(entweder man legt einen Eingang auf null, oder man verbindet beide Eingénge)
benotigt man, im Prinzip, nur NOR-Gatter, um eine gesamte Logik aufzubauen.
Diese Aussage mag, wenn man an integrierte Schaltungen wie die 70LSxx-Reihe
denkt, iibertrieben klingen. Wenn man eine grossere logische Schaltung jedoch mit
programmierbaren Logik-Array (PAL) aufbaut, dann hilft einem die obige Aus-
sage, um mit einem Typ Schaltungen alles aufzubauen. Analog kann man auch
zeigen, dass alle logischen Schaltungen aus NAND-Verkntiipfungen aufgebaut wer-
den konnen. Welche Verkniipfung man bevorzugt, hiangt unter anderem auch vom
inneren Aufbau der Logikfamilien ab.

2.4.6.2.1. Normalformen Eine digitale Schaltung ist eindeutig durch ihre Wahr-
heitstabelle gegeben. Aus der Wahrheitstabelle konnen zwei Normalformen abge-
lesen werden.

ODER-(disjunktive) Normalform (DNF) Eine DNF ist eine Oderverkniipfung
von Vollkonjunktionen (nur UND, jede Variable kommt nur einmal vor). Ziel
sind die Zustande 1. Die einzelnen Terme heissen Minterm.

UND-(konjunktive) Normalform (KNF) Eine KNF ist eine Undverkniipfung von
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Tab. 2.11.: Erzeugung einer DNF aus der Wahrheitstabelle

Ty T2 |y

0 00 o\ [0
0 10 0 |0
1 00 I [0]1
111

Abb. 2.37.: Vergleich einer Wahrheitstabelle mit einem Karnaugh-Diagramm

Volldisjunktionen (nur ODER, jede Variable kommt nur einmal vor). Ziel
sind die Zustande 0. Die einzelnen Terme heissen Maxterm.

Eine DNF sieht dann so aus

Z=(ANBAC)V(ANBAC)V(..)V... (2.4.116)

Entsprechend sieht eine KNF aus.

Z=(AVBVC)N(AVBVC)A(.)A... (2.4.117)

Tabelle 2.11 zeigt, wie man aus der Wahrheitstabelle die DNF erzeugt. Man muss
nur diejenigen Terme aufschreiben, bei denen als Resultat in der Wahrheitstabel-
le eine 1 steht. Je weniger Einsen eine Wahrheitstabelle hat, desto effizienter ist
die DNF. Die KNF andererseits ist dann anzuwenden, wenn im Ausgangsfeld nur
wenige Nullen sind. Tabelle 2.12 zeigt das entsprechende Vorgehen. In der Tabelle
wird gezeigt, dass man die DNF auf die negierte Ausgangsvariable z anwendet. Die
resultierende Form wird negiert. Schliesslich werden die DeMorganschen Gesetze
angewendet. Die KNF wird also erhalten, indem man die Zeilen heraus sucht, die

z = 0 haben. Fiir jede dieser Zeilen wird eine Disjunktion (Maxterm) hingeschrie-
ben, wobei jede Variable mit 1ils A, jede mit Oals A geschrieben wird.

Eine weitergehende Ubersicht iiber das Arbeiten mit logischen Schaltungen kann
in der Referenz | | gefunden werden.
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59 2.4 Kontinuierliche und diskrete Signale

A B|Z|Z
0 0/0|1 = AAB
0 1110
1 0/]0|1 = AAB
1 111]0

7 = (Z A E) V (A A E) aus Tabelle

7 = (Z A E) % (A A E) Negation

Z=(AVB)A(AVB)  DeMorgan
Tab. 2.12.: Erzeugung einer KNF aus der Wahrheitstabelle

2.4.6.3. Karnaugh-Diagramme

Karnaugh-Diagramme bieten eine weitere Vereinfachungsmoglichkeit fiir logische
Schaltnetzwerke. Wie Abbildung 2.37 zeigt, kann aus einer Wahrheitstabelle das
Karnaugh-Diagramm abgeleitet werden. Dabei sind die folgenden Regeln zu be-
achten:

o Die Wahrheitstabelle wird zweidimensional angeordnet. Bei einer geraden
Anzahl von Eingangsvariablen enthalten Zeilen und Spalten je die Halfte der
Variablen, sonst muss z.B. die Spalten mehr Variablen enthalten.

« Die Variablen werden so angeordnet, dass sich von einer Spalte (Zeile) zur
nédchsten nur eine Variable d&ndert. Bemekung. Dies ist der Gray-Code.

o In die Felder werden die Werte der Resultatvariablen y eingetragen.

Wir betrachten in Abbildung 2.38 die beiden Ausgangszellen oben links. Hier steht,
dass fiir die Eingangsvektoren 0000 und 0100 das Ausgangssignal jeweils eins ist.
Bei der Berechnung der disjunktiven Normalform ergibt sich fiir die beiden Zeilen
die Konjunktionen

K1 :Q_Zl/\i’g/\jg/\ill (24118)
K2 = 2_71 VAN i) A Zi‘g A [Z’4 (24119)

Die dann zu bildende Disjunktion liefert unter anderem den Term

Kl\/Kl = (il/\ig/\i3/\i:4)\/(i1/\$2/\f3/\i‘4)
=T1 NT3 N\Zy
Das Beispiel zeigt, dass jedesmal, wenn 2,4,8 16, ... Zellen in einer kompakten
Gruppe mit eins belegt sind, dass dann in der disjunktiven Normalform nur dieje-
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T1 X2 T3 T4 |y
0O 0 0 0|1
O 0 0 1|1
0O 0 1 01
0O 0 1 1|1
0 1 0 0|1
0 1 0 110 353964\”31’”2 0001|1110
0 1 1 010 00 1 1 0 1
0 1 1 110 01 1 0 0 0
1 0 0 0]1 11 1 0 1 1
1 0 0 110 10 1 0 1 1
1 0 1 0|1
1 0 1 1|1
1 1 0 010
1 1 0 110
1 1 1 0|1
1 1 1 1|1

Abb. 2.38.: Erweitertes Beispiel zum Vergleich einer Wahrheitstabelle mit einem
Karnaugh-Diagramm

nigen Variablen auftauchen, die sich in der den Zeilen oder Spalten, iiber welche
die Gruppe geht, nicht verdndern.

Aus einem Karnaugh-Diagramm konstruiert man die Verkniipfungen,
indem man alle Felder mit einsen in moglichst grossen Gruppen zu
2,4,8,16,... Feldern zusammenfasst und fiir jede Gruppe die Konjunk-
tion der unverinderlichen Variablen bildet. Dabei muss das Diagramm
in jeder Richtung als periodisch Fortgesetzt betrachtet werden. Zum
Schluss wird die entsprechende Disjunktion gebildet. In Abbildung 2.38
ergeben sich also die Terme

Ky = 22 AN74 (2.4.121)
Kg = i NZ3NXy (2.4.122)
Ko = z1Nxs (2.4.123)
Kp = 21 NZy (2.4.124)
Das Schlussresultat ist dann
K = KysVKgVKcVEKp (2.4.125)
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61 2.5 Vierpole und Vierpoltheorie

2.5. Vierpole und Vierpoltheorie

Ein Vierpol ist ein elektrisches Schaltteil (einfach oder zusammengesetzt), das von
aussen mit vier Klemmen angesteuert wird| ]. Zwei der Klemmen dienen als
Eingang, zwei als Ausgang. Wenn nun am Eingang eine Spannung angelegt wird,
so fliest ein Strom, der aber auch von der Belastung am Ausgang abhiangt. Genauso
kann der Ausgang auf den Eingang riickwirken. Ebenso gibt es Kopplungen vom
Eingang auf den Ausgang.

Die Vierpoltheorie beschreibt in einer linearen Ndherung um den Arbeitspunkt die
Wirkung einer Schaltung. Im Gegensatz zu der Anwendung von Blockschaltbildern
wird hier die gegenseitige Beeinflussung von Schaltungen berticksichtigt.

I~

i
[>

Abb. 2.39.: Anschliisse, Strome und Spannungen bei einem Vierpol

Die Strome an den Klemmen 1 und 1’ sowie 2 und 2’ sind jeweils gleich. Fiir linea-
re, zeitinvariante passive Vierpole gibt es sechs Moglichkeiten, die gegenseitigen
Beeinflussungen in einem Gleichungssystem zu beschreiben. So kénnte man zum
Beispiel schreiben:

U, = zyply+ 2151, (2.5.1)
QQ = §2111 +§2212

Die z;; sind komplexwertige Koeffizienten, die wie folgt definiert sind:

211 = %—% L0 Leerlaufeingangsimpedanz (2.5.3)
Z12 = % I,=0 rll%eiig:kt\iz:iillr{ungswiderstand (2.5.4)
221 = % 1,=0 \If{oiz/l;;i’?semtand (2.5.5)
222 7 % 1,=0 EZi?Ez?ausgangsimpedanz (2.5.6)

Die obigen Gleichungen geben auch die Messvorschrift fiir diese Impedanzen wie-
der. Um z;; zu bestimmen, speist man bei offenem Ausgang den Strom [, ein und
misst die resultierende Spannung U, . Die Gleichungen kénnen kompakt als Matrix
geschrieben werden, eine Tatsache die die Rechenarbeit sehr erleichtert.

U, Z11 212 I, I,
<U2>:<221 222><[2>:Z<I2> (2.5.7)

Die Matrix Z heisst die Widerstandsmatrix. Durch Permutation konnen die ande-
ren moglichen Darstellungen erhalten werden. Ublich sind:
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Widerstandsmatrix

Leitwertform

Kettenform

Ql a1 Qqo Qz Q2
<]1>:<CL21 a22><12>:A<_]2) (2.5.10)

Hybridform (Reihen-Parallel-Form)

() =(he i) (f)-m(f)  esw

Die Matrix H ist besonders beliebt zur Angabe der Vierpolparameter von Tran-
sistoren. Bei Transistoren, inherent nichtlinearen Bauteilen, werden die Vierpolpa-
rameter am Arbeitspunkt angegeben, es sind also differentielle Parameter. Auch
gebrauchlich fiir Transistoren ist die Y-Matrix. Die Vierpolparameter konnen wie
in Tabelle 2.13 angegeben ineinander umgerechnet werden.

2.5.1. Zusammenschaltung von Vierpolen

Die Vierpoltheorie erlaubt, das Zusammenschalten einzelner Bauelemente unter
Berticksichtigung von Eingangs- und Ausgangswiderstédnden einfach zu berechnen.
Kabel und Leitungen konnen mit Ketten von Vierpolen modelliert werden.

L L, I, I
Q = ]

‘M

~
-
-

I~

Abb. 2.40.: Serienschaltung zweier Vierpole

Die Serienschaltung in Abbildung 2.40 kann mit folgenden Bedingungsgleichungen
berechnet werden:

112:£22 = I (2-5-12)
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Tab. 2.13.: Umrechnung der Vierpolparameter
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| A Z Y H
1 _ Az —f2 L _Ah hyy
A Qi1 Qi 5%1 Z21 Y1 Yy hor  hoy
= o1 G -l 2y Y By 1
Qo1 Qoo 2 p — 22
£21 £21 Yo Yor Log 21
a4, _Aa Y2 _ Yo Ah o Byy
y/ 9%1 Qg 211 Z12 Ay Ay ﬁzib hay
- . _ G890 221 222 _yA QA =21 1
Qo3 Aoy o o Y Ay hay  hgy
% _Aa Zygp  _Z1p 1 by
Y Q19 4P Az Az gll g12 hyy hyy
- 1 @7 221 211 y y hoy Ah
(AP AP Az Az =21 222 hyq hyy
a Aa Az z 1 Yio
0 oy Y. o v, hy, h
H 2%2 Qoo 299 3%2 gll yll 11 1812
o — L Yp 2y hoy  hoo
Qo9 Qg9 Z92  Z22 Y11 Y11 - -
Y h
Aa 1G9y — A1pa —212 — =12 2
= 211222 212221 2o Yoy hoy
h
Az —f2 211299 — 2192 L — L
2 oy 211222 — 212221 Ay T
= P Az Z11222  Z£12221 hiq
Y
Ah _ Wy Zn =22 hi1hos — hish
o s Zon v, Ry fgy — Nyalgy

63



Mathematische Grundlagen 64

Aus Gleichungen (2.5.8) und (2.5.12) kann die Matrix-Form der Serieschaltung
berechnet werden:

Ui\ _ [ zint 2z zie+ 2o 1,
U, Z191 T 2221 Z122 T Z222 1,

= (Z1+2,) ( fl ) (2.5.13)

Die Notation z,,. bedeutet, dass das Element z,. aus der Matrix Z, gemeint ist.

Die Matrizen der einzelnen Vierpole addieren sich also bei einer Serienschaltung.

L

L, L

Y,

IS
IS

1~

~ -~ ' i~ o
~J.

Y,

I~

a8
ot

Abb. 2.41.: Parallelschaltung zweier Vierpole

Bei der Parallelschaltung findet man analog:

(Il ) = (ylll +g211 g112+Q212 ) (Ul )
1, Yior T Y201 Yioo T Yoo U,

= (Y4 +Y,) ( g; ) (2.5.14)

Man kann sich die Regeln fiir die Parallelschaltung von Vierpolen einfach merken:
Wie bei Widerstdnden addieren sich bei einer Parallelschaltung die Leitwerte.

L,

Abb. 2.42.: Kettenschaltung zweier Vierpole

Bei der Kettenschaltung gilt:

Uu, = Un
U, = Uy
Uy, = U,
L, = Iy
L, = Iy
Iy, = I, (2.5.15)

Unter Verwendung der Gleichungen (2.5.10)fiir die Kettenform erhélt man
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65 2.5 Vierpole und Vierpoltheorie

U, _ A111G211 + Q1120221 Q1110212 + Q1120222 U,

1 Q1210211 T Q1220221 Q1210212 T Q1220220 I,

Ql - Al : AQ QZ (2516)
1 I,

Wie bei jeder Matrixmultiplikation ist die Kettenschaltung von der Reihenfolge
abhéangig. Physikalisch kann man sich das wie folgt klar machen: Der Eingang des
zweiten Vierpols belastet den Ausgang des ersten, wahrend sein Ausgang unbelas-
tet ist. Ebenso wir der Eingang des ersten von einer idealen Quelle angesteuert.
Wechselt man nun die Reihenfolge, so sind die jeweiligen Ein- und Ausgénge nicht
mehr gleich belastet. Entsprechend muss aus physikalischer Sicht das Resultat von
der Reihenfolge der Vierpole abhéngen.

2.5.2. Ubertragungsfunktion eines Vierpols

Vielfach mochte man die Spannungs- oder Stromverstédrkung eines mit der La-
stimpedanz Z; belasteten Vierpols wissen (Abbildung 2.43 . Die Lastimpedanz
kann komplex sein, wir behandeln so auch die Frage nach kapazitiv belasteten
Ausgéingen.

Abb. 2.43.: Ubertragungsfunktion eines Vierpols

Ausgangsstrom [, und Ausgangsspannung U, hdngen dann wie folgt zusammen:
Q2 :ZLL2 (2517)
Mit der Kettengleichung (2.5.10)wird

a
Ql = <a11 + Zf) QQ

I, = (anZ;+ax)l, (2.5.18)

Damit ergibt sich fiir die Ubertragungsfunktion der Spannung

U, 1
z2 = 2.5.19
Ql gU Qll _|_ i ( )
und des Stromes
I, 1
=2 _ ., - - 2.5.20
I i anZy + a9 ( )

Der Leistungsiibertragungsfaktor ist
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9 =0, 9, (2.5.21)
Die Eingangsimpedanz ist
U A
Z==tog, d_uZrtin (2.5.22)
I, 9y anZp+ axn

Weiter sind die Ubertragungsimpedanz

Z
Yoo 2 (2.5.23)
I anZp+ ay
und die Ubertragungsadmittanz
I 1
=2 - - (2.5.24)

Uy anZp+ap

Die Eingangsimpedanz Z; hangt nach Gleichung (2.5.22) von der Ausgangsimpe-
danz Z; ab. Sie kann Werte zwischen

Zy ’gL=<><> o Leerlaufeingangsimpedanz (2.5.25)

(55
Z; Z,—0 = % Kurzschlusseingangsimpedanz (2.5.26)
Analog erhélt man fiir die Ausgangsimpedanz Z 4 abhéngig von der Quellimpedanz
A
£Q

Z 4 Zy=oo = % Leerlaufausgangsimpedanz (2.5.27)
Z 4| Zy=0 = % Kurzschlussausgangsimpedanz (2.5.28)

Der Wellenwiderstand des Eingangs Z,; oder Ausgangs Z,, ist das geometrische
Mittel aus den entsprechenden Kurzschluss- und Leerlaufimpedanzen.

= \/ Z,| 2, = Z,| z,-0= \/ Zzz; Eingangswellenwiderstand
(2.5.29)

= \/ Z 4| Zy=oo Z 4| Zg=0 = \/ Z;?Z?? Ausgangswellenwiderstand
(2.5.30)

Der Wellenwiderstand ist gerade der Abschlusswiderstand, fiir den der Vierpol
angepasst ist. Ein mit Zj,, am Ausgang abgeschlossener Vierpol hat gerade die
Eingangsimpedanz Z,,. Im Anpassungsfall, d.h. wenn die Impedanz der Quelle
Zg = Ly ist und wenn der Lastwiderstand Z; = Zg, ist, hat man Leistungsan-
passung

Die Wellenwiderstéande lassen sich durch die Messung von Kurzschluss- und Leer-
laufimpedanzen bestimmen. Diese Eigenschaft wird verwendet, um mit Netzwerk-
analysatoren komplexe Hochfrequenzleiter oder Bauelemente auszumessen.
Besonders einfach ist die Bestimmung der Wellenwiderstande bei symmetrischen
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67 2.5 Vierpole und Vierpoltheorie

Vierpolen mit a;; = aq5. Dann ist

Zy = Loy = ? (2.5.31)
=21

2.5.3. Ersatzstrukturen fiir Vierpole

Fiir passive Vierpole (da = a;1a95 — @105, = 1) kénnen die Kettenparameter a;;
durch die Ein- und Ausgangsimpedanzen bestimmt werden (Messrezept).

a . ZI‘ZL:OO
ay, =
ZA’ZQ:OO - ZA|ZQ:O
Zaly,

Qg =

ZI|ZL:00 - Z[|ZL:0

1 1

Gg = =

ZI|ZL:oo <ZA’ZQOO - ZA|ZQ0> J ZA’gQ:oo (ZIIZLZOO - ZI’ngo)

ZA|Z =00 ZI|Z =00

ay = Zily, = = Zalz,-0 = (2.5.32)

ZI’ZL:OO_ZI’ZLIO ZA|ZQ=OO_ZA‘£Q=U

Das Ubertragungsverhalten eines Vierpols ldsst sich nun mit Ersatzschaltungen
modellieren.

Abb. 2.44.: Ersatzschaltung eines Vierpols: T- Glied (Sternschaltung)

Man erhélt zum Beispiel fiir die Sternschaltung in Abbildung 2.44 folgende Bezie-
hungen

Zily,—oo = Z1+Zs (2.5.33)
= Zng

Zrlg,—0 = Z1+m (2.5.34)

Zalgyoe = Zo+Zs (2.5.35)
s 22y

ZA|ZQ=0 = Zz"’m (2.5.36)

Weitere mogliche Ersatzschaltbilder sind in den Abbildungen 2.45 und 2.46 dar-
gestellt.
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Abb. 2.45.: Ersatzschaltung eines Vierpols: m- Glied (Dreiecksschaltung)

Abb. 2.46.: Ersatzschaltung eines Vierpols: Kreuzglied
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2.6. Filter

Filterschaltungen sind Baugruppen, die das Frequenzspektrum eines Signals ver-
andern| ]. Sie werden verwendet, um zum Beispiel Rauschen zu entfernen,
bei drahtloser Ubertragung die Tragerfrequenz zu unterdriicken oder um gewisse
Komponenten eines Signals zu bevorzugen. Die Filtereigenschaften lassen sich am
einfachsten mit analogen Filtern erklaren. Darauf aufbauend werden digitale Im-
plementierungen von Filtern besprochen. Die dort erarbeiteten Konzepte kénnen
auch bei der Bearbeitung von Datensétzen im Computer verwendet werden.

2.6.1. Analogfilter

Als einfachstes Beispiel eines Filters betrachten wir einen RC Tiefpass. Die Filter-
charakteristik geschrieben mit Frequenzen ist

A(jw) = g = HjleC (2.6.1)
Es ist iiblich, die Gleichung (2.6.1) so umzurechnen, dass die Frequenz €2, bei der
%‘: = 2712 ist, gleich 1 gesetzt wird. Mit Q = - (wo = % ist die natiirlich
Grenzfrequenz unseres Tiefpasses. Gleichung (2.6.1) wird dann
A(jQ) = L (2.6.2)
1470

Nun haben wir im Abschnitt 2.4.3 iiber die Laplace-Transformation gesehen, dass
diese Kausalitit erzwingt. Indem w mit p identifiziert wird (man kann auch sa-
gen, dass die allgemein komplexe Variable p nur entlang der imagindren Achse
betrachtet wird), erhilt man die Ubertragungsfunktion

LU, 1
AW =T (W) =~ 1+ pke

(2.6.3)

und daraus mit P = w% die normierte Darstellung der Ubertragungsfunktion

1
AP) =5 + P
Die Darstellung in Gleichung (2.6.4) ist die einfachste denkbare Darstellung eines
Tiefpassfilters. Die Grenzfrequenz ist normiert, alle Details der Realisierung werden
mit der Normierung kaschiert. Das Vorgehen ist in gewissem Sinne analog zu dem
der theoretischen Physiker, wenn sie A = 1 und ¢ = 1 setzen.
Fiir Sinuswellen ist das Verhéltnis zwischen Ausgangs- und Eingangssignal ist

(2.6.4)

1
AP = ——
4GP = 1

Fiir grosse Frequenzen €2 > 1 verhalt sich die Ausgangsamplitude |[A| = 1/Q. Dies
entspricht einem Verstarkungsabfall von 6 dB pro Oktave (Faktor 2) oder 20 dB
pro Dekade (Faktor 10). Der Verstarkungsabfall pro Dekade ist charakteristisch
fir die Filterordnung. Pro Ordnung erhalt man 20 dB pro Dekade.

Fiir einen steileren Abfall der Verstarkung kann man n Filter hintereinander schal-
ten. Wenn man annimmt, dass jeder Teilfilter vom vorhergehenden entkoppelt ist

(2.6.5)
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(keine Riickwirkung) und wenn man weiter annimmt, dass jeder Teilfilter eine an-
dere Grenzfrequenz haben kann, charakterisiert durch den Faktor a; dann ist die
Ubertragungsfunktion

1
(14+aP)(1+axP)...(1+a,P)

Die Koeffizienten «; sind reell und positiv.

Fir grosse Frequenzen gilt |A(j2)| oc 7. Der Abfall ist also n mal 20 dB pro
Dekade.

Bei n gleichen, entkoppelten Tiefpassen ist die 3-dB Grenzfrequenz (2 = 1, wenn
gilt:

A(P) = (2.6.6)

v=a=\¥V2-1 (i=1,2,...,n) (2.6.7)

Die Grenzfrequenz eines einzelnen Tiefpasses ist um 1/a hoher als die Grenz-
frequenz der Gesamtschaltung. Diese Eigenheit ist bei allen zusammengesetzten
Teifpassen zu bemerken. Die oben eingefithrten Tiefpasse haben nur reelle Pole.
Sie heissen kritische Tiefpésse. Tabelle F.1 im Anhang gibt eine Ubersicht iiber die
Filterkoeffizienten. Die Koeffizienten sind in Gruppen zu zwei geordnet, da man
jedes Polynom mit reellen Koeffizienten in ein Produkt von Polynomen 2. Grades
aufspalten kann.

Allgemein ist eine Filterfunktion gegeben durch

Ao

A(P) =
(P) 1+ P+ P2+ ... +c, P

(2.6.8)

Hier ist Ag die Verstarkung bei {2 = 0. Fiir beliebige reelle Koeffizienten ¢; kann das
Nennerpolynom in Gleichung (2.6.8) in n/2 ((n—1)/2 bei ungeradem n) Polynome
2. Grades (und ein Polynom ersten Grades bei ungeradem n) aufgespalten werden.
Diese Polynome zweiten Grades haben entweder zwei reelle Nullstellen, oder aber
zwei konjugiert komplexe. Wir kénnen also schreiben:

1
(1+CL1P+b1P2><1+6L2P+62P2)...

A(P) = (2.6.9)
Wir vereinbaren, dass bei ungeradem n b; = 0 sein soll. Fiir unser kritisch ge-
dampftes Filter gilt nun:

a; =20 b =a’ (2.6.10)

Diese Koeffizienten sind in Tabelle F.1 aufgelistet.

Konjugiert komplexe Pole, wie sie in einem Filter hoherer Ordnung auftreten kon-
nen, sind nicht mit einfachen RC-Filtern realisierbar. Entweder man verwendet
auch Spulen, also RLC-kreise, oder man benétigt aktive Schaltungen, wie sie im
Kapitel 3 besprochen werden.

Es gibt nun verschiedene Optimierungsstrategien fiir die Filterkoeffizienten. Sie
werden in den folgenden Abschnitten nun besprochen.

2.6.1.1. Butterworth-Tiefpasse

Das Betragsquadrat der Verstarkung eines allgemeinen Tiefpasses hat die Form
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AP = A

A = 14+ do2 + ..+ do, 22"
Wir fordern nun, dass die Verstiarkung moglichst lange gleich Ay sein soll. Das
bedeutet, dass der Nenner moglichst lange in der Ndhe von 1 sein muss. Dies
heisst, dass die verschiedenen Potenzen von 2 so lange wie moglich klein gegen 1
sein miissen. Im Intervall [0. .. 1] ist dies am besten fir die hochste Potenz erfiillt.
wir setzen also

(2.6.11)

2 Aj
Af = ———— 2.6.12
4] 1 + do, 2?7 ( )
Den Koeffizienten ds,, kann man aus der Normierungsbedingung
A A
20 2.6.13
2 1+ day, ( )
bestimmen. Wir erhalten so dass dy; = 0; (i =1,2,...,n— 1) und dy, = 1 ist.

Der Nenner der Bestimmungsgleichung ist nun v/1 + P?". Die daraus resultieren-
den Butterworth-Polynome sind in der Tabelle 2.14 zusammengefasst.

Ordnung n Polynom
1 14+ P
2 1++2P + P?
3 1+2P+2P?+ P3=(1+P)(1+ P+ P?

4 1 + 2613P + 3.414P% + 2613P% + P* =

(1+ 1.848P + P?) (1 + 0.765P + P?)

Tab. 2.14.: Butterworth-Polynome

2.6.1.2. Tschebyscheff-Tiefpdsse

Der Ubergang zwischen dem Durchlassbereich und dem Sperrbereich eines Tief-
passes kann man erhéhen, wenn man im Durchlassbereich eine gewisse Wellig-
keit zuldsst. Ubliche Polynome haben im Intervall [0... 1] eine variable Welligkeit.
Tschbyscheff-Polynome haben eine konstante Welligkeit, was man sehr leicht an-
hand der Definitionsgleichung ersehen kann.

T, (z) = cos (narccos x) , fir 0 <z <1;
» )= cosh (n Arcoshx), firx > 1.

Die ersten der resultierenden Polynome sind in Tabelle 2.15 angegeben.

(2.6.14)

Ordnung n Polynom
1 T1 (Z‘) =X
2 To(z) = 22° — 1
3 Ty(x) = 42 — 3x
4 Ty(r) = 8z — 822 + 1

Tab. 2.15.: Tschebyscheff-Polynome
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Die Tiefpassgleichung ist nun

2
|A|2 dA§

I 2.6.15
I ey T ) (26.15)

Die Normierungskonstanten d und e werden so gewéhlt, dass fiir P = 0 die Ver-
starkung |A]* = AZ ist. Ein Vergleich mit Tabelle 2.15 zeigt, dass fiir ungerades n
d = 1 ist und fiir gerades n d = 1 + €2 ist. Dabei ist € ein Mass fiir die Welligkeit
im Durchlassbereich. Es gelten nun fiir die Welligkeit, die minimale und maximale
Amplitude:

Amax
a1 =V 1+ €2
— / 2
ﬁmax B Ao ij ¢ } bei gerader Ordnung
min T 0

Amar - A .

A = A(? }bel ungerader Ordnung (2.6.16)
mn - \/ﬁ

Die die Koeffizienten d und € werden in der Tabelle 2.16 fiir verschiedene Wellig-
keiten verglichen.

Welligkeit | 0.56dB 1dB  2dB  3dB
Amaz/Amin | 1.059 1122 1.259 1.413

d 1.112  1.259 1.585 1.995
€ 0.349 0.509 0.765 0.998
Tab. 2.16.: Koeffizienten der Tschebyscheff-Polynome fiir verschiedene Welligkei-
ten
Die Koeffizienten der Tschebyscheff-Filter konnen nach Weinberg| ] mit den

folgenden Gleichungen berechnet werden:

Cb; - cosh? ’y—c;s2 @init
2n n
far (z =1... ) n gerade (2.6.17)
a) = 20, sinh v cos LI :
% % 2n
W =0
all = sinlh'y
Cb; - cosh? 'yfci)s2 G=pu n+1
fir (Z =2... ) n ungerade (2.6.18)
(i—1)TI 2

a; = 2b; sinh y cos ~— =
Dabei ist v = %Arsinh%. Das so erhaltene Filter hat alle gewiinschten Eigenschaf-
ten, bis auf die Normierung. Wir verschieben die Frequenzachse um den Faktor
a so, dass |A(j1)| = 1/4/2 ist. Die wahren Koeffizienten sind dann a; = aa) und
b; = a?V). Die Tabellen F.4 bis F.7 zeigen die Filterkoeffizienten. Abbildungen E.7
bis E.10 zeigen die Frequenzgénge, die en sowie das Phasenbild.

72 ©2002-2020 Ulm University, Othmar Marti



73 2.6 Filter

2.6.1.3. Besseltiefpasse

Insbesondere fiir die Verarbeitung von steilen Impulssignalen ist es wiinschenswert,
wenn die Durchlaufzeit durch den Filter fir alle Frequenzen konstant ist. Diese
Durchlaufzeit wird im Alolgemeinen die Gruppenlaufzeit genannt. Die GRUPPEN-
LAUFZEIT ist eine Funktion der Phasenverschiebung (analog zur Gruppengeschwin-
digkeit bei Wellen).

dep
th — —@

Die Phase ¢ kann aus der Ubertragungsfunktion A(j€2) wie folgt berechnet werden:

(2.6.19)

S (A(9Q2))
R(A(Q))
Auf die GRUPPENLAUFZEIT eines allgemeinen Filters n-ter Ordnung wollen wir

das Butterworth-Konzept anwenden, um eine moglichst konstante Phase zu be-
kommen. Dazu verwenden wir die normierte Gruppenlaufzeit

© = — arctan (2.6.20)

to 1
T, = Tio =ty fo= %tgrwo (2.6.21)

Dabei ist fy die Grenzfrequenz des Filters und Ty = 1/ f die dazugehorige Zeit-

konstante. Aus Gleichung (2.6.21) erhalt man

wodp 1 dp

Tordo ~ 2rd0 (2.6.22)

Man rechnet nun fiir ein zu optimierendes Filter die GRUPPENLAUFZEIT aus. Fir
kleine Frequenzen €2 < 1 sind nur die niedrigsten Potenzen von Bedeutung. Da
in jedem Teilprodukt im Nenner und Zéhler jeweils Potenzen von ©? und Q* auf-
treten, werden die Vorfaktoren von Q* nicht beriicksichtigt und diejenigen von Q2
gleichgesetzt. Williams| | gibt eine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten ¢
der Besselpolynome an.

T, =

=1
2(n—i+1) ,

) 2.6.23
i T ien—itr1) ! (2:6:23)

Die daraus resultierenden Besselpolynome sind in der Tabelle 2.17 angegeben. In
der Tabelle F.2 sind die Koeffizienten wie tiblich auf die 3-dB Grenzfrequenz um-
gerechnet. Die Abbildungen im Anhang E zeigen drastisch die unterschiedlichen
GRUPPENLAUFZEITen (und damit die Impulsverzerrungen) der besprochenen Fil-
tertypen.

2.6.1.4. Tiefpass-Hochpass-Transformation

Hochpiésse konnen aus den Tiefpassfilterfunktionen abgeleitet werden, indem man
die sogenannte Tiefpass-Hochpass-Transformation anwendet.

P — (2.6.24)

1
P
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1+P
1+ P+ 3 P?
1+ P+:iP?+LP?

1+P+3P2+ P3+1O5P4

B~ w N 3

Tab. 2.17.: Tabelle der Besselpolynome

Aus der Ubertragungsfunktion

A(P) = H (T aP + b, P%) (2.6.25)
wird A
A(P) = s (2.6.26)

H (1 + aiP” + bipi2)
Damit konnen alle oben besprochenen Filtertypen als Hochpésse realisiert werden.
Der Abschnitt E.2 im Anhang gibt eine Ubersicht iiber die Ubertragungsfunktio-
nen, die Phasenbilder und die GRUPPENLAUFZEITen.

2.6.1.5. Tiefpass-Bandpass-Transformation

Bandpésse konnen aus den Tiefpassfilterfunktionen abgeleitet werden, indem man
die sogenannte Tiefpass-Bandpass-Transformation anwendet.

1 1 1 P2+1
P> —(P+—
_)AQ( +P) AQ P

AQ ist die Breite des Durchlassbereiches auf dem -3dB-Niveau. A2 hangt mit der
Bandbreite B und der Giite ) wie folgt zusammen

(2.6.27)

fmax - fmin B 1
AQ =Dy — Qpin = —""—"7"—""-=— = — 2.6.28
o k@ (2629
Aus der Ubertragungsfunktion
Ao
A(P) = 2.6.29
(P) H(I—I—CLZ'P—I—bi]x) ( )
wird
Ao
A(P) = (2.6.30)

I (14 + b (5))
Damit konnen alle oben besprochenen Filtertypen als Bandpésse realisiert werden.
Zu beachten ist, dass es fiir Bandpédsse nur gerade Ordnungen gibt. Aus einem
Tiefpass 3. Ordnung wird so ein Bandpass 6. Ordnung. Ausser bei einem Bandpass
2. Ordnung kann durch die Wahl der Filterfunktion und der Giite () die Breite,
die Flachheit im Durchlassbereich und die Steilheit getrennt gewéhlt werden. Der
Abschnitt E.3 im Anhang gibt eine Ubersicht iiber die Ubertragungsfunktionen,
die Phasenbilder und die GRUPPENLAUFZEITen.
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2.6.1.6. Tiefpass-Bandsperren-Transformation

Bandsperren konnen aus den Tiefpassfilterfunktionen abgeleitet werden, indem
man die sogenannte Tiefpass-Bandsperren-Transformation anwendet.

P
= AQ
P+ 3 P2 +1

AQ ist die Breite des Sperrbereiches auf dem -3dB-Niveau. A2 héngt mit der
Bandbreite B und der Giite () analog zum Bandpass zusammen (Gleichung (2.6.28)).
Aus der Ubertragungsfunktion

P — AQ (2.6.31)

Ag

(2

A(P) =

(2.6.32)

wird

Ao
P P \?
(1 +@aQes + b (A05E))

A(P) = (2.6.33)

)

Damit konnen alle oben besprochenen Filtertypen als Bandsperren realisiert wer-
den. Zu beachten ist, dass es fiir Bandsperren nur gerade Ordnungen gibt. Aus
einem Tiefpass 3. Ordnung wird so eine Bandsperre 6. Ordnung. Ausser bei einer
Bandsperre 2. Ordnung kann durch die Wahl der Filterfunktion und der Giite )
die Breite, die Flachheit im Durchlassbereich (ausserhalb des Sperrbereiches) und
die Steilheit getrennt gewéahlt werden. Der Abschnitt E.4 im Anhang gibt eine
Ubersicht iiber die Ubertragungsfunktionen, die Phasenbilder und die GRUPPEN-
LAUFZEITen.

2.6.1.7. Allpasse

Wenn gewitinscht ist, dass ein SIGNAL zwar verzogert, nicht aber in seiner Am-
plitude oder Form geéndert wird, dann konnen Allpassfilter eingesetzt werden.
Allpassfilter dienen auch als Phasenschieber. Die den Allpassfiltern zugrundelie-
gende Idee ist die folgende:

e Der Betrag eines Koeffizienten aus einer Funktion und ihrer konjugiert kom-
plexen Funktion ist konstant und gleich eins.

Wir setzen also fiir die Ubertragungsfunktion an

sy

(42
(42

~—

A(P) =

o

|~

<\/(1 b 2) £ agmeﬂ'a>

W (1— b;2)% + agmeja)
= e WY =¥ (2.6.34)

)

~
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mit
CLZ'Q
1—0,Q

Die Koeffizienten werden mit dem Butterworth-Ansatz so berechnet, das die GRUP-
PENLAUFZEIT iiber einen moglichst grossen Frequenzbereich konstant bleibt. Im
Anhang finden Sie im Abschnitt E.5 die Ubertragungsfunktion, das Phasenbild
und die GRUPPENLAUFZEIT dieser Filter. Die Filterkoeffizienten sind in Tabelle
F'.8 angegeben.

(2.6.35)

p=—2a= —22 arctan

2.6.2. Digitalfilter

Mit der Verfiigbarkeit moderner Hochleistungsrechner werden immer o6fter Filter
auf digitaler Hardware implementiert. Digitale Filter konnen einerseits analoge
Filter nachbilden, sind andererseits auch in der Lage wesentlich kompliziertere
Filterfunktionen nachzubilden. Insbesondere sind Bauteiltoleranzen bei digitalen
Filtern nicht problematisch. Rundungsfehler kénnen mit mathematischen Metho-
den abgeschatzt werden. Sie sind dann fiir alle Implementationen gleich.

vt U (1) 0.) o(t,) u(t,) ue) U

Tiefpass Sample/ ADC digitales DAC Tiefpass
" | Hold (Wandler) [T Filter (Wandler) [T™]

wertdiskret

amplitudendiskret

zeitdiskret

‘ >

Abb. 2.47.: Systemumgebung eines digitalen Filters

Ein digitales Filter wird tiblicherweise in einer Umgebung wie in Abbildung 2.47
eingesetzt. Dabei wird das analoge SIGNAL zuerst in ein digitales SIGNAL umge-
wandelt. Nach der Verarbeitung des so entstandenen Zahlenstromes im digitalen
Filter wird mit Digital-Analogwandlern wieder ein analoges SIGNAL erzeugt. Filter
am Eingang und am Ausgang sorgen dafiir, dass keine unerwiinschten Frequenz-
komponenten vorhanden sind.

2.6.2.1. Abtastung

Abb. 2.48.: Analoge Eingangsfunktion und die entsprechende Treppenfunktion
(links) und Dirac-Pulsfolge (rechts).

Das analoge SIGNAL muss zuerst in ein digitales SIGNAL umgewandelt werden.
Typische Auflésungen und Frequenzen bei dieser Umwandlung sind 44.1 kHz und
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16 Bit bei Audiosignalen, 8 kHz und 12 Bit bei der Telephonie und 13.3 MHz und 8
Bit bei Fernsehsignalen. Abbildung 2.48 zeigt wie aus einem analogen SIGNAL mit
einem ABTAST-HALTEGLIED eine Treppenfunktion entsteht. Es ist jedoch leichter,
anstelle einer Treppe dquivalente Dirac-Impulse zu verwenden. Auch dieses SIGNAL
ist in Abbildung 2.48 gezeigt. Mathematisch wird die Folge von Dirac-Impulsen
(wir sind immer noch auf der Analogseite) wie folgt beschrieben:

ZU n) Tad (t —t,) (2.6.36)

Wenn Gleichung (2.6.36) fouriertransformiert wird, erhalt man das Spektrum der
Dirac-Pulsfolge.

XGf) =TS U, (nTy) e 2e 20 (2.6.37)

n=0
Hier ist f, = 1/T, die Abtastfrequenz. Das Spektrum ist periodisch mit der Ab-
tastfrequenz. Aus Abbildung 2.49 ist ersichtlich, dass ein Eingangsspektrum nur
dann getreu wiedergegeben werden kann, wenn seine Bandbreite geringer als

fa = 2fmax (2.6.38)

Fonas 7,

_2f;l _f(lz_2ll 1/2fa fa 2fﬂ

Abb. 2.49.: Spektrum der Eingangsspannung vor und nach dem Abtasten

ist. Diese Bedingung wird Abtasttheorem genannt. f,/2 heisst auch die Nyquist-
Frequenz. Das Eingangsfilter in Abbildung 2.47 dient zur Verringerung der Band-
breite des Eingangssignals, so dass Gleichung (2.6.2) erfiillt ist. Das Eingangsfil-
ter kann entweder explizit verwendet werden, oder aber man muss sicherstellen,
dass das vorhergehende System keine Frequenzkomponenten iiber der Nyquistfre-
quenz abgibt. Um die Konstruktion des Eingangsfilters einfach zu halten,
wird meistens anstelle von Gleichung (2.6.38) die Bedingung f, > 5f.4z
verwendet. Wenn man bewusst ein schmalbandiges SIGNAL um eine der Viel-
fachen der Abtastfrequenz digitalisiert und dafiir sorgt, dass im eigentlichen Fre-
quenzintervall um 0 keine Signalanteile vorhanden sind, dann ist es moglich ein
schnelleres SIGNAL als von der Abtastfrequenz gegeben, zu digitalisieren (Abbil-
dung 2.50). Das Verfahren, Oversampling genannt, wird haufig in Héchstfrequenz-
Oszilloskopen eingesetzt.

Die Riickgewinnung des analogen Signals erfordert ebenfalls eine Beschneidung der
Bandbreite. Jeder DIGITAL-ANALOG- WANDLER erzeugt neben dem urspriinglichen
SIGNAL auch die um die Vielfachen der Abtastfrequenz gespiegelten Komponen-
ten. Diese miissen mit einem Tiefpassfilter wie in Abbildung 2.47 herausgefiltert
werden, es sei denn, man stellt sicher, dass das nachfolgende System wie zum
Beispiel bei einem STM diese Funktion tibernimmt.

In der Praxis ist es nicht moglich, Dirac-Impulse zu erzeugen. Wenn die Dirac-Pulse
durch Pulse der Breite €7}, ersetzt werden, kann das Eingangssignal als
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Adddbd |

—Yaf, 1/2](

Abb. 2.50.: Oversampling oder Schwebung beim Abtasten

UL (t) =Y U (nT,)re (t — nT,) (2.6.39)
n=0
geschrieben werden. r. ist der Rechteckpuls. Als FOURIERTRANSFORMATION er-

halt man

X (if) = W”Tj}fx Gf) (2.6.40)

=2 AL %L 2 f,
Abb. 2.51.: Fensterfunktion beim Abtasten mit Rechteckpulsen

Abbildung 2.51 zeigt, dass bei einer geschickten Wahl von e die erste Nullstelle
der Funktion sinz/x gerade auf die Abtastfrequenz féllt. Dieser Effekt tritt genau
dann auf, wenn ¢ = 1 ist, wenn man also eine Treppenfunktion hat. Die Fens-
terfunktion bewirkt andererseits, dass bei der halben Abtastfrequenz das SIGNAL
um den Faktor 0,64 abgeschwécht ist. Man kann also nicht einfach ein Digital-
signal zuriickwandeln, ohne den Einfluss der Fensterfunktion zu beriicksichtigen.
Nach Abbildung 2.52 muss das Tiefpassfilter am Ausgang zur Frequenzgangkor-
rektur verwendet werden. Alternativ, wenn f, > 5f... verwendet wird, ist das
Filterproblem vielfach zu vernachléssigen. Das bei CD-Spielern als Errungenschaft
verkaufte Oversampling dient in erster Linie dazu, Geld bei analogen Ausgangsfil-
tern zu sparen!

2.6.2.2. Bausteine fiir digitale Filter

Der Grundbaustein fiir ein digitales Filter ist die Verzogerungsstrecke um das
Abtastintervall T;,. Diese Verzogerungsstrecke tritt auch als Zwischenspeicherung
auf, wenn man im Rechner in einer Schleife Signale berechnet. Die Folge {x(t,)}
wird in die Folge {y(t,)} tibergefithrt mit

{y(tn)} = {z(ti1)} (2.6.41)

Fiir eine harmonische Folge z(t,) = £/ gilt y(t,) = 2e/*ne~3*Ta. Die Ubertra-
gungsfunktion eines Verzogerungsgliedes (auch Totzeitglied genannt) ist also

Ap) =" i) _ o (2.6.42)

78 ©2002-2020 Ulm University, Othmar Marti



79 2.6 Filter

Tiefpass

gangstiefpass

fa

v

—f At Fwes

Abb. 2.52.: Darstellung der Anderungen des Frequenzganges bei einer analog-
digital-analog-Signalkette

Der Frequenzgang eines Verzogerungsgliedes ist also eine periodische Funktion. Das
heisst, dass bei Verzogerungsstrecken immer beliebig grosse Phasenverschiebungen
auftauchen. Die Phasenverschiebung ist also, im Gegensatz zu der eines Tiefpasses,
nicht kompensierbar.

Mit der im Abschnitt 2.4.4.2 eingefiihrten z-Transformation kann unter Verwen-
dung der Regel

27l = Ple (2.6.43)
erhilt man fiir die digitale Ubertragungsfunktion

A(z) = 271 (2.6.44)
Durch Riickeinsetzen erhalt man

A(jw) = 271 = e = coswT, — jsinwT, (2.6.45)

Daraus bekommt man fiir die Amplitude, Phase und Gruppenlaufzeit
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|A(jw)| = \/C082 wT, +sin?wT, =1
¢ = arctan ekl arctan (—tanwT,) = —wT,
coswT,
dy
tyr = —F— =1, 2.6.46
g dw ( )

also das erwartete Resultat.
Der zweite Baustein fiir ein digitales Filter ist ein Summationsknoten, der dritte
die Multiplikation mit einem konstanten Faktor.

_BI

&mﬁg*II[{ﬂQ&'XQ”' e
_ﬁl

Abb. 2.53.: Ein Beispieltiefpass

2.6.2.2.1. Beispiel Mit den oben genannten Bauteilen kann ein Tiefpass (Ab-
bildung 2.53) aufgebaut werden. Wir setzen fiir die Folgen:

Y (tnr) =z (tn) — By (tn) (2.6.47)
Die entsprechende Funktion im z-Raum ist

-1

z
Y(2)=——X 2.6.4
() = 13X ) (2:6.45)
Daraus erhilt man die Ubertragungsfunktion
3 y -1
A(z) = 1) : (2.6.49)

X(2) 148zt
Der Frequenzgang kann berechnet werden, indem man

27t = e %Ta = coswT, — jsinwT, (2.6.50)
setzt. Die Ubertragungsfunktion in der Zeit wird demnach

1 1

A(jw) = , = 2.6.51
Alw) = 5ot = 5 cosaT, 1 joinal, (2.6.51)
Amplitude und Phase sind
. 1
AGw) = : :
\/(51 + coswT,)” + (sinwTy)
—sinwT,
Ay = % 2.6.52
arg A (jw) B3 cosaT, ( )

Abbildung 2.54 zeigt den Frequenzgang eines Tiefpasses mit #; = —0,85. Abbil-
dung 2.55 zeigt die dazugehorige Sprungantwort. Der Frequenzgang ist mit 1/7T,
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periodisch. Das Abtasttheorem sagt, dass der Tiefpass nur bis zur Frequenz 1/27,
verwendet werden kann.

Beispieltiefpass

o =2 N W A o N
T S R N

fifa

Abb. 2.54.: Frequenzgang eines digitalen Tiefpasses mit 5 = —0, 85

Sprungantwort

o =2 N W A~ OO N
T S R N R

Abb. 2.55.: Sprungantwort eines digitalen Tiefpasses mit f; = —0,85

Ist £y positiv, erhdlt man eine Hochpasscharakteristik. Abbildung 2.56 zeigt den
Frequenzgang fiur $; = 0,85, Abbildung 2.57 ist die dazugehorige Sprungantwort.

Beispielhochpass

o =2 N W A~ o N
T S S R

0,5 1 1,5 2 2,5 3
fifa

o

Abb. 2.56.: Frequenzgang eines digitalen Hochpasses mit 5; = 0,85

Setzt man f; = —1 so wird aus dem Tiefpass ein Integrator, wie man unschwer
am Frequenzgang in Abbildung 2.54 ersehen kann. Dann gilt
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Sprungantwort

Abb. 2.57.: Sprungantwort eines digitalen Hochpasses mit 5; = 0,85

(cosa —1)* +sin®a = cos’a+sin’a —2cosa + 1
= 2(1—cosa)
= 2 (1 — {cos2 % — sin? (;D
- 4sm2% (2.6.53)

Eingesetzt in den Frequenzgang erhéalt man

1 1
wly
2

A (jw)| = (2.6.54)

2 sin w

was in der Tat der Frequenzgang eines Integrators ist.

Sprungantwort

Abb. 2.58.: Der digitale Tiefpass aus Abbildung 2.53 als Integrator. Gezeigt ist
die Sprungantwort

2.6.2.3. Grundstrukturen digitaler Filter

Zentral fir ein digitales Filter ist die Verzogerungskette. Fiir ihre Einbettung in
die Filterstruktur gibt es drei mogliche Konfigurationen:

1. Abbildung 2.59 zeigt ein Filter mit verteilten Summierern. Da jeweils zu
jeder Summenbildung auch eine Multiplikation gehort, ist diese Topologie
ideal geeignet zur Implementation in einem digitalen Signalprozessor. Bei
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-1 >+ -1 -1 »—>

z

(%432 B,
-1
z
éaz an Y
»(+ »(+ >

Abb. 2.60.: Digitales Filter mit globalen Summierern an Eingang und Ausgang

v

der seriellen Abarbeitung der Befehle in diesen Prozessoren ist es sogar von
Vorteil, wenn die Summation nicht auf einen Summierer konzentriert ist.
Jede Summation/Multiplikation ist jeweils um einen Taktschritt verzogert.

2. Bei Abbildung 2.60 ist der Eingang der Verzogerungskette das gewichtete
Mittel aus allen Zwischenwerten sowie aus dem Eingangssignal. Der Ausgang
andererseits ist das (anders gewichtete) Mittel aller Zwischenwerte.

3. Die Schaltung in Abbildung 2.61 hat nur einen einzelnen Summierer am
Ausgang. Im Gegensatz zu den obigen Filtern wird hier eine zweite Verzoge-
rungskette benotig.

Die Ordnung n des Filters bestimmt auch, dass n Verzogerungsstufen bendotigt

werden. Hier soll nur die gebréauchlichste Topologie analysiert werden, nédmlich die
aus Abbildung 2.59. Die Differenzengleichung dafiir lautet:

y(tn) =D g — Y Bilink (2.6.55)
k=0 =1

Entsprechend berechnet sich aus

Y (2)= zi: a2 "X (2) — zi: Bz FY (2) (2.6.56)

-1
z
A, a, %
+)o—»

2 |

z

b0

>
» L
<
<

A

Abb. 2.61.: Digitales Filter mit einem globalen Summierer am Ausgang
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ist die Ubertragungsfunktion

() kijoakz_kX (2)

Y
A(z) = =
“ = X0 L+ 3 B kY (2)

ag+ a1z a2+ a,z
A(2) — 2.6.57
(2) 14 Pzt + Boz 2+ ...+ Bz ( )

Die komplexe Ubertragungsfunktion kann mit der Identitdt (2.6.43) berechnet
werden. Weiter normiert man die Frequenz auf die Abtastfrequenz

F= 1
Ja
wl, = 27F (2.6.58)

Das Abtasttheorem verlangt, dass das Eingangssignal nur Frequenzen

o
IA

[ <5/
F

1
2
1
2

o
IA

< (2.6.59)

Indem man formal fur den in der Filterkette nicht vorkommenden Koeffizienten
By = 1 setzt, erhilt man fiir die Ubertragungsfunktion:

2

n 2 n
[Z v}, COS QWKF} + {Z o, Sin 27‘(’ij|
k=0 k=0

A (jw)| =

{i P cos 27T/Y<3F}2 - {i By sin 27rk:F]2 (2:6.60)
k=0 at

X 4 (jo) > (o) v 4 (o) 4 (0) Yr

Abb. 2.62.: Kaskadierung von digitalen Filtern

Filter konnen entweder als einen Block berechnet werden, oder aber wie in Abbil-
dung 2.62 kaskadiert werden. Im Falle der Kaskadierung gilt

Ages = Al'AQ'A3'A4
A |A| - |As] - [As] - [Ay]

’fges

Nges - N1+N2+N3+N4 (2661)

Der Frequenzgang ist also das Produkt der einzelnen Frequenzgénge, die Ordnung
die Summe der einzelnen Ordnungen. Die Kaskadierung vereinfacht die Berech-
nung der Filterkoeffizienten und die Verifizierung von Filtern Insbesondere bei
Filtern mit Riickkopplung ist dies ein wichtiger Punkt.

Man unterscheidet zwei Typen von Filtern
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FIR-Filter Finite Impulse Response Filter haben keine Riickkopplung. Sie sind
deshalb unter allen Betriebszustanden stabil und vorhersagbar. Die genauere
Untersuchung wird aber zeigen, dass man sehr hohe Filterordnungen beno-
tigt. Andererseits ist Die Antwort auf einen Impuls von endlicher Lénge.

lIR-Filter Infinite Impulse Response Filter besitzen einen Riickkopplungszweig.
Man benétigt deshalb weniger Filterstufen fiir eine &hnlich steile Filterwir-
kung wie bei FIR-Filtern. Die Verzogerungszeiten sind deshalb auch geringer.
Die Impulsantwort dieser Filter dauert unendlich lange.

2.6.2.4. FIR-Filter
Bei FIR-Filtern sind alle Koeffizienten 3; = 0. Die Differenzengleichung lautet also:

Y(tm) = o (tm) +a1@ (tpo1) + ... + 1% (bnent1) + 0@ (tmepn)

Daraus folgt fiir den z-Raum

Y(2) = lap+ oz + a0+ +an2 "] X (2) (2.6.63)
und fiir die Ubertragungsfunktion

Az) = f(z)) - kzi:ozkz_k (2.6.64)

Mit Gleichung (2.6.43) bekommt man den komplexen Frequenzgang

A(jw) =" are ™F (2.6.65)
k=0

Wenn die Filterkoeffizienten Symmetriebedingungen gentigen lassen sich besonders
einfach zu berechnende Filterstrukturen realisieren. Bei gerader Symmetrie oy, =
o, ist der komplexe Frequenzgang

A (jw) = e ™" ay cos [ (n — 2k) F) (2.6.66)
k=0
Bei ungerader Symmetrie o, = —ay, erhédlt man entsprechend
A (jw) = je ™" qysin [ (n — 2k) F] (2.6.67)
k=0

Bei ungerader Symmetrie in gerader Ordnung muss « 1, = 0 sein. Also kénnen
Amplitude und Phase explizit angegeben werden:

B(w)  gerade Symmetrie

A(jw) = { B(w)  ungerade Symmetrie (2.6.68)

Der Betrag der Ubertragungsfunktion ldsst sich einfach aus den Summen in den
Gleichungen (2.6.66) und (2.6.66) berechnen. Die Phase ist
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o { —mnkF gerade Symmetrie (2.6.69)

—mnk + 3 ungerade Symmetrie

In beiden Féllen hingt die Phase linear von der Frequenz ab. Entsprechend ist die
Gruppenlaufzeit
dy dy dF T,de 1

by = — = —gpa = orgp = inTa (2.6.70)
Die Gruppenlaufzeit ist fiir alle FIR-Filter mit symmetrischen Koeffi-
zienten frequenzunabhingig. Symmetrische FIR Filter eingesetzt in Audioge-
riaten erzeugen keine Laufzeitverzerrungen! Ausser in Ausnahmeféllen verwendet
man nur FIR-Filter mit linearer Phase.

FIR Tiefpass 1. Ordnung FIR-Tiefpass 1. Ordnung

X 1 0
X a,=0,5 Xa, =0,5 081 0,5

_ -1

B e < 061 o151

v

0,44
02 -2,5 9
B 3

0 -3,5
0 0,5 1 0 0,5 1

Abb. 2.63.: Ein FIR Tiefpass 1. Ordnung. Links: Schaltschema. Mitte: Frequenz-
gang. Rechts: Phasengang

2.6.2.4.1. FIR-Filter 1. Ordnung Das in Abbildung 2.63 gezeigte Filter ist ein
Tiefpass (Berechnet mit Excel-Tabelle'). Fiir eine Einheitsfolge {z,} = {1,1,1,...}
erhélt man die Ausgangsfolge {y,} = {1,1,1,...}. Die Verstarkung ist hier also 1.
Man berechnet dass die z-Ubertragungsfunktion, die komplexe Ubertragungsfunk-
tion, ihr Betrag, die normierte Grenzfrequenz, die Phase und die Gruppenlaufzeit

A(z) = 05(1+27")
A(jw) = 0.5(1+cos2mF — jsin2nF)
|A(jw)| = [cosmF|
F, = 025
p = —nF
ty = 05T, (2.6.71)

sind. Eine Analyse der allgemeinen FIR-Ubertragungsfunktion zeigt, dass

die Gleichspannungsverstiarkung eines FIR-Filters gleich der
Summe aller Filterkoeffizienten

A0 =Y (2.6.72)

Thttp://wwwex.physik.uni-ulm.de/lehre/PhysikalischeElektronik /Materialien /digifilter xls
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87 2.6 Filter

ist. Bei der halben Abtastfrequenz, der héchsten nach dem Nyquist-Theorem zu-
léassigen Frequenz, ist die Eingangsfolge {x,} = {1,—1,1,—1,...}. Das Ausgangs-
signal ist, wie man leicht nachpriift, die Nullfolge {y,} = {0,0,0,0,...}. Auch
diese Eigenschaft ist allgemeingiiltig.

Die Verstiarkung eines FIR-Filters bei der halben Abtastfre-
quenz ist gleich der Summe der im Wechsel mit +1 und -1
gewichteten Koeffizienten

’A <J§>’ = En: (=" o, (2.6.73)

Weiter stellt mann fest, dass

wenn man in einem FIR-Filter alle Koeffizienten mit dem glei-
chen Faktor multipliziert, die Verstarkung um diesen Faktor
geiandert wird, ohne dass sich die Filtercharakteristik dndert.

Speist man in ein FIR-Filter die Folge {x,} = {1,0,0,0,...}. ein, so erhélt man als
Impulsantwort die Folge {y,} = {ao,a1,09,...,04,0,...}, also gerade die Folge
der Filterkoeffizienten.

Die Antwort eines FIR-Filters auf einen Einheitsimpuls ist
immer die Folge seiner Filterkoeffizienten. Diese Folge ist bei
einem Filter n-ter Ordnung n+1 Werte lang von null verschie-
den.

Die Grenzfrequenz des Filters erhélt man, indem man |A (j27F,)| = % = cosE,
setzt.

FIR Hochpass 1. Ordnung FIR-Hochpass 1. Ordnung

1 2

X 08 )
Xq, =05  ®o,=0,5 06 05

= ‘e 0

02 -1

0 T -2 T
0 0,5 1 0 0,5 1

Abb. 2.64.: Ein FIR Hochpass 1. Ordnung. Links: Schaltschema. Mitte: Fre-
quenzgang. Rechts: Phasengang

Abbildung 2.64 zeigt einen FIR-Hochpass 1. Ordnung (Berechnet mit Excel-Tabelle?).
Im Unterschied zum Tiefpass ist ar; mit —1 multipliziert. Unsere Regeln sagen, dass
die Verstarkung bei der Frequenz null auch null ist, und dass sie bei der halben

2http:/ /wwwex.physik.uni-ulm.de/lehre/PhysikalischeElektronik /Materialien /Digifilter.xls
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Abtastfrequenz maximal ist. Im einzelnen sind die Kenngrossen:

A(z) = 05(1-27")
A(jw) = 0,5(1 —cos2nF — jsin2nF)
AGw)] = [sinmF]|
F, = 0,25
¢ = w(0,5—F)
t, = 0,50, (2.6.74)

Bei tiefen Frequenzen ist die Verstarkung proportional zu F', die Schaltung ar-
beitet also (was man aus der Gleichung hétte erraten kénnen!) als Differenzierer.
Bandpésse und Bandsperren kann man mit einem Filter erster Ordnung, wie bei
analogen Filtern, nicht realisieren.

FIR Tiefpass 2. Ordnung FIR-Tiefpass 2. Ordnung

1

08
06
0.4 ¢
02

1Al

0

R N N

0 0,5 1

Abb. 2.65.: Ein FIR Tiefpass 2. Ordnung. Links: Schaltschema. Mitte: Frequenz-
gang. Rechts: Phasengang

2.6.2.4.2. FIR-Filter 2. Ordnung Die Summe der Koeffizienten in der Abbil-
dung 2.65 (Berechnet mit Excel-Tabelle?) ist eins, also ist die Verstirkung bei bei
der Frequenz null eins. Die Ubertragungsfunktion sowie die weiteren Kenndaten
sind:

A(z) = 0,2540,5271 +0,25272
|

|A (jw)] = 0,5+0,5co82nF
1
F, = 7 arccos (\/5 — 1) =0,182
Y = —2x%7
tgr = T (2.6.75)

Abbildung 2.66 zeigt einen FIR-Hochpass 2. Ordnung (Berechnet mit Excel-Tabelle?).
Im Vergleich zum Tiefpass zweiter Ordnung ist das Vorzeichen von oy gewechselt

3http:/ /wwwex.physik.uni-ulm.de/lehre/PhysikalischeElektronik /Materialien /Digifilter.xls
4http:/ /wwwex.physik.uni-ulm.de/lehre/PhysikalischeElektronik /Materialien /Digifilter.xls
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FIR Hochpass 2. Ordnung FIR-Hochpass 2. Ordnung

1
0,84
0,6
0,4 4 ¢
0,24

0

1Al

0,5

R S I N

0 0,5 1

Abb. 2.66.: Ein FIR Hochpass 2. Ordnung. Links: Schaltschema. Mitte: Fre-
quenzgang. Rechts: Phasengang

worden. Die Ubertragungsfunktion sowie die weiteren Kenndaten sind:

A(z) = 0,25—0,52"1 +0,2522
|

|A (jw)] = 0,5—0,5cos2rF
1
F, = 7 arccos (1 — \/5) = 0,318
Y = —2x*T7
tg = 1T, (2.6.76)

FIR Bandsperre 2. Ordnung FIR-Bandsperre 2. Ordnung

05

Lo hhbbho

Abb. 2.67.: Eine FIR Bandsperre 2. Ordnung. Links: Schaltschema. Mitte: Fre-
quenzgang. Rechts: Phasengang

Setzt man a7 = 0 so erhédlt man aus dem Tiefpass oder Hochpass die in Abbil-
dung 2.67 gezeigte FIR-Bandsperre 2. Ordnung (Berechnet mit Excel-Tabelle’. Die
Ubertragungsfunktion sowie die weiteren Kenndaten sind:

A(z) = 0,2540,25272
jw)|

|A (jw)| = |cos2nF|
F. = 0,25
Y = =27
tgr — Ta
F
Q = 3= 1 (2.6.77)

Negiert man in der Bandsperre in Abbildung 2.67 as so erhilt man aus der Band-
sperre einen Bandpass (Abbildung 2.68) (Berechnet mit Excel-Tabelle®. Die Uber-

Shttp:/ /wwwex.physik.uni-ulm.de/lehre/PhysikalischeElektronik /Materialien /Digifilter.xls
Shttp:/ /wwwex.physik.uni-ulm.de/lehre/PhysikalischeElektronik /Materialien /Digifilter.xls
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FIR Bandpass 2. Ordnung FIR-Bandpass 2. Ordnung

1
0,8

0,6
1Al
0.4

S
R R N

0,5
0,2

0

0 05 1

Abb. 2.68.: Ein FIR Bandpass 2. Ordnung. Links: Schaltschema. Mitte: Fre-
quenzgang. Rechts: Phasengang

tragungsfunktion sowie die weiteren Kenndaten sind:

A(z) = 0,250,252
|A(jw)| = [sin27F]
F. = 0,25
Y = —2x%7
tgr = Ty
Q = };21 (2.6.78)

2.6.2.4.3. Berechnung der Filterkoeffizienten fiir FIR-Filter FEine Einfiihrung
in die Berechnung der FIR-Filterkoeffizienten kann in Tietze-Schenk| ] gefun-
den werden. Es gibt zwei bevorzugte Verfahren zu dieser Berechnung: die Fenster-
Methode und den Remez Exchange Algorithmus. Die zweite Methode ist ein
auf TSCHEBYSCHEFF-POLYNOMen beruhender Optimierungsalgorythmus, der ei-
ne minimale Anzahl von Filterkoeffizienten liefert.

Wie in der Gleichung (2.6.62) gezeigt wurde, ist die Antwort eines FIR-Filters auf
eine Impulsanregung

1 fir =0
{z (kT,)} = { 0 sonst (2.6.79)
Aus (2.6.79) folgt als Ausgangsfolge die Folge der Koeffizienten.
{y (kT,)} = ag, 01,00, ...,y = {au} (2.6.80)

Nun sind bei einem linearen System die Impulsantwort und der Frequenzgang
durch eine (inverse) Fouriertransformation ineinander tberfiihrbar. Fiir zeitdis-
krete Systeme mit f, = 1/7, sind die Werte der Impulsantwort fir ¢t = kT, durch

fa
YT = [ Ay () e/ Tedf (2.6.81)

aus dem Frequenzgang A,, (7 f) gegeben. man erhélt die gewtinschten Koeffizienten,
indem man (2.6.80) und (2.6.81) gleichsetzt.

Das resultierende Filter muss nach Tietze und Schenk| ] normalisieret und auf
die gewiinschte Grenzfrequenz umgerechnet werden.
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2.6.2.5. lIR-Filter

Die zweite Klasse digitaler Filter stellen die rekursiven Filter oder Infinite Impulse
Response-Filter dar. Da Ihre Impulsantwort wie die der analogen Filter unendlich
lange dauert, kann man die analogen Filter auf die digitalen abbilden.

Zur Abbildung eines analogen Filters auf ein digitales Filter verwendet man die

bilineare Transformation| I ]. Um den Fregenzbereich [0...oo] des ana-
logen Filters auf den Frequenzbereich [0. .. %‘1] des digitalen Filters abgebildet.
Jo  7f
=t 2.6.82
F=tan ™ (26.52)

Wie gewiinscht strebt fir f — oo die digitale Frequenz ' — %" Dabei ist die

Verzerrung der Frequenzachse umso geringer, je geringer die Frequenz im Vergleich
zur Taktfrequenz ist. Wir rechnen wieder mit normierten Frequenzen

Pt
Ja
F, = Jo
y = = (2.6.83)
fa
Die Transformationsgleichung fiir die normierten Frequenzen ist dann
1 /!
F = —tannF (2.6.84)
T
[ a/4,
H A (/Q )/Az)
A(jQ)/ 4,
0,5 1 FF

Abb. 2.69.: Transformation eines Tschebyscheff-Tiefpasses auf einen periodischen
Frequenzgang

Bei der Transformation eines Tschebyschefftiefpasses (Abbildung 2.69) bleibt das
charakteristische Uberschwingen erhalten. Damit die Grenzfrequenz des urspriing-
lichen Tiefpasses und des neuen Tiefpasses gleich bleibt, ersetzen wir in Gleichuing
(2.6.84) den Vorfaktor .

F
F= ! tanmF’ = FyltanmF’ (2.6.85)
tan Tk,

Man erkennt in Abbildung 2.69, dass nun der Frequenzgang des digitalen Filters
erst iiber der Grenzfrequenz F, abweicht. Die Variable P in der normierten Uber-
tragungsfunktion wird
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P =/(jtannF (2.6.86)

Unter Verwendung der Umformung

h L 2.6.87
1 =—t —zr) = ———— .0.
jtanw anh (—jx) T o ( )
sowie mit der Definition von z ist
1— —2jx 1— -1
p=0—C 4"~ (2.6.88)

e
Die Form der obigen Gleichung erklért den Namen "Bilineare Transformation.
Sie bildet den Arbeitsbereich eines analogen Filters auf den eines digitalen ab.
Abweichungen sind desto geringer, je grosser die Abtastfrequenz f, im Vergleich
zu den interessierenden Frequenzen ist. Aus

" dy, P*
do+diP+doP?+ ... 2D
Ap)= QT OZ TR T (2.6.89)
co+ciP+cP?+ ... cx P¥
k=0
Wenn man die bilineare Transformation oben einsetzt, erhélt man
n Nk
> di (4i55)
A(P) =51 (2.6.90)

= &= -
I
kg(] Ck ( 1+z )
Durch Koeffizientenvergleich erhélt man schliesslich die Koeffizienten der Digital-
filter

n

—k
Az) = at oz fapr 4 ;ankz (2.6.91)
Pot Pzt + 022+ 5 ok -
k=0

Abb. 2.70.: Struktur eines IIR-Filters erster Ordnung

2.6.2.5.1. lIR-Filter erster Ordnung Fiir das in der Abbildung 2.70 dargestellte
[IR-Filter erster Ordnung soll der analoge Frequenzgang (schliesst alle Filterarten
ein)
do + d, P
AP)=—— 2.6.92
(P) co+ P ( )

auf das IIR-Filter

92 ©2002-2020 Ulm University, Othmar Mart; [ EEN_



93 2.6 Filter

1

~ Y o+ oz
AR)=—= ——"— 2.6.93
G =% =755 (2.6.93)
Der Koeffizientenvergleich ergibt
do + di?
(8% =
0 Co + Clg
do — dq /¢
o = —
! Co —f- Clg
Co — Clg
= 2.6.94
Bl Co + Clg ( )
Die obigen Gleichungen angewandt auf einen allgemeinen Tiefpass A(P) = 5 +f¢‘101 5
ergeben
Aol
QL =
0 1 —|— CL1€
Aol
(8% =
! 1+ CL1£
1— a1€
= 2.6.95
61 1+ (116 ( )
Der Hochpass A(P) = lﬁ";ﬁp wird in der digitalen Implementation
Al
« =
0 a, + 14
Al
ap = —
! ay + ¢
a, — 14
— 2.6.96
o= 2 (2:6.90)

Bei einem digitalen Filter wird die Grenzfrequenz durch die Abtastfrequenz fest-
gelegt. Dies bietet eine einfache Mdoglichkeit der Abstimmung des Filters.

Abb. 2.71.: Allgemeines [IR-Filter zweiter Ordnung

2.6.2.5.2. lIR-Filter zweiter Ordnung Die allgemeine Form eines analogen Fil-
ters zweiter Ordnung

A(P) = dy + di P + dy P?
" co+c P+ cyPr

(2.6.97)
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wird durch die bilineare Transformation zu

N ag+ oz + anz?

Alz) = 1+ przt + Boz™?

der Ubertragungsfunktion des digitalen ITR-Filters aus Abbildung 2.71. Die Koef-
fizienten sind:

(2.6.98)

S do + dil + dol®
0= co + 1l + col?
2 (dy — d2€2)
o =
Co + Clg + C2€2
do — dil + dol?
gy =
Co + Clg + Cz€2
2 (co — col?
g = Zla—al)

Cco + Clg + 0262

Co — 61£ + Cgfz
= 2.6.
62 Co + Clé + CQ€2 ( 0 99)

Aus dem Tiefpass A(P) = M;W erhélt man das aquivalente IIR Filter mit
den Koeffizienten

W T T T e
YT T it C
YT Tt ne
2(1 — byf?)
b= T arine
1 1
2
g, = Lmalthlt (2.6.100)

1+ Glg + b1€2

Der Hochpass A(P) = % wird zu

A
W Il e
- 21402
“CT It bhe o™
A
2 Z T raltne
2 (1 — by?)
b= Tt ne
1 1
2
g, — Lmalrhl (2.6.101)

1+ alf + b1€2
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95 2.6 Filter
P
Weiter wird der Bandpass A(P) = % transformiert in
Q
s
T I lre
Q) = 0
(A
_ Q - _
e trore
2(1—¢?)
pr = 7
1+ 5+¢
L=g+f 2.6.102
= ivive (26:102)
2
Die Bandsperre A(P) = ?i(;j;g) transformiert sich in
Q
Ao (14 62)
Qyp = T n
1+ 5 +¢
24, (1 — 2)
a1 = A
L+ 5+
2(1+0?)
ay = ——— =q
? 1+5+02
Ao (1= £2)
/61 - 672
1+ 5+¢
o 2.6.103
S v ey (20:109)
1+ay P+by P?

Endlich wird aus dem Allpass A(P) =

aq

&%)

A
B

o prpe das folgende digitale IIR-Filter

1 + alf + 6162

©2002-2020 Ulm University, Othmar Marti

1-— a1€ + b1€2
2(1—0b,0?)
1-— alﬁ + b1£2
1-@16"‘()152 1
1— CL1£ + b1£2 -
2(1—b,02)
1—al+ b2
14 a1l + by ?
Ifi?izil?izﬁ = ayp (2.6.104)
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2.7. Modulationstheorie

Um Signale tiber grossere Distanzen transportieren zu kénnen, wird das Nutzsi-
gnal oft auf einen Trager aufmoduliert. Grob gesagt, kann man so ein SIGNAL
in einem Bereich mit schlechten Ausbreitungseigenschaften in einen Bereich mit
lingerreichweitiger Ubertragungsmaoglichkeit transferieren. Oder es konnen in ei-
nem Kabel mehrere bis sehr viele Telefongespriche gleichzeitig gefithrt werden.
Modulation tritt auf, wenn zwei oder mehrere Signale mit unterschiedlichen oder
gleichen Frequenzen durch ein nichtlineares Bauteil laufen. Liegen an einer Strecke
mit der Strom-Spannungscharakteristik

I(t) =aU (t) + bU? (t) (2.7.1)

die zwei Signale U; = Ul coswit und Uy = Ug coswot an, dann treten Terme bei
den Summen- und Differenzfrequenzen auf. Man beachte, dass mit reellen
Grossen gerechnet werden muss. Werden die bequemen komplexen Dar-
stellungen verwendet, muss immer auch das konjugiert-komplexe mit-
genommen werden, also effektiv auch eine reelle Zahl. Wir erhalten also

N A A A 2
I(t) = a (U1 cos wyt + Us cos wgt) +b (U1 cos wot + Us cos w2t>

= aUl cos wot + aUQ cos wot +
bUf cos? wit + bﬁg cos? wot + Qbﬁlﬁg cos wyt cos wat
b/~ .
aUl cos wot + aU2 cos wot +

b /A N

5 (U12 cos 2wit + U22 cos 2w2t) +

b0, U, [cos (w1 — wa) t + cos (wy + wa)] (2.7.2)
neben den beiden urspriinglichen Signalen treten auch ein Gleichstromanteil sowie
die doppelten, die Summen- und die Differenzfrequenzen auf. Eine Nichtlinearitét
von héherer Ordnung wiirde entsprechend den Produkt- und Summenregeln fiir
Winkelfunktionen noch mehr Frequenzen ergeben.

Die oben gezeigte Rechnung illustriert die Amplitudenmodulation. Allgemein kann
man schreiben:

Lang = 1(s) coswyt (2.7.3)

wy ist die Tragerfrequenz. I(s) héngt nun vom aufmodulierten SIGNAL ab:

I(s) = I + I, coswit (2.7.4)

I, ist die Intensitit des Tragers, I, diejenige des aufmodulierten Signals mit der
Frequenz w;. Typischerweise ist wy < wy. Mit der Abkiirzung m = % ergibt sich

. I, .
Tay = I (1 + — cos wst> coswit = I; (1 +mcosw — st) coswyt (2.7.5)
t

m heisst auch der Modulationsgrad. Anwendung der Additionsséitze fiir Winkel-
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97 2.7 Modulationstheorie

funktionen ergibt:

A

- I
Tay = Iy coswit + tTm [cos (wy — wg) t + cos (wy + ws) t] (2.7.6)

Das resultierende SIGNAL enthélt also sowohl die Summen- wie auch die Differenz-
frequenzen. man ersieht aus der Herleitung, dass man zwar fiir eine Amplituden-
modulation eine quadratisch-nichtlineare Kennlinie nehmen koénnte, dass es aber
geschickter ist, einen Multiplizierer zu verwenden. Weiter ersieht man, dass um ein
SIGNAL der Frequenz w, zu iibertragen, man eine Bandbreite

wS

B = 227r (2.7.7)
benoétigt wird. Gleichung (2.7.6) zeigt weiter, dass bei einem Modulationsgrad von
1 die Hélfte der Sendeenergie im Trager steckt und dass je ein Viertel in den
beiden Seitenbandern vorhanden ist. Fiir eine Radioiibertragung ist aber nur der
Energiegehalt in den Seitenbédndern wichtig. Deshalb gibt es Sendeverfahren, bei
denen der Tréger unterdriickt oder sogar mit dem Trager das eine Seitenband
nicht gesendet wird. Die Stereoinformation bei einer Stereo-UKW-Sendung wird
mit diesem Verfahren bandbreitensparend iibertragen. Zur Wiederherstellung des
Signals benotigt man den tréger. Sind beide Seitenbénder vorhanden, kann man
einen Oszillator im Mittel mit dem SIGNAL mitlaufen lassen (das SIGNAL hat,
gemittelt, gerade die Tragerfrequenz). Bei Einseitenbandmodulation (SSB fiir Sin-
gle Sideband Modulation) verwendet man entweder einen Pilotton (UKW-Stereo)
oder man ist darauf angewiesen, das der Sender und der Empfodnger sehr stabil
laufen. Als Kuriosum sei erwahnt, dass eine Moglichkeit Sprache zu verschliisseln,
darin besteht, das Sprachsignal in Bander aufzuteilen und mit SSB in der Frequenz
zu verschieben. Die Frequenzverschiebung kann auch dynamisch sein.

Die Amplitudenmodulation ist eher storanfillig. Deshalb werden qualitativ hoch-
wertigere Dienste mit Frequenzmodulation ausgestrahlt. Die Tragerfrequenz w;
wird mit der Signalfrequenz w; moduliert. Das heisst, die Phase des Signals be-
wegt sich nicht mehr mit konstanter Geschwindigkeit. Also schreibt man anstelle
von wt = ¢, der phase, das Integral

Awt

cos wgt (2.7.8)

t
/ (wi + Awy sinwgt) dt = wit +
W
0

Auw; ist der Frequenzhub der Modulation. Das frequenzmodulierte SIGNAL ist also:

A A
Iy = I;sin (wtt + e sin w5t>

Ws

= I > I, (mp) sin (w; + nw,) t (2.7.9)

n=—oo

Die Amplituden fn (mp) der einzelnen Teilfrequenzen w;+nw; sind Bessel-Funktionen
n-ter Ordnung. das Argument mp = Aw—“j. Man benétigt fiir die FM-UBERTRAGUNG
eine Bandbreite von
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1 A
B> = (Aw + Aw,) = —=
T

(1+mp) (2.7.10)

Der Frequenzhub bei der FM hangt nicht von der Signalfrequenz, sondern nur von
der Amplitude ab. Anstelle der Frequenz kann man auch die Phase modulieren.
Das SIGNAL sieht dann folgendermassen aus:

Ipy = I, sin (wit + Apsin wgt) (2.7.11)

Hier hangt der Phasenhub von der Amplitude ab, der resultierende Frequenzhub
ist aber durch die Signalfrequenz bestimmt.

2.8. Rauschen

Mit Rauschen bezeichnet man die durch stochastische Prozesse bedingte Schwan-
kung einer Grosse. Rauschen tritt nicht nur in der Elektronik auf, sondern in allen
Vielteilchensystemen. So ist, zum Beispiel, die Brownsche Bewegung ein Rausch-
prozess. In der Elektronik betrachtet man den Transport von Strom, also einen
Fluss einzelner Elektronen. Da diese, wie alle anderen Vielteilchensysteme den
Gesetzen der statistischen Physik gehorchen miissen, tritt Rauschen auf. Man un-
terscheidet viele verschiedene Arten von Rauschen wie das Widerstandsrauschen
oder das Schrotrauschen. In diesem Abschnitt soll zuerst das Widerstandsrauschen
nach dem Buch von Reif] | abgeleitet werden, es folgen dann andere relevante
Rauschprozesse.

2.8.1. Widerstandsrauschen

Wir betrachten einen elektrischen Widerstand R, der an den Eingang eines idealen
Verstarkers angeschlossen sei, der zwischen w; und wsy eine konstante Verstarkung
habe. Ausserhalb dieses Durchlassbandes sei die Verstarkung 0.

Die Elektronen im Widerstand éndern ihre Position und Geschwindigkeit durch zu-
fallige thermische Fluktuationen. Also existiert ein fluktuierender Strom /(¢) und
als Konsequenz auch eine fluktuierende EMF U (t). Wenn wir die FOURIERTRANS-
FORMATION von V(t) kennen, konnen wir nach Gleichung (2.4.39) die Varianz der
EMF schreiben (Der Mittelwert der EMF ist null, da wir keine treibende Poten-
tialdifferenz annehmen)

(U* (1)) = /OOO Ty (@) dw (2.8.1)

Wie im Abschnitt 2.4.2.3 gezeigt, ist J; (w) das Leistungsspektrum der EMF U ().
Reif | | zeigt im Abschnitt 15.8 mit der Langevin-Funktion, dass an einem
Widerstand (analog zur Brownschen Bewegung) gilt

R=— %1:[,_/ (V (0)V (s)), ds (2.8.2)

Diese Gleichung kann mit den Gleichungen (2.4.41) und (2.4.39) umgeschrieben
werden (die Korrelationsfunktion ist unabhéngig von t, und ¢/“* = 1 wenn w = 0)

98 ©2002-2020 Ulm University, Othmar Marti
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1
R = 5T [27J (0)] (2.8.3)
Die KORRELATIONSZEIT 7* der FLUKTUATIONEN ist von der Groéssenordnung
der Zeit zwischen zwei Stossen eines Elektrons mit dem Gitter. Also ist K(s) =
(V(0)V(s)), = 0 fiir alle |s| > 7*. Die KORRELATIONSFUNKTION ist in der Néhe
von 0 konzentriert. Also ist im Bereich der nichtverschwindenden KORRELATIONS-
FUNKTION e/* = 1 fiir alle wr* < 1. Fiir alle diese w-Werte hat das Integral den

gleichen Wert

T (w) = J(0) (2.8.4)

Das LEISTUNGSSPEKTRUM der fluktuierenden EMF U(t) ist also konstant. Man
kann ziemlich allgemeingiiltig festhalten:

Kurze Korrelationszeiten bedingen breite Spektren, und um-
gekehrt.

Diese Aussage ist iibrigens analog zum HEISENBERGSCHEN UNSCHARFEPRINZIP.
Wir erhalten damit das LEISTUNGSSPEKTRUM der Rausch-EMF an einem WI-
DERSTAND

2 1

Die obige Gleichung ist das NYQUIST-THEOREM. Es ist ein Spezialfall der viel all-
gemeineren Verbindung zwischen Fluktuation und Dissipation. Zum Beispiel gibt
es bei der BROWNSCHEN BEWEGUNG eine dhnliche Beziehung zwischen dem Spek-
trum der fluktuierenden Kraft F' und dem Reibungskoeffizienten «. Interessierte
Leser mogen Literatur tiber das "FLUKTUATIONS-DISSIPATIONS-THEOREM ™ le-
sen. Rauschen mit einer von der Frequenz unabhangigen spektralen Dichte heisst
WEISSES RAUSCHEN.

(=) U
N C

—

Abb. 2.72.: Der RLC-Kreis fiir Rauschuntersuchungen

Wir wollen nun untersuchen, ob das Nyquist-Theorem konsistent mit der Thermo-
dynamik von Gleichgewichtszustdnden ist. Wir verwenden dazu die Schaltung aus
Abbildung 2.72. Das System sei im thermischen Gleichgewicht bei der Tempera-
tur 7. Stromfluktuationen (¢) haben ihre Ursache in der stochastischen EMF im
Widerstand R. Wir betrachten die Fourierkomponente Uy (w) ¢/** der EMF und
verwenden die Differentialgleichung

L +RI+ /Idt (2.8.6)

©2002-2020 Ulm University, Othmar Marti 99



Mathematische Grundlagen 100

Fiir die Frequenz w erhélt man

]0 (W) =

[20((:})) wobei Z (w) = R+ j (wL + wlC’> (2.8.7)
Zur Berechnung der in der INDUKTIVITAT gespeicherten Energie betrachtet man
den Strom [ als einen Parameter eines thermodynamischen Systems mit der frei-
en Energie AF (Siehe auch das Buch von Reif] |). Die Wahrscheinlichkeit
P (I)dI dass der Strom in einer Schaltung im Gleichgewicht mit der Temperatur
T einen Wert zwischen I und I + dI annimmt, ist proportional zu e*/*T. AF
ist die freie Energie im Zustand [ = 0. Die Bewegung von Elektronen, ohne dass
Ladung auf- oder abgebaut wird, éndert die ENTROPIE S nicht. Also ist AS =0
und damit AF = AE — TAS = AFE. Da Energie durch einen Strom nur in einer
INDUKTIVITAT gespeichert werden kann, gilt:

P (I)dI oc AP/RTqT = ¢~/ T g (2.8.8)

Daraus leitet man unter Verwendung elementarer Gesetze der Statistik ab

) [ P(I) 2l
<L]2> == = kT (2.8.9)
2 [ P(ydr 2

Analog gilt auch fiir einen KONDENSATOR, dass im Mittel im thermischen Gleich-
gewicht gilt
1

<;CU2> = 5T (2.8.10)

Der Ausdruck fiir die mittlere in der Induktivitat L gespeicherte Energie kann in
eine Fourierreihe entwickelt werden:

Lo\ o lm e
<2LI> _ 2L0_4 1y ()| dew

o0 2
1y PP,
207 |Z(w)

1, F e,
- L/ Z @
) ()

_ 2L0 |Z(w)|2dw (2.8.11)

Dabei haben wir die Definition des LEISTUNGSSPEKTRUMS nach Gleichung (2.4.51)
verwendet.

Jy (w) =2J (w) = Qg IV (w)? (2.8.12)

Die Gleichgewichtsbedingung (2.8.9) verlangt, dass unter Verwendung von (2.8.7)
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101 2.8 Rauschen

gilt:

o0

o\ Ji (w) dw kT
(1) = 0/ R2++(WL+ T = (2.8.13)

Umgeformt mit wi = 1/LC bekommt man

17 Ji (w) dw kT
= / - (2.8.14)

2
o 1+ (ﬁ) (W2 +uwd)? L

Wir nehmen an, dass L sehr gross ist, dass also der Schwingkreis eine sehr grosse
Giite hat. Dann kann man J; (w) = J (wp) aus dem Integral herausziehen. Ebenso
ist dann w? — wi = (w+ wp) (w —wo) & 2wy (w —wp) und X =~ MOLR. Mit der
Abkiirzung 7 = w — wy erhalten wir

kT J4 (wp) 7 dw
R . !
L R 0 1 + (2L)

=) (w— w0)2

J4 (wo) / dn

2 2
R e 1 + (%) 772

J4 (wo) [ R}
_ il 2.8.15
2 ["2r ( )

Wir erhalten daraus das Resultat

2
Ji (wo) = —=kTR (2.8.16)

T

Da C' in der Gleichung nicht explizit vorkommt, kann man damit jede Frequenz
erreichen, wir haben also, auf eine andere Art und Weise das NYQUIST-THEOREM
abgeleitet.

G)‘ u(t) U’(t)C)

| |

Abb. 2.73.: Widerstand und allgemeine Impedanz im Gleichgewicht

In einem weiteren Beispiel wird, wie in Abbildung 2.73 im thermischen Gleichge-
wicht ein Widerstand R mit einer allgemeinen Impedanz Z'(w) = R'(w) + j X'(w)
zusammengeschaltet. Sowohl der Widerstand R’ wie auch der reaktive Teil X' sol-
len frequenzabhéingig sein. Wir bezeichnen mit U(t) die Spannung an R und mit
U'(t) die Spannung an der Impedanz Z’. Im Gleichgewicht muss die mittlere Leis-
tung P’, die durch die Impedanz Z’ wegen der Rauschspannung U(t) am Wider-
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stand R absorbiert wird, gleich sein der Leistung P, die durch den Widerstand R
wegen der Rauschspannung U’(t) der Impedanz Z’ absorbiert wird. Wir betrachten
weiter ein enges Frequenzband zwischen w und w—+dw. Das Leistungsgleichgewicht
muss fiir alle Frequenzbéander gelten. Nun erzeugt die Frequenzkomponente Up(w)
in der Schaltung den Strom I, = % Die Leistung P’ absorbiert durch Z’ ist
dann

2

Yo 'p (2.8.17)

R+ Z
R’ ist der (frequenzabhingige) Realteil der Impedanz Z’. Analog zur obigen Glei-
chung gilt auch

P o ||’ R =

) U [
!
Poc|IPR = ‘R+Z, (2.8.18)
Also ist
\Uol> R = |U,|* R (2.8.19)
oder
Ji (W) R (w) = J, (w) R (w) (2.8.20)

J ist das Leistungsspektrum von U(t) und J, dasjenige von U’(t). Also ist

Ty (w) = R/];m <72TI<:TR> — ikTR’ (2.8.21)

Das RAUSCHSPEKTRUM einer jeglichen Impedanz ist also immer mit dem Wider-
standsteil dieser Impedanz verbunden. Ideale Spulen und Kondensatoren rauschen
nicht. Deshalb kann man mit Hilfe parametrisch veranderter Kapazitdten sehr
rauscharme Verstarker bauen.

e e
“\, /‘ U(t) U(t)“\ Y

[ J

le L N
™ gt}

Abb. 2.74.: Nyquists Anordnung zur Berechnung der Rauschspannung an einem
Widerstand

NyQuisT hatte sein Theorem aus Analogien der SCHWARZKORPERSTRAHLUNG
abgeleitet. Abbildung 2.74 zeigt die von ihm verwendete Anordnung. Zwei Wi-
derstande der Grosse R sind iiber eine verlustfreie Leitung der Lange L mit der
Impedanz R verbunden. Die ganze Anordnung ist im Gleichgewicht mit einem
Wiérmebad der Temperatur 7'. Durch die Impedanzanpassung wird jede vom lin-
ken Widerstand ausgehende Welle vom rechten vollstandig absorbiert und umge-
kehrt. Die beiden Abschlusswiderstinde sind also ein Analogon zum Schwarzen
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kr—wt

Korper. Eine Spannungswelle U = Uyed( ) breitet sich mit der Geschwindigkeit
/ w

¢ = ¢ aus. Zum Abzahlen der moglichen Moden setzt man als Randbedingung
U(0) = U(L). Dann ist kL = 2mn fir jede ganze Zahl n. Die Anzahl Moden pro
Einheitslange im Frequenzintervall w bis w + dw ist dann

1
An = —dk (2.8.22)
2m
Jede Mode hat eine Energie
hew .
£(w) = ! — kT fir hw < kT (2.8.23)
erT —

Wir verwenden nun, dass im Gleichgewicht in jedem Frequenzintervall w bis w4 dw
die emittierte und die absorbierte Leistung eines Widerstandes gleich sein muss. Da
1 dw

es ;- propagierende Moden pro Einheitslinge gibt, ist die auf einen Widerstand

eintreffende Leistung

P=d (;ﬂi‘") (W) =~ (w) dw (2.8.24)

2

Die emittierte Leistung ist gleich. Diese Leistung wird in Form einer Rauschspan-
nung U erzeugt. Deshalb muss auch ein Strom [ = % fliessen. Wir miissen 2R
verwenden, da der Generator der Rauschspannung die Serieschaltung zweier Wi-
derstiande R sieht. Also ist

V2 1 17
2\ _ _ 2\ _
R<I>_R<4R2>_4R<V>_ RO/J+(w)dw (2.8.25)
Die Leistung im Frequenzintervall w bis w + dw ist dann
P - L(w)dw (2.8.26)

! 4R

Wenn man nun P/ = P, setzt, dann bekommt man

1 1
—J; (w)dw = 5€ (w) dw

4R
2 hw

B
Weﬁ—l

Dies ist die Gleichung fiir das Rauschen unter Einbezug der quantenmechanischen
Korrekturen. Fiir die iiblichen Frequenzen, auch im Mikrowellenbereich, gilt hw kT
Also wird aus Nyquists quantenmechanisch korrekter Formel

2

Betrachtet man nun das Rauschen in einem bestimmten Frequenzband bei genii-
gend tiefen Frequenzen, dann ist
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= / Ji (w) dw

Wmin

- / T4 (0) dw

Wmin

— J,.(0) / dw
- J+ (O> (wmax - Wrnin)
2 (Wmax — Wmin) kTR
Vs

— 4BKTR (2.8.29)

wobei B = «ma—tmin dje Bandbreite der Detektion ist.
Das WIDERSTANDSRAUSCHEN ist besonders bei breitbandigen Schaltungen der
limitierende Teil.

2.8.2. Weitere Rauschquellen
2.8.2.1. Schroteffekt

In Elektronenrohren ist die statistische Fluktuation des Emissionszeitpunktes von
Elektronen aus der Kathode (Dies wiirde iibrigens auch fiir Feldemissionskathoden
gelten) Ursache eines Rauschens. Schottky hat fir dieses Rauschen die folgende
Formel angegeben:

12

schr

= 2el,Av (2.8.30)

I, ist hier der ANODENSTROM. Wie beim thermischen Rauschen ist die Ursache
die Quantisierung der Ladung. Der SCHROTEFFEKT erlaubt, iiber eine Messung
des RAUSCHSTROMes die ELEMENTARLADUNG zu bestimmen.

2.8.2.2. Generations-Rekombinationsrauschen

Dieser Typ Rauschen tritt in Halbleitern auf. Der Rauschstrom, der sich aus der
diskreten Natur von Elektronen und Lochern ergibt ist:

i =AWT)E*Av (2.8.31)

E ist die elektrische Feldstarke im Kristall. A ist ein frequenz- und temperaturab-
hangiger Faktor.

2.8.2.3. Flickerrauschen und 1/f-Rauschen

Man beobachtet iiberall da wo Ladung transportiert wird ein RAUSCHSPEKTRUM,
dessen Dichte sich wie

I~ 7 (2.8.32)
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verhalt. Dieses Rauschen ist besonders bei langsamen Messungen sehr storend.
Lock-In- Verstarker sind eine Moglichkeit, eine Messung aus dem mHz-Bereich,
wo 1/ f-Rauschen dominant sein kann in den kHz-Bereich zu verschieben.

2.8.3. Einfluss von Filtern auf das Rauschen

Filter verdndern die Rauschspannung anders als die Signalspannung (Siehe Dostal
[ ). Um den Effekt zu verstehen legen wir eine Rauschspannung mit dem
Spektrum J, (w) an den Eingang eines Filters mit der Ubertragungsfunktion A (w).
Das Signalspektrum J; (w) wird durch das Filter wie folgt modifiziert:

Jsa (W) = A(w) Js (W) (2.8.33)

betreibt man das obige Filter mit einer Rauschspannung, dann ist

70 w)? Jo (w) dw (2.8.34)

Rauschbandbreite
1 T

A©) o

0,01 T T T -
0,01 0,1 1 10 100
F

Abb. 2.75.: SIGNAL- und Rauschbandbreite an einem Tiefpassfilter erster Ord-
nung. Rot eingezeichnet ist der Frequenzgang des Filters. Die 3dB
Bandbreite liegt hier bei 1. Die Rauschbandbreite ist mit schwarz
eingezeichnet

Bei einer konstanten Verstarkung A, erhoht sich die Rauschspannung um den
gleichen Wert Ag. Bei einem Filter, das mit weissem Rauschen gespiesen ist, kann
man eine Rauschbandbreite definieren. Man nimmt (siche Abbildung 2.75) an,
man hétte ein Rechteckfilter mit der Verstdrkung A,, und der Bandbreite w,, bis
Wi + Aw,,. Nach dem Durchlauf dieses Filters soll die gemessene Rauschspannung
gleich wie nach dem Passieren des zu untersuchenden Tiefpassfilters sein. Wir
erhalten:

wWm+Awm

vz, / A2 T, (@) dw = A2, (U2 (1)) Aw,, (2.8.35)
Fir weisses Rauschen findet man nun
1 7 )
Aw,, = A—Q/|A (w)]” dw (2.8.36)
m g

Beim Tiefpass in Abbildung 2.75 ist die Ubertragungsfunktion
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Filterordnung m i‘”—;’; ‘SA”—“:’;

Kritischer Tiefpass Butterworth-Tiefpass
1 1,571 1,571
2 1,220 1,111
3 1,155 1,047
4 1,129 1,026
5 1,114 1,017
6 1,105 1,012
7 1,098 1,008
8 1,094 1,004

Tab. 2.18.: Verhéltnis der Rausch- zur Signalbandbreite fiir kritische Filter und
Butterworth-Filter

AW)| = ! (2.8.37)

V14 w? (RC)?

Da die Verstarkung dieses Tiefpassfilters bei der Frequenz null den Wert eins hat,
setzen wir A,, = 1 und erhalten

T 1

A 70 dw

wm = = —_——
0 1+ w? (RC)? 2 RC

Die Signalbandbreite des Filters ist definiert durch den 3dB-Abfall und gleich

Aw, = %. Die Rauschbandbreite ist also um den Faktor 7 grosser.

(2.8.38)

2
Aw,, = —Awg (2.8.39)
T

Bei einem kritischen Tiefpass hoherer Ordnung nahert sich die Signalbandbreite
immer mehr der Rauschbandbreite. Ein Tiefpass m-ter Ordnung hat eine Uber-
tragungsfunktion wie |A (w)| = W Das Integral zur Bestimmung der Rausch-
bandbreite hat die Rekursionslosung

Aw,, = Awg/2V/m —1J,

J1 =

N[N

2m — 1
Iy = ————<J 2.8.40
2(m—1)""" ( )
Das Verhaltnis von Rausch- zur Signalbandbreite ist in Tabelle 2.18 aufgelistet.
Zusatzlich sind auch die Werte fiir ein Butterworthfilter aufgelistet. Der Leser kann
sich anhand des oben beschriebenen Verfahrens die Rauschbandbreiten fiir andere
Filter leicht selber berechnen.

2.9. Digitale Signalprozessoren (DSP)

Digitale Signalprozessoren sind eine Klasse von Mikroprozessoren, die fiir die Be-
rechnung digitaler Filter optimiert worden sind.
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0 0

Datenbus

Steuer- Befehls- Steuer-
<f— Register ”
signale signale
Prg.- Index-
Zahler | | Reg.
Ergebnis-Reg.
Zst-Reg
RECIET e Steuerwerk Speicher

1

Adressenbus

Abb. 2.76.: von Neumannsche Struktur eines Computers. Abkiirzungen: Op.-
Reg.: Operationsregister; Ergebnis-Reg.: Ergebnisregister; Zst.-Reg.:
Zustandsregister; Prg.-Zahler: Programmzéhler; Index-Reg.: Index-
register

2.9.1. Klassische Rechner

Die Struktur eines klassischen Rechners nach John von Neumann| | ist in
der Abbildung 2.76 gezeigt. Bei dieser Computerarchitektur werden Programm
und Daten im gleichen Speicher abgelegt. Daten werden tiber einen Datenbus vom
Speicher zu dem Steuerwerk und dem Rechenwerk (oder umgekehrt) verschoben.
Im Steuerwerk werden die Befehle aus dem Datenstrom dekodiert und in Steu-
ersignale fiir das Rechenwerk oder den Speicher umgewandelt. Das Rechenwerk
generiert, auch auf Grund von Rechenoperationen, die nichste Adresse.

Der detailierte Ablauf einer Berechnung wird in Abbildung 2.77 gezeigt.

1. Adresse des Befehls an den Speicher ausgeben.
2. Befehl ins Steuerwerk laden

3. Wenn der Befehl im Steuerwerk die Adresse der zu verarbeitenden Zahl ent-
hélt, diese laden

4. evtl. Der Operand wird aus dem Speicher geladen.

5. evtl. Das Resultat wird in den Speicher zuriickgeschrieben.

Abbildung 2.78 zeigt die Phasen der Ausfiihrung eines Mikro-Maschinenbefehls in
einem Mikroprozessor| |. Die Mikro-Maschinenbefehle werden in vier Phasen
verarbeitet.

1. Mikrobefehladdressierungsphase. Hier wird die Adresse des nachsten Befehls
generiert

2. Mikrobefehlsholphase: Hier wird der Befehl geholt.

3. Mikrobefehlsdekodierphase: Hier konnen unter Umstédnden aus einem Befehl
viele generiert werden (z.B. Die Berechnuing des sin-Wertes erfordert ein
Mikroprogramm)
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4. Operand laden

v { 2. Befehl laden |

Speicher
Rechenwerk Steuerwerk

1. Befehl addressieren

3. Operand addressieren

5. Resultat speichern

Abb. 2.77.: Ablauf einer Operation in einem Rechner mit der von Neumannschen
Struktur

Mikroprogrammleitwerk
Mikrobefehlszahler
Mikroprogrammspeicher
Mikrobefehlsregister
Adressteil

Steuerteil
Direktdatenteil

Dekoder
Hauptspeicher
Rechenwerk
Ein-/Ausgang
=Mikrostatusregister

Mikrobefehls-
holphase

MIR

Mikrobefehls-
ausfiihrungs-
phase

Abb. 2.78.: Abarbeitung eines Maschinenbefehls in einem Mikrocomputer

4. Die Mikrobefehlsausfithrphase

Moderne Prozessoren holen und dekodieren Adressen auf Vorrat. Wahrend zeitin-
tensive Befehle abgearbeitet werden, wir spekuliert, wie die Berechnung weiterge-
hen koénnte. Die modernen Mikroprozessoren haben einen beachtlichen Teil ihrer
Leistung dieser Strategie zu verdanken.

Digitale Signalprozessoren unterscheiden Sich von klassischen Mikroprozessoren
dadurch, dass sie mehrere Rechenwerke besitzen und dass diese so ausgelegt sind,
dass die Operationen in einem Taktzyklus beendet werden. Ist dies nicht moglich,
so sollte die Ausfiihrungszeit eines Befehls vorherbestimmt sein.

2.9.2. Digitale Signalprozessoren

Digitale Signalprozessoren werden fiir die folgenden Verfahren eingesetzt:

Digitale Filter « FIR-Filter (Finite Impulse Response)
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Y-Adressbus >
Port B | Adress- X-Adressbus Egt Adresse
Order | generator B Adrecchis < 5 resst_y,
Host us-
>m > A 4 schalte
15 Bootstrap| Hro- X-RAM || Y-RAM
&I On-Chip ROM gramm- 256x24 || 256x24 3 -
Peripherie 32x24 | RAM /A-ROM| [ sin-RoMm] | =25 | 4§
<T—> P K=— d12x24 |bseon || 25624 | | COntroler PortA
9 \
Port C . Y Datenbus R
und/oder | Intern. N T 1 T [T—_XDatenbus N 7| Ext.
SSI,8CI | Bussschalter [\ | Daten-
Bitmani- A II I U U P Datenbus A “ ;) bus- Daten
pulation ) 1| VN G Datenbus 111 i; schalter
N L4
vi I} v Ll
e '|| Daten ALU
' Prg. ! Prg. . '
\ Adresser Dekoder:": Interrupts, 24x24+56=56 MAC
..... I mememeel == ]2 56-Bit Akkumulatoren
_ Takt Programmkontrolle * ?T
f T
Steuerleitungen
Abb. 2.79.: Blockschaltbild des Motorola Signalprozessors DSP56001| ]
« IIR-Filter (Infinite Impulse Response)
o Korrelatoren
o Hilberttransformationen
o Adaptive Filter
Signalverarbeitung « Sprachkompression
o Mittelung
o Energieberechnung
Datenverarbeitung  « Verschliisselung
o Verschleierung
o Kodierung und Dekodierung
Numerik o Skalar-, Vektor- und Matrixarithmetik
 Transzendentale Funktionen (Funktionsgenerator)
o Pseudo-Zufallszahlen, deterministisches Rauschen
Modulation « Amplitude
e Frequenz
e Phase
e Modems
Spektralanalyse < FFT Fast Fourier Transform

DFT Diskrete Fourier-Transformation

« Sinus/Kosinus-Transformationen
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X Datenbus

Y Datenbus

24 24

X0
X1
YO
Y1

24 24

C Multiplizierer

56 Akkumulator, 56
Runden,
Logikeinheit

| Schiebereglsterl 56 h.}

A(56)
B(56

)
| 56l 156 |
| Schiebereg./Begrenzer |

| 24

24

Abb. 2.80.: Blockschaltbild des Ablaufs einer Rechenoperation im Motorola Si-
gnalprozessor DSP56001] ]
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Anwendung finden die Signalprozessoren unter anderem in den folgenden Geréten:

Telekommunikation « Tongeneratoren
o Telefonie (Mehrfrequenz-Wahl)
o Lautsprech-Telefonie
« ISDN
« Rausch-Unterdriickung (Anti-Rauschen)
« Adaptive Differential Pulse Code Modulation (ADPCM) En- und De-
koder
Datenkommunikation « Hochgeschwindigkeitsmodems (56k-Modem)

o Faxgerate

Funkkommunikation o Mobiltelefonie
o Abhorsichere Funkverbindungen

o Radiosender

Computer « Array-Prozessoren

o Graphik-Beschleuniger

Bildverarbeitung « Mustererkennung
e OCR (Schrifterkennung)
o Bildwiederherstellung
« Bildkompression
« Bildverbesserung

« Bilderkennung und -verarbeitung fiir Roboter

Instrumente . Spektralanalyse
o Funktionsgeneratoren

» Datenerfassung

Audio-Signalverarbeitung  « Digitale AM/FM-Radiosender/Empfanger
» Digitale Hi-Fi Vorverstérker
o Musiksynthesizer
o Equalizer
« Virtuelle Dolby-Surround-Prozessoren (mit zwei anstelle von 5 Laut-
sprechern)
Hochgeschwindigkeitsregelungen  « Laserdrucker
o Festplatten
« Roboter

o Motoren

Vibrationsanalyse ¢ Hochleistungselektromotoren
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X0, X1, X0, X1,
YO oder Y1 YO oder Y1

X0, X1,
+ + YO oder Y1
24 Bits v
48 Bits 24 Bit x 24 Bit
— 56 Bits Festkommazahl-
Multiplizierer
56-Bit 1
» Arithmetik- und :
S Logikeinheit |
& |
) 8 i l: R24
a 1
Q
7]
] I i
- 1
I

Einheit fiir konver- .
gentes Runden ‘ Skaliermodus
—» Bedingungs-
Generator

Akkumulator A Akkumulator B

Abb. 2.81.: Blockschaltbild der MAC-Einheit des Motorola Signalprozessors
DSP56001[Mot90]

o Diusentriebwerke

e Turbinen

Medizin ¢ Cat-Scanner

» Elektrokardiogramme
« NMR

« Rontgengerdte mit Minimaldosen

Im Gegensatz zu einem klassischen Mikroprozessor hat ein DSP mehrere Daten-
und Adressbusse (Abbildung 2.79 Diese Busse erlauben, in einem Taktzyklus meh-
rere Rechenoperationen gleichzeitig durchzufiihren. Der Ablauf, der zum Beispiel
in den Datenbiichern von Motorola[\Mot90] sehr schon beschrieben ist, ist in Ab-
bildung 2.80 gezeigt. Je zwei Register, X0 und X1, beziehungsweise YO und Y1,
arbeiten auf einen Multiplizierer. Sie sind mit den jeweiligen datenbussen (X und
Y) verbunden. Auf den Multiplizierer folgt der Addierer, so dass in den Ausgangs-
registern zum Beispiel in einem Zyklus A = X0 % Y0 4+ A steht. Schieberegister
und Rundungseinheiten komplettieren die ALU (Arithmetic Logic Unit)

Die Multiplikation/Addition wird im Kern von einer MAC-Einheit durchgefiihrt
(Abbildung 2.81). Die datenpfade haben eine unterschiedliche Breite. ein Vergleich
mit den Gleichungen fiir IIR-Filter oder FIR-Filtern (Abschnitt 2.6.2 zeigt, dass
die MAC-Einheit in einem Zyklus einen Knoten dieser Filtertypen berechnen kann.
Tabelle H.1 zeigt eine Zusammenfassung von Benchmark-Ergebnissen fiir den DSP
56001 (Taktfrequenz 27 MHz) von Motorola. Ein Vergleich mit Mikroprozessoren
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wie der Intel-Familie zeigt, dass diese etwa die fiinf- bis zehnfache Taktfrequenz
brauchen bis sie eine FF'T ebenso schnell wie ein DSP berechnen koénnen.
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3. Bauelemente und
Schaltungstechnik

3.1. Halbleiter-Grundlagen
3.1.1. Grundlagen

Die heutige Elektronik ist im Wesentlichen eine FESTKORPERELEKTRONIK. Von
zentraler Bedeutung sind dabei EINKRISTALLINE HALBLEITER. So sind iiber 95
% aller kommerzieller Chips aus einkristallinem S1. Polykristalline und AMORPHE
HALBLEITER werden selten eingesetzt. Oxide, Polymere und Metalle sind von
sekundéarer Bedeutung; allerdings wirft beispielsweise die Herstellung eines isolie-
renden GATEOXIDS, von Photolacken oder verlustarmer OHMSCHER KONTAKTE
und elektrischer Zuleitungen hochinteressante physikalische, chemische und tech-
nologische Fragen auf.

Der Begriff HALBLEITER bezieht sich auf die elektrische Leitfahigkeit bzw. den
spezifischen Widerstand reiner Materialien. Bei 300 K zeigen ISOLATOREN spezifi-
sche Widerstinde von > 108 Q) cm, ein guter Isolator > 10* Q cm; Metalle dagegen
< 107*Q c¢m, Halbmetalle von (10> —10%) Q c¢m. Reine HALBLEITER kénnen durch
gezielte Verunreinigungen (Dotierung) die Liicke zwischen Isolator und Metall aus-
filllen, vgl. Bild 3.1. Das Temperaturverhalten der Leitfahigkeit von Metallen und
Halbleitern unterscheidet sich aber wesentlich.

Spez. Widerstand p Qcm

1018 1076 1014 1012 1070 108 106 104 102 1 102 104 106 108
T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T
Glas Ge /;g
SiO, (Quarz) Si . NiCr  Cu
° 1 e °
; GaAs Al
D|arnant °
PVC Graphit Pt
—_ GaP e °
Polystyrol Pb
— °
N T S ) U O A AN HNY SN IR SRR AR N
10-18 10-16 10-14 1012 1010 108 106 104 102 1 102 104 106 108
Leitfahigkeit o S cm-1
Isolator Halbleiter Metall

<

>

<

(o

>

Abb. 3.1.: Leitfahigkeit und spezifischer Widerstand von Metallen, Halblei-
tern und ISOLATOREN bei Zimmertemperatur. (gezeichnet nach Paul

[ )

Ein Blick auf das Energie-Termschema bzw. genauer das Energie-Bandschema in
Abbildung 3.2 soll nochmals an die physikalischen Grundlagen erinnern.
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A Metall Halbleiter Isolator
Leitungsband
[ 1. |

................... Ee

Valenzband
|

Rumpfelektronen

Elektronenenergie E

Abb. 3.2.: Energieschema fiir Metall, HALBLEITER und Isolator; schraffiert: be-
setzte Zustdnde. Ep: Fermi-Niveau, Eqg: Bandliicke, Ey: Leitungs-
bandunterkante (Unterkante des niedrigsten leeren Bandes), Ey: Va-
lenzbandoberkante (Oberkante des hochsten gefiillten Bandes), Skiz-
ze nach [I1L99]

Metalle haben bei T' = 0 K ein teilweise besetztes Band; bei Halbleitern und Iso-
LATOREN ist das vollstandig besetzte Valenzband vom vollstandig entleerten Lei-
tungsband durch eine Bandliicke getrennt. Bei ideal reinen Materialien liegt die
FERMI-ENERGIE in der Bandliickenmitte. Da nur partiell gefiillte elektronische
Bénder elektrischen Strom tragen koénnen, sind bei 7' = 0 K auch HALBLEITER
isolierend. Bei erhohten Temperaturen, z. B. Raumtemperatur, und nicht zu gros-
sen Energieliicken, z. B. 1.5eV, werden gentigend Elektronen aus dem Valenzband
ins Leitungsband angehoben, um eine merkliche elektrische Leitfdhigkeit zu erhal-
ten. (Wir werden noch sehen, dass ausser den Elektronen im Leitungsband auch
die 'Locher’ im Valenzband zur Leitfahigkeit des Halbleiters beitragen.) Dagegen
ist die Bandliicke bei ISOLATOREN so gross, dass auch bei einigen 100 °C keine
technisch relevante Leitfahigkeit beobachtet wird.

Halbleitende Materialien konnen aus Elementen, Verbindungen und Legierungen
bestehen. Die Elementhalbleiter stehen in der IV. Hauptgruppe des Periodensys-
tems: C (Diamant, 5.47¢V), S1 (engl. silicon, 1.10eV), Ge (0.67¢V) und a—Sn
(0.08€V); mit zunechmender Ordnungszahl nimmt — typischerweise — die Ener-
gie der ENERGIELUCKE (bei 300K) ab. Bindre Verbindungshalbleiter realisiert
die Natur auf verschiedene Weisen: Aus IV-IV-Elementen wie SiC (3.26¢eV), aus
[TI-V-Elementen wie GAAS und GaN, aus II-VI-Elementen wie CdS und, nicht
unmittelbar einzusehen, aus IV-VI-Elementen wie PbS.

Von zunehmend technologischer Bedeutung sind schliesslich Ge,Si;_y—Schichten
auf SI-SUBSTRATEN. Ternére Verbindungshalbleiter wie Al,Ga;_,As oder Ga,In;_,As
sind die wesentlichen Baustoffe der modernen Kommunikationstechnologie; der ers-
te blaugriine cw—HL-Laser bestand aus einem Schichtsystem aus ZnCdSe / ZnSSe
/ ZnMgSSe (Schicht 3: QUATERNARER HALBLEITER).

Die beeindruckende Vielfalt schlégt sich auch in der Vielzahl der realisierten KRIs-
TALLSTRUKTUREN fort. So finden wir beispielsweise das Diamantgitter bei C, Ge,
S1, das Zinkblendegitter bei ZnS, GAAs, GaP, etc., das Wurzitgitter bei CdS,
ZnS (beides moglich), etc., das Kochsalzgitter bei PbS, PbTe, etc. und schliesslich
weisen Dichalcogenide wie WSey, WSy, MoSy, MoTe, (nicht aber WTey) eine dem
Graphit ahnliche Schichtstruktur auf.

Eine Vorhersage aus ‘first principles’, ob ein Stoff bei Raumtemperatur halblei-
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Zn,Cd,Hg In,Ga Al B C Sn, Ge, Si  Sb,As,P Te, Se
Il 1l VALY, v VI
11-VI -V V-1V IV-VI|
CdS, CdSe, CdTe AIP, AlAs, AlSb SiC PbS
ZnS, TeSe, ZnTe GaAs, GaP, GaN PbTe
HgTe, HgSe, HgS GaSb PbSe

InP, InAs, InSb
Al,Gaq_As, GaAs Py
Ga,lnq_As

Abb. 3.3.: Element-, bindre und terndre Verbindungshalbleiter. (gezeichnet nach
Paul | )

tend sein wird oder nicht féllt schwer; am besten gelingt dies noch bei Ge und S1.
Ansonsten hilft nur die enge Kombination von Experiment und Bandstrukturrech-
nung.

Bei den Elementhalbleitern C, St und Ge liegt die KOVALENTE BINDUNG in ihrer
reinsten Form vor. Zur Erinnerung: Bei der quantenmechanischen Behandlung des
Hi Moleliils lernten Sie das Uberlappen der Einzelatomzusténde erstmals kennen.
Néaherungsweise wird dort die neue Wellenfunktion durch eine Linearkombination
der Einzelwellenfunktionen beschrieben. ¥, = W, + W, bildet den bindenden,
energetisch (im Vergleich zum Ausgangszustand) tiefer liegenden Grundzustand
aus; d.h. die Elektronendichte zwischen den Atomkernen wird erhoht und so ih-
re Coulomb-Abstossung reduziert. Der bindende Grundzustand ist (Spinentar-
tung, Pauli-Prinzip) mit zwei Elektronen besetzbar. Der antibindende Zustand
U_ = VU, — U, liegt energetisch hoher als die Ausgangszustinde. Beim analog
zu behandelnden Ho—Molekiil bezeichnen wir diese Art von Bindung als Elektro-
nenpaarbindung. Je stiarker der raumliche Uberlapp der Wellenfunktionen, desto
starker die kovalente Bindung. (Weiteres Beispiel: Zwei sich annédhernde, unendlich
hohe Rechteck—Potentialtopfe mit je einem Elektron, eindimensional.)

Die kovalente Bindung braucht zu ihrer Realisierung unvollstandig besetzte Ein-
zelatomorbitale. Diamant zum Beispiel besitzt die Konfiguration 1s%,2s%,2p?; es
stehen also nur die beiden p—Orbitale der kovalenten Bindung zur Verfiigung. Man
findet aber vier kovalente Bindungen. Die Erklarung liefert die sog. Hybridisierung
(zur Erinnerung: CH,~Molekiil). Unter dem Einfluss der Nachbarn wird der klei-
ne energetische Unterschied zwischen 2 s~ und 2 p>-Orbitalen wieder aufgehoben.
Aus den Wellenfunktionen 2s, 2p,, 2p, und 2p, werden vier neue Linearkombi-
nationen gebildet: Die sp3-Hybrid-Orbitale bilden im Raum einen perfekten Te-
traeder aus (109.5° — Winkel). Ordnen sich im periodischen Gitter der Festkérper
die nachsten Nachbarn jeweils gerade auf den Tetraederpositionen an, so kommt
es zur Ausbildung von 4 kovalenten Bindungen pro Atom. D. h. die Nachbaratome
teilen sich die verfiigharen Elektronen gerade so, dass nur die bindenden Zustidnde
besetzt sind. Abbildung 3.4 gibt das wieder: die s— und p—Orbitale spalten bei
Annéherung der Atome auf, dann aber bilden sich die — ebenfalls aufgespaltenen
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Leitungsband

Elektronenenergie

Zahl besetzbarer
Quantenzustande

pro Atom

Valenzband

.
’ Interatomarer Abstand
Abb. 3.4.: Schematischer Verlauf der Bandaufspaltung als Funktion des interato-
maren Abstandes fiir die tetraedrisch gebundenen HALBLEITER Dia-
mant (C), S1 und Ge, gezeichnet nach | ].
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Si ~ vl
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ST 998
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Abb. 3.5.: Bindungsstruktur (kovalente Bindung) des Eigenhalbleiters in zweidi-
mensionaler Darstellung mit zunehmender zeichnerischer Abstraktion.
(gezeichnet nach Paul | 1)

— Hybridorbitale aus.

Mit kleiner werdendem Atomabstand entsteht eine verbotene Zone, d. h. zwischen
bindenden und antibindenden sp3-Teilbdndern tut sich ein ‘Gap’ auf. Alle vier pro
Atom zur Verfiigung stehenden Elektronen haben im tiefer liegenden, bindenden
Band, dem sog. Valenzband, Platz: es liegt bei T" = 0K ein Isolator vor. Abbil-
dung 3.4 gilt fiir kristalline und amorphe Elementhalbleiter gleichermassen, solange
die tetraedrische Bindungsanordnung vollstdndig gegeben ist; allerdings fiihren die
im Amorphen etwas variierenden Abstdnde und das Vorhandensein von unabge-
sittigten Bindungen zu Abweichungen: es gibt Zustidnde, die die ENERGIELUCKE
verkleinern. Ergénzend sei bemerkt, dass mit dem temperaturabhangigen Atomab-
stand auch die Energiebreiten der Bandliicke temperaturabhangig sein muss: bei
T = 0K ist sie am grossten.

Die oben besprochene raumliche Struktur der kovalenten Bindung wird gerne in
eine zweidimensionale, abstrakte Darstellung (‘Bindungsmodell’) iiberfithrt, um
z. B. die elektrische Leitung zu veranschaulichen.

Die sp3-Hybridisierung findet man bei den III-V-Halbleitern wieder. Es liegt ei-
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Abb. 3.6.: Verschiedene Bandstrukturen gezeichnet nach| ]-

ne Mischbindung aus ionischer Bindung (Ladungstransfer vom Ver— zum IITer—
Material) und kovalenter Bindung vor; letztere iberwiegt. Auch die II-VI-HALBLEITER
zeigen diese Mischbindung, mit grosserem ionischen Anteil als die ITI-V-er.
Bisher betonten wir die physikalischen Gemeinsamkeiten. Die unterschiedlichen
atomaren Eigenschaften spiegeln sich in unterschiedlichen Bandstrukturen wieder.
Im Abbildung 3.6 sind die E (k)-Darstellungen der elektronischen Béander aus (an
Experimente angepasste) Rechnungen fir S1, Ge und GAAS angegeben. (Weiter-
fithrende Arbeiten zeigen noch kompliziertere Band—Feinstrukturen, z. B. fiihrt die
Beriicksichtigung der Spin—-Bahn—Aufspaltung bei St und Ge zur Aufspaltung der
Oberkante des Valenzbandes, es gibt dann leichte, schwere und ‘split—off’~Locher.)
St und Ge sind sog. INDIREKTE HALBLEITER. Das Maximum der Valenzband-
Oberkante liegt beidesmal beim I'-Punkt (k = (0,0,0)), aber das Minimum der
Leitungsband—Unterkante liegt bei St am X-Punkt (I'X=[100]-Richtung) und bei
Ge am L-Punkt (I'L=[111]-Richtung). Auch GaP und AISb haben eine indirekte
Bandliicke. Aber die wichtigsten III-V-HALBLEITER (GAAS, GaSb, InSb, InAs,
InP) haben eine direkte Bandliicke, d. h. Valenzbandmaximum und Leitungsband-
minimum liegen beide bei I'; gleiches gilt fiir die II-VI-HALBLEITER ZnO, ZnS,
CdS, CdSe und CdTe. Man spricht von DIREKTEN HALBLEITERN. Auf Halbleitern
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mit direkter Bandliicke basieren die optoelektrischen Bauelemente.

Der Vollstandigkeit halber ist fiir Ge die theoretisch ermittelte elektronische Zu-
standsdichte D(FE) wiedergegeben, dabei sind die besetzten Zustande der Valenz-
bénder schraffiert worden. Einige kritische Punkte lassen sich auf Minima oder
Maxima in der Bandstruktur zuriickfithren. Von den komplizierten Verldufen darf
man sich nicht abschrecken lassen, fiir die elektrische Leitfahigkeit gentigt es i. allg.
den Verlauf des Valenz— und des Leitungsbands rund um I" zu kennen.

3.1.2. Intrinsischer Halbleiter

Bei T'= 0 K zeigen HALBLEITER keine Leitfdhigkeit. Bei endlichen Temperaturen
aber kommt es zu einer ‘thermischen Anregung’ von Elektronen tiber die Bandliicke
hinweg. Sie hinterlassen im Valenzband jeweils eine positiv geladene Liicke, ein sog.
Loch. In einem &usseren elektrischen Feld E koénnen nicht nur die Elektronen im
Leitungsband (wie bei den Metallen) Energie aufnehmen, sondern auch die im
Valenzband. Vereinfachend wird dies beschrieben durch die Energieaufnahme der
Locher.

Fiir die Stromdichte gilt (im stationdren Fall) bei Metallen:
j:JE:e-n~/LMetaH-E (311)
und fiir die elektrische Leitfahigkeit

0 = €1+ UMetall (312)

mit p als Beweglichkeit und n als Anzahldichte der Elektronen.
Fiir die Leitfahigkeit bzw. fiir die Beweglichkeit bei Halbleitern gilt analog:

jg = —en-p-E+tep-p, E (3.1.3)
und o = [e|- (npn + plupl) -

Im allg. gilt fiir die Beweglichkeit der Elektronen i, und der Locher p, die Relati-
ON [l > [lp > [Metall; N und p sind die Volumenanzahldichten der Elektronen bzw.
Locher. Letztere zeigen, im Gegensatz zu fiyetan, €ine starke Temperaturabhangig-
keit. Ein INTRINSISCHER HALBLEITER ist gekennzeichnet durch das blosse Vorhan-
densein des oben beschriebenen thermischen Anregungsmechanismus. Man spricht
auch vom IDEALEN HALBLEITER, weil Storstellen—freien Halbleiter. Wir haben
also zwei Ladungstragertypen im HALBLEITER! Im thermodynamischen Gleichge-
wicht werden sie stidndig generiert und rekombinieren — nach einer Lebensdauer
7 — wieder ins Valenzband.

Die Beweglichkeiten p, und p, sind — was in der obigen Gleichung nicht enthalten
ist — streng genommen Impuls— bzw. Energie-abhangige Grossen. Haufig geniigt
es jedoch vollig, die Ladungstrager in den Valenzbandmaxima und Leitungsband-
minima zu berticksichtigen, d.h. nicht zu grosse 7" und E zuzulassen. Dann gilt
fir die betrachteten Béander die sog. PARABOLISCHE NAHERUNG (auch Néaherung
der Standardbénder):

o [ k2 k2 k2
E(k)=Fy,Lth z Y z 1.
(k) 0 <2m;+2mz+2m§>’ (3.1.5)
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mit m* als konstante, d. h. Impuls— bzw. Energie-unabhéngige EFFEKTIVE M ASSE
(‘effektive Massennéherung’).
Fir die tensorielle effektive Masse m;; gilt:

1 1 0°F (k
(m*>ij = ok, 8(/{3) = Krimmung von F (k) , (3.1.6)
ein kleines m* beschreibt also eine starke Bandkriimmung, ein grosses m* eine
schwache.

Fiir die Dichten der Ladungstrager in Leitungs— und Valenzband gilt ganz allge-
mein:

n = /DL(E) F(E,T)dE (3.1.7)

wd  p = /DV(E) 1 f(E,T) dE, (3.1.8)

mit Fp, bzw. Fy als Energien der Leitungsbandunterkante bzw. Leitungsband-
oberkante, D;, und Dy als Zustandsdichten der Elektronen und Locher und mit
f als Verteilungsfunktion geméss der Fermistatistik mit Fr, der Fermieenergie als
chemischem Potential, also
1
e T 41

Fiir die Zustandsdichten gilt in parabolischer Néherung;:

m* 3/2
Di(E) = (227;2%3 VE—-E, , (E>Ep) (3.1.10)
2m? 3/2
pyE)= W BTE | (BE<Ey (3.1.11)
D(E) = 0 . (Bv<E<Ey). (3.1.12)

Die sog. NEUTRALISATIONSBEDINGUNG DES IDEALHALBLEITERS ergibt sich aus
der thermischen Anregung, die Generation eines Elektrons ins Leitungsband er-
zeugt ein Loch im Valenzband:

n=p=.np=n;; (3.1.13)

n; steht fiir Inversionsdichte, auch Eigenleitungskonzentration genannt; analog da-
zu bezeichnet man o; als Eigenleitung.

Wenn die effektiven Massen mj und my gleich sind, also auch die Zustandsdichten
gleich sind, muss das Fermi—Niveau Ef in der Mitte der Bandliicke liegen. Bei
ungleichen Massen wandert das Fermi-Niveau aus der Mitte, seine Lage ist dann
schwach temperaturabhéngig. (Konsequenzen fiir elektronische Bauelemente!)

Man sieht im linken Teilbild von 3.7, dass nur die ‘Auslaufer’ der Fermifunktion bei
der Berechnung der Ladungstrégerkonzentrationen (zum Produkt fiir D) beitra-
gen. Die ‘Aufweichungszone’ der Fermifunktion (= 2 kgT') ist bei Raumtemperatur
klein: kgT ~ 25meV = % eV. Die ENERGIELUCKE ist — bis auf ein paar wenige
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E A E A E A E A
D, (E): D, (E):
\ f(B)-D,(B) \ /(B)-D, (E)
EL ) “f" EL EL . _-"' EL
E — . — — EF = = = -
' f(E) e
E, E, B, B,
: ;<1 ~£(B)-D, () ;(1 ~ £(B))-D, (B)
D, (E) D, (E)
g dn g dp > dn > dp
f(E) bzw. D(E) 5 bzw. B f(E) baw. D(E) B bzw 5

Abb. 3.7.: Fermi—Funktion f(E) und Zustandsdichte D(F) sowie Elektronen— (n)
bzw. Locherkonzentration (p) in Leitungs— und Valenzband. Links:
Gleiche Zustandsdichten in Leitungs— und Valenzband; rechts: ver-
schiedene Zustandsdichten in Leitungs— und Valenzband (gezeichnet

nach [[1.99]).
5 Leitungsband
_______ B, (m, >m,)
, _-E_:;;;;_::::ZZZ:::::: ________ B, (m, =m))
N — B, (m, <m,)
T
Valenzband

Abb. 3.8.: Abhéngigkeit der FERMI-ENERGIE Ep von der Temperatur. (gezeich-

net nach Ideen von Hénsel/Neumann |
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123 3.1 Halbleiter—Grundlagen

n; [em™3]
C 167105
Si 1,5-10%
Ge |2,4-10%
GaAs | 5-107

Tab. 3.1.: Inversionsdichten n; einiger Materialien bei Raumtemperatur.

Ausnahmen (a—Sn, InSb) 10-100 mal grésser. Man darf deshalb die Fermifunktion
durch die Boltzmann—Besetzungswahrscheinlichkeit annéhern:

1 _E-Ep
e T <1 fir E—Ep>2kT. (3.1.14)
e kBT 41

Diese Ndherung nennt man die Naherung der Nichtentartung, sie ist gut fiir kleine
Ladungstriagerkonzentrationen. Fiir diese liefert dann die Rechnung;:

_ E—Ep

2mmikpT\ "
n= Nl.e T N‘}ﬁ=2<w> (3.1.15)

s 2rmikpT\ >
und p= N\épe XBTF , N\&_2<ﬂ-7nhp23> . (3.1.16)

Die sog. effektiven Zustandsdichten (auch Entartungskonzentrationen) Ne]ﬁ’v gel-
ten also formal fiir ein einziges Energieniveau, namlich die Bandkante L, V.
Damit lasst sich die Neutralisationsbedingung in der Form eines Massenwirkungs-
gesetzes schreiben:

__Bg_ kgT 3/2 . \3/4 _ _Da_
ni = pi =\ Negg Negg ¢ 70T =2 <27rh2> (mymy)™ e . (3.1.17)

Aus diesem Grund nennt man die HALBLEITER ‘Heissleiter’ (und Metalle im Ver-
gleich hierzu Kaltleiter). Weiter gilt:

v 2Fp
Ny eksT
of _  _~ 3.1.18
NL o T ( )
Ev+E.  kpT NY,
Ep = ] e
und F 5 + 5 n (NeLff
E.+Fy 3 m*
= LJQFV +7ksT In <mp> . (3.1.19)

In Tabelle 3.1 sind zum Abschluss einige Zahlenwerte fiir die Inversionsdichte n;
bei 300 K angegeben. Diese Werte sind in Relation zu sehen mit typischen Atom-
dichten von > 2 — < 5. 10?2 Atome,

cms3

Die experimentelle Beobachtbarkeit der intrinsischen Leitung setzt extrem sau-
beres HALBLEITER-MATERIAL voraus. Die niedrigsten erreichbaren Verunreini-
gungskonzentrationen bei Halbleitereinkristallen wie Ge und St liegen bei etwa
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Abb. 3.9.: Schematische Darstellung der Wirkung eines Donators (links) bzw.
eines Akzeptors (rechts) in einem Silizium-Gitter (gezeichnet nach

[1L.99]).

10'2 em™3. (Vergleiche tiegelfreies Zonenziehen und Zonenreinigen von Siliziumsté-
ben; St ist der am reinsten darstellbare Stoff iiberhaupt.) Reinstes GAAS dagegen
hat heute Ladungstriagerdichten von 106 em =3,

Extrem reines Material ist bei Raumtemperatur sehr hochohmig (siehe Beispiel
S1); der Transport von elektrischem Strom ist also sehr verlustreich. Deshalb wer-
den gezielt elektrisch aktive Storstellen in den HALBLEITER eingebaut. Erst die
Moglichkeit, definiert rdumliche Konzentrationsprofile von freien Elektronen und
freien Lochern auf sub-pm-Skala vorgeben zu konnen, erméglicht die moderne
Festkorperelektronik.

3.1.3. Dotierung von Halbleitern

Verunreinigt man S1 (oder Ge) gezielt mit fiinfwertigen Atomen wie P, As oder
Sb, so beobachtet man bei endlichen Temperaturen eine erhohte LADUNGSTRA-
GERDICHTE im Leitungsband. Diese Storstellen heissen dann DONATOREN, der so
dotierte Halbleiter heisst N-HALBLEITER.

Baut man in vierwertige Halbleiter-Materialien dreiwertige Fremdatome wie B,
Al, Ge oder In ein, so findet man bei T' > 0 K eine erhéhte LADUNGSTRAGER-
DICHTE IM VALENZBAND. Solche Storstellen werden als AKZEPTOREN bezeichnet;
in Analogie spricht man von P~HALBLEITERN.

Abbildung 3.9 zeigt schematisch den Einbau eines Donator— bzw. Akzeptoratoms
auf einem Gitterplatz im SI-EINKRISTALL. Im Falle des Donators nehmen vier
Valenzelektronen an den kovalenten Bindungen zu den benachbarten SI-ATOMEN
teil, das fiinfte Elektron ist nur schwach an das Phosphoratom gebunden und
kann schon bei kleinen Temperaturen angeregt bzw. ionisiert (7" > 10 K), also ins
Leitungsband angehoben werden. Analog gilt fiir ein Akzeptoratom, dass schon
bei kleinen Temperaturen ein Elektron aus dem Valenzband die kovalente Bindung
komplettieren kann und so ein schwach gebundenes Loch bzw. durch Ionisation ein
zusétzliches freies Loch im Valenzband erzeugt wird.

Der Radius der Storstellenbahn betriagt ca. 10 Gitterabstdnde bzw. das schwach ge-
bundene Elektron bzw. Loch ist iiber ca. 10? SI-GITTERATOME ‘verschmiert’. Aus
FIR—Absorptionsspektroskopie-Experimenten bei tiefen Temperaturen kennt man
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A n-Halbleiter A p-Halbleiter
T ,
T --- F w
o T D o
> L, >
% _ % Akzeptorniveau
c Donatorniveau c
(D) (D) l?
5 5 \, o
g gl o !
] EV L T EV
»
Ortskoordinate x Ortskoordinate x

Abb. 3.10.: Qualitative Lage der Grundzustandniveaus von DONATOREN und
AKZEPTOREN in Bezug auf die Unterkante des Leitungsbandes Er,
bzw. die Oberkante des Valenzbandes Ey (gezeichnet nach [I1.99]).

die energetischen Abstdnde Fp der Donatorniveaus bzw. E, der Akzeptorniveaus
vom Leitungsband bzw. Valenzband. Dies geben qualitativ die beiden in Abbildung
3.10 gezeigten Bandermodelle (Valenzbandmaximum und Leitungsbandminimum
tiber Ortskoordinate, ergénzt um die Storstellen-Grundniveaus) wieder.

Die aus den genannten Absorptionsspektren bekannten angeregten Niveaus sind
nicht eingezeichnet. Zur Abschiatzung der Anregungs— und Ionisationsenergien, so-
wie der Ausdehnung von Storstellen kann ein Wasserstoffatom—Modell herangezo-
gen werden. (m, wird ersetzt durch m*, €y durch €y - €g;, €s; = 11, 7 (Abschirmung
der Coulomb—Anziehung zwischen P™ und e~ bzw. B~ und positiv geladenem
Loch)). Im Vergleich zu den Bandliicken sind die Storstellenabsténde i. allg. klein
(‘flache Storstellen’), tiefer sitzende Storstellen sind schwerer bzw. praktisch gar
nicht thermisch zu ionisieren und erhéhen die Ladungstrigerdichten nicht.

Als Beispiel sind in den Tabellen 3.2 und 3.3 einige wichtige Messwerte angegeben.

| P [meV]  As [meV] Sb [meV]
45 o4 43
13 14 10

Si
Ge

Tab. 3.2.: Energetischer Abstand FEp einiger Donatorenniveaus vom Leitungs-
band fir Silizium und Germanium[/1.99].

| B [meV] Al [meV] Ga [meV] In [meV]
45 67 74 153
11 11 11 12

Si
Ge

Tab. 3.3.: Energetischer Abstand E, einiger Akzeptorniveaus vom Valenzband
fur Silizium und Germanium|[/1.99].
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Der Eigenhalbleiter hat im thermodynamischen Gleichgewicht immer die gleiche
Konzentration an Elektronen und an Lochern. Im gezielt dotierten Material ist
dies anders. Im Falle der n—Dotierung befinden sich mehr Elektronen im Leitungs-
band als Locher im Valenzband. Die Elektronen sind also die sog. M AJORITATS-
LADUNGSTRAGER und die Locher die sog. MINORITATSLADUNGSTRAGER. Es gilt:

n(T) = ny(T) + Np . (3.1.20)

Ng (Ny) ist die Anzahldichte der ionisierten DONATOREN (AKZEPTOREN). Fiir
den Fall der p—Dotierung gilt fiir die Majoritatsladungstriager analog:

p(T) =pi(T)+ N, . (3.1.21)

Auch im DOTIERTEN HALBLEITER gilt (im thermodynamischen Gleichgewicht)
die grundlegende Beziehung:

n(T) - p(T) = ni(T), (3.1.22)

d.h. eine Erhéhung von n(7") bewirkt eine Erniedrigung von p(7") um denselben
Faktor! I. allg. sind die Minoritétsladungstrager—-Anzahldichten sehr klein im Ver-
gleich zu denen der Majoritatsladungstriager; im HOMOGENEN HALBLEITER sind
sie praktisch vernachlassigbar, in Bauelementen mit ihren inhomogenen Dotierun-
gen, Grenz— und Randschichten aber keinesfalls.

3.1.4. Ladungstragerdichten im dotierten Halbleiter

Solange die Besetzung im Leitungsband bzw. im Valenzband in guter Naherung mit
Hilfe der Boltzmann—Verteilung beschrieben werden kann (Fall des nicht entarteten
Halbleiters), gilt auch fiir dotierte HALBLEITER das Massenwirkungsgesetz:

7Eg
n-p= Nk Nyge 5T (3.1.23)

Eine etwas kompliziertere Neutralitdtsbedingung regelt wieder die Lage des Fermi—
Niveaus Er im homogen dotierten HALBLEITER; die negative LADUNGSTRAGER-
DICHTE muss gleich der positiven LADUNGSTRAGERDICHTE sein:

n+ Ny =p+ N3, (3.1.24)

wobei fiir die Storstellendichte gilt:

Np = NS + Nt Np = N3
und bzw. bei RT: (3.1.25)
Ny = N + Ny Ny =Ny .

ND 4 bezeichnt dabei die Anzahldichte der nicht ionisierten DONATOREN bzw. AK-
ZEPTOREN. Fiir Storstellenkonzentrationen von > 107 em =3, wie sie fiir p— bzw.
n-Dotierung iiblich sind, nicht aber fiir ‘hohe Dotierungen’ p* oder n* (10*® cm=3),
gilt in guter Naherung:
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Abb. 3.11.: Schematisches Bandermodell, Zustandsdichte und Fermi—Verteilung
sowie Ladungstragerdichten fiir a) intrinsische, b) n— und c¢) p—
Halbleiter. (gezeichnet nach Sze ([Sze31])
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Ep-Ep
Np = NJ- [1 +e FBT ] (3.1.26)
Ep—Ep
und analog Ny = NY- {1 +e kBT } : (3.1.27)
Der allgemeine Fall, wo gleichzeitig p— und n—Dotierung vorliegt, ist nur numerisch

losbar, reine n— oder p—Dotierung kann (mit den oben angegebenen Formeln) dis-
kutiert werden. Fiir die n-Dotierung lautet die Losung:

eff

Er,—Ep -
nA~2Np (1+4/1+49p e f57 , (3.1.28)

sie beschreibt fiir kleine Temperaturen das Regime der Storstellenreserve, dann den
Erschopfungszustand (der DONATOREN) und fiir hohe Temperaturen den Bereich
der intrinsischen Tragerkonzentration. Die Lage der FERMI-ENERGIE verhalt sich
entsprechend: fiir 7' = 0K liegt sie in der Mitte zwischen Fp und der Leitungs-
bandunterkante Et,, reicht im mittleren Temperaturbereich von Er, weg und endet
im intrinsischen Bereich in der Mitte zwischen Ep und FEy, also auf Ej.

Die experimentelle Bestimmung der Ladungstrédgerdichten in Abhédngigkeit von
der Temperatur geschieht unter Benutzung des Hall-Effekts.

Bei Dotierungskonzentrationen z.B. von > 1-10"cm™3 bei St (n* bzw. p') er-
reicht bzw. tiberschreitet man die sog. kritische Konzentration: die DONATOREN
bzw. AKZEPTOREN ‘sehen’ einander. Angeregte Storstellen-Zustédnde liegen unter
Ey, oder iiber Ey und die ENERGIELUCKE des Halbleiters wird um einige 10 meV
kleiner, gleichzeitig werden weniger Storatome ionisiert, als es bei der entsprechen-
den Temperatur zu erwarten ware.

3.1.5. Leitfdhigkeit in Abhangigkeit von Dotierkonzentration
und Temperatur

Im Gegensatz zu den Metallen tragen bei den Halbleitern nicht nur Elektronen
an der Fermi—Kante zur elektrischen Leitfdhigkeit bei, sondern es miissen die von
Elektronen bzw. Locher besetzten Zustande im unteren Leitungsband bzw. oberen
Valenzband beriicksichtigt werden. Deshalb sind Grossen wie die Beweglichkeiten
fn und g, immer als Mittelwerte aufzufassen, die auch vom elektrischen Feld E
abhdngen konnen; die folgenden Aussagen gelten fiir relativ kleine Feldstédrken.
Ohne Diskussion von Details bleibt festzuhalten, dass die Ladungstrager zum einen
hauptsachlich an akustischen Phononen und andererseits an gebundenen Storstel-
len (ionisierte DONATOREN und AKZEPTOREN) gestreut werden. Bei niedrigen
Dotierkonzentrationen beobachtet man den temperaturabhidngigen Einfluss der
Phononen, bei hohen Dotierkonzentrationen ist die Temperaturabhangigkeit sehr
klein und die Beweglichkeit ist um 1-2 Grossenordnungen verringert.

Die Diskussion der Temperaturabhéingigkeit der Leitfahigkeits—Messkurven ist noch
etwas schwieriger, denn zur T—Abhéngigkeit der Beweglichkeiten ist die der Tra-
gerkonzentrationen zusatzlich zu bedenken.

Sehr viel einfacher dagegen sind die Widerstands—Konzentrationskurven, sie spie-
geln einen eindeutigen Zusammenhang wieder. Wer eine ordentliche 4—Spitzen—
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Abb. 3.12.: oben: Qualitative Abhangigkeit der Elektronenkonzentration n im
Leitungsband eines n—Halbleiters von der Temperatur fiir zwei ver-
schiedene Donatorkonzentrationen Ny, > Np. unten: Qualitative La-
ge der Fermi-Energie Ep(7T) bei demselben HALBLEITER in Abhén-
gigkeit von der Temperatur (gezeichnet nach [I1.99]).
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Abb. 3.13.: Beweglichkeit als Funktion der Elektronen—Konzentration in Ge, S,
GAAS bei Raumtemperatur[Rou99].
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Abb. 3.14.: Schematische Abhangigkeit der Beweglichkeit 1 in einem HALBLEI-
TER von der Temperatur bei Streuung an Phononen und an gelade-
nen Storstellen (gezeichnet nach [[1.99]).

Messung des Widerstands durchfiihrt, kann bei bekanntem Dotierungstyp auf die
Dotierungskonzentration riickschliessen.

Das ohmsche Verhalten der Leitfahigkeit von Halbleitern gilt bis zu Feldstar-
ken von typischerweise (10 — 10*) V em™! (materialabhéingig). In den aktuellen
HALBLEITER-BAUELEMENTEN mit Submikrometer-grossen Inhomogenitaten im
Aufbau konnen Feldstirke-Werte von (10° — 10%) V em™! auftreten. Die Driftge-
schwindigkeit erreicht bei Silizium (Locher und Elektronen) einen Sattigungswert
von 107 cm s, wobei vor allem die Wechselwirkung der Ladungstriger mit den
optischen Phononen hierfiir verantwortlich ist. (Diese Sattigungswerte sind héher
als die des GAAS; allerdings zeigen GaN, GAAS und InP bei kleineren Feldstérken
ein deutlich hoher liegendes Maximum in vp(FE).

3.1.6. Rekombinationsprozesse und Ladungstragertransport:
Grundgleichungen zur Funktion von
Halbleiter—-Bauelementen

Wenn in einem physikalischen System die Bedingung des thermischen Gleichge-
wichts verletzt ist, gibt es stets Prozesse, die das System wieder ins Gleichge-
wicht zuriick bringen. Wird beispielsweise (in einem beliebig dotierten HALBLEI-
TER) durch optische Anregung lokal die LADUNGSTRAGERDICHTE erhéht, so dass
p-n # n? gilt, so relaxiert sie am Ende wieder zu p - n = n?. Im HALBLEITER
geschieht dies, anders als im Metall, wesentlich durch die sog. REKOMBINATIONS-
PROZESSE. Abbildung 3.16 gibt die grundlegenden REKOMBINATIONSPROZESSE
der HALBLEITER wieder.

In Abbildung 3.16 (a) ist die sog. Elektron-Loch—Rekombination gezeigt: das Elek-
tron macht eine Band-Band-Rekombination, die Ubergangsenergie wird an ein
Photon (‘strahlender Rekombinationsprozess’), wichtigster Prozess bei direkten
Halbleitern, oder an ein freies Elektron im Leitungsband bzw. an ein freies Loch
im Valenzband ('nichtstrahlender Rekombinationsprozess’) abgegeben.

Im weiteren werden die fiir INDIREKTE HALBLEITER wie SI so wichtigen Storstellen—
Rekombinationsprozesse aufgezeigt. Eine tiefe Storstelle in (b), vereinfacht mit
einem einzigen Energieniveau angenommen, kann Elektronen bzw. Locher ‘trap-
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