Jorge Bogarin

ENTSCHEIDBARKEIT UND SEMIOSIS

1. Entscheidbarkeit und Aufzdhlbarkeit

Die Turingsche These besagt, dafl der durch die Turingmaschine formalisierte Be-
griff sich mit dem intuitiven Begriff "Algorithmus” deckt.! Andererseits stellen
formale Grammatiken eine Formalisierung des intuitiven Begriffes "erzeugbare
Menge” dar.?

Beide Begriffe sind wiederum mit dem Begriff der Berechenbarkeit eng verbun-
den. Dieser wird benutzt, um zwei Charakterisierungen von Mengen einzufihren:
Eine Menge heifit rekursiv oder enfscheidbar, wenn es eine effektive Prozedur
gibt, die innerhalb eines endlichen Zeitraumes bestimmen kann, ob ein gegebe-
nes Wort ein Element dieser Menge ist oder nicht. Diese Entscheidung kann z.B.
von einer Turingmaschine getroffen werden.

Eine Menge heifit rekursiv-aufzdhlbar, effektiv-aufzdhlbar oder effektiv-abzdhl-
bar, wenn es eine berechenbare Abzadhlung fir sie gibt, d.h., wenn ihre Elemente
effektiv abgezahlt werden kénnen. Wenn eine Menge rekursiv-aufzahlbar, aber
nicht rekursiv ist, ist es zwar méglich, fiir ein beliebiges Wort gegebenenfalls
festzustellen, daBl es zu dieser Menge gehodrt, aber es ist nicht moglich, fir ein
beliebiges Wort festzustellen, da es nicht zu dieser Menge gehdrt. Das hangt
damit zusammen, daB es, solange die Turingmaschine, die die Akzeptorfunktion
definiert, noch nicht angehalten hat, nicht mdglich ist vorauszusagen, ob sie zu
einem spateren Zeitpunkt anhalten wird oder nicht. Die Entscheidbarkeit des
Halteproblems bei Turingmaschinen kommt hier ins Spiel.

Wenn eine Menge nicht rekursiv-aufzdhlbar ist, ist keine dieser Operationen aus-
fihrbar. Was die Beziehung zwischen rekursiven und rekursiv-aufzahlbaren Men-
gen betrifft, kann folgendes festgestellt werden:

Jede rekursive Menge ist rekursiv-aufzdhlbar.

2.  Eine rekursiv-aufzdhlbare Menge ist genau dann rekursiv, wenn ihre Kom-
plementdrmenge auch rekursiv-aufzéhlbar ist.

3. Es gibt rekursiv-aufzahlbare Mengen, die nicht rekursiv sind.
Es gibt abzahlbare Mengen, die nicht rekursiv-aufzdhlbar sind.

Eine Teilmenge einer rekursiven Menge ist nicht unbedingt rekursiv: Wenn eine
Sprache L tiber dem Alphabet V rekursiv-aufzdhlbar ist, ohne rekursiv zu sein,

1 A. Turing, Computability and lambda-definability, S. 153ff.
2 ]. Loeckx, Algorithmenthecrie, S. 183.
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dann ist L, d.h. die Komplementarsprache von L relativ zu V, nicht rekursiv-
aufzdhlbar; sie ist aber eine Teilmenge der rekursiven Menge V*.
Dies deutet darauf hin,

... daB eine rekursive Menge sich von einer nicht rekursiven
Menge durch eine geringere "Mannigfaltigkeit” ihrer Elemente
unterscheidet und nicht durch eine geringere "Anzahl” ihrer

Elemente. Eine dhnliche Bemerkung gilt auch fir die rekursiv-
aufzdahlbaren Mengen, aber nicht fiir die abzahlbaren Mengen.3

Worin diese gréflere oder geringere Mannigfaltigkeit besteht, ist, in Bezug auf
die Grundlagen des Problems, sicherlich die entscheidende Frage. Bevor wir uns
damit beschaftigen, sollen noch zwei Begriffe eingefiihrt werden.

2: Prozeduren und Algorithmen

Bis jetzt haben wir die Begriffe "Algorithmus” und "effektive Prozedur” synonym
verwendet. Die nun folgende Unterscheidung soll dazu dienen, die folgenden
Ausfihrungen zu erleichtern:

A mathematical method is said to be a procedure if after
giving the values of the variables it can be performed
fully mechanicallgr without any risk of encountering unex-
pected situations.

Eine Prozedur hélt an, wenn bei gegebenen Anfangsdaten nach einer bestimmten
Anzahl von Schriften entweder keine Anweisung mehr auszufiihren ist oder aber
zuletzt eine Halt-Anweisung ausgefihrt wurde.3

A procedure is called algorithm if it comes to halt after a
finite number of steps no matter what values are given for
the variables.®

Der entscheidende Unterschied zu einem Algorithmus besteht darin, daB eine
Prozedur nicht anhalten muf; solange eine Prozedur lauft, bleibt offen, ob sie
eventuell anhalten und ein Ergebnis produzieren wird. Wir kénnen also unsere
zwei Typen von Mengen auch folgendermafien definieren:

Eine Menge M heifit rekursiv, wenn es einen Algorithmus gibt, mit dessen Hilfe
man fir jedes Wort w feststellen kann, ob w zu M gehort oder nicht.

Kann man diese Entscheidung nur mit Hilfe einer Prozedur treffen, so heifit M
rekursiv-aufzdhlbar.

]. Loeckx, Algorithmentheorie, S. 118.

G. Reévesz, Introduction to Formal Languages, S. 94.

R. Herschel, Einfihrung in die Theorie der Automaten..., S. 196.
G. Révesz, a.aO., S. 95.
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8 Von rekursiven zu rekursiv-aufzidhlbaren Sprachen

Die Sprache eines Automaten hort auf, rekursiv zu sein, wenn dieser einen un-
beschrankten Zugang zum Maschinenband hat, d.h., wenn die Begrenzungszeichen
eliminiert werden. Dadurch verwandelt sich der linear beschrankte Automat in
eine Turingmaschine. Die Begrenzungszeichen sind nichts anderes als Indices, die
folgendermafien zu interpretieren sind: "links (bzw. rechts) von hier ist das leere
Band”. Peirce hat "prepositional phrases” wie "on the right (or left) of" eindeutig
als Indices kategorisiert.7 Mit der Eliminierung dieser Indices verschwindet auch
die Entscheidbarkeit der akzeptierten Sprache.

Bei den Regelgrammatiken liegt eine dhnliche Situation vor. Grammatiken vom
Typ 3. 2 und 1 sind entscheidbar, diejenigen vom Typ O dagegen nicht. Dieser
Umstand resultiert aus dem Unterschied zwischen kontextabhdngigen und allge-
meinen Regelgrammatiken. Die ersteren generieren rekursive Mengen, die letzte-
ren rekursiv-aufzahlbare Mengen.a Um die Ursache daflir festzustellen, betrachten
wir die Produktionsregeln beider Grammatiktypen. Der einzige Unterschied be-
steht darin, da die Grammatiken vom Typ 1 monoton sind. Das heiBt, daB8 die
Waorter einer Sprache vom Typ 1 bei der Ableitung aus dem Startwort S nicht
kirzer werden konnen. Ist also G monoton, dann folgt aus w=E>w' stets

1 (w)<l (w"). Dabei kann das Gleichheitszeichen nur beschrankt hintereinander
auftreten. Durch einen Algorithmus ist entscheidbar, ob ein Wort zu einer solchen
Sprache gehdrt oder nicht. Ist ein Wort w mit 1(w)=m gegeben, so kann man
von S aus alle Woérter der Ldnge m in endlich vielen Schritten ableiten und
nachsehen, ob w darunter vorkommt. Jede monotone Regelsprache ist entscheid-
bar.

Die Entscheidbarkeit der Sprachen vom Typ 1 beruht auf der Méglichkeit, zu-
erst alle Worter der Lange 1, dann als Worter der Lange 2, usw. zu generieren.
Auflerdem kdonnen Worter derselben Lange in "alphabetischer Reihenfolge” geord-
net werden. Man kann also auch von einer "Vorgdnger-Nachfolger”-Beziehung
sprechen, die bis zu diesem Punkt die Generierung der Wérter in Form der
Monotonie der Grammatik beherrscht. Die Feststellung, da8 der Ordnungstyp
"Nachfolger” einen indexikalischen Charakter hat, ist eines der festen Ergebnisse
der semiotischen Fotschung.Q

Die Produktionsregeln einer Grammatik vom Typ O unterliegen keinen Einschran-

kungen mehr. Die Worter kéonnen wahrend der Ableitung langer oder kirzer
werden oder dieselbe Lange behalten. Man kann sie nicht mehr nach ihrer

7 Ch. S. Peirce, CP 2.290.

8 Man darf aber nicht vergessen, dafl es auch rekursive Mengen gibt, die keine
Sprachen vom Typ 1 sind.
B Vgl. M. Bense, Semiotische Prozesse und Systeme, S. 170. Auch: ders., Axiomatik

und Semiotik. S. 12.
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Lange, sondern nur noch nach der Lange der Ableitungen anordnen. Mit der
Monotonie der Grammatik geht auch die Entscheidbarkeit der Sprache verloren.'®
Die generierten Sprachen Uberschreiten dann den Rahmen der rekursiven Men-

gen.

THESE: Sowoh! bei den Automaten als auch bei den Grammatiken wird der
Ubergang von Rekursivitdt zu Rekursiv-Aufzdhlbarkeit von dem Verlust eines
indexikalischen Elements - die Begrenzungszeichen bzw. die Monotonie - beglei-
tet. Dieser Vorgang wird durch die generative Semiose wiedergegeben, die die
Zeichenklasse der Grammatik vom Typ | in die Zeichenklasse der Grammatik
vom Typ O Uberfihrt.

Zkl.gy 3.2 (2.2) 1.3 ==) Zklog 3.2 (2.3) 1.3

Der Objektbezug gewinnt dabei an Intelligibilitat, der Index wird zum Symbol,
der Repradsentationswert der Zeichenklasse wird erhoht, aber der Anteil an Zweit-
heit im Zeichen vermindert. In der Realitdtsthematik wird der Index durch eine
Zweitheit hoherer Ordnung, ein Dicent, ersetzt:

Rth.py 3.1 (2.2) 2.3 > Rthogy 3.1 (3.2) 2.3

Gleichzeitig wird das Krafteverhdltnis zwischen Objekt und Interpretant umge-
kehrt: aus einem Objekt-thematisierten Interpretanten wird ein Interpretanten-
thematisiertes Objekt. Beide sind "Mittel-lose” Realitaten.

Sicherlich hat C. S. Peirce diese Problematik der Berechenbarkeit nicht gekannt,
aber seine Worte klingen fast prophetisch, wenn er tiber das dicentisch-indexi-
kalische und das dicentisch-symbolische Legizeichen spricht:

A Dicent Indexical Legisign is any general type or law,
however established, which requires each instance of it to
be really affected by its Object in such a manner as to
furnish definite information concerning that Objec:t.u

Das ist der Fall bei Grammatiken vom Typ 1 (bzw. 2 und 3): Sie sind "affected”
von ihren Sprachen "in such a manner”, da8 man in einer endlichen Zeit be-
stimmen kann, ob ein gegebenes Wort ein Element dieser Sprache ist oder nicht.

10 Das Wortproblermm bei Semi-Thue-Systemen ist losbar im Fall 1(w)=<s1(w').
1 Ch. S. Peirce, CP 2.260.
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[Thel intended Interpretant looks upon the Dicent Symbol as
a Dicent Indexical Legisign; and if it be true, it does partake
of this nature, although this does not represent its whole
nature.'?

Diese Erklarung kann mit zwei Ergebnisen unserer Untersuchungen in Zusammen-
hang gebracht werden. Erstens sind alle rekursiven Mengen rekursiv-aufzéhlbar,
aber nicht umgekehrt. Zweitens: wenn eine Menge rekursiv-aufzahlbar, aber nicht
rekursiv ist - wie die Sprachen vom Typ O -, ist es zwar maoglich, fir ein be-
liebiges Wort festzustellen, daBl es zu dieser Menge gehdrt, wenn dies der Fall

ist ("if it be true, it does partake of this nature”), aber es ist nicht moglich, fir
ein beliebiges Wort festzustellen, daB es nicht zu dieser Menge gehdrt ("although
this does not represent its whole nature™).

Die neue Zeichenklasse (3.2 2.3 1.3) ist zwar immer noch "der Behauptung
fahig”, aber nur noch in geringerem MagBe. Interessanterweise scheint diese Ver-
dnderung vom Objekt- und nicht vom Interpretantenbezug beeinfluit zu sein.
Das ist nicht selbstverstadndlich, weil Unterschiede dieser Art mit dem Kontext
des Zeichens zusammenhdngen, d.h. mit dem Interpretantenbezug, der einen of-
fenen, geschlossenen oder vollstdndigen Kontext fixiert. Wir wollen dafir zuerst
eine formale und dann eine ontologische Begrindung geben.

Das formale Argument resultiert aus der Grofien Matrix. Wenn wir das von
E. Walther®® eingefihrte Schema

3.a 3.b 2.¢ 2.4 l.e 1.1

mit a.b.,c.d.e.f € {.1.,.2.,.3.} voraussetzen und die stdrkste Einschrankung
asbscs<d<es<f annehmen, sind die folgenden Stufen zwischen 3.2 2.2 1.3
und 3.2 2.3 1.3 moglich:

1)
(2)
(3)
4)

w W w w
W W w w
NN NN
w LN
[ ST S N S B o6 )
—_ e
R
woww

Eine Grammatik vom Typ 1 wird von der Zeichenklasse (1), eine vom Typ O
von der Zeichenklasse (4) reprasentiert. Der symbolische Hauptwert des Objekt-
bezugs wird also von dem argumentischen Stellenwert des Interpretantenbezugs
nach dem Geordnetheitsprinzip determiniert. Dieser Vorgang, der in den Zeichen-
klassen der Kleinen Matrix verborgen bleibt, kann erst mit den Mitteln der er-

12 Ch. S. Peirce, CP 2262.
13 E. Walther, "Erganzende Bemerkungen zur Differenzierung...”, S. 31ff.
Vgl. ]. Bogarin, "Drei, zehn, ...", 198T.



weiterten Matrix dargestellt werden. Entscheidend fiir den Ubergang von Spra-
chen vom Typ 1 zu Sprachen vom Typ O ist demnach der Stellenwert des Inter-
pretantenbezugs, der die generative Semiose bewirkt, wodurch der Index im
Objektbezug in ein Symbol verwandelt wird.

Das zweite Argument ist, wie gesagt, ein ontologisches und beruht konsequenter-
weise auf einer Analyse der Realitatsthematik. Danach hangt die Entscheidbarkeit
nicht nur vom I[nterpretantenbezug ab, sondern auch von einer komplementaren
Beziehung zwischen Objekt- und Interpretantenbezug als Komponente der Reali-
tatsthematik. Wenn wir die Dualisierungen der drei dicentischen Zeichenklassen
und der einzigen argumentischen Zeichenklasse betrachten, stellen wir fest, dafi
die Zahl der Subzeichen des Objektbezugs 3, 2, 1 oder O betragt, wahrend der
Anteil der interpretantenbezogenen Subzeichen umgekehrt proportional ist, d.h.
0.1, 2 und 3 (s. Bild 1.

(0n 2.1 2.2 2.3 3O

(1 3.1 2.2 2.3 (20)

(2 ) 3.1 3.2 2.3 (1O

(3D 3.1 3.2 3.3 (O
Bild 1

Je weiter sich die thematisierte Realitit vom Vollstindigen Objekt entfernt, desto
kleiner wird die Menge ihrer entscheidbaren Eigenschaften. Ich méchte hier von
einer abnehmenden "Objekthaftigkeit” sprechen: Den hdochsten Grad an Objekt-
haftigkeit (3) erreicht das Objekt-thematisierte bzw. Vollstdndige Objekt, den
niedrigsten Grad (O) der als Grenzwert geltende, objektlose Vollstandige Inter-
pretant. Das repertoirielle Mittel spielt in diesem Zusammenhang keine direkte
Rolle. Das alles klingt einigermaBen paradox, und zwar deshalb, weil wir ge-
wohnt sind, syntaktische Probleme mit dem Mittelbezug in Verbindung zu brin-
gen« Bei der Berechenbarkeit geht es um einen Begriff, der sich auf syntaktische
Kategorien wie Ableitbarkeit oder Generierbarkeit stiitzt. Trotzdem haben hier
Objekt- und Interpretantenbezug die herausragende Stellung inne. Das zeigt, mei-
ner Uberzeugung nach, dafl die "unterscheidbaren Phasen der Zeichenentwicklung
innerhalb der triadischen Relation” (Bense), d.h. die Semiosen, nicht mit den
Morrisschen "Dimensionen des Zeichenprozesses™ - der syntaktischen, der seman-
tischen und der pragmatischenm - zu verwechseln sind. "Alle eigentlichen Semio-
sen sind zeichen-, also relationsinterne Prozesse ..."'°

Bemerkenswert sind auBerdem die Symmetrie (Drehachse: Hauptdiagonale) und
die Diagonalitat des Gebildes, das von den vier oben aufgelisteten Realitatsthe-

matiken (Bild 1) erzeugt wird.

14 C. W. Morris, Grundlagen der Zeichentheorie, S. 23ff.
15 M. Bense, Das Universum der Zeichen, S. 23.



Einen dhnlichen Verlust an Objekthaftigkeit hat Max Bense im Ubergang vom
vollstdndigen Objekt der klassischen Physik zum unvollstdndigen Objekt der
Quantenmechanik festgestellt.w Auch das Objekt als "l'objet de notre conception”,
wie es Peirce 1903 in der Pragmatischen Maxime definiert, ist ein unvollstdndiges,
regelhaftes, konstruiertes Objekt.n Dieses Objekt wird ja durch seine praktischen
Wirkungen bzw. durch alle denkbaren experimentellen Phianomene, die die Be-

jahung oder Verneinung seines Begriffes implizieren kénnten, definiert.®

Neben der hier behandelten Entscheidbarkeit bzw. Aufzadhlbarkeit kann man
auch von einer relativen Rekursivitat bzw. Aufzahlbarkeit ausgehen, und zwar
mit Hilfe des Begriffs der Turingmaschine mit Orakel. Nehmen wir A als eine
Sprache AgV-f. Eine Turingmaschine mit Orakel A ist in der Lage zu entschei-
den, ob eine beliebige Zeichenreihe ein Wort der Sprache A ist ader nicht.
Wenn A eine rekursive Menge ist, dann kann das Orakel von einer anderen
Turingmaschine simuliert werden, und die Sprache, die von der Turingmaschine
mit Orakel A akzeptiert wird, ist rekursiv-aufzédhlbar. Wenn aber A eine nicht-
rekursive Menge ist und ein Orakel fiir sie zur Verfigung steht, dann wird eine
Turingmaschine mit Orakel A eine Menge akzeptieren, die nicht rekursiv-aufzahl-
bar ist.

We denote the Turing machine M with oracle A by MA. A set
L is recursively enumerable with respect to A if L=L(M™")
for some TM M. A set L is recursive with zas{zect to A if
L=L(M™) for some TM M" that always halts. i

Das Orakel, in dem hier verwendeten Sinn, hat die Aufgabe, die Leistungsfahig-
keit der Turingmaschine so zu steigern, da8l sie Mengen niedrigerer Objekthaftig-
keit akzeptieren kann.

4. Die nicht rekursiv-aufzahlbaren Sprachen

Wenn eine Menge nicht rekursiv-aufzahlbar ist, ist es nicht mdglich, (a) fir ein
keliebiges Wort zu entscheiden, ob es zu dieser Menge gehdrt oder nicht, (b) ihre
Elemente aufzuzdhlen, (c) eine Turingmaschine zu konstruieren, die genau diese
Menge akzeptiert oder (d) eine Grammatik zu definieren, die alle und nur die
Elemente dieser Menge generiert.

Die Menge aller Mengen MgZVT ist nicht'abzéhlbar. Andererseits ist die Menge
aller rekursiv-aufzahlbaren Mengen AgZVT rekursiv-aufzahlbar. Das heifit, da8
es abzahlbar viele Mengen NngT gibt, die nicht rekursiv-aufzahlbar sind.

16 M. Bense, Vermittlung der Realititen, S. &5ff.

1T Ch. S. Peirce, CP 518, 5.402.

18 Ch. S. Peirce, CP 5.412.
19 Hopcroft/ Ullman, Infroduction to Automata Theory ..., S. 210.
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Die Reihe der unlésbaren Probleme beginnt da, wo eine Sprache (vom Typ 2)
die Fahigkeit zu zdhlen bekommt, d.h., wenn zentralrekursive Produktionsregeln
in der Grammatik erlaubt werden bzw. wenn der akzeptierende Automat iber

" eine unbegrenzte Speichereinheit verfugt.

. many properties of families of languages are undecidable
because of the "ability to count” or "compare” in these
languages.

Die nédchste grofie Verdnderung, der Verlust der Rekursivitat, findet in dem
Moment statt, in dem die Grammatik aufhdrt, monoton zu sein bzw. wenn der
Automat einen uneingeschrankten Zugang zum Maschinenband hat. Das erste
Phidnomen wird semiotisch durch eine generative Semiose im Mittelbezug

(1.2 2 1.3) wiedergegeben. Das Mittel der Reprasentation wird abstrakt, allge-
mein, regelhaft. Der zweite Ubergang stellt ebenfalls eine generative Semiose
dar, diesmal aber im Objektbezug (2.2 - 2.3): Die Zweitheit der Zweitheit
verschwindet; sie wird durch ein Symbol ersetzt.

Und nun stellt sich die Frage, wie man den Vorgang des Uberschreitens der
Grenze der Aufzidhlbarkeit semiotisch fundieren kann. Geht es hier um die gene-
rative Semiose, die zur argumentischen Zeichenklasse fihrt? Oder haben wir es
mit einer in mehreren Bezligen gleichzeitig auftretenden Retrosemiose zu tun?
Ich mufl gestehen, dafl ich keine definitive Antwort auf diese Fragen geben
kann. Eine (oder mehrere) der folgenden Alternativen kénnten jedoch zutreffen:

VERMUTUNGEN

(1) Man kénnte eine Weise finden, die Zeichenklasse 3.3 2.3 1.3 als Re-
prdsentation des Grenzwertes einer Reihe von immer stirkeren formalen Syste-
men zu definieren. Dieses Zeichen wiirde dann zumindest bestimmte nicht rekur-
siv-aufzdhlbare Sprachen représentieren.

(2) Es kann sein, daf, wenn die "Mannigfaltigkeit” der Elemente einer Menge
bzw. Sprache zu grof8 wird, eine degenerative Semiose hervorgerufen wird, die
ein rhematisches Zeichen erzeugt. In Frage kommen dabei Zeichenklassen, die
trotz ihres offenen Konnexes eine hohe Semiotizitit haben, z.B. 3.1 2.2 1.3
(Rpw. =12) und 3.1 2.3 1.3 (Rpw. = 13).

(3) Es ist auch méglich, dafl es verschiedene Arten von nicht rekursiv-aufzdhl-
baren Sprachen gibt und daf3 diese nicht mit der Kleinen Matrix, sondern erst
mit den prdziseren Differenzierungen der GroBen Mattix bestimmt werden kénnen.

20 Hartmanis / Hopcroft, “"What makes ...", S. 368.
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Einen Zugang zu den nicht rekursiv-aufziahlbaren Mengen kann man sich auch
dadurch verschaffen, dafi man das Verhaltnis zwischen axiomatischen Systemen
und interpretierten Theorien beobachtet.

Ein axiomatisches System besteht im wesentlichen aus einer Liste von Axiomen,
und aus Regeln, die besagen, wie man aus diesen Axiomen die Ubrigen Satze
oder Theoreme der Theorie: gewinnen kann. Seiner Natur nach definiert ein axio-
matisches System eine rekursiv-aufzahlbare Menge. Gédel hat bewiesen, dafl die
Thecrie der natirlichen Zahlen nicht durch ein axiomatisches System definiert
werden kann. Das rihrt daher, dafl die Menge der S&atze dieser Theorie nicht
rekursiv-aufzihlbar ist.? Es gibt also keine Turingmaschine, die genau die Wor-
ter (bzw. Satze) der Zahlentheorie akzeptiert. Entsprechendes gilt fir die Regel-
grammatik: Keine Grammatik (vom Typ 0) kann genau die Satze der genannten
Theorie generieren.

1939 publizierte Turing einen Aufsatz® in dem er versuchte, den Gédelschen
Unvollstandigkeitssatz zu tberwinden, -

... by replacing a single given logic by a system of logics
obtained from one another by transfinite iterations. What is
iterated is the addition of principles which are intuitively as
evident as the given system, but which yield stronger logics:
e.g. one iterates the adjunction of a sentence which asserts
that the given logic is consistent.?’

In demselben Artikel fihrte Turing die Idee der Turingmaschine mit "oracle” ein,
mit deren Hilfe die unentscheidbaren Probleme analysiert und klassifiziert wer-
den kénnen. ’

Es ist in diesem Zusammenhang nicht ohne Interesse, da die einzige Maglich-
keit, die Leistungsfahigkeit der Turingmaschine (ohne Orakel) zu steigern, "... is
to allow for infinitely many steps."25 Das Wortproblem einer rekursiv-aufzahl-
baren Sprache ist in abzdhlbar unendlichen Schritten entscheidbar. Leider wirde
in einer auf diese Art verallgemeinerten Theorie der berechenbaren Funktionen
der formale Begriff "Berechenbarkeit” nicht mehr dem intuitiven Begriff "Bere-
chenbarkeit”™ entsprechen. Handelt es sich hier jedoch um Einschrdnkungen des
axiomatisch-deduktiven Vorgehens, der mathematischen Systeme oder des

menschlichen Bewu8tseins Uberhaupt?

21 Vgl. |. Loeckx, Algorithmentheorie, S. 119.

22 A. Turing, "Systerms of Logic Based on Ordinals”, S. 155ff.

23 M. Davis, The Undecidable, S. 154.

24 s. auch H. Wang, "The formalisation of mathematics”, 1954, wo ein ins Unendliche
"wachsendes” Systermn entworfen wird.

25 G. Revesz, Introduction to Formal languages, S. 10T.
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5. Unlésbare Probleme und menschliche Intelligenz

Die Existenz unlésbarer Entscheidungsprobleme im allgemeinen und des Gdédel-
schen Unvollstindigkeitssatzes im besonderen wurde von manchen Philosophen
und Wissenschaftstheoretikern als der Beweis daflir angesehen, ... that no ma-
chine can be a complete or adequate model of the mind, that minds are essen-
tially different from machines."%®

Diese Position wurde u.a. von |. R. Lucas vertreten und von F. H. George folgen-
dermaflen zusammengefaft:

Godel's theorem shows that any consistent formal system strong
enough to produce arithmetic fails to prove, within its own
structure, theorems that we, as humans ("minds"), can neverthe-
less see to be true. From this he argues that "minds” can do
more than machines, since machines are essentially formal
systems of this same type, and subject to the limitations im-
plied by Gédel's theorem.?’

Auch Nagel und Newman sind der Uberzeugung, daB

... the discovery that there are arithmetical truths whichl

cannot be demonstrated formally [means] ... that the resour-
ces of the human intellect have not been, and cannot be, fully
formalised . ..

Andere Autoren sind der Auffassung, daB der Unvollstandigkeitssatz Gédels

. says nothing to suggest that a human being is not just as
much as a logistic system or formal system or an axiomatic
system as a formal system we ourselves construct.??

Der Godelsche Beweis "... does not demonstrate a difference between minds and
machines”°

und sei als solcher . no more an obstacle to a computer than to

ourselves”.® Emil Post war der Meinung, dafl die Existenz unentscheidbarer Pro-
bleme eher auf "... limitations of the mathematicizing power of Homo Sapiens"32

hindeutet.

Dieser letzte Gedanke ist von grofiem Interesse, vor allem wenn man bedenkt,
dafl die semiotische Reprasentation der mathematischen Wissenschaft die maxi-

26 J. R. Lucas. "Minds, Machines and Godel”, S. 44.

21 F. H. George, "Minds, Machines and Gédel: Another Reply to Mr. Lucas”, S. 62.
28 E. Nagel und ]J. Newman, Gédel'’s Proof, S. 101.

29 F. H. George., Philosophical Foundations of Cybernetics, S. 36.

30 C. H. Whiteley., "Minds, Machines and Goédel: a reply to Mr. Lucas”, S. 62.

31 M. A. Arbib, Brains, Machines and Mathematics, 1965.

32 E. Post, "Finite Combinatory Processes”, S. 291.
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male Extension besitzt. Das heift,

daf tatsdchlich fir jede der 10 Zeichenklassen ein Begriff

existiert, der zu den Grundlagen der Mathematik gehdrt und
. zur Konstituierung eines formalen, axiomatisch-deduktiven

Systems der Mathematik, notwendig zu sein scheint.®

Das wiirde bedeuten, da die Existenz unentscheidbarer Fragen gleichzeitig auf
eine Begrenzung der Menschen hindeutet, Zeichensysteme aufzustellen und zu
gebrauchen. Ferner, da wir anscheinend "kein Vermdgen haben, ohne Zeichen
zu denken"3, geht es hier vielleicht sogar um Einschrdnkungen des menschli-
chen BewuSBtseins liberhaupt. Die in der Theorie der rekursiven Funktionen ge-
wonnenen Ergebnisse wirden uns also "tiefste Einblicke in die Endlichkeit unse-
res Denkvermégens"35 gewinnen lassen.

Sicher ist aber, daB der Begriff des Zeichens in diesem Zusammenhang eine
entscheidende Rolle spielt. Wie Bense in "Berichte Uber die Eigenrealitdt von
Zeichen"3® hervorgehoben hat, wird die Zeichenklasse des "Zeichens” als solchem
und der "Zahl" als solcher hauptsdchlich durch Bestimmungen wie Diagonalitat,
Selbst-Referenz und Rekursion®? charakterisiert. Bemerkenswert ist, daB sie auch
bei der Untersuchung der unlésbaren Entscheidungsprobleme bzw. des Gédel-
schen Satzes von grofier Bedeutung sind.

Es wird oft behauptet, daB "... the incompleteness theorem is primarily a prob-
lem in self-reference”.® Auch daB "... the essence of the Gédelian formula is
that it is self—refening'.ao Vieles spricht aber dafiir, daf$ es sich dabei um eine
"relative” Selbst-Referenz handelt:

... this self-reference is not any intrinsic property of the
Godel-sentence but is relative to the Gédel-numbering, e.g. it
may express the proposition that a certain natural number has
a certain arithmetical property, but relative to the Gédel- num-
bering g. this number happens to be the one which g assigns
to the sentence expressing this proposition.do

33 M. Bense, Axiomatik und Semiotik, S. 59.

34 Ch. S. Peirce, CP 5.265.

35 W. Stegmuiller, Unvolistdndigkeit und Unentscheidbarkeit, S. 1.

36 Vgl. Semiosis 42 (1986) S. 5-13; 43 (1986) S. 5-T; 44 (A986) S. T-12; 45 (98D S. 5-13;
46747 A98T7) S. 19-2T; 48 (1987) S. 3-8.

37 Uber Rekursion s. |. Bogarin, "Semiotische Ansitze ...", 1986.

38 F. H. George, Philosophical Foundations of Cybernetics, S. 48.

39 ]J. R. Lucas, "Minds, Machines and Gadel”, S. 56f.

40 ]J. Webb, "Metamathematics and the Philosophy of Mind”, S. 163.



Wenn wir aber eine andere Gdédel-Numerierung g’ wahlen, hat die Gédel-Formel
Hh,

... though still expressing the same arithmetical proposition
(because it is still the same formula with the same arithmetical
interpretation), clearly ... ceased referring to itself, because h,
relative to g’ is no longer the Gédel-number of HA4

Andererseits ist ". .. the Godelian argument [to show that you can produce a
formula which is primitive recursive but which is not provable in the formal
system] essentially the same as the Cantor argument [for proving the non-enume-
rability of the real numbersl."*? Also ist "self-reference closely related to diago-
nalization”.% Judson Webb stimmt mit Turing Uberein, wenn er behauptet:

. when we "apply the diagonal process argument correctly”,
we prove not non-denumerability, but rather, in effect, the non-
existence of a positive solution to the E'm‘scheidungsprob!em.“

Die Theorie der rekursiven Funktionen, die sich mit der Berechenbarkeit und
den unldsbaren Entscheidungsproblemen beschaftigt, verwendet das Diagonalver-
fahren als eines ihrer wichtigsten Forschungsinstrumente. H. Rogers, Autor eines
klassischen Werks in dieser Disziplin, hat sogar gesagt, da8

[it] is not inaccurate to say that our theory [the RecursiveA
Functions Theoryl is, in large part, a "theory of diagonali-
zation”.

Unsere Uberlegungen haben uns dazu gefihrt, "Entscheidbarkeit” durch die ver-
schiedenen Stufen oder Schichten des dicentischen Interpretanten. zu definieren.
Wir sind von dem kombinatorischen Begriff der Manipulation von uninterpretier-
ten Grundzeichen ausgegangen, wobei nur die Generierbarkeit von Zeichenreihen
mit Hilfe von mechanischen Prozeduren (Algorithmen) beriicksichtigt wurde, ohne
auf den Begriff der Wahrheit zurickzugreifen. Dies zeigt, dafl die betreffenden
automatentheoretischen Prozesse auf einer anderen (tieferen) Stufe der Theorien-
bildung liegen als die Logik (als die Theorie der logischen Wahrheiten). Zur
Charakterisierung und Fundierung solcher Vorgadnge bietet sich also der funda-
mentalkategoriale, ordinale und relationale Begriff der Reprasentation an, in
diesem konkreten Fall die dicentischen Dualitatssysteme mit ihren verschiedenen
Ordnungs- bzw. Reprasentationswerten.

41 ]J. Webb, "Metamathematics and the Philosophy of Mind", S. 163.

42 F. H. George, Philosophical Foundations of Cybernetics, S. 30.

43 H. Rogers, Theory of Recursive Functions ..., S. 291.

44 J. Webb, a.aO., S. 165n. Webb bezieht sich dabei auf Turing, "On computable
numbers with an application...”, S. 132

45 H. Rogers, Theory of Recursive Functions ..., S. 3l.



Die nach dem regelhaften Prozefl der Selektion und Verkettung der Elemente
aus dem Repertoire aufgetauchte wesentliche Einschrdnkung der "Unentscheid-
barkeit” wird auch ohne Gebrauch des Wahrheitsbegriffs festgestellt und bewie-
sen. Die Begrenzungen von formalen Systemen, die mit Hilfe von &quivalenten
Begriffsbildungen wie "Turing-Berechenbarkeit” (Turing), "Lambda-Definierbar-
keit” (Church) oder "rekursive Funktionen” (G&édel) definiert werden kénnen,
kénnen chne den Begriff der Wahrheit ausgedrickt werden. Die Kleenesche
Hierarchie von arithmetischen Pradikaten, die als eine Verallgemeinerung des
Godelschen Unvollstdndigkeitssatzes und des Churchschen Satzes liber die Unent-
scheidbarkeit der Pradikatenlogik der ersten Stufe verstanden werden kann®®,
spielt in diesem Zusammenhang eine wesentliche Rolle, denn sie fihrt "to a
purely structural, i.e. syntactical, account of the limitations of formal systems'.“
Der Godelsche Satz, zum Beispiel, "predicates a simple syntactic property of
members of a large class of formal systems"."’8 Diese "Gddelschen Divergenzen”

(Bense) stellen also in diesem Sinne ein pra-logisches Problem dar.

Es stellt sich nun die Frage, wie man die Unentscheidbarkeit semiotisch bestim-
men kann. Nun, wir haben gesehen, dafl eine grundlegende Eigenschaft der un-
entscheidbaren Probleme ihre Selbst-Referenz ist. In dem typischen Fall geht es
darum, dafl eine Turingmaschine mit bestimmten Eingabedaten nicht fertig wer-
den kann, die die Gédelnummer der betreffenden Maschine darstellen. Die Be-
grenzung jeder Turingmaschine hat stets mit der Relation der Maschine mit

sich selbst zu tun und verkérpert sich in den unentscheidbaren Fragen. Dabei
sind zwei Momente von Selbst-Bezug zu unterscheiden:

The first is that of the Godel sentence in relation to itself
[saying of itself that it cannot be proved in the systeml ...
the second kind of selfreference is that of the formal system
or machine in relation to itself. This is simply the fact that
the Gddel sentence can be expressed in the symbolism of
the formal system,4

In der letzteren Variation von Selbst-Referenz ist das formale System oder die
Maschine in der Lage, uber sich selbst zu "reden”. Durch den gedanklichen
Trick der Gddelisierung oder Arithmetisierung ist es méglich, metatheoretische
Aussagen lber das System S in S selbst auszudricken.

Zu der oben erwahnten Abhdngigkeit der Selbst-Referenz von einer bestimmten
Goédel-Numerierung mufi noch ein anderes indexikalisches Element hinzugenom-
men werden:

46 S. C. Kleene, Mathematical Logic, S. 2T2.

47 J. Webb, "Metamathematics and the philosophy of mind”, S. 16é6n.
48 D. Auerbach, "Intentionality and the Gddel Theorems”, S. 341.

49 P. Slezak, "Gddel's Theorem and the Mind", S. 49.



... the Gddel limitation involves a sentence which is capable
of an "indexical” interpretation in view of its specifity to the
formal system in which it is expressed.

Alle diese Ideen (Diagonalitat, Selbst-Referenz, Indexikalitat) deuten darauf hin,

daBl die Unentscheidbarkeit eng mit dem durch die Zeichenklasse 3.1 2.2 1.3
reprasentierten Begriff des "Zeichens selbst” (bzw. der "Zahl”, bzw. des "astheti-
schen Zustands”) verbunden ist; trotzdem fallt es schwer, die Unentscheidbarkeit
mit dieser (oder irgendeiner anderen) Zeichenklasse zu reprasentieren. Ich ver-

fige nicht liber eine genaue Charakterisierung der Beziehung zwischen Unent-

scheidbarkeit und "Eigenrealitat”, wirde sie aber folgendermaflen umreifien:

(1) Die Unlésbarkeit wird mit dem Zeichen geboren. Unentscheidbarkeit ent-

steht in dem kreativen, hypothetischen Prozefl der Zeichensetzung bzw. in der
algorithmischen Selektion bzw. Generierung der Woérter aus dem Repertoire mit
Hilfe von Produktions- oder Zuordnungsregeln.

(2) Jedes Zeichen trdgt in sich einen Keim von Unentscheidbarkeit. Ein Zeichen
kann, wie auch ein Kunstwerk, "Immer auch anders gedacht werden" (Nietzsche).
Ein vollstdndig interpretiertes Zeichen gibt es nicht; denn dann mifite es ein
"letztes” Zeichen geben, mit dem der rekursive ProzeB der [nterpretation "aus-
lduft” ("bottoms out”).

(3) Unentscheidbarkeit ist kein Zeichen, sondern eine Grenze des Zeichens; sie
zeigt die Schranken des "Universums der Zeichen”.

(4) Eine prédzisere semiotische Bestimmung der Unentscheidbarkeit kénnte viel-
leicht mit Hilfe eines "komplementiren” bzw. "negativen” Zeichens oder eines
"Anti-Zeichens" erreicht werden. Fiir diesen Zweck wiirde die Haupt-Diagonale
der Kleinen Matrix (Peirces genuine Kategorien) in Frage kommen. Auf Grund
der Aquivalenzen und Affinititen zwischen der Haupt- und der Nebendiagonale
(der "Eigenrealitdt”) spricht Bense in Bezug auf die erstere von einer "Eigenrea-
litit schwdicherer Reprdsentation” und nennt die Subzeichenfolge 1.1 2.2 3.3
"Kategorienklasse” oder "Kategorienrealitdt”. St

Viele Schwierigkeiten, die bei der Untersuchung und Anwendung von Begriffen
wie "Diagonalitat”, "Selbst-Bezug”, "Rekursion” oder "(Un-)Entscheidbarkeit” auf-
treten, kédnnen sicherlich mit Hilfe der Abstrakten Semiotik mindestens teilweise
beseitigt werden.

50 P. Slezak, "Gddel's Theorem and the Mind”, S. 49.
51 M. Bense, "Bericht IV Uber die 'Eigenrealitat’ von Zeichen”, S. 7, 10.
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SUMMARY

The number of undecidable characteristics of generated languages increases to-
gether with the increased efficiency of abstract automats resp. formal grammars.
The sign-theoretical determination of these transitions, as well as the character-
ization of the undecidability or insolubility as such are the aim of this essay.
Also briefly demonstrated is a connection between the attained results and the
semiotic theory of consciousness.
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