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VON
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in Miinster

Einleitung

Die vorliegende Abhandlung kniipft an zwei allgemeine Untersuchungen an, die die
automorphen Formen von positiver (reeller) Dimension und die multiplikativen Modul-
funktionen zu Kongruenzgruppen betreffen ([2], [3])L. In beiden handelte es sich um die
Bestimmung der Fourier-Koeffizienten der genannten Funktionen auf der Grundlage
analytischer Identitdten; in der zweiten, die wir im folgenden mit (P I) zitieren, wurden
iiberdies die ersten Anwendungen auf eine gewisse Klasse von Partitionenproblemen gegeben.
Diese Partitionenprobleme waren von so allgemeiner Art, dass die entwickelte Methode
gewissermassen nur global angewendet werden konnte. So ergab sich zwar eine Reihe all-
gemeiner Aussagen, zugleich mit der Méglichkeit der Spezialisierung auf arithmetisch
besonders markante Sachverhalte; das globale Verfahren lieferte aber in den interessanten
Spezialfillen naturgemiss keine allzu genauen strukturellen Einblicke. Aus diesem Grunde
werden jetzt einige Partitionenprobleme mit Kongruenz-Bedingungen nach einem Prim-
zahlmodul ¢ gesondert behandelt. Das Ziel besteht — allgemein ausgedriickt — darin, die
entwickelte Theorie im engeren Rahmen bis in die letzten fiir sie prinzipiell erreichbaren
Einzelheiten auszugestalten; was dies genauer bedeutet, soll noch erldutert werden.

Dass hier eine lohnende Aufgabe vorliegt, war nach einem speziellen Resultat aus
(P I) von vornherein zu erwarten. Ich zitiere diesen Sachverhalt zugleich mit einer Ver-

schdrfung, die in (P I) noch nicht formuliert wurde.

1 Die Ziffern in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literatur-Verzeichnis am Ende dieser
Abhandlung.
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Fest gegeben sei eine Primzahl ¢g=1 mod 4, ¢ > 5. Fiir jedes natiirliche n bezeichne
7% (q) bzw. 75 (g) die Anzahl der Partitionen von % in durch ¢ nicht teilbare Summanden,

welche simtlich quadratische Reste bzw. Nichtreste mod ¢ sind. Dann gilt

s (q)
7 (q)

=e"(I+cy(@as(@)n t+0 (™)) (n—>o0), (0.1)

und hier bedeutet

¢ die Grundeinheit > 1 1 a " dratischen Zahiks p ( V~)
b die Klassenzahl | es reell-quadratischen Zahlkérpers q),

Cq(q) eine triviale Konstante < 0,

@5(q) die Anzahl der Darstellungen von g als Summe von fiinf Quadraten.

Von diesem Ergebnis existieren zahlreiche Verallgemeinerungen. Sie lassen sich simt-
lich aus einer zwischen allgemeinen Partitionenfunktionen bestehenden asymptotischen Rela-
tion ableiten, die ihrerseits aus dem Satz 14 in (P I) durch eine geringfiigige Rechnung zu
gewinnen ist und die ich, da sie in der vorliegenden Arbeit angewendet werden soll, kurz
zitiere.

Bezeichnen
Pn = P, ((k), (1], N) und pn = p, ("], [I"], N*¥)

zwes Partitionenanzahlen, die den Voraussetzungen jenes Satzes geniigen, und nennt man
o1, wo, B, n* = 4 N* B* die aus baw. 9., wg, f, =1 NB

beim Ubergang von [k, [I], N zu [k*], [I*], N* entstehenden Gréssen, so gilt, falls 01 =p, ist:

ﬁzf’j(l+ glﬁ7ﬂ—|—0(1)) (n—>o00), 0.2)
Pn Wy 2 lrn n
Auf die genaue Erklirung dieser p, kann hier verzichtet werden; in einer gewissen
Spezialisierung werden Partionenanzahlen des gleichen Typus in dieser Einleitung und im
§ 5 der vorliegenden Darstellung exakt definiert. Zur Orientierung iiber die allgemeinen
Probleme und die Losungsmethoden empfiehlt sich die Lektiire der einleitenden Abschnitte
I. und 2. von (PI). Die gegenwirtige Untersuchung basiert auf den allgemeinen analy-
tischen Identitaten aus [2] und [3]; diese werden unten in § 1 genau und ausfiihrlich
formuliert. Uber die prinzipiellen Moglichkeiten der Anwendung der analytischen Identi-
téten findet sich am Schluss von (P I) 7. eine kurze Beschreibung; danach ist fiir die vor-
liegende Abhandlung das dort mit A. bezeichnete Prinzip wirksam.
Da auch hier neue asymptotische Relationen abgeleitet werden sollen, sei es gestattet,

auf diesbeziigliche Ergebnisse von (P I) kurz referierend hinzuweisen. Die allgemeinsten
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Relationen dieses Typus von arithmetischem Interesse sind gewisse Verallgemeinerungen
von (0.1), in denen die Klassenzahlen der reellen absolut-abelschen Zahlkorper auftreten und
die in (P I) 11. behandelt werden. Sie geben jedoch eine Verallgemeinerung nur beziiglich
des Hauptgliedes auf der rechten Seite von (0.1) mit einem Fehler O(n™?); auch inzwischen
war eine ahnlich instruktive Deutung des ersten Fehlergliedes (Faktors von n™%) wie in
{0.1) nicht zu erlangen.

Auf eine Modifikation von (0.1) und ihren Vergleich mit (0.1) bezieht sich der letzte
Abschnitt 12. von (P I). Bildet man die oben erklirten Partitionenanzahlen z(g) unter
der Nebenbedingung, dass jeder Summand in den Partitionen beider Arten hdchstens
(I = 1)-mal auftreten darf, wo [ eine feste ganze Zahl > 2 angibt, so gilt fiir die durch diese
Modifikation entstehenden Anzahlfunktionen 7% (I, q):

75 (1, q)
7n (0 q)

=1+¢(l g)a; (q)n"}+0(n“1) (n—+o0). (0.3)

Dabei bezeichnet wieder ¢, (I, ¢) eine triviale Konstante >0, und die Bestimmung des
Faktors von n~* erfolgt wie bei (0.1) erst in der vorliegenden Arbeit. (P I) 12. enthilt eine
eingehende Diskussion iiber die Frage, wie sich das asymptotische Verhalten einer der all-
gemeinen Partitionenanzahlen p, von (P 1) Satz 14 bei der Tilgung eines oder mekrerer
gegebenen Summanden #ndert. Dabei ergibt sich ein wesentlicher Unterschied, je nachdem,
ob der betreffende Summand wvor seiner Tilgung einer Haufigkeits-Beschrinkung unter-
worfen war oder nicht. Dieser Unterschied erdffnet ein erstes Verstindnis dafiir, dass der
Limes der Quotienten auf den linken Seiten von (0.1,3) im ersten Falle > 1, im zweiten = 1
ist; vgl. dazu auch die einleitenden Bemerkungen in (P I), 12.}

Zum Schluss dieses Berichtes sei betont, dass die hier zitierten asymptotischen Rela-
tionen zwischen den Partitionenanzahlen p, nur den dusseren Umriss des in (P I) entwickel-
ten Resultatbereichs wiedergeben. Als Kern der Ergebnisse hat man die genauen Darstel-
lungen der Partitionenanzahlen durch lineare Aggregate absolut konvergenter Reihen anzusehen,
die der Reihe in der Rademacherschen Partitionenformel entsprechen und &hnliche

Eigenschaften aufweisen wie diese. (Zur Frage des asymptotischen Verhaltens der p, vgl.
(PI 7))

+
7ty (I,
1 Herr ErDOs sagte mir, er halte die Relation lim M =1 fiir elementar beweisbar. Da-
n-—>o0 Mp (l, q )

¥
n

gegen beurteilte er elementare Beweisversuche fiir lim ﬁzq;=eh oder die scharferen Relationen

n—o0 Ty (G

(0.1,3) als aussichtslos.
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Ich gelange nun zur Formulierung der Probleme, die mit den genaueren Methoden der

Theorie hier behandelt werden sollen.

L

II.

Es sei q eine Primzahl > 2, es seien k, und k, ganze Zahlen = 0 mit der Summe & =
ky + k; > 0. Man denke sich die durch ¢ nicht teilbaren natiirlichen Zahlen in & ver-
schiedenen Farben vorgelegt und betrachte die Anzahl r, (k,, k;; g) der in der folgenden
Art zu bildenden und zu.zihlenden Partitionen der natiirlichen Zahl » in durch ¢
nicht teilbare Summanden: Die Summanden treten in den genannten k& Farben
auf, und zwar in den ersten ky Farben beliebig oft, in den restlichen k, Farben je
hochstens (g — 1)-mal. Zwei solche Partitionen gelten als gleich, wenn in beiden die -
gleichen Summanden auftreten und wenn jeder Summand in beiden in jeder der k
Farben gleich oft auftritt. Das Verschwinden von k, oder k; bedeutet, dass alle

bzw. keine Summanden einer Haufigkeits-Beschrinkung unterliegen.

Das Problem fithrt auf multiplikative Modulfunktionen F(z), die in der oberen

Halbebene regulir sind und zu der wie folgt erklirten Untergruppe I') [¢] der Modul-

« B
y o

ist. Die Spitzenanzahl eines Fundamentalbereichs von I')[¢] betriigt ¢ + 1; die erwihnte

gruppe I' gehoren: L =( ) < T liegt genau dann in I'Q[g], wenn =9 =0 mod g

allgemeine analytische Identitit fithrt auf besonders einfache Darstellungen fiir
. (ky, k15 q) infolge des nicht voraussehbaren Umstandes, dass F(t) in hochstens zwei
der genannten ¢ + 1 Spitzen Pole besitzt. — Die Untersuchung bietet kein sonderliches
arithmetisches Interesse, hat aber den Wert eines instruktiven methodischen Ubungs-
beispiels.

Es sei ¢ eine Primzah] mit den Eigenschaften ¢ =1 mod 4, ¢ > 5; es seien k" und %~
ganze Zahlen >0 mit der Summe &k =%k* + %~ > 0. Man denke sich die natiirlichen
Zahlen m mit (m/q) = +1 bzw. (m/q) = —1 in k" bzw. k= Farben vorgelegt und
betrachte die Anzahl 7, (¥, ¢) der in der folgenden Art zu bildenden und zu zéhlenden
Partitionen der natiirlichen Zahl # in durch g nicht teilbare Summanden: die Sum-
manden m mit (m/q) = +1 treten in den gegebenen k*, die Summanden m mit
(m/q) = — 1 in den gegebenen &k~ Farben auf. Die Héufigkeit des Auftretens wird in
keiner Farbe beschrinkt. Zwei solche Partitionen gelten als gleich, wenn in beiden
die gleichen Summanden auftreten und wenn jeder Summand in beiden in jeder der
fiir ihn zugelassenen Farben gleich oft auftritt. Das Verschwinden von &k~ oder &k~

bedeutet, dass keine Summanden m mit (m/q) = +1 bzw. (m/q) = — 1 auftreten.

Das Problem fiihrt auf multiplikative Modulfunktionen F(7), die in der oberen

Halbebene regulir sind und zu der wie folgt erklirten Untergruppe I'’* [¢] der Modul-

gruppe I' gehoren: L:(oc P

y 6) <T liegt genau dann in I°"[¢], wenn (a/g) = +1,
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f =0 mod g. Die Spitzenanzahl eines Fundamentalbereichs von I'*[q] betrigt 4;
auch hier ergibt die erwihnte analytische Identitét relativ einfache Darstellungen
tir 7, (f, ), weil F(7) in hochstens 3 der genannten 4 Spitzen Pole besitzen kann. —
Die Untersuchung demonstriert einen nicht-trivialen Idealfall vollstindiger Aus-
reduktion der analytischen Methode.

Es seien ¢, k*, k= wie soeben bestimmt, es sei k® eine natiirliche Zahl. Man firbe die
natiirlichen m = 0 mod ¢ gemiss II. und ausserdem die natiirlichen m =0 mod ¢ in
k® Farben. g,(I, ¢) bezeichne die Anzahl der Partitionen der natiirlichen Zahl » in
beliebige natiirliche Summanden, von denen die m %0 mod ¢ gemiss 1I., die m =0
mod ¢ in ihren k° Farben auftreten. Die Héufigkeit des Auftretens wird in keiner
Farbe beschriinkt. Die Ubereinstimmung zweier Partitionen und die Bedeutung des
Verschwindens von k* oder k= sind genau analog zu II. erklidrt. Das Problem fiihrt
auf Modulformen, die in der oberen Halbebene regulir sind; sie gehéren zwar zur
gleichen Gruppe I'* [¢] wie die Modulfunktionen F(z) von II., besitzen aber zum Unter-
schied von diesen die positive Dimension }k° weshalb zur Darstellung der g, (1, q)
die Ergebnisse von [2] anzuwenden sind. Abgesehen vom klassischen Partitionen-
problem handelt es sich hier um die erste Anwendung dieser Ergebnisse. Hinsichtlich

der Ausreduktion des analytischen Apparats gilt das unter II. Gesagte.

Die hier genannte Ausreduktion des analytischen Apparats soll am Beispiel des Pro-

blems IT noch kurz erliutert werden. Von dem Apparat ist zunichst zu sagen, dass er fir

die
Un

Fourier-Koeffizienten einer jeden multiplikativen Funktion F, die zu einer Kongruenz-

tergruppe I'y der Modulgruppe I' und zu einem sog. Kongruenzcharakier » als Multi-

plikatorsystem gehort, eine fertige Formel bereitstellt, in die die folgenden Daten von F

ein

1.

gehen:
Die Gruppe I'y; man benétigt ein volles System mod I inkongruenter Spitzen { von I,
und, wenn { =4 ‘oo mit 4 < T gesetzt wird, fiir gewisse dieser ¢ die genaue Kenntnis

des Systems der zweiten Zeilen {m,, m,} der Matrizen der Nebenklasse AT,

. Der Charakter v; seine Werte treten als Koeffizienten in Exponentialsummen vom

Kloostermanschen Typus auf; in diesen Exponentialsummen lokalisiert sich die gesamte

arithmetische Struktur der Formel fiir die Fourier-Koeffizienten von F.

. Die Hauptteile von F in den unter 1. genannten Spitzen {; man benétigt die genauen

Werte der Hauptteil-Koeffizienten und insbesondere die Polordnungen von F in jenen
Spitzen {.

Im konkreten Fall des Problems II ist, wie erwihnt, I'y =I"°* [¢]; ein volles Vertreter-

system fiir die Spitzen und das Bildungsgesetz fiir die zweiten Zeilen der Matrizen von AT,
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sind leicht zu erlangen. Zum Vergleich sei bemerkt: Bei Anwendung der ,,globalen
Methode von (P I) hitte man in der Schlussformel nicht drei von den vier Spitzen der I'** [¢],
sondern mehr als die Halfte von den }(¢® — 1) Spitzen der Hauptkongruenzgruppe I'[q]
zu berucksichtigen.

Die Bestimmung der Charakterwerte v ist angesichts der Rolle, die sie gemiiss 2. spie-
len, von entscheidender Bedeutung. Sie gelingt durch elementar-arithmetische Uberlegungen
klassischer Art und fithrt auf Werte von unerwartet einfacher Struktur. Nicht wesentlich
komplizierter sind gewisse Konstanten, die als Faktoren bei der Transformation der vier
Funktionen auftreten, die durch die Problemstellung und den Ansatz den vier Spitzen der
I'*[¢] zugeordnet werden. In zweien dieser Faktoren erscheinen erstmalig die Zahlen
e*¥* der bei (0.1) angegebenen Terminologie; sie sind fiir den Grenzwert * in (0.1) verant-

wortlich. Von den vier Funktionen haben zwei ganzrationale, die anderen ganz algebraische

Fourier-Koeffizienten aus P(V&)

Als Hauptteil-Koeffizienten ergeben sich Werte von Anzahlfunktionen vom Parti-
tionentypus; sie miissen in jedem (durch numerische Werte g, k* gekennzeichneten)
Spezialfali numerisch berechnet werden. Wie weit man hier rechnen muss, hingt von der
betreffenden Polordnung ab. Eine der drei Polordnungen und mit ihr eine Konstante,
die, als ,,Anfangsphase o mit der natiirlichen Zahl » aus II. zu = — « verkniipft, den ganzen
Formalismus durchzieht, steht in enger Verbindung mit. der bei (0.1) genannten Anzahl
a5 (q); deren Auftreten in (0.1,3) wird durch die Anfangsphasen der z; bewirkt. Der Para-
meter a;(g) iibt einen tiefgreifenden Einfluss auf den Mechanismus der 7, (¥, ) aus. So
sieht man, dass die Stelle, an der gewisse Glieder in die asymptotische Entwicklung dieser
7, eintreten, wesentlich durch a4(q) fixiert wird; elementar lisst sich diese Stelle daher nur
in grober und nicht immer hinreichender Néherung abgrenzen. Bemerkenswert ist ferner
das Auftreten von a4(q) in einer Vorzeichen-Bestimmung fiir die Exponentialsummen W,.

Nicht zu den erreichbaren Einzelheiten der Theorie darf man die Berechnung der unter
2. genannten Exponentialsummen zihlen. Hier sind wir von echten strukturellen Eingichten
noch weit entfernt. Jedoch liefern allein die (weiter unten mitgeteilten) Werte der ersten
zwei dieser Exponentialsummen (W, und W,) bereits die exakte Kenntnis einer ganzen
Reihe von Gliedern der asymptotischen Entwicklung von =, (I, ¢). In dieser Richtung wer-
den die Ergebnisse von (P I) erheblich iibertroffen.

Von den in § 5 dargestellten Ergebnissen erwihne ich erstens gewisse asymptotische
Relationen zwischen Partitionenanzahlen, die aus denen der Typen II und III durch Til-

gung endlich vieler gegebenen Summanden hervorgehen; zweitens einen ziemlich allgemei-
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nen Satz iiber die asymptotischen Entwicklungen im strengen Sinne, die aus den Reihen-
Darstellungen fiir die Fourier-Koeffizienten der Modulformen positiver Dimension zu

gewinnen sind.

§1

Grundlagen: Formulierung der analytischen Hauptsitze. Die Eigenschaften
spezieller Modulfunktionen

Es werden zuniichst die weiter unten anzuwendenden Ergebnisse von [3] und [2] mit
den erforderlichen Bezeichnungen ohne Beweise zusammengestellt.

Bezeichnungen: Man verstehe unter

I' die Gruppe der Modulmatrizen, d.h. der Matrizen (Z’ 2) mit ganzen a, b, ¢, d und

ad —bc=1;
ab x B p— 4 ay '
S= , L= , M= , A= unbestimmte,
¢ d Y 6 my My a, ay
10 (l 1 0 —1 ) o
I= (O 1), U= 0 1), T= (1 0) bestimmte Modulmatrizen;

8 = {c, d} die zweite Zeile von S;
T =x +iy eine komplexe Variable mit positivem Imaginirteil y;
§ die obere t-Halbebene (y > 0);

_at+b

Sz=8() ct+d

die S entsprechende Modulsubstitution;

I'; eine Kongruenzgruppe, d.h. eine durch endlich viele Kongruenzen fiir die Elemente
«, B, y, 0 ihrer Matrizen L definierte Untergruppe von I'; 0. B. d. A. wird — I =T, voraus-
gesetzt;

I'[N] zu gegebenem natiirlichen N die Hauptkongruenzgruppe der Stufe N, bestehend
aus den L in I’ mit L= 41 mod N,

N eine Stufe von Ty, d.h. eine natiirliche Zahl derart, dass I'[V 1<y

A =A4; und N =N; zu einer gegebenen Spitze { von I, folgendes: A ist eine Modul-
matrix mit A =oco(d.h. { = —(ay/a,), wenn 4 = {a,, a,}), N die kleinste natiirliche Zahl
mit A-'UY 4 <Ty; N heisst die Breite der Spitze ¢ von I'y und ist durch Ty und ¢ eindeutig
bestimmt; fiir I'y =1"[N] sind alle N, = N;

P = P die Grundmatrix von £ in 'y, d.i. dieses A7 UY 4 (4 = 4;, N = N;);

v ein Multiplikatorsystem zu I'y und der reellen Dimension — r; es wird stets |v| =1
d.h. |v(L)| =1 firr alle L = I', vorausgesetzt;
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% =2 die durch 0 < » <1, v(P;) = *"'* bestimmte Zahl;
My My
my My

{
T(4,T,) die Menge der m, in den M =( ) < AT;
N, (4, T'y) zu gegebenem m,; +=0 in T (4, I'y) ein volles System mod |m, |V, inkon-
. (7
ruenter § mit ( ) < AT,;
g 7 m, j 0

v(4), wenn 4 nicht in I’ liegt, eine willkiirliche komplexe Zahl des Betrages 1;
v(M) fir M = AL< AT, die Zahl v(4)0™ (4, L)v(L);
Wa, (n+%, A, & »+2x*) zu gegebenen m; 0 in T (4, I'y) und ganzen n, », wenn

N, =N, N.=N* u, =x, #; =x" gesetzt wird, die Exponentialsumme
.y + y - + * .y
R ([ et R
§Cp, (4, To) m 3 m, N m; N

in der § die Daten I';, —, v symbolisiert und die Summations-Bedingung ( Zn ;) < AT,
1

hinzuzufiigen ist (» wird hier nur zur Definition von » benstigt und tritt erst spater explizit
auf);
f(-t) {8, wenn f(t) in § hochstens mit Ausnahme einer Menge isolierter Punkte erklirt

ist, zu gegebenem reellem r den Operator
@8 =f(87) (cv +d) (S<T, 8 ={c, d}); (1.2)

{I'g, —r, v} die ,,Klasse der Modulformen zur Gruppe ['g, zur Dimension — r und zum
Multiplikatorsystem o*‘; f(z) < {I'y, —r, v} (,.,f(7) ist eine Form {I';, —7, v}*) bedeutet,
dass (1) (a) in § hochstens mit Ausnahme isolierter Punkte regulér ist; (b), wenn f= 0, in
allen Punkten eines Fundamentalbereichs &, von I'y (einschliesslich der Spitzen) Ent-
wicklungen nach den Potenzen der ortsuniformisierenden Variablen (in den Spitzen von
der Gestalt (1.4)) und in diesen mit hichstens endlich vielen Ausnahmen nicht-negative
Ordnungen besitzt und (¢) Eigenfunktion aller Operatoren (1.2) § =L <TI'y mit den v(L)
als zugehorigen Eigenwerten ist: Fiir das gegebene r gilt, wenn 7 und Lz keine Ausnahme-

punkte sind:

f@) IL=v(L)f(x) (L<Ty); (1.3)
u’; = wX (7) fiir natiirliches N und reelles A die Potenz exp 2714 }1\;;
fr)=(a;T+a,)" 2 bn e (4, HHludi™ (A1) (1.4)

die Entwicklung von f(r) nach Potenzen der Ortvariablen wuy«( A7) der Spitze { = A oo

von I'y, also insbesondere N* = N,, x* = x; bei festem A < T, vgl. (1.1);
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xp =" die Zahl 1 —x* — [1 ~ x*] ([«] = grosste ganze Zahl <z);

ti=Ajlo (4;<T, 1 <j<0, ein volles System paarweise mod I'y indquivalenter
Spitzen von I'y; mit N, = N; bedeutet dies soviel wie

I'= % > T,4;'U% (1.5)
i=1 1;mod ¥;
im gruppentheoretischen Sinne einer Zerlegung in Nebenklassen; speziell sei stets 4, = I;

#; die Zahl x; , »; die Zahl x;, (1 < j < 6y); speziell % =x; = xy;

@€, das Grunddreieck der Modulfigur, bestehend aus den 7 mit |v|>1, [Ret|[<}
zuziiglich der Menge der Randpunkte 7 mit Ret <0 und des in —} < Re7r <} zu errei-
chenden Punktes 7 =c0;

To die entsprechend (1.5) gebildete hochstens oy-teilige Fundamentalmenge

So=2 2 A477UYGE, (1.6)

j=1 1; mod Ny

von Iy, wo jedes I; konsekutive Zahlen durchlauft und speziell 4, = I ist;

> AF'U'G,,

I mod Ng

wenn [ konsekutive Zahlen durchlduft, einen Spitzensektor zur Spitze { von I'y. —

Es folgt nun die Formulierung der analytischen Hauptsitze iber die Bestimmung der
Fourier-Koetfizienten b, , (I, F) fiir die in § reguliren Modulformen F(7), die zur Gruppe
T', und der nicht-negativen reellen Dimension r — 2 gehéren. Dabei hat man zwischen den
Fillen # = 2 und r > 2 zu unterscheiden; in beiden Fillen bezeichnet » das oben eingefiihrte
Multiplikatorsystem zur Gruppe I'y und der reellen Dimension —r.

FaLL (A): r =2, Es wird einschrinkend vorausgesetzt, dass v ein Kongruenzcharakter
auf I' sei, d.h.: Es gebe eine natiirliche Zahl N (eine Stufe von Iy) derart, dass

P[N]<T;, »(L)=1 firalle LcT'[N]. (1.7)
Wir formulieren im Einzelnen
Sarz 1. Die in den obigen Bezeichnungen mit
K=y —2,v}, f(x=21,(2), h+x*>0, n+x>0
fiir ganze n, h gebildete Reihe

o e, (47 @x)(h+x*'))
Gne (A, K4 = 3 () W (o A, R0 — D= )fl(ml T
my >0

5—563801. Acta Mathematica. 95. Imprimé le 6 mars 19586.



66 HANS PETERSSON

konvergiert absolut. Die mit festen >0, &, A, h gebildete Restsumme iiber die m, mit

my>alVn+x  geniigt fiir jedes £>0 der Abschitzung

> =0 ¥  (n—>oo).
my T (4, To)
m>alVnix
SatTz 2. Es set F (1) eine in  regulire multiplikative Funktion der Gruppe I'y zum
Kongruenzcharakter v (F < {I',, 0, v}) und es seien
b—h—x’j (Ah F) u;\l;fik'j (AJ T)
O<hiw;sno+a’y
di2 Hauptteile von F in den oben eingefiihrten reprisentierenden Spitzen {;(1 £§ <o,). Dabes be-
zeichnet —ny; —x; die Ordnung von F in {;, und es ist sowohl die genannte als auch die im folgen-
den auftretende Summe dber b durch Null zu ersetzen, wenn ng;-+x; fiir das betreffende §

nicht positiv ist. Dann gilt, wieder mit & = {Ty, —2, v} und 2% =x,, wenn n ganz und > —x ist:

O

=35 ’ j N+ A': 3 ,"_
buin (I, F) 2(n+x),~§1 % b-h~n,~(AJ> F)an.x(4;, & b+ )

O<h+a'Sny+ny

Die entsprechenden Formeln 1m FALLE (B) r > 2 sind der Abhandlung [2]zu entnehmen;
sie bediirfen jedoch, bevor sie angewendet werden, einer gewissen Modifikation.

Zunichst kann eine Voraussetzung abgeschwicht werden, unter der in [2] Satz 15 und
die hieraus abgeleitete Koeffizientenformel (69) bewiesen wurden: Von den in der Kon-
struktionsformel (56) fiir die Funktion A (z) auftretenden Punkten ;, w,, ¢, war angenom-
men worden, dass sie in einem festen reguliren Fundamentalbereich der betretfenden Grenz-
kreisgruppe I' liegen. Statt dessen geniigt es, vorauszusetzen, dass diese Punkte einer end-
lich-teiligen Fundamentalmenge IR, von I' angehoren, die etwa die auf [2], S. 40 unter
b) d) e) angegebenen Eigenschaften hat. Im vorliegenden Falle tritt Iy an die Stelle des
zuletzt genannten I' und das Bereichsystem (1.6) {5, an die Stelle des reguliren Fundamen-
talbereichs.

Um die andere Modifikation moglichst allgemein durchzufiithren, bedienen wir uns
des in [2] entwickelten Apparats und zugleich voriitbergehend der dort verwendeten (von
der obigen abweichenden) Terminologie. Danach gilt, wenn F(7) eine in § regulire auto-
morphe Form {I', » — 2, v~1} bezeichnet, die in den Spitzen {,(1 < j < o,) von I, die Haupt-
teile

(a7 +az) > Ai,miyun; 9 (4;7)

0< m+uj§m.j+xj

aufweist, fiir die Fourier-Koeffizienten von F:
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__1 Go
, _Zl3 —h—x), 8
O (L, 1) 2N 5 o 0<m+"jz§mnj+xi By @ i (6 Lo =) (-8
wo Qy4, Mg (K$ I9 —h_x,) = ’U:g—‘ (A—i)am+nA (KA_I) A_l’ —h_%’)
. ¢ en oL, ATY) , -
mit ’DA—l(L)=mU(L) (L =ALA I,LC F),

K={T, —r,v}, KA '={AT A, —r, v4~}

und der allgemeinen Formel

r-1 r-1
/ 4 = (htxg\ T
am+x (K, A, _h_—”A)=(_l)r —Nq(m; %) 2 ( ;:‘A) *

, 4 b+
X > mi' Wa (K, 4, m+x, —h—3x4) I, 4 (—E (—w)

T
mct(4,T) ™y NN,

einzutragen ist. Man findet zunéchst

r—

r—1

1 , 2m, ., (m+xa\T (R+x\ T

— 5 NVatamin, (K I —h=x)= —=F(~i) (_J_VT) (_17") x

X > mit v (A"Y W (KA, A7, m4 x4, —h—x')xX (1.9)
mCTT (47, T )

I (ﬂ (m+ 24) (h+z’)) )
-1 m, NNA

Die entscheidende Umformung des Faktors
v (AW (KA, A, mtoe,, —h—2) (1.10)

in der letzten Summe verlauft folgendermassen:

Die Relation 47"y = (AT")! zeigt, dass sich die M* in 47'I"4 mit m; > 0 auf die M
in AT mit m, >0 durch M* = — M~ * umkehrbar eindeutig abbilden lassen (mj, m, sind
die Elemente links unten in M*, M). Daher gilt

THALTL)=TA,T).

Durchlduft nun Q= (:n ;) ein System von Matrizen aus A ' mit

1

m>0, j< R (4, 1), —§ <R, (47", T),

so kann —Q!

als Summationsmatrix in (1.10) gewihlt werden. Zur Bestimmung von
va (A7)0 L (— Q") stellt man zunichst fest, dass ¢(M, — I fiir reell-unimodulares M

mit m; <0 den Wert 1 hat. Hiernach gibt eine direkte Rechnung, bei der man gemiss
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(2] Voraussetzung (F) (8. 56)
o4, A YYy=6(AL, (AL)y™ Yy =1fir L<T
zu benutzen hat, die Identitat
Vam (A7) oD (@) =€ 07 (4) v(Q)
und damit fir (1.10) die Darstellung
T G(A) W, (K, 4, —h—2', m+u);

durch den Querstrich werden hier und weiter unten bei : konjugiertkomplexe Werte be-
zeichnet.

Dieser Sachverhalt legt es nahe, im Rahmen der Terminologie von [2] die folgenden
Ausdriicke einzufiihren: Man setze fiir positive g, o mit 4 =x%,, p = %" mod 1:

Yo (K, 4, p)= ~oaay
RSN S o) WK 4, —e ) (i)
und hierin
fa ()= (g)zl @ (z>0). (1.12)

Dann gilt

21517 Nata mon, (K I, —h=2') = Rnse (K, 4, m+24)
und nach (1.8)

b LE)=35 S Aymen R (K, A, mt ). (L13)

i=1 m
O<mta;<mejtx;

Diese Darstellung entspricht dem durch Symmetrisierung umgeformten Hauptergebnis
von [1] (Satz 1 und § 3. ¢)) und geht daher durch Spezialisierung in die Rademachersche
Partitionenformel iiber.

Wir kehren zu der am Anfang des gegenwirtigen § 1 eingefithrten Terminologie zuriick

und formulieren
Satz 3. Esseien r, p, o positive Zahlen mit
r>2 p=x,mod1l, g=ux =x, mod I;

man setze N = Ny, % =ng5, & = {T'y, — 7, v} und
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N, (4, & p)=

(——27ti)1r(,u)"_1 - . (47! ,ug)
=\ "0 A) W (—0 4, & ) fra\— V5]
N \N mlcxzu,l‘o)m v () W (e m my ' NN;

m >0

wo f7_1(2) durch (1.12) erkliirt ist. Die unendliche Reihe auf der rechten Seite konvergiert
absolut. Bildet man den durch m; > « Vo fiir festes « > 0 und hinreichend grosses g bestimmien
Rethenrest, so geniigt dieser bei festen A, &, p, o der Abschilzung

' —0(e ¥ ?)  (p—>oo). (1.14)

M C (4, To)
m>ale

Wenn es zwei hichstens von A, &, p {also nicht von vml oder o) abhingige Konstanten C = 0,
Ao =0 derart gibt, dass

| Wa (-0 4, & p)|<Cmi™, (1.15)
so ldsst sich (1.14) durch
=0 (o ¥ M) (g—>o0) (1.16)
my C T (4, o)
m1>aV6

ersetzen; (1.15) ist fiir Ay =0 trivial. (1.15) gilt nicht-trivial fir ganzes r, wenn v ein Kon-
gruenzcharakter ist, d.h. wenn es ein (nur von & abhiingiges) natiirliches N derart gibt, dass
I'[N1cT, v(L)=(%1) fir L=-+1mod N, (1.17)

und zwar mit den Werten
Ao =3 —¢ fiir jedes ¢ > 0. (1.18)
Auch in den fiir die Partitionenprobleme wichtigen Fillen mit » =  mod 1 diirften sich
solche Verschirfungen von (1.15) ableiten lasen; vermutlich gilt (1.16) (mindestens) fir

alle A, < 4. Dass (1.16,18) unter der Voraussetzung (1.17) zutrifft, entspricht genau der
Restabschitzung in Satz 1; dabei ist zu beriicksichtigen, dass die in Satz 2 angegebene

Koeffizientenformel auf der rechten Seite den Faktor

2(m ) explizit enthdlt. In der

analogen Koeffizientenformel fiir » >2, die unter allgemeineren Bedingungen in der
Gestalt (1.13) gilt, tritt dieser Faktor nicht explizit auf. Mit den zu Anfang dieses § 1 einge-
fiithrten Bezeichnungen ergibt sich fiir die gesuchten Koeffizienten der folgende

Sarz 4. Es set r>2, ={[y, —7, v}, N=Ny, %=, ® =xe,. Die Hauptteile

einer in § regulidren Form F (v) der Klasse {Ty, r—2, v™'} in den Spitzen {; (1 <j=<0,)
von 3, seien durch
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(@7 +az)? > bon-,(4;, F) uy, " (4;7)
k
0<h+uj§n.]-+nj

gegeben. Dann ¢ilt, wenn n ganz und > — ' ist:

bn+u’ (Is F) = z Z b—h—n,- (Alx F) §2n+n’ (Aj’ ‘Q’ h+%i)'
=1 n
’ 0<h+uj§n.j+xj
Wir haben schliesslich noch das Verhalten der speziellen Modulfunktionen zu bestimmen,
auf deren Potenzprodukte die oben formulierten allgemeinen Sitze anzuwenden sind.
Dabei kommt den expliziten Multiplikatorwerten eine besondere Bedeutung zu.

Wir setzen

&n= exp % firr ganzes m>0, (1.19)

verstehen unter (j/g) fiir ganze §, g mit ¢ =1 mod 2, g > 0 den Wert des Legendre-Jacobi-

schen Restsymbols und definieren nun erstens, wenn ganze teilerfremde §, k mit # = 1 mod 2

gegeben sind:
o % . . . sgn /-1 sgn k-1
O -(Z) @)~ o= a=o
*

0 0 \* (1.20)
(23).- (1) -
zweitens, wenn ein- beliebiges §= (l: 3) < I’ gegeben ist:
d *
1= (4) aeamosree g e=1mod2,
(1.21)

A(S)= (g) gd-l-ed ggraye=bad@-1 iy d=1 mod 2.
*

Mit uf,=exp 2m1 %=u‘,’,. (7) gilt dann in der iiblichen Ausdrucksweise der bekannte

o0

SATz 5. Die Funktion n(t)=1uy [I (1 —ul') ist eine ganze Spitzenform
{r, -} A "

Weiter sei N eine ganze Zahl > 2, und es seien b,, b, ganze Zahlen, die nicht beide durch
N teilbar sind; unter b werde der Zeilenvektor {b,, by} verstanden. Wir verabreden, die

Argumente b, b,, sobald sie in der Bezeichnung einer Funktion auftreten, durch b zu
ersetzen und umgekehrt,
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Wir bilden die Ausdriicke
b, b,
g2 WY g5 b 20 mod &
w (6, N) = . (1.22)
igy N - Eizb') fiir ;=0 mod N
go(x) =% —x +1 fiir 0 <z < 1, g,(2') = g () fiir ' =2 mod 1 (1.23)
P(r,b, M= [I (1-&ruy) I (1 - &7 uR) (1.24)
m=1 m=1
m=b, mod N m=—b; mod N
b
Q(r, b, N)=w (b, N) exp (nige(l—\lr)r)P(r, b, N) (1.25)

und formulieren zusammenfassend

SATz 6. Diese Funktionen Q(z, b, N) haben folgende Eigenschaften:
Q(r, -0, N)= —£2®*Q (7,0, N)  (Spiegelungsregel); (1.26)
Q(z, b*, N) =01~ 0 (¢, b, N)  (Verschiebungsregel), (1.27)

wenn b5*={b], b3}=b mod N; Q(z, b, N) hdngt also von b, nur mod N wund fir
b,=0 mod N auch von b, nur mod N ab;

QS7,b, N)=u(S, 6, N)Q(r,b8, N)  (Transformationsregel), (1.28)

ab

wenn S<T; dabe: ist, wenn §= (c d) und B ={b1, by} =08 gesetzt wird,

(S, b, N) =23 () &4y~ 0w* 000 QL0020 Db s, (1.29)

Jedes Q(z, b, N) stellt eine multiplikative Funktion der Gruppe I'[N] zum Kongruenzcharak-
ter ve, y dar, der durch

vp, v (LY =p (L, b, N) EEP 2% fiir L=I mod N (1.30)

erklirt ist; ve, v (L) wird auf der Gruppe T'[N], wenn N =dem k. g. V. von 12 und 2N? ge-
setzt wird, zu 1. Q(v, b, N) ist nicht konstant, in §) iberall requlir und von Null verschieden
und besitzt in jeder Spitze der I'[N] entweder einen Pol oder eine Nullstelle. Denn die (i. a.
nicht ganze) Ordnung von Q(t, b, N) in der Spitze { = A-1co von I'[N] (4 <T') hat den Wert
N a;by—ba

92 ( 172 12

3 ) -l ah. (1.31)

Dies folgt aus
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Q(r, b, N)=p (A7, 6, N)Q(47, 547", N)= (1.32)
=u (4750, N)w (647", N) exp (’”’gz (gl—b%f%) 4 T) P(47,547, N).

§2
Das Problem I
Wir betrachten zunichst die Funktionen #(z/g) und %(g7). Es seien die Untergruppen
I[q], Ty[q], I'3[q] von I" wie folgt erklirt:
L <T"[q] bedeute L< T und 8 =0 mod g, ]
L<Ty[q] bedeute L<T und y =0 mod g, (2.1)
L =T'§[g] bedeute LT und =y =0 mod g. J

Setzt man

o -1 . o .
L= (qy 1 65) fir L<cT[q], L= (q—ly qaﬂ) fir L< Ty[ql,

80 findet man
(1/9) Lt =LW(z/q) fir LcT®[ql, ¢qLt=1Lgl(gr) fir L<T[q]
und daraus
n(x/g)< {Tg), —§, A@} mit A(L) =A(L?) (L<T[g)),
n(q7) < {Tolgl, — 3, Ao} mit Ao (L) =A(Lq)  (L=Tolql);

beide Funktionen stellen ganze Spitzenformen der betreffenden Gruppen dar, die in §
nicht verschwinden.
Als Bastselemente fiir das Problem 1 sind die Funktionen
fo(@) =n @) (7/9), @o(r) =1* (@0~ (v/q)n(g7)

anzusehen. Beide Ausdriicke stellen in §) regulire und dort nicht verschwindende multi-
plikative Modulfunktionen dar; man hat

IG(T) < {PO[q], O, Al(q)~l}’

@o(r) = {Tilg], 0, 22915}

mit den Produkt-Entwicklungen

0 oo
fo (@) =ubid IT (L+ug +ug™ + - +ud O™ =ulg El (I—ug)™?,
m=1 m=

m=%0(Q)
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oc
@ (O =un&” T (A+ug +ug™+ - +ud™>").
m=1 .
m=#0(q)

Daraus folgt
¢ (1) ¢ () =ugg§o-e@w 2 ra (ko bur @)
m
wir bezeichnen diese Funktion mit F(z); es ist also

F (2)=F (7; ko ky, @) =251 (r) 775 (g) 7 " (g7)

M8

7 (ko> kys q) ugPoo,

n=0
WO

‘ _ﬂoo = fﬂw (kos ky» )= — (12;41 —ky+ky (g—1)) _ (2.2)
die Ordnung der Funktion F(7) im Unendlichen angibt, wenn diese in der zustindigen
Ortsvariablen u, gemessen wird.

Wir untersuchen nun das Verkalten der Funktion F(t) genauer und bemerken vorab,
dass wir bereits folgendes wissen: F () ist eine in §) regulire und dort nicht verschwindende
multiplikative Funktion der Gruppe I'§[q] (fiir k, = 0 sogar der diese umfassenden I'°[¢])
mit dem Multiplikatorsystem

Ag= A AP (222971 20V = A g - (2.3)

Wir haben also lediglich noch erstens dieses Multiplikatorsystem A,, zweitens das Ver-
halten von F(r) in den Spitzen der I'[¢q] zu untersuchen.

‘Wir betrachten zunichst A,. Nach (1.21) gilt A(S) = (¢/d), fir S =1 mod 24 (S<T).
Daraus folgt

A9 (L) = Mgy (L) = (?61) - (%) fir L=1 mod 24¢ (L<T),
* *

also Ag(L) =1 fir L = + I mod 24q (L <T') und beliebige k,, k;, d.h. A, stellt einen Kon-
gruenzcharakter auf der Gruppe I'}[q] (bzw. I'°[¢]) dar.

Die explizite Bestimmung der Werte von AAD™" und Adg, ist auf (1.21) zuriickzufiih-
ren. In den Fillen ¢ > 3 ergeben sich folgende Vereinfachungen: Fiir L < I'[q] gilt

s\* '
(_) SiaAl)y flfg(q—l)((aw)y—ﬂd(y’—1)}, wenn ‘yEl (2),

ALy AN (L9 =

(%) EQDY £ @-DI@+Y-B*-1)  wenn §=1(2). |
*
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Nach genau denselben Formeln berechnen sich die Werte A{L)A~1(L) fir L<T[q]
(g > 3). Die Ubereinstimmung der Alternativen fiir y =4 =1 (2) ist hier unmittelbar als
Konsequenz des quadratischen Reziprozititsgesetzes zu erkennen. Schliesslich folgt

‘%y —“2;1 {(x+8)y—BS(py -1}

BL) AL L) = (1) 2 & ;

wenn L < I'Y[q] und ¢ > 3. —

Man gewinnt ein volles Vertretersystem inkongruenter Spitzen mod I'%[q] aus einer grup-
pentheoretischen Zerlegung des Typus (1.5). Eine solche ist, wie man mit elementaren
Mitteln bestitigt, fiir ['y =I'[¢] durch

I'= S T, U+ 3 T,TU'+ 3 T,TU°TU
i mod ¢ {mod g g,imod ¢
9. 9=1

gegeben. Das Vertretersystem wird also von den Spitzen oo, 0, —1/g gebildet; alle Breiten

sind = g¢; als Matrizen 4 =4, treten auf:
1gr-g 10
A=A;=1,T, T U *T= g1 (g mod gq, (g, 9)=1; op=q+1).

Der Fall 4 = I ist erledigt. Wir betrachten den Fall 4 = T'. Man findet

o=t gn =g tus T (-,
m$01_nodq
(pG(TT) =¢G(T)7
und daher
F (T kg by, @) =g 1% 3 D (koy by, q) ug ™,
n=0
WO

> 1D (kg by, @) ug = (1—ud™k Q1 +ul+ui™+ - +ug@ V") =
. 0 K1 : 2 Q
n= m=1-

m£0(q)
-2
=TI {(1—ug) (A +ud +ug™ + - +ud P7)r5)
m=1
m£0(@)
und
-1
—Bo=—Bo kg, k1, 9) = — gé?{ (kog+ %, (g— 1)), g ¥*%>0. (2.4)

Damit ist auch der Fall 4 = T erledigt.

Zu einem ganzen g== 0 mod ¢ bestimme man ganze g’, ¥ mit gg’' =v¢ + 1 und setze
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e e () 2er

g —v
Dann wird
fo(d717) = A(A7HAO (A7) fo(v),
Alo=ptTd
q T p

Pq (A—l T)=Cq g uf{; Pa. o (14),

WO ¢, , eine gewisse Konstante des Betrages Vé, B, o (u) eine gewisse in |u | < 1 reguldre
Potenzreihe bezeichnet. Diese Formeln zeigen, dass F(z) in allen Spitzen 4 'co= ~1/g
regulir ist und verschwindet; F(t) besitzt also stets in der Spitze £ =0 und ausserdem
hochstens noch in der Spitze { = oo einen nicht verschwindenden Hauplteil.

Zur Reihendarstellung der Partitionenfunktionen r,(k,, &,, ¢) bendtigt man noch die
Kenntnis der in der Reihe auftretenden m,< X (A;, Ty) und ausserdem der Restsysteme
Rm, (4,, Ty), mit denen die Exponentialsummen W, gebildet werden. Man ermittelt
zweckméssig zundchst die genauen Bedingungen dafiir, dass der mit ganzen m,, m, ver-
sehene Vektor {m,, m,} die zweite Zeile einer Matrix M aus ATy sei, und danach das System

T(4, Ty), beides fiir 4 =1 oder T, I'y=T9[g]. Als notwendige und hinreichende Bedin-
gungen. ergeben sich,

TABELLE 1

wenn
A= fir {m,, my}=M, M< ATy |fir m;c T (4, Ty):

I (my, my)=1, m;=0 mod ¢ m;=0 mod ¢

T (my, my) =1, my;=0 mod ¢ (my, q)=1

Wir berechnen auf Grund dieser Tabelle die Werte v(A)W, und, wenn g > 2, auch
v(AYW, (v=A,, vgl. Satz 2; wir setzen den willkiirlichen Wert A_(7') im folgenden = 1).
Der Fall m, =1 tritt nur fiir 4 = T ein. Das System R, (7, I'y) wird durch j mod ¢, =0

mod ¢ beschrieben, so dass die (einzige) zugehdrige Matrix (;L ;) mit 7T identifiziert wer-
1
den kann, was

Wi =B T, &, m —Bg) =1 (2.5)
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zur Folge hat. Dabei ist & = {[,, ~2, A}, T, =T{[q]. Merkwiirdigerweise findet sich auch
fiir v(4) W,, wenigstens solange g > 2 ist, ein hichst einfacher Ausdruck. m, = 2 erfordert
fiir ¢ > 2 ebenfalls 4 =T und gibt fiir j © R, (T, T'y) die Bedingungen

j=0mod g, j mod 2¢, (j, 2) =1,

die durch j = ¢ erfiillt werden kénnen. Mit

(7“ *)z(q %(q2~1))
my j 2 q
erhiilt man unter Benutzung der angegebenen Multiplikatorwerte
Wa(n = o, T, & m ~fo) = (= 1)™*  (g>2); (2.6)

es empfiehlt sich, die Rechnung fiir ¢ = 3 nach (1.21), (2.3) gesondert auszufiihren.
Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun Satz 2 anwenden und die Reihendar-

stellung fiir die r,(ky, ky, q) explizit formulieren. Es ergibt sich, wenn n > 0 und > f,, ist:

1
ralh by @)= 5 O e b 0+ g 0 O U k), (2)
S5 (ks kys ) = o 2 n ko by, g an_p (I, &, foo —m), (2.8)
@(r?) (ko’ kl’ q) Og; )(ko: 1> Q) A - ﬂoo (T -Q ﬂo m): (29)

n- o (I, 8, oo —m) =
. (2.10)

= 3 Wane 01=fos 1 &y =) (5 Vin =) (=)

tnp (T, R, Bo—m)=

(2.11)

- m§1 W, (10— fons Ty S m— ﬂom( W)

(my, @)=1
mit den Daten (2.2) ., (2.4) By, K ={I0[g), —2, A¢} (vgl. (2.1, 3)) und mit A, (T)=1,
h@=21,(2), f, @nt)y~Vt ™ (10, t—>o00). Die Summe (2.8) S5 (kg k1,q) ver-
schwindet, wenn f,, <0, d. h. k, (¢ —-1)<k,.

Aus dieser Darstellung lassen sich, wie wir zeigen wollen, auf Grund von (2.5,6) die ge-
nauen Wachstumsverhdltnisse einiger der asymptotisch gréssten Glieder leicht ablesen. Eine
vollstindige Ubersicht im Sinne einer allgemein giiltigen Rangordnung des Wachstums,
die das asymptotische Verhalten simtlicher Glieder beriicksichtigt, ist gegenwirtig des-

halb nicht zu erlangen, weil von den Exponentialsummen (1.1) W,, ausser scharfen Ab-
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schitzungen des Betrages nach oben so gut wie nichts bekannt ist. Man muss sich also
hier mit den Aussagen von (P I) 7. begniigen. Die erwihnten Konsequenzen der obigen
Darstellung ergeben sich zwangsldufig aus der Bestimmung der Glieder von (2.10,11), in
denen f, mit den grossten Argumenten auftritt. Dies koinzidiert ersichtlich mit 4 =T,
m, = 1, so dass die Frage entsteht, welche dieser Glieder alle anderen iiberwiegen; nach ihnen
sind dann an zweiter Stelle die Glieder mit 4 = T, m, = 2 zu beriicksichtigen.

Die erste Frage fiihrt, wenn die Glieder von (2.11) in Betracht gezogen werden,
— /1, 3 1, 1 1 . -
auf Vg,—m> i fo, d. b. 0Em< i Bo- - Wegen 1 ﬁozi Be = — B konnen die Glieder
q

von (2.10) gegeniiber den mit 0§m<2 B, gebildeten Gliedern von (2.11) vernach-

lissigt werden und man erhdlt

. 4,1 1 RS
SaTz 7. M@ty~yq(k0,k1)—q2ﬂ0—6{k0(l q)+k1(1 q)}gzlt

_ 1 am
ra (ks by, 4) =14 “"m S (ke by 9 fy (2nVy— —qTVn'_ﬁoo)+

0=m< 3 ¢°
sm< oty

+0((n—ﬁw)_1f1(2nl/iyl/n—ﬁw)) (n—>00).

Hieraus ergibt sich das asymptotische Hauplglied von r, (ky, ky, q) fiir m =0 mit dem Werte
(ko by, q) = 1.

Im Falle g = 2 tritt m, = 2in (2.11) nicht auf, weshalb man, wenn nur (2.11) in Betracht
kime, die obere Summationsschranke .

3 by + 2k,

2, = =0 1 0
16 Ty 4 /3() 39 in Satz 5 durch ﬂo =

27

ersetzen diirfte. Die Beriicksichtigung von (2.10) fiihrt auf 8, — m > }f, und man findet
daher

Satz 8. Im Falle g =2 setze man

_ (kg 2ky K+ 3K, _ _ ky+2ky ky—ky
0y = 83 (ko» kl)—mm( o7 ' 39 , B3 =0s (kg k) =max 516 96
k,—k
D . . - 1 0'
ann gilt mit fo 21
_ 1 k. +2k s
rn(ko’ kl’ 2):2 %k"z—nTﬂw 0<Zs Tsﬁ,))(ko, klf 2)f1(27'[ 1 24 o—mVn—/S‘w)+

+0(n—B) h@aVo,Vn—Bs))  (n—>oo0).
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Das analoge Vorgehen liefert fiir ¢ > 2 nach (2.6)
Sarz 9. Im Falle ¢ > 2 gilt

I3

1 o
2n—28, S ke k) fy (27! V‘}'— —qz—nVn—ﬁoo) +

0=m<2q?
sm<2q'y

Ta (ko, kp Q) = q_} ke

L L N W T (2:: £~%V%——ﬁw) +

27&-2,300 0§m’<§%q‘y

—i—O((n——‘;.‘L,o)_I]‘1 (Zn‘/gl/n—ﬂw)) {n—>o0).
Man bestitigt, dass eine Koinzidenz zweier Argumente von f, in diesen Summen iiber

mund iiber m’ (d.h. 4m —m’ = 3¢*y = 38,) nur eintreten kann, wenn q—;l(koq +k (g —1))

=128,=0 mod 4 gilt. Wenn eine solche Koinzidenz eintritt, so gilt fiir die beteiligten
m, m’:
, 1 1
m—m'>15¢y=3be
Zam Schluss mégen noch einige Bemerkungen zu den Sonderfillen k, =0 und ky =0
Platz finden. Im Falle k, = 0 gehort F(r) = fi*(r) zur Gruppe I'°[¢], deren Fundamental-
bereich nur zwei Spitzen (etwa co und 0) enthilt. Beim Ubergang von I'[q] zu I'§[q]

bleibt die Spitze 0 unzerlegt, wihrend co in ¢ Spitzen der Breite ¢, entsprechend co und den

1
- ?] (9 mod g, (g, g) = 1), zerfallt. Da f_ als Funktion der I'[¢] nur in der Spitze 0 einen Pol

-1
hat, so gilt folglich das Gleiche fiir f, als Funktion der I'} [¢] (/S’w (ky, 0,9) = — qﬂ k, < 0) )

und es ergibt sich mithin in den obigen Resultaten weder inhaltlich noch formal die geringste
Vereinfachung dadurch, dass man F(r) im Falle k, = 0 als Funktion der I'}[q] umfassen-
den Gruppe I'°[¢] betrachtet.
Im Falle k, =0 gehért F(r) = @i (t) zu derjenigen Obergruppe
s =I'¢* [q] von Ty =T"}q],

welche von I'y und der Matrix 7 erzeugt werd; I'y hat in I'§ offenbar den Index 2. Fiir
g = 2{alltT'y mit I"[2] und daher I'g mit der von U? und 7' erzeugten #-Gruppe Iy zusammen.
Fiir ¢ > 2 bezeichne N* eine Spitzenbreite in I';. Da sowohl 2N* durch ¢, als auch ¢ durch

N* teilbar ist, gilt N* =g, sodass ein Fundamentalbereich der I'y genau (g -+ 1) Spitzen

1 1
enthilt, die simtlich die Breite ¢ haben. Im iibrigen sind 0 und oo einerseits, — o und — pe

andrerseits einander nach I'g dquivalent, wenn (g, ¢) =1, g + ¢’ =0 mod q.



MULTIPLIKATIVE MODULFUNKTIONEN VON PRIMZAHLSTUFE 79

Man erkennt leicht, dass man formal in den obigen Resultaten keine Vereinfachung
erzielt, indem man F = g als Funktion der I', umfassenden I'§ betrachtet. Inhaltlich er-

gibt sich eine Vereinfachung dadurch, dass nun
7'(,2) (O’ kl’ q) = rm (Oa kl’ q) Z 1

zutrifft; im allgemeinen Falle weiss man von 7% (k,, k;, g) so gut wie nichts. Die Moglich-
keit einer Koinzidenz im oben genannten Sinne mit genauer Kompensation der betref-
fenden Summenglieder lidsst sich nicht ohne weiteres ausschliessen, da, wie man an numeri-
schen Beispielen fiir kleine m, ¢ und &, =1 sieht, r, fiir verschiedene m den gleichen
Wert annehmen kann.

§3
Die Funktionen Q und R

Es sei g eine (fest gewihlte) Primzahl mit ¢ =1 mod 4, ¢ > 5. Wir verabreden die fol-
gende Bezeichnung: Ein oberer Index + bzw. ~ an einer Summe oder einem Produkt bedeute,
dass der laufende Buchstabe — etwa m — sowohl den sonst noch angegebenen Bedingungen,
als auch der zusitzlichen Bedingung (m/q) = +1 bzw. (m/q) = —1 unterliegt. Obere
oder untere Indices + und T dienen wie iiblich der alternativen Zusammenfassung solcher
Formalismen. Der Buchstabe % an einer Summe oder einem Produkt durchliuft stets
die ganzen Zahlen von 1 bis §(g — 1), soweit sich dies mit einer evt. gestellten weiteren

Bedingung vertrigt. Es sei & < I eine solche Bedingung; dann schreiben wir also genauer

1= . 3(g=1)
Z mh"“ Z S‘)Iha Z %[h= Z %[h-
rC! h=1 hCM r=1

hem hem, (3)-+1

Entsprechendes gelte fiir Produkte iiber h.
Nach (1.22-25) ist fiur 1<h=(¢—1)/2:

. . [k nd m
Q(t, b, 0, q) =i & exp (mgz (5) T) [T A-ug); (3.1)
m=1
m=+h(q)
setzt man also

+ + h
et =3*h pi=Stg () (3.2)
h h q

Pd: (, Q) = I}f (1 —'u;")’ (33)
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Q. (v, 9)= IhI* Q(z, b, 0, q), (3.4)
8o erhilt man

. eF nipts
Q. (7, )=t VE e P, (1, q). (3.5)

Weiter wird nach (1.28, 29) fiir §= (Z Z) <l

Q1 (87, 9)=ps (S, 9)Qus (z. 8, @) (3.6)
mit
(1-a-b)et abe®*E
e (S, @)= AV (8) &, Y Y, 37
eDE = TEp2 (3.7)
h

Q\i (. S, q) =1;[i Q(z, ah, bh, q). (3.8)

Aus (3.8) ist bereits zu erkennen, wie man eine maximale Invarianzgruppe der Funk-
tionen @ (, g) zu bestimmen hat: Damit jedes @, (r, ¢) bei Anwendung eines S aus I' bis
auf einen konstanten Faktor in sich iibergehe, geniigt es jedenfalls, 5 =0 mod ¢ und
(a/q) = 1 zu verlangen. Im iibrigen zeigen die zwischen den logarithmischen Ableitungen
der @(z, b, q) bestehenden linearen Relationen, dass der gewiinschte Effekt nicht mit ge-

ringeren Forderungen an S zu erreichen ist. Wir definieren also die Gruppe
o+ o« f . _ o
M*[¢g] als Menge der L= 5 <’ mit =0 mod g, p =+1. (3.9)
4

Nach (1.27) ergibt sich fiir L < I [¢]:

Q. (v, L 9=II"Q(r, ah, 0,9)

und nach (1.26), wenn allgemein R (g) =g — [g] g den nicht-negativen reduzierten Rest

der ganzen Zahl g mod ¢ bezeichnet:

Qulr Lig)=( II" (=& Q. 9).

Rq(ah)>%

Daher wird insgesamt
Qe(Lr, ) =v. (L, 9)Q:(z. ) (L<=T""[q)) (3.10)

mit v, (L, @) =AYV (Lyw, (L, q) (3.11)
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—a— aBe@ )
wo(Log) =g “PEETT T (-8, (312

Ra(ah)>%

Wegen ¢ =1 mod 4 hiingt der Faktor A¥?"V (L) von L nur mod 12 ab [(1.21)]; er ist
nicht weiter zu vereinfachen. Dagegen gestattet der Ausdruck (3.12), wie wir jetzt zeigen,

eine iiberraschend starke Vereinfachung. Wir betrachten zuniichst die beiden Vorzeichen

pe(w )= I (-1

aq
Rq(ah)> 3

Nach dem GauBschen Lemma ist ihr Produkt = (a/¢)= + 1. Andrerseits folgt aus

a-1
l;r (ah)=o ¢ I;[Jrhzlu,r (o, q)I’:[+h mod g,

e-1

dass u. («, g)=a * mod ¢g. Insgesamt ergibt sich

e @ @) =i (o, @) = ('/—;—‘) - (g) (a=¢* mod g),

wo also Va eine Kongruenzwurzel g aus « mod g darstellt, und daher nach (3.12)
Vay , v
wy (L, q) = (?) wy (L, q), ws(L,q) =§:1 @p a)’
; (3.13)
v, (o, B, Q)=(1—a—ﬂ)e$+a%e§2’i+ >* 2qh.
"

Ra(ah)>gz.

Hier treten alle Paare teilerfremder ganzer o, f mit (ax/q) = +1, §=0 mod g als
Argumente auf; zu bestimmen ist das Verhalten der mit diesen «, § zu bildenden arith-
metischen Funktionen y, (a, §, ¢) mod 24.

Wir bedienen uns zu diesem Zwecke der folgenden Tatsachen und Uberlegungen:

Erstens hat s; (m)= > ¢ fiir natiirliche m und !=1, 2, 4 bekanntlich die Werte
=1

8 (m)=4m(m +1), s(m)=3%m(m+1)(2m+1),
(3.14)
4m)=Lm Bm*+15m*+10m?—~1)=Zm(m+1)(2m+1)(3m*+3m—1).

Zweitens setze man fiir ganze zu ¢ teilerfremde «:

nd (q) = g* B mt(Q)= ;* k.

Ry(ak)> Rq(ah)<%

g
2
6 — 563801. Acta Mathematica. 95. Imprimé le 5 mars 1956.
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Dann findet man nach (3.2) im Falle («/q) = + 1:

ES

NE(Q) T 1u* (@) =ef, —ani(g)+an.* (¢)=e; mod g,

also
%* 2ah=2ans (¢)=(ax—1)ez mod g. (3.15)
Rq(ah)>%
Drittens hat man nach der zweiten Formel (3.7) und nach (3.14)
@+ 3 - mr= 3 =a (1) =0mod g,
% P 2
€ =3"(-h*=3"(2hg—¢) =O0mody,
Pt + e = ; h®=s, (q—-—; 1) =0 mod ¢,
also Pt =¢? =0 mod q. (3.16)

Aus (3.15,16) folgt fiir die genannten «, §:

p.(x, B, ¢) =0 mod ¢;

iiberdies ist €2* =e? mod 2 und daher wegen («, f) = L:

Pl B, ) =1 —a—p+af)es =0 mod 2.

Nach (3.11,12,13) besagt dies (fiir beide Vorzeichen)
vs (L, ) =21"(L) (g) (L=T [q))

wir formulieren das Ergebnis als

Satz 10. Fiir jede Primzahl ¢ >5mit ¢ = 1 mod 4 stellen die beiden Funktionen @, (, q)
und Q_(z, q) [vgl. (3.1-5)] multiplikative Modulfunktionen auf der Gruppe (3.9) T°* [q] dar.
Sie sind beide in der oberen t-Halbebene reguliir und von Null verschieden. Ihre Multiplika-
torsysteme stimmen miteinander und mit dem in der folgenden Art definierten geraden abelschen

Charakter v, der Qruppe " {q] iiberein: Es sei
q-1
v (L) =A% (L) (—Vq—g) , wenn L = (; /;) < I [q] (3.17)

und (V&/ q) = (/q) fiir ein ganzes ¢ mit « = g* mod q gesetzt wird.
Wenn man direkt bestitigen will, dass v, einen geraden abelschen Charakter auf

[°* [¢] darstellt, muss man zunéichst benutzen, dass A2 einen (ungeraden) abelschen Charakter
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auf I" und (V;/q) einen solchen auf I'°+[q] darstellt. Das erstere folgt aus n* < {I', — 1,42},
das letztere ist unmittelbar einzusehen. Ersetzt man in v, (L), um die Paritéit zu bestim-
men, L durch — L, so nimmt A¢9~1/2(L) den Faktor ( — 1)(¢-1/4, (V;/q) den Faktor ( —1 /9)
auf. Aus
—1= (g_—l)2 mod ¢, q_—ll =[T"2-IT R
2 2 L »
ergibt sich in der Tat (/—1/¢)=(—1)""*, Man erkennt ferner auch leicht, dass
ve (L) sogar ejnen Kongruenzcharakter auf der Gruppe I'’* [¢] darstellt. Denn nach
(1.21) gilt vy (L)=1 fiir L=1 mod 12¢, mithin fir Lc T'[124].
Wir bestimmen jetzt das Verhalten der Funktionen Q_(t, q) in den Spitzen eines
Fundamentalbereiches der I"*[q] und demgemiiss zunichst eine Zerlegung vom Typus

(1.5) fitr T'y =T°" [¢]. Es seien (zu gegebenem g) u, ', v feste ganze Zahlen folgender Be-

schaffenheit:
%

(E)Z -1, uuw'=1mod q, uw' =vq+1,

und es sei
u v —u
S I e |
u u —v

Man bestitigt, dass diese Zerlegung mit ¢, =4 und den in der folgenden Tabelle ange-
gebenen Daten besteht:

TABELLE 2
i & | N A4; 4y haje,— hays
1 |« | g 1=((1) (1’) (0, 1} K 0
2 | w | g —s;}u=(_;" _”Z) {1, —u} |—hu, —hvq
3 | 0 1 T=(‘l) _(1)) {1, 0} 0, h
4 % 1 —Si’u=(2 __Z,) {u, —q} —hgq, hu'
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- Die Entwicklung der Funktionen @, (r, ¢) im Unendlichen (j =1, 4 = I) ist durch
(3.5) gegeben. In den anderen Spitzen benutzen wir (3.6,7,8) mit § = 4 45 ! und erhalten
zuniichst fiir j =2, § = — 4;' = 8,4, nach (1.26):

Qw —4gh 9=( II' (-&"") & 9),

g
Eq(u h)>§

Qs (817, @) =2 (81,4, 9) Q= (7, @) (3.18)

g-1

Zi (Sl»u’ Q) =1_2— (Sl ")x; (Sl ur Q),

(- yed +u e(2)—* s
u-vq)e v H (—Eguh),

25 (S u 9) =&,

(3.19)

By (u h)>§

Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, untersuchen wir an erster Stelle den Beitrag der
Faktoren —1 im Produkt auf der rechten Seite. Bezeichnet o} (u) die Anzahl der A mit
1<h<(g—1)/2, (b/g)=+1, R, (uh)>q/2, so liefert die Betrachtung des Produkts
]:Ll(uh) =I;‘I+ (uh) I;I’ (uh) zunichst

o} (u)+ oy ()=1 mod 2. (3.20)
Weiter schliesst man aus den Kongruenzen

e g—1)\
[Tt R2=[1" hI1* (g —R)=]]1R%= (———!) mod ¢,

q-1
T =T wh)=(-=1)T“TT" % mod g,
dass

— a1/, 1\2
LS =TT ATT A= (- 0% ™ T =% (- (1501) mod g
Daraus folgt in Verbindung mit (3.20):

-1
of ) _ ) g1

(=D = (- =(-u)

! mod ¢; (3.21)

man bestédtigt im iibrigen direkt, dass das Quadrat der rechten Seite =1 mod ¢ ist.
(3.21) gibt die erste Reduktion von x% (S, ,,, ¢); wir schreiben gemiiss (3.19)

0 (u) HE (%, 7, Q)

2: S @) =(-1)7 & (3.22)
P (u, v, q)=(1—u—vqg)ef +uveP*+2unt ()

und erhalten mit den oben angewendeten Schliissen:
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2u1ﬁzue§-—ef=(u— 1) ef¥h; mod ¢, (3-23)
’ — + h
WO ho=¢e;—eg=—2\-)h
n \q

gesetzt wurde. Nach (3.15) ergibt sich mit Riicksicht auf («,») =1

9. (u,v,9) =F (¢ +1)h; mod 2¢,

258w q) = (=178 (3) et (3.24)

und schliesslich nach (1.21)

a1 e=1liyiyy )

2+ (81,45 Q)=i4_§s4 (—1)

=th

& (3.24 a)

Ersetzt man hier » durch einen anderen Nichtrest », mod ¢, so gewinnt man auf Grund
von Satz 10 die Ubereinstimmung der entstehenden Formel mit (3.18,19,24), indem man
benutzt, dass

-1 ’
8w ST e’ [q], —(uw,) * = (Vu; o ) mod q.

Im Falle A = A, =T findet man nach (1.22,23,25) und (3.6,8) mit S = 7%

a1

a1
QT =i * " # [[{w 0 h ) P(x, 0, b, )}
Hier gilt nach den Ausfithrungen von (P I), § 11 [vgl. (P I) (11.3,4,5)]:
+ +
[T*w (0, &, )= 52" [T 2 sin %" =& gt gFin, (3.25)
h k

wo g, > 1 die Grundeinheit, %, die Klassenzahl des reell-quadratischen Zahlkorpers P (V&)
bezeichnet (P = Korper der rationalen Zahlen). Ferner ist nach (1.24)

P; (7, q)=l;[iP(T’ 0,4 q)= H Hi (1 —fﬁlui" > (326)

m=1 jmodgq
jede dieser Funktionen PX (t, q) gestattet eine Darstellung als reguliire Potenzreihe in der
Variablen €*** mit dem konstanten Glied 1 und Koeffizienten, die ganze algebraische

Zahlen des Korpers P (/g) sind. Insgesamt gilt also
it B i Tty
Q.(Tr,q)=i % &° qteg t™e” T Pl (1, q). (3.27)
Schliesslich ergibt sich im Falle A=A, mit §= ~8, ,, wenn in dhnlicher Weise
wie oben die Formeln (1.21-25) (3.6-8,23,25,26) angewendet werden:
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-1 -1
i et q;(u+u'+3)

— -q - ok (u’ n q;lr *
Qu (Seut,g)=i 7 &% &° (—1)°@ @ gt gt 5T Pz q).  (3.28)

Um diese Ergebnisse iibersichtlich zu ordnen, fiihren wir die Funktionen

-1 _,+
Biy(r.q)=i * & “Qs(v. 9 (3-29)

ein. Da sie sich von den entsprechenden (., (r, ) nur um konstante Faktoren des Betrages
1 unterscheiden, gilt zunéchst fiir sie anstelle der @, (1, q) der Wortlaut des Satzes 10.
Dariiber hinaus gilt der folgende

Sarz 11. Es seien u, u’, v ganze Zahlen mit (u/q) = — 1, uw’ =vq + 1. Die mit den

Sl,u=(Y 'Vq,)’ Sz,u::(q —u)
u u —v

zu lesende Tabelle 2 beschreibt eine gruppentheoretische Zerlegung von Typus (1.5) der Modul-

Matrizen

gruppe in Nebenklassen nack threr Untergruppe I'°* [q]. Es werde

g1
£t (u) durch ef (wW)=4(—u)* %! mod ¢, (eF (w))?=1,

BE  durch Bf=3* (—Q - -+ —) ,
o \q

P.(z, q) durch (3.3), Pi(z, q) durch (3.26), ¢, =g4(q) als Grundeinheit und hy = hy(g) als
Klassenzahl des reell-quadratischen Zahlkorpers P (Vq) mit der Diskriminante q erklirt. Dann
ergeben sich die Entwicklungen der R, (v, q) nach den Ortsvariablen der vier Spitzen (; der

Tabelle 2 aus den Formeln

nigt
Ri (v.q)=¢ atP;h(T’ ),

¢-1 ¢-1

Ry(Sut,q)=1 % &* “"" ¢k () Ry (1, q),

.0;11 *
R, (Tt,q)=gteli™e" # "P} (1, q),

q-1 q-1 q-1
o @ (utu) i T *
R.(Sputiq)=1¢ * & ¢ &g (u)gtegt™e 2 Pi(r,q). —

Dass die Summe der Ordnungen jeder dieser Funktionen R (z, ¢) in den vier Spitzen
{; verschwindet, ldsst sich direkt nach (3.14) bestétigen.
Aus den letzten Formeln von Satz 11 folgt, dass die 2¢ + 2 Funktionen

R,(r+1l,q) (Imodgq) und ufs®(r) P} (7,9q)
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bei Anwendung der Substitutionen der vollen Modulgruppe lediglich konstante Faktoren
aufnehmen und iiberdies permutiert werden.

Zum Schluss dieses Paragraphen geben wir noch ein Verfahren an, das eine kombi-
natorische Deutung fiir die in Satz 11 und (3.23) auftretenden Konstanten f7, hy liefert
(hinsichtlich eines Ergebnisses der im folgenden entwickelten Zusammenhinge vgl. [5]).
Zwischen ihnen und der weiteren Konstanten A, die sogleich erklart wird, bestehen
nach (3.2,7,14) die folgenden Relationen:

ho=eq —ej = —2, (}—b)h,

1 (3.30)

hy =€ —ePt=-3% (h)

q q “ \q

h 1 1 -1
A L R 331)
= T GO B

ﬂ ﬁa—— 12q’ G—ﬁq_ q2k0+qhq' (332)

Der wichtigste Schritt des Verfahrens besteht in einer Umformung der Differenz
B4 — Bq, die sich letztlich auf eine bekannte analytische Identitdt griindet: Es ist dies die

Darstellung von

U (r)=< +§ e"”"”)5= § as (m) e m® (3.33)

m=-00 m=0

durch eine Eisensteinsche Reihe von der Dimension —§ zur #-Gruppe I'; (vgl. [4]). —
Aus der klassischen Beziehung (vgl. (1.23))

cos anx

1 =
_7! m‘gl

folgt zundchst (vgl. (1.19), (3.31)):

Benutzt man die Vorzeichen-Bestimmung fiir die GauBschen Summen, speziell

>F 5;""’=V;7(3) g1 (y=1, 6=0mod 2, (y, 8)=1, Vy>0), (3.34)

7 mod y

so findet man mit den iblichen Schliissen

Zi E%m/=%(il/§(%)—l) (m =0 mod g¢, V§>0).

mod ¢
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Daher gilt, wenn

L= 3 ()n Res>1)

m=1

gesetzt wird:

Be — Ba =2%2VELq 2). (3.35)

Mit einiger Miihe extrahiert man aus [4] die Relation
60 3 . [g=1 mod 8
R VN e

wo a;(q) die gemiss (3.33) zu verstehende Anzahl der Darstellungen von ¢ als Summe von

fiinf Quadraten bezeichnet. In den Abkiirzungen

(3.36)

6_10 fir g=1 mod 8 ]
g = e (g =70as(g) (3.37)

1
140 fir ¢=5 mod 8

ergibt sich nun
987 —4Ba =5 5 La(2)g t-24; (9). (3.38)

Im {ibrigen ist ¢85 — ¢4 nach (3.16,31,32) ganz und, wie man leicht feststellt, sogar gerade;
dies besagt, dass as(g) ganz, also a,(g) durch 240 bzw. 560 teilbar ist, je nachdem, obgq =1
oder ¢ =5 mod 8.

Wir geben sogleich drei Anwendungen dieser Zusammenhinge. Die erste betrifft die
Vorzeichen und die Gréssenordnung der 8%. Nach (3.32,38) erhilt man zunichst

1, . 1 1
bi=-Trra@=-L -t L) (3.39)

Konkrete Ungleichungen, die auch das asymptotische Verhalten der i fiir ¢— oo um-
reissen, lassen sich aus (3.39) mit Hilfe der leicht beweisbaren Abschitzung

2 _L(4) n?
i m<L «(2) <

gewinnen: Es gilt

(3.40)
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Wegen ¢ > 5 ist ¢ = 13 und dann die untere Schranke in der ersten Zeile von (3.40), also
der Ausdruck

1 3 ¢g—1_1 1 3
—_—g2 - - —_n2
500 2z 2473007

Dies gibt die Vorzeichen der sémtlichen A7 gemiss f; <0<gf;. Nach (3.39) sind

_ —~1
beide Zahlen f,t+g—1 stets ganz, nach (3.16, 31) sind beide Zahlen ¢ g—q(q—)
e 24 & 24

sogar stets gerade. Hieraus folgt

£ 9-1_g°1 =11 1
qfi+ 5 =" mod 2, also ai(g)="— mod 2 (3.41)

(vgl. (3.39)); es ist daher a;(q) fiir g=1 mod 8 durch 480, fiir g=5 mod 8 durch 560
teilbar.

Zweitens wollen wir die hg, h, durch af (g) ausdriicken. Nach (3.30) ist einerseits

s 3046 5 0

j=1mod 2
Andrerseits findet man

g-1 Z' 9 li/)hz }—7/) ‘—h2= _hn hl —
S (-3 C)wer s (B a-mr-zenem

Der Vergleich beider Relationen ergibt

2 rr r 2 r’ ’
2(;) Y +qh,,)_(2 (5)— 1) B+ qhl,

also 3k, =qhg fiir g=1 mod 8, 5k =3 gh, fiir ¢g=5 mod 8, oder nach (3.32, 38):

{h; =3 a3 (q)
hq =q “: (9’)

he =5a3(q)

fir a—= @
} ir ¢g=1 mod 8§, {kq ~3ga* (@)

} fiir g=5mod 8.  (3.42)

Diese Relationen sind in gewissem Sinne als Analoga der Dirichletschen Klassenzahlformel
fiir den imaginér-quadratischen Zahlkorper anzusehen.
Die dritte Anwendung betrifft den Quotienten der Funktionen (3.29) R (r, ¢). Man

erhilt unmittelbar aus Satz 11 und den inzwischen gewonnenen Aussagen den folgenden
Sarz 12. (Bezeichnungen von Satz 11 und (3.33,37)). Der Quotient
R(T, q) = R+ (7, 9) R:I(Ty Q)
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stellt eine vollinvariante automorphe Funktion der Gruppe I'°* [q] dar, die die folgenden Eigen-

schaften aufweist:

a. R(z, q) ist in der oberen T-Halbebene requlir und von Null verschieden.

b. In zweien der vier Spitzen (;, nimlich in o und in u, hat R(t, q) von Null verschiedene
Ordnungen; diese haben die Werte as(q) bzw. —a;(q). In den anderen beiden Spitzen
(0 wnd q/u) ist R(z, q) reguldr und von Null verschieden.

c. Die Entwicklung nach der Ortsuniformisierenden t., der Spitze {, = oo hat die Gestall

a; @ 2mi?
Bz, )=t PB(tw) (to=ug(x)=e 9),
wo P(t) eine in |t| <1 regulire und nicht verschwindende Potenzreihe mit dem konstanten

Qlied 1 und lauter ganzrationalen Koeffizienten bezeichnet.

d. Fiir jede Modulmatriz S= (Z 2) mit (g) =—1. b=0 mod q ¢ilt

R(St,q)=—R'(z, q);
speziell enthdlt also
—a;(a)

R(r,q)= —1t, S'E"l(tu) by =uq (Sﬂu 7))

die Entwicklung von R(t, q) nach der Ortsvariablen t,, der Spitze £y = u.
e. Die Entwicklung von R(t, q) nach der Ortsvariablen t, der Spitze {53 =0 hat die Gestalt

R(r, q) =55" P* (t;) (to =, (—71) , Uy (7) = ezm‘t) ,

wo P*(t) eine in |t | <1 regulire und nicht verschwindende Potenzreihe mit dem konstanten

Glied 1 und lauter ganzalgebraischen Koeffizienten des Zahlkorpers P(V&) bezeichnet.
f. Die Entwicklung von R (1, q) nach der Ortsvariablen t, der Spitze {,= q/u hat die
Gestalt
R(r,g)=—&* B () (tu=2u (82 7).

§ 4
Das Problem II

Wir stellen jetzt den analytischen Apparat zusammen, in dem sich die Reihenent-
wicklungen der unter 11 genannten Partitionenfunktionen m, (¥, ¢) formulieren lassen. Zu-
niichst geben wir in tabellarischer Form und ohne Beweise auszufiihren die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen dafiir an, dass die Zeile {m,, m,} mit der zweiten Zeile einer

Matrix aus 4,I'°* [¢] koinzidiert und bestimmen die Menge der in diesen {m,, m,} tatsich-
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lich auftretenden m,; dabei lduft 7 von 1 bis 4 und A4; bezeichnet die in Tabelle 2 genannte

Modulmatrix.
TABELLE 3
7 A;j Notw. u. hinr. Bedingungen fiir m,, m, Menge der m,
1 I (my, my) =1, (7—2%) =+1 Alle ganzen Zahlen m;
21— 854 (my, my) =1, (%) =—1 Alle ganzen Zahlen m, +0
q
my . LAY
3{ T |(my,my)=1,[—>)=+1,my=0mod q| Alle ganzen Zahlen m, mit ? =+1
q
—1 my — (M)
41— 85| (my, my) =1, (—q—) = —1, my=0mod ¢ | Alle ganzen Zahlen m, mit (;) =-1

In den folgenden Symbolen verwenden wir die nachstehend mit ihrer Komponenten-

summe notierten Vektoren:

t= (k' k), F=(k k), k—k" k"
und schreiben
Balt)=k* B3+ fas  eqlus D= (e ()" (eq (u))* - «1)
Nach (3.36-39) ist
_ -1 1 2
R e L R S oL (o S P NP (e

und nach der Erklirung der ef (u) in Satz 11:
eq (1) = (= 1) (e ()" =(~1)*" (e ()"

In einer weiteren Tabelle definieren wir gewisse Einheitswurzeln y,(4;, f) und geben zu-

gleich eine Verteilungsvorschrift fiir die Vektoren §, ¥’ auf diej =1, ..., 4

TABELLE 4
i 1 2 3 4
B R SR Bt SO P T SR £ QO
20708 N I U A O P (S ) S S B ISR M P (%8
| f ¥ f ¥
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Nun sei (vgl. (3.3,29))
Rt =R @ B (g, PELo=P P (ng;  (43)
nach Satz 11, (4.1) und IT ist also

R(v, %, q)=e718®7 P (1, ¥, q) < {I"* [q], 0, v; *}

-] 1
=3 ma(t, q)up 200, (4.4)
n=0
In Analogie hierzu werde
Pt q) =PI (1, q) P** (r, 9) =
_ = + 25 my-kt - 27, my—k~ | _ hat * n (4'5)
=TI { I[[" (A—-¢& ul) [TT (1-& %] =2 7t q) ul
m=1 \jmod q jmod @ n=0
gesetzt. Dann gilt nach Satz 11 und Tabelle 4:
-3 1
_ , —lep, )
R(Sutb)=ye(~Sik D 3 mn (g ug 2"
ne
i lactokoyn, ® nok L
R(T't,tq =gq 4keg(k o 7 (8, q)uy " . (4.6)
n=0
Ly gt koyn, 2 St
RSt ba)=ga(~SikBg et "5 At qu  ®
n=0

Diese Formeln geben zusammen mit (4.4) die Entwicklungen der Funktion R(z, £ q)
nach den Ortsvariablen der vier Spitzen {; = A;'cc von Mg G=1,...,4);, wegen

1 1 -1
5 4B+ 5 aBa(t) = —kT5m <0 47)

sind ¢, und £, nicht zugleich Pole von R(z, f, ¢). Man findet nach Satz 2, wenn » >0 und
> $9B,(f) 1st:

1 ¢ .
T (fr Q) = m jgl @n (Aj’ t’ q) 3 (48)

hier ist fiir j =1,2:

Sn (4, f, q) =7xq(4; b Z 7am (b @) @n—y a8, () (4;, R, 4 9B, (f)—m) (4.9)

0sm<34q By (f))
und fiir j = 3,4
@n (Aj’ f, q) =

- —1
=2 (4; 1) g7 t¥ 8(?“k+—k ) e > 7 (£, q)an—y TR (A,-, R, kq——48 - m) . (4.10)

Ak
0=m<k rr
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R steht zur Abkiirzung fiir {{'°*[g], —2,v;*} (vgl. Satz 10); das obere bzw. untere
Vorzeichen trennt die Fille j =3 bzw. 4. Mindestens eine der Reihen (4.9) (5 = 1,2) und
keine der Reihen (4.10) (j = 3,4) verschwindet identisch.

Diese Formeln enthalten in Verbindung mit den allgemeinen Sitzen von (P I), 7. das
erste Hauptergebnis ber die m,, (1, ¢). Alles Weitere beruht auf genauerer Auswertung der
obigen Reihen-Darstellungen. Wir beabsichtigen, aus ihnen ein endlickes Aggregat von
explizit bestimmien Gliedern abzuspalten, die fiir n— co stirker anwachsen als die restlichen
Glieder und die demgemiss eine asymptotische Entwicklung der betreffenden Funktion
7, liefern. Im iibrigen sollen hier nur einigermassen ,,glatte‘* Resultate formuliert werden;
wir verzichten insbesondere dann auf die Hervorhebung méglicher Verschirfungen, wenn
diese nur auf Grund zusétzlicher Annahmen iiber die Farbenanzahlen k* zu erreichen sind.
Fiir eine solche Mdoglichkeit geben wir am Schluss dieses Paragraphen einen kurzen Hin-

weis.

Nach der Formel fiir die a,., in Satz 1 hat man erstens sich zu iiberlegen, welche

Argumente von f, in (4.9,10) die grossten Faktoren von Vn -+ x tragen, zweitens die Wy,
fir die dabei zugelassenen m; zu berechnen. Im vorliegenden Falle ist » +x durch

n ~ }qp,(f) zu ersetzen. Die gesuchten Argumente von f, sind

da l/(n—; 28, 0) (3 2pet) = m) (G-1.2);

m, q
47 1 g—1_ .
e Va V(n 597 Ba (f)) (k T m) (j=3,4).

m durchlduft in jedem Falle die ganzen Zahlen von 0 an so weit, wie der zweite Faktor
des Radikanden > 0 ist; da mindestens ein f,(f,) (j = 1,2) negativ ausfillt, tritt hochstens

einer der fir j =1,2 angegebenen Ausdriicke auf. m, durchliuft die positiven Zahlen in
den Mengen der Tabelle 3.

Ersichtlich handelt es sich um einen Vergleich zwischen den Zahlen
1.1 m 1 V q—1 .
m, l/—z- B. (£ ) (j=1oder 2) (4.11 a); 771 k4—8—m | (=3 oder 4). (4.11 b)

Nach (4.2) erkennt man, dass die Maximalwerte von (4.11b) betrichtlich grésser sind als
alle Werte (4.11a). Mit Riicksicht auf die Schwierigkeiten, die der Berechnung der W,
entgegenstehen, wollen wir wie folgt. verfahren:

Wir vereinigen zu dem angekiindigten Aggregat die Glieder, die sich fiir §j =34,
my; =1 bzw. m; =1,2 und diejenigen m ergeben, welche einen grésseren Wert (4.11b)

liefern, als er aus (4.11b) fir m; =2 bzw. m; =3 und m = 0 entsteht. Es zeigt sich, dass
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der so entstehende Wert (4.11b) ,,meistens auch grosser ist, als alle Werte (4.11a). In der
Tat geniigt es, wenn man eine asymptotische Entwicklung erlangen will, die die genannten
Glieder mit m; =1 und m, = 2 (§ = 3,4) simtlich enthilt, ¢ + 17 vorauszusetzen; treten da-
gegen nur die genannten Glieder mit m; =1 auf, so bedarf es keiner zusitzlichen An-
nahme.
Im Einzelnen findet man: Unter der Voraussetzung j =3,4 wird m, =1 nur fiir
j =3; my =2 nur fiir j = 3. wenn ¢ =1 mod 8 und nur fiir j =4, wenn ¢ =5 mod 8. Besteht
-1
64 °

nimmt man dagegen die genannten Glieder mit m, = 2 hinzu, so hat man die Bedingungen

das Aggregat nur aus Gliedern mit m; = 1, so unterliegt m der Bedingung 0 <m <k

771 im = g1 91 =
0<m<k 51 firm, =1, 0<m<5k yED k86,4 fiir m, =2 (4.12)
zu erfiillen. Wir bezeichnen die beiden Aggregat-Typen mit %, (m, = 1) und U,, (m, = 1,2);
von den folgenden Sitzen beziehen sich Satz 13 auf U;, Satz 14 und 15 auf Aj,.

Der fiir j =1 oder 2 gebildete Wert 8, (f;) > 0 geniigt, falls vorhanden, nach (3.39)
und (4.2) der Ungleichung

—

1 g—1 as (g) g—1 Vg
b )< — — —=. .
0<= B, (&) k 184 +k 24 < —k 8q +k 3 (4.13)

q

1
Die rechte Seite ist fiir alle g(= 13) kleiner als 1% , womit der Fall U, erledigt ist.

48
-1

Dagegen ist sie nur fiir ¢ = 73 kleiner als } k q—48— , was eine genauere Diskussion der sieben

Primzahlen ¢ mit ¢ =1 mod 4, 13 < ¢ < 61 erforderlich macht. Auf Grund von (3.30,42)

errechnet man fiir die zugehérigen und die drei folgenden as () mit geringem Aufwand die

Werte

TABELLE 5
q 13 17 29 37 41 53 61 73 89 97
a3 (q) 1 2 3 5 8 7 11 22 26 34

Sie zeigen in der Tat, dass die kleinere der oberen Schranken von 38, (¥;) in (4.13) unterhalb
-1
von '} k q—4—8— liegt, wenn g +17. In dem einen Sonderfall ¢ = 17 modifizieren sich die Be-

dingungen (4.12) wie folgt:
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5k 8k 5k k
< — _— - i =
0=m< 7 (anstelle von o= + 459) fiir m,; =1
3k 5k 3k 4k (@14
< — 1 —=— e —— i =2,
0=m< T (anste le von 57 " 17 +459) fiar m, =2

Dies besagt natiirlich, dass man, um fiir ¢ = 17 eine asymptotische Entwicklung vom Typus
A,» zu erhalten, bei hinreichend grossem k auf gewisse der weiter oben genannten Glieder
verzichten muss.

Es ertibrigt, die Wy, fiir j =3,4 und m; = 1,2 zu berechnen. Unmittelbar ergibt sich

zﬂTHﬂ(n—%qﬁﬂﬁ,T,ﬁ,m—kgi;)zL (4.15)

Fiir m, = 2 hat man die Fille ¢ =1 bzw. 5 mod 8 zu trennen. In beiden Fillen besteht W,
aus genau einem Glied; als zugehorige Matrix (vgl. (1.1)) kann fiir ¢ =1 bzw. ¢ =5 mod 8

. g+1 qg+1
-1 2= 1 -4 -
(’j= 2], bew.= 2 )= -85
ml 7 2 2

q -9

gewihlt werden; im zweiten Falle wurde zweckmaéssig v = 2 gesetzt. Die damit eindeutig
bestimmten Monome W, lassen sich durch elementare Rechnung auf eine ziemlich einfache

Gestalt bringen, was hier nicht reproduziert werden soll; bei der Umformung von
exp (:tl;— q,Bq(f)) erweisen sich die in § 4 abgeleiteten Beziehungen zwischen den hg, hy
und die zweite Kongruenz (3.41) als niitzlich.

Das Ergebnis besagt : Setzt man 9= —%qﬂq ®, p= kq—4—8—1 —m, so gilt (vgl. (3.41))

k a"q—q;1 é *
o @)Wyt 1,2, — )= (-G (2) g,
1 (4.16)
k(ay@-25 \

2 Ap Ho(A) Wy(n+n, 4y K& —p)=(-1)} T (ed @) (— 1y,

je nachdem ob ¢ =1 oder =5 mod 8.
Nach (4.8,9,10,12,14,15,16) bestehen die folgenden Aussagen:

Satz 13. Fiir alle Primzahlen ¢ > 5 mit ¢ =1 mod 4 gilt, wenn n iiber die natiirlichen
Zahlen gegen Unendlich strebt:
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ma(t q) = .,
—}k Ykt—k)h 1 * 47Z q—l 1
=q * & n Bl 2, b Dh (V;V(kTS —m) (""5 q Bq (f)))+

2n —qfq (f)ogm<k%-

ol (21 (-3 0. 0)))

Sarz 14. Fiir alle Primzahlen ¢ > 17 mit ¢ =1 mod 8 gilt, wenn n diber die natiirlichen

Zahlen gegen Unendlich strebt:

7. (t, q)=
_q‘é"eg(lc‘f—k“)ho_l,_ > wn(t q) f (‘1—n‘/(kq—j—m) (n—lqﬁq (f§)+
= m\l, 1
2n _qﬂq(f)o—_<-m<k%l~ V; 48 2
_‘ ¥k (a‘(q)Jl—-l (@)k ——lk Yot -k h, (_l)n
+ (-t A T AR
xS (~D)"a (4”]/10‘1—"—1—'1')( -1 f))+
OSm,<kq_—l( ) nm'( ’ q) fl ﬁ ( 192 4 n 2 Qﬂq ( )
86,4

+0 (gt (7 VG (r-g o0 )

Fiir g =17 gilt eine Formel von genau gleicher Struktur; sie unterscheidet sich von der obigen
durch die folgenden drei Modifikationen: In der ersten bzw. zweiten Summe iiber m bzw. m' ist
die Summations- Bedingung durch (vgl. (4.14))

5k 3k
< — <m
0sm< T baw. 0<m' < T

zu ersetzen; im O-Glied ist der erste Faktor unter der Wurzel im Argument von f,, also

-1 k

—, durch % - t
432 ~ 97’ u: 51 zu erselzen.

Sarz 15. Fiir alle Primzahlen ¢ > 5 mit ¢ =5 mod 8 gilt, wenn n iber die natiirlichen
Zahlen gegen Unendlich strebt:

700 (1, q)=
eSS S . dmy/(ia—1 _1 )
=g T etk 2n—qﬂq(f)0§m§k_a_-_lnm“’q) f (Vi V(k 48 m) (n 3 q B (f) )+
54
(- 1)} , (a;(q)_ﬂ_—;) (e (2)* q"%" 86}(k+—k—)h. (-n"

2n—gBe®) "
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xS (-0mEah (472‘ V(% ) (v} 080 )+

,
O=m' <kggy

1 4 g—1 1
0 (2‘”——*_ T (Tg V’“ 32 ("‘5 7B ‘f’))) '

An den Formeln der Sitze 13, 14, 15 ist folgendes hervorzuheben: Die ersten Aus-
driicke auf den rechten Seiten (also das, was jeweils dem ersten +-Zeichen vorangeht)
unterscheiden sich nur hinsichtlich des Nenners in der Summationsbedingung fiir m.
Dieser ist = 64 in Satz 13 und = 54 in Satz 14, 15. Der entsprechende Nenner in der Sum-
mationsbedingung fir m’ (Satz 14, 15) hat den Wert 86,4 =}432. Das asymptotisch
grosste Glied ergibt sich nach Satz 13 aus der Summe itber m fir m =0; dabei ist
mo(f, g) = 1.

Die Moglichkeit, dass zwischen den beiden Summen in den Formeln von Satz 14 oder
Satz 15 Interferenz stattfindet, d.h. dass die Summen Glieder gleich starken Anwachsens
fiir n—> oo enthalten, ldsst sich ebensowenig ausschliessen wie in der analogen Formel des
Satzes 9. Diese Interferenz éndert jedoch am Charakter der asymptotischen Entwicklung
nichts, weil zwei solche Glieder die gleiche Bauart haben und daher zu einem Glied dieser
selben Bauart vereinigt werden kénnen. Eine Interferenz kann nur eintreten, wenn k(g — 1)

durch 16 teilbar ist und betrifft dann die Gliederpaare, die zu Wertepaaren m, m’ mit
1
dm—m' = Ték(q — 1) gehoren.

Es kann auch durchaus vorkommen, dass beide Summen (4.9) (5 = 1,2) leer sind, also
identisch verschwinden. Hierfiir (d.h. fiir §,(f) <0 und zugleich g (¥) < 0) ergibt sich als
notwendige und hinreichende Bedingung, wenn der uninteressante Fall £ =%~ ausge-
schlossen wird:

4+ k- 24 6 AN
l—m 2 q——:Ta; (9) = 7 (1 _6) Ly (2) V; (4.17)

Eine tbersichtliche, hinreichende Bedingung fiir das Zusammentreffen von f,(f) <0

und B, (F) < 0 besagt
Kk - 1
———_‘ZVQ-F‘:'
|&* =k~ | Vq

Die untere Schranke in (4.17) hat fir die ¢ der Tabelle 5 die niedrigen Werte

9 g 18 10 24 42 22 22 78 17
* Y 7 37 5 13 5 3 11 2

7—563801. Acta Mathematica. 95. Imprimé le 6 mars 1956,
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Fir ¢=17 und !%t—i—#v"?,—i% gilt also Satz 14 in der urspriinglichen (nicht modifi-
zierten) Gestalt.

Wir behandeln schliesslich noch die Aufgabe, das Produkt (4.5) P*(1, 1, q) in eine Rethe
nach Potenzen von u, zu entwickeln. Die Koeffizienten dieser Reihe sind ganze Zahlen im
reell-quadratischen Zahlkorper P (Vg), und es soll nun noch eine kombinatorische Dar-
stellung der Koeffizienten gegeben werden, die die genannte Eigenschaft in Evidenz setzt.

Man lasse den Restklassen j mod g die Exponenten k; gemiss

k,=k'  fir (§)=+1, b=k~ fir (§)=—1, k=0 fir j=0(q)

entsprechen und schreibe demgemaéss

P tg= T1 T10—&7ur) ™.

jmocd g m=1

Es bezeichne P, (f) die Menge, p, (f) die Anzahl aller Partitionen der natiirlichen Zahl n
in beliebige natirliche Summanden, die in genau f Farben und in allen diesen ohne Héu-
figkeits-Beschrinkung auftreten. Ferner bezeichne u(p) fir jedes p aus %3, (f) die Anzahl

aller Summanden der Partition p. Dann wird zunéichst

P* (T, f’ q) — I_I Z ( z Eg?“(p)) u?l,
jmod g n;=0 pCS,an (kj)
im Falle k; =0 ist die innere Summe fiir #, >0 gleich 0, fiir n, =0 gleich 1 zu setzen.

Nun seien der Restklasse j mod ¢ genau k; Farben zugeordnet; man denke sich die

sémtlichen f= > k;= kq—g} Farben verschieden gewihlt, betrachte die Menge B, (f)

Fimod ¢
der Partitionen von n in diesen f Farben und bezeichne mit u,(p) die Anzahl derjenigen
Summanden der Partition ) von 93, (f), welche die der Restklasse § zugeordneten Farben
tragen. Dann findet man

o PIEFPHE)
P, f,q)= 3 ( S g jmodyg )u{‘.

n=0 ‘pCR, (H ¢

Da der Koeffizient 7, (f, ¢) bei Anwendung der Substitutionen £2—>&%% ((g, ¢) = 1) invariant

ist, ergibt sich durch eine Spurbildung nach (3.34)

2 Jup

)(0)
@ Dart,g)=Vg > (ﬂ“——-) —pa (),
PCP, (f) q

(4.18)
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wo (a/q)® = (a/q) tir (a, q) =1, (a/g)® =Vg>0 fir a=0 mod q geschrieben wurde.
Die Summe auf der rechten Seite von (4.18) hat offenbar einen Wert r, + s, V(i mit ganzen

rationalen r, =r,(, q), s, =s,(f ¢), es ist sowohl r, (¥, g) als auch s, (¥, ¢) — p, (f) durch
(g —1)/2 teilbar, und es gilt r, =s, — p, mod (g—1).

§5
Das Problem III. Asymptotische Relationen und Entwicklungen

Zur Aufstellung der Reihenentwicklungen fiir die einleitend unter III genannten
Partitionenanzahlen o, bedarf es nur noch der Angabe eines geeigneten Formalismus.
Wir bedienen uns der in § 4 mitgeteilten Terminologie und bilden zusiitzlich die folgenden

analogen Symbole:

(=( k&), U ={ &k, k) (5.1)
1
Yall) =758+ (); (5.2)
ST, Lg) =@ R, g {I" [q], 31k, 1 ¥ v7*}. (5.3)

Da die rechte Seite dieser Gleichung nach Satz 5, (3.3) und (4.3) mit

e—iv e ( I a- u,’,")""") P(z,tq)
\mz(’)";:)dq
tibereinstimmt, ist
S{T.La)= 2 ea(l,q) u;““yq(’). (5.4)
n=0 .

Ferner definieren wir die (ganz-algebraischen in P (Vé) enthaltenen) (I, ¢) durch
(H1 (1~ui")"‘") Prio, )= 2 en(Lgul
m= n=0

und die Einheitswurzeln y,(4,, [) fir j = 1, 2, 3, 4 durch
po (A, D) =2 (4) xo (4, 1)  (A=4,, 1=j=<4).

Nach (4.6) ergeben sich als Entwicklungen von S(z, [, ¢) nach den Ortsvariablen der
Spitzen £y, £y, &y

S(‘[, 17 q) =1/)a ( - S;L’ I) (T - u)%k“ Z On (l,a q) ugaiqu([’) (S17}1t 1)7
0

n=

0 - , RSP I -1
S(T, I, Q)_—‘f;h q*“‘gg(kh'k Yh, T%k Z g:(f,q)u;l 24k 4Bk(o 1 (T) s
n=0
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Lo L

8(t, L, ) =wpo(— 854, 1) gt gg ¥ kD ke (4 ¢ g)}¥* 2092‘(1’,q>u1‘”2‘4 w0 (551 7).

Neben den hier bereits eingesstzten Werten A(I)=1, A (T)=£;" berechnet man nach
(1.21)

g—-1 sgn u-1

A= Sih) =& e, A(— Sk =i(—1) & T2 g,

Nunmehr folgt aus Satz 4
: 1
o (Lg)= 2T, (4;, 1, q), (n >0 und > 397 (l)); (6.5)
i=1

verteilt man die [, I’ auf die Indices j=1, ..., 4 ebenso wie die f, ¥ gemiiss Tabelle 4,
7
so ist hier fir j=1, 2
Tn(d5 1, )=y (4, 1) 2, on (I, Q)ﬁn—équ(l) (45 & Yy, () —m), (5.6)
0zm<Ear, ()

hingegen fiir j=3, 4:

(z'" (Af’ [’ Q) =Yq (Aj, I) q_*k gg}(kJ'__k_)hox
€N 1 1 5.7)
8 2 em (s @) Rn—s a0 (Aj; @,2—4k0+ﬁk(q_1)_m)‘ (

1 1
0§m<ﬂ k° +E k(7—-1)

Dabei hat man unter & die Komplementirklasse der Formenklasse in (5.3) zu ver-
stehen:
'Q={Fo+ [9], '—2*%"50’ lkn ’l):; >

das Vorzeichen im Exponenten von g, kann durch (—1)"' beschrieben werden.

Aus den Formeln (5.5, 6, 7) leiten wir zuniichst eine asymptotische Entwicklung
fiir on (I, ) dadurch ab, dass wir die in ihrem Anwachsen mit n itberwiegenden Glieder
einfachster Bauart abspalten. Wir beschrinken uns hier im Gegensatz zu § 4 auf
diejenigen Glieder, welche in (5.7) mit m, =1 auftreten. Mit dem Verfahren von § 4
ergibt sich

SATz 16. In der Bezeichnung
A k - 1
o = 1 —_— —_— _ _— —_ _—
m°(l, ¢) = min (32+64 (g—1), 18 (q Vq q))
1/ k& B k(- 1
= AL = LA —14+=
my (l, ¢) =max (4(24+48(q 1)), 24+48(Vq +q))

gilt fiir n—oo
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- Bk
2l ) =(2m)2tE g1tk AT kT, =11, (_,4__
en(l, 9)=@2n)*"t¥q & oemean 0D \2it 18

w2 V(E+ - 1-m) (n-3a7e0)) +

AN e ey

1-r
Dabei ist ﬁ‘_l(z)=(g) I,_,(2). Mit Benutzung der Funlktion

1+4 ko
(q—1)~m) X

fr—l(z)=z1r—l(z)~V%tez (2>0, 2—>00)
schreibt sich dieselbe Formel in der Gestalt

On (l, q)= 2_(li(lc"—k) 8§(k+~lc‘)ho (n— lz‘qya (I))—l«-}k" X

. Bk i
x 2 em(l,q)(ﬂn—s(q%)-m) X

0=m<m®(l,q)
4 Bk 1
Xfivyno (’17—;! ‘/('2_4+:1§ (g—1) ——m) (”_éq?’a (1))) +

+0((n—%qw(I))‘l‘*"“fuw(% Vmatt 0 (n—sare0))).. -

Da stets my ([, ¢) < ;c—: +4£8 (g — 1), liefern beide Formeln das Hauptglied der asymptc-
tischen Entwicklung von g,, (1, ¢) fiir m = 0 mit dem Werte gq (1, g) = 1. Satz 16 gilt auch fiir
ky = 0 und ist dann mit Satz 13 identisch.

Die asymptotischen Relationen zwischen Partitionenanzahlen, die wir zunichst auf-
stellen wollen, ergeben sich aus der allgemeinen Relation (0.2) durch Spezialisierung und
eine darauf folgende Konstanten-Bestimmung. Wir betrachten das allgemeinste Problem
von dem in (PI) behandelten Typus, welches sich durch eine Klassen-Einteilung in
quadratische Reste und Nichtreste nach einem Primzahlmodul ¢ erkliren lisst (g =1
mod 4, g > 5):

Gegeben seiep fir jedes der beiden Vorzeichen, die als obere Indices erscheinen,
ganze Zahlen
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mit der Eigenschaft kg + kg + " +f~ > 0; die Doppelvorzeichen sind hier und weiterhin
disjunktiv zu verwenden. Man denke sich die natiirlichen Zahlen m mit (m/q) =41 in

2> k¥ monochromatischen Farben realisiert; m, ([k], [l], g) bezeichne die in der fol-
Oy=f+

genden Art zu bestimmende Anzahl der Partitionen der natiirlichen Zahl » in durch ¢
nicht teilbare Summanden m: Alle Summanden erscheinen in den genannten Farben und
zwar darf m mit (m/q) = 41 in den ersten k§ Farben beliebig oft, in den darauf folgenden
ki Farben hochstens (If — 1)-mal, in den auf diese folgenden kf Farben héchstens (IF — 1)-
mal usw. erscheinen; der untere Index wiichst bis /*. Das Verschwinden von f* bzw.
ki bedeutet, dass die m mit (m/q) = + 1, wenn iiberhaupt, so ohne Haufigkeiis-Beschrén-
kung bzw. nur mit den genannten Hiufigkeitsschranken auftreten; f* + ki = 0 bedeutet,
dass nur Summanden m mit (m/q) = T 1 auftreten. Zwei Partitionen gelten als gleich,
wenn in beiden die gleichen Summanden auftreten und wenn jeder solche Summand in
beiden in jeder der fiir ihn vorgesehenen Farben gleich oft auftritt.
Mit diesem Partitionenproblem sind die folgenden Konstanten verkniipft:

= -1
K=% ki +ky +~ 2 k:‘(l—lé)Jr > k;(l—%)}>0,

1=v=ft 1=v=sf—
H(RF kT Y ke 7?-
k0=k3+k0_, w0=q-}k°£0< ) >0, gl=2n l/g—q>0,

yi=—ki+ 3 kA1), y=yTEyT,

1sesf*
Y5+ 9p: 95
n 213 14 2ﬂa+'}’ zﬂa-

Wir denken uns neben dem genannten ein zweites Problem der gleichen Art gegeben, dessen
Parameter und Konstanten wir durch einen Akzent von denen des ersten Problems unter-

scheiden. In diesem Sinne setzen wir
¢ =¢, K=K (alsop;=0p,)

voraus. Dann gilt nach (0.2)

7 ([K), 1], ) ey en(n—7) —1)
RALALAE L Lineet ) (EE £ AW A/ R KN — o), 5.8
LT g e (LR 0w) o) ®5)
und hier ist
Do _ gt te-ko g
Wo

*(kf_k:+_ko_+k‘:’-)ho
0

, (5.9)

’ ’ ~1 1 s . - *
R R e e A A R S A L ) (5.10)
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Der Quotient w,/w¢ enthilt mithin genau dann die Klassenzahl %, von P (V&) nicht, wenn
ks — kg = ko™ — ko . Analog dazu enthilt die Differenz n —n’ genau dann die Darstellungs-
anzahl ag(g) nicht, wenn y+ —y= ="+ —9'- :

Wir spezialisieren dieses Ergebnis, indem wir — neben q' =q — voraussetzen, dass

das zweite Partitionenproblem zu dem ersten ,,konjugiert‘‘ sei, was
=k§, f*=f, k*f=kF, L*=IF (<v<f7)
bedeute. Dann ist XK' =K, und aus (5.9,10) ergibt sich

Wy (ko+ ~lg ) L

—; = &) . o= = —y)aslg). (5.11)

Wy

Insbesondere findet man anstelle von (0.1,3) genauer

A I IS

7n (1, 9) a5 (q) B}
g e V3(1_‘) (1_*) =1, "+0(n ) (n>eo).  (5.13)

Asymptotische Relationen etwas anderer Beschaffenheit lassen sich zwischen Parti-
tionenanzahlen vom Typus III und gewissen ihrer Modifikationen aus Satz 16 ableiten.
Nach der ersten Formel dieses Satzes gilt, wenn

K k 1 - q
= N e L TIPS TGRS AR 1 = 1 R
Z‘ 24q+ 48 (]' )’ wl q Ep H 77 2?0 (I)

gf (@) =1F1@nViz) VAz>0), r=2+31k°

gesetzt wird:
o (L, g)=2mew, (27 A) gt (n+n)+O(ff 4xVA*(n+ 7;5)); (5.14)

hier bezeichnet 1* eine von » unabhingige positive Zahl <A. Diese asymptotische Dar-
stellung besteht auch im Falle ° = 0, wofern man dann g, (I, ¢) =7, (f, ¢) fir [ = {0, k", k™ },
= {k*, k" } definiert. Das hat zur Folge, dass sich die Partitionenanzahlen 7, (f, g) des
Typus II den folgenden Betrachtungen unterordnen. Von den Eigenschaften der Funk-

tionen g, ; () benétigen wir die folgenden:

g (x) = l/_ 2m~ ’(Zx)%—%e“v’ﬁ(l +0(x ) (>0, 2—>o0),
(5.15)

d
iz gr-1(x) =4na* Ag7 (2);

beide bestehen fiir beliebige reelle r.
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Es seien s paarweise verschiedene natiirliche Zahlen o; und s natiirliche Zahlen y;
derart gegeben, dass

1<u;<k° bzw. <k* bzw. <k, wenn (%)=O bzw. = +1 bzw. = -1 (5.16)

zutrifft. Man gehe von dem durch ¢, £°, k*, &~ definierten Problem IT oder III aus und modi-
fiziere es, indem man fiir jedes «; das Erscheinen in u; bestimmten der urspriinglich zuge-
lassenen Farben verbietet. Gesucht ist demnach die Anzahl derjenigen Partitionen der
natiirlichen Zahl n, in welchen die Summanden m %o, gemiss II, III wie bisher, die a;
dagegen nur in — entsprechend (5.16) — genau k° — p,, baw. k* — u;, baw. k™ — u; vorge-
gebenen Farben erscheinen; verschwindet die betreffende Differenz, so bedeutet dies, dass
o; iiberhaupt nicht auftritt.

Nach‘(P I), 12. gewinnt man die modifizierte Partitionenanzahl aus der ungeénderten

durch dterterte Differenzenbildung (eine Art arithmetischer Differentiation): In der Be-
zeichnung

Aacn =Cn " Cn-gq

schreibt sich die modifizierte Partitionenfunktion als

(1a%)entt00,

und man findet fiir sie nach (5.14,15) auf Grund des Verfahrens von (P I), 12. die asympto-
tische Darstellung

r 11+m

_ 3 '
(HA”’)Qn(l 9= ,/— H @aVia)IA it 2 enVin(1 10 Y),  (5.17)

s
in der m die ,,Differentiationsordnung® > u, angibt; (5.17) gilt bei sinngemésser Inter-
i=1

pretation auch fiir s =0.

Es sei nun neben g, ([, g) (X°= 0) eine zweite Anzahlfunktion der gleichen Art, also
des Typus IT oder III vorgelegt, deren Parameter und Konstanten wir von denen der ersten
durch einen Akzent unterscheiden; wir setzen zunichst nur ¢’ = ¢, 2’ = 4 voraus. Es seien

ferner die natiirlichen Zahlen a;, u; (1 <j <s’) beziiglich der Parameter [', ¢ durch die bei
(5.16) mitgeteilte Vorschrift bestimmt. Wir schreiben m’ = E:l w; und lassen ausdriicklich
i
zu, dass irgendwelche der vier Parameter %°, k'%, s, s’ verschwinden. Dann gilt der folgende
Sartz 17. Unter den Voraussetzungen
A=21 K°=ik° mod2, k°+2m =k +2m

besteht die asymptotische Relation
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(ma¥) et [Tofs
E =S @m 1+ om ) (5.18)
(H Afif,’-) enllig) IT o)
=1 j=1
mit
C(_)} =qq~a——l 3 (koK) 8%(k+~k'+rk_+k'_)hu )

Der Proportionalitiitsfaktor auf der rechten Seite von (5.18) ist genau dann algebraisch, wenn
k' = kO zutrifft; er ist genau dann rational, wenn 1" = | zutrifft.

Zum Schluss dieser ganzen Untersuchung betrachten wir die in den Sétzen 3 und 4
angegebene Darstellung fiir die Fourier-Koeffizienten b,,, (I, F) einer in § reguldren
Modulform F einer Klasse {I'y, 7 — 2, v71} (r > 2 reell; Bezeichnungen vgl. § 1). Wir wollen
diese Darstellung zuniichst nach abnehmenden Werten eines diskreten Parameters in eine
(einzige) unendliche Reihe ordnen und sodann unter gewissen Voraussetzungen die Frage
diskutieren, wieviele Glieder dieser Reihe eine im eigentlichen Sinne asymptotische Entwick-
lung von by, . (I, F) fiir n— oo liefern. Bei dieser Diskussion werden wir uns der in (P 1I), 7.
entwickelten Hilfsmittel bedienen.

Fithrt man in den N,(4, &, u) die Funktion f,_1(z) =21,_1(z) anstelle von (1.12)

fr_1(2) ein, so erhilt man nach Satz 4 fiir n +2" >0

[Tl

L -1
N2 o h+ x;
by (I: F) == . T Z Z (J) b‘h*"j (AJ" F)yx

2n + #')? I=1 O<htunj = nojtu; N; (519)

s AW S <4n (n+x')(h+x,-))

X & ml=mrw), Ay R hru)fa\ V)"
my CT (4, T) 4, (a4 ) fes m NN;

m;>0

Im folgenden werde bezeichnet
mit oty 4o (4, &, b +x;) die Summe-liber m; in der zweiten Zeile von (5.19);

mit g die Menge der j =1, 2, ..., 6, zu deren jedem ein k existiert, das
O<h+ %j§n0j+ Hj, bﬂh,x}. (A.j, F) =0

erfullt {(# kann von § abhiéngen);
mit ), fiirjedes g < g die Menge derjenigen b, welche

0<h+ 5, ngg + 2y, b_h_,,g(A,,F)=n=0

erfiillen. -— Ausserdem sei, wenn g g, b < fj:

Bt g\ bt
591”' =( g) bfhfng (A07 F): Cg,n =47 j\—fg_Af : (520)
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In diesen Bezeichnungen gilt nach (5.19) fiir n +x' >0

-1
i N?

by (I, Fy= - 2 2 Eg n Onyw (Ag, ﬁ’h"'xy)' (5.21)

2(n+ z')g 9C8 hChy

Wir betrachten die Modulform F und ebenso die Klasse & = {I'y, —7, v} als fest ge-
geben. Die weiterhin auftretenden sog. Konstanten C), C,, ... sind demgemiss positive
Funktionen von & und F allein. Wir definieren jetzt die Gréssen g,, 8, my, (k) (1 <v < 8,)
ghnlich wie in (P I), 7.; es bilden also die g, (k =1, 2, ...) die monoton abnehmende Folge

mit dem (genauen) Wertevorrat

¢
_:;‘n‘ (9<g; 'ch(z(Aa’ Ty), my>0; hchy),

1
und es gilt unter diesen Bedingungen bei festem k genau dann ¢, » =m,9,, wenn
my =m,,(k), 1 <»<pf,. Hier wollen wir — in geringfiigiger Abweichung von (P I) —
primér die verschiedenen Paare {g, h}, die ¢, » =m,p, fir gc g, h<h,, m;cT(4,, Ty
bei festem k erfillen, durch den Index v, also gemiss ¢ =g,(k), 2 =h,(k) (1 <v<p8,)

kennzeichen und die m,, (k) durch
my, (k) =QEI Cg 00, n, k(9 (k)cg, b, (k)cf)gv(k,, 1<v=<84) (5.22)

definieren. Zum Unterschiede von (PI) kann also bei festem k ein Wert m;, (k) mehr-
fach auftreten; B, ist hochstens gleich der Anzahl der von Null verschiedenen Haupt-
teil-Glieder von F(t).

Da die any.(4;, &, b +2;) ersichtlich von der Wahl der »(4,) (2 <j < 6,) nicht ab-
héngen, werde nun »(4;) =1 (1 £ 4 < 6,) vorausgesetzt. Dann ergibt sich die Reihendar-
stellung

FNt
brswd, F)=— — — 2 Hy(n+#,F) (n+3x>0), (5.23)
2(n +x)2 !

deren Glieder H,(n + x', F) durch

Xi(nt+u', F)= Zﬁ an(k),hvac) Wm”(k) (—(n+2"), Ag, &, kb, (k) + %g, s
3

1=v=

(5.24)
froa@=21_1(2), He(n+x,F)y=X,(n+x, F)f_ (o Vn+2x)

erkliart sind.
Wir zitieren einige Resultate von (P I), 7., die sich unmittelbar auf die vorliegende

Situation iibertragen und die wir hier anwenden wollen. Fiir das zweite Resultat teilen
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wir auch den in (P I) nicht ausgefiihrten Beweis mit. — Zunichst gilt
Cr<ko,=Cy Cosk'my,(B)=C, (1<v<B). (5.25)

Bei gegebenem k bezeichne ferner m(k) das kleinste gemeinsame Vielfache der m;, (k)

(1 <v <pB). Dann gilt
Cy <k ' mi(k) < C,. (5.26)

1A

Brwgris: Die erste Ungleichung (5.26) folgt aus der dritten Ungleichung (5.25).
Um die zweite Ungleichung (5.26) zu beweisen, bemerke man, dass die simtlichen Quo-
tienten my, (k)ymi . (k) (v, u = 1,2, ..., B,) einer festen Menge von positiven rationalen Zahlen
angehoren; diese kann als die Gesamtheit £ aller rationalen Zahlen unter den Quotienten
irgend zweier ¢,.» (g < g, h<1),) erklirt werden. Man bilde nun den Hauptnenner / der

Zahlen von &), die Menge 2, der natiirlichen Zahlen /s fiir s in £ und das kleinste gemein-

same Vielfache ]‘rder Zahlen von £ £; dann findet man nach (5.22) zunichst
Fman(k) = fomy (k) (< AS, 1<v < By, k fest).
Hieraus folgt, dass alle hm,,(k), also auch alle m,, (k) in fmu(lc) aufgehen, was nach (5.25)
m (k) < f myy (k) <f Cuk

und damit die Behauptung ergibt.
Unter der Voraussetzung, dass alle x, (g < g) rationale Zahlen sind, sei ¢ =2 oder 3,
je nachdem, ob die simtlichen ¢, , (9< g, A< j,) zueinander in rationalem Verhiltnis

stehen oder nicht. Dann gilt

c
oK — 01 > TD“ fiir ganze k,1 mit 1<k<l. (5.27)

Wir gelangen jetzt zu der genaueren Diskussion der oben angedeuteten Frage nach
dem asymptotischen Charakter der Entwicklung (5.23). Um hier ein nicht-triviales Ergeb-
nis zu gewinnen, bedarf man zusitzlicher Annahmen. Wir formulieren die simtlichen wei-

terhin zu Grunde liegenden Annahmen zusammenfassend wie folgt:

VoraUsseETzUNG (E):

1. Es sei I’y eine Kongruenzgruppe, d.h. eine durch endlich viele Kongruenzen fiir die
Elemente ihrer Matrizen definierte Untergruppe der vollen Modulgruppe T

2. Es sei r eine rationale Zahl > 2.

3. Es sei v ein Multiplikatorsystem zur Gruppe I’y von der Dimension — r derart, dass alle
Multiplikatorwerte v(L) (L <T';) Einheitswurzeln sind.

4. Es sei F(1) eine in der oberen Halbebenc regulire Modulform {[', r —2, v=1}.
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5. Fiir die Entwicklungen von F(t) nach den Ortsvariablen der Spitzen (vgl. Satz 4)
gelte: Die sdmtlichen Quotienten irgend zweier von Null verschiedenen Hauptteil-
Koeffizienten b_j ., (4; F) sind algebraische Zahlen.

Wir ziehen aus diesen Voraussetzungen zuniichst einige Schliisse. Nach (E) 1.2.3.
existiert, weil I'y ein endliches Erzeugendensystem besitzt, eine feste natiirliche Zahl
6 derart, dass Qr ganz und ¢9(L) fiir alle L aus I'; gleich 1 ist; insbesondere sind also alle
Q—ZM, (1 £9 £0,) ganz rational, und daher gilt auch {5.27). In der bei (5.20) eingefiihrten
Bezeichnung ist (E) 5. gleichbedeutend damit, dass die simtlichen Quotienten irgend
zweier &, (< g, h<),) algebraische Zahlen sind. Existiert nur ein einziger von Null
verschiedener Hauptteil-Koeffizient, so ist (E) 5. logisch zu interpretieren: Uber diesen
Koeffizienten wird nichts vorausgesetzt.

Es gibt ein komplexes &, +0 derart, dass alle &,&, » =&, 1 (9 g, A< l),) ganze alge-
braische Zahlen sind. Nach (5.24) sind mithin die simtlichen &,X ,(n + %', F) ganz alge-
braisch (k£ =1,2, ...). Es bezeichne nun N das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen
N und N, (g< g), 8 den algebraischen Zahlkérper, der aus dem Korper P der rationalen

Zahlen durch Adjunktion der simtlichen Zahlen &;, (9 < g, A< )),) hervorgeht. Dann
besteht die Relation

2mi
EXi(nta',F)c 3 (exp 1?5%1,(/0) ; (5.28)

der Absolutgrad dieses algebraischen Zahlkorpers ist nach (5.26) hochstens gleich C,k
mit geeignetem konstanten C, > 0.

Benutzt man andrerseits fiir die Exponentialsummen (1.1) W, die triviale Abschét-
zung |W, |<m; N, so erkennt man leicht, dass alle algebraischen Konjugierten von
£o X (n + %', F) dem Betrage nach unterhalb einer Schranke von der Gestalt Cgk liegen,
wo Cg > 1 ist. Daraus folgt nach (5.28)

[ Xe(n+5', F)|=(Cok)"*, wenn Xy (n+#', F)=+0.

Ferner ist (Cok) “* =k 2%* fiir k=C,4. Da jedes Xy (n + ', F) (k=1) eine periodische
Funktion von n mit der Periode m (k) N darstellt, befinden sich unter den Zahlen

B & Xem+o', F)| tir 1Sk<Cq n+2'>0
nur endlich viele verschiedene, und man erhilt also insgesamt
| Xi(n+%', F)| = Cyk~%*, wenn Xy (n+2', F)=0. (5.29)

Mit Hilfe dieser Abschitzung ldsst sich ohne Schwierigkeit die folgende Aussage
begriinden: Es sei
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1 1
Kpiw=04m+%)2%D]og *(n+x%'), A eine feste Zahl>_——

9+1’°

ferner 1<k<l<K,,,, Xpy(n+%',F)+=0 (k und ! ganz rational). Dann gilt

|Hy(n + #, F)|
|Hy(n+x', F)|

1 &
+1

=(,, xXp ( —O5(n 42"y @+ Jogd

(n+ x')) . (5.30)

Zum Beweise schitzt man den Zahler durch C,,lf, 1 (o Vn + x') nach oben, den Faktor
X, des Nenners gemiiss (5.29) nach unten ab und wendet in Zahler und Nenner die in Satz

16 genannte asymptotische Relation fiir f,_;(z) an. Die Anwendung ist statthaft, weil
nach (5.25) fir n >2

&
oVnt+u 20,0 Vn+x =20 Kt Van+u 20y (n+x')T0D

In dhnlicher Weise kann man zeigen, dass (5.30) giltig bleibt, wenn man den Zihler
auf der linken Seite durch den Betrag des Reihenrestes

Rin+#,F)=3 He(n+x, F) (5.31)
k=1

ersetzt. Hierfiir mégen einige Andeutungen geniigen: Wegen der Monotonie der g, ist

2 |Hk (4o, F)|§016 (n+2") fros (Qlﬂ Vn+ ®),

I+1=ksVntx
also klein gegeniiber der oberen Schranke C,,! ]‘,«1(911/77 J—r;’) von Hy(n +3', F), und fir
m>Vn +x hat R, (n +3', I) eine Grossenordnung O(n).
Wir beginnen mit der Formulierung der Ergebnisse; diese lassen sich am iibersicht-

lichsten darstellen auf Grund der folgenden

o0

DEFINITION: Die Reihe B*(n)= > Hy (n) sei fiir alle natiirlichen Zahlen n ab-
k=1

o
solut konvergent, und es werde R](n) = Hy(n) gesetzt. Wir sagen, diese Reihe gebe bis zu
k=1

der Summationsgrenze k = A, eine asymptotische Entwicklung von B*(n) fiir n— oo, wenn

die folgeniden Bedingungen erfiillt sind:

1. Gleichmissig fiir alle ganzen k, I mit 1 <k <l <A, strebt sowohl H; (n)(H;(n)) " als
auch R} (n)(H;(n))™' gegen Null, wenn n die ganzen Zahlen durchlauft, fiir die
Hi(n) =0 ausfallt.

2. Gleichmissig fiir alle ganzen I, m mit 1 <I <A, <m strebt By (n)(H/(n))™' gegen
Null, wenn % die ganzen Zahlen durchiduft, fiir die H 7 (n) =0 ausfallt.
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Da diese Bedingungen ungeéndert bleiben, wenn alle Reihenglieder mit dem gleichen
von Null verschiedenen Faktor multipliziert werden, kénnen wir die Ergebnisse zusam-

menfassen in

Satrz 18. Unter den Voraussetzungen (E) gibt die Darstellung (5.23) eine asymptotische
Entwicklung im Sinne der Definition bis zu der Summationsgrenze

1
Koy =Cphm+x')@ D log A (n+x');

1
zur Erkldrung von & vgl. (5.27); A bezeichnet eine beliebige feste Zakl>;ﬁ, C,, eine
7

beliebige positive Konstante.
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