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Übungsblatt 10

Alle Lösungen müssen vollständig und verständlich begründet werden.

Abzugeben bis zum 10:00 am Montag, 22. Januar, im Fach von Felix.

Aufgabe 1 [10 Punkte]

(a) Sei Ω eine beliebige Menge, und sei E3 die Menge aller Teilmenge E ⊆ Ω,
sodass E oder Ω \ E höchstens abzählbar sind (oder beide). Zeigen Sie, dass
E3 eine σ-Algebra auf Ω ist.

(b) Sei Ω eine überabzählbare Menge, und sei E4 die Menge aller Teilmenge E ⊆ Ω,
sodass E oder Ω \ E überabzählbar sind (oder beide). Ist E4 eine σ-Algebra
auf Ω?

Aufgabe 2 [10 Punkte]
Set Ω eine beliebige Menge, and sei M⊆ P(Ω) eine Menge von Teilmengen von Ω.
Sei A die Menge aller σ-Algebren auf Ω, die Obermengen vonM sind. Beweisen Sie,
dass die Menge

σ(M) =
⋂
A∈A

A

die folgenden drei Eigenschaften hat:

(a) M⊆ σ(M).

(b) σ(M) ist eine σ-Algebra auf Ω.

(c) Sei E eine σ-Algebra auf Ω, sodass M⊆ E . Dann gilt σ(M) ⊆ E .



Aufgabe 3 [10 Punkte]
SeiM = {(a, b] : a ≤ b,wobei a, b ∈ R}, und sei B = σ(M) die Borel’sche σ-Algebra
auf R. Zeigen Sie, dass die folgenden Mengen Borel-Mengen sind.

(a) Die Menge {x}, wobei x ∈ R.

(b) Die Intervalle [a, b], [a, b) und (a, b), wobei a und b reelle Zahlen sind, sodass
a < b.

(c) Die Menge [0, 1] \Q.

(d) Alle offenen1 Teilmengen von R.

[Hinweis: http://discretemath.imp.fu-berlin.de/StochastikI-2017-18/
Hinweise/Blatt10.html.]

Aufgabe 4 [10 Punkte]
Sei (Ω, E ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) P(∅) = 0.

(b) Für alle E,F ∈ E , wobei E ⊆ F , gilt P(E) ≤ P(F ).2

(c) Für alle E,F ∈ E gilt P(E ∪ F ) = P(E) + P(F )− P(E ∩ F ).

(d) Für alle E1, E2, E3, . . . ∈ E , wobei E1 ⊆ E2 ⊆ E3 ⊆ . . ., gilt

P

(
∞⋃
i=1

Ei

)
= lim

n→∞
P(En).3

(e) Für alle E1, E2, E3, . . . ∈ E , wobei E1 ⊇ E2 ⊇ E3 ⊇ . . ., gilt

P

(
∞⋂
i=1

Ei

)
= lim

n→∞
P(En).4

[Hinweis: http://discretemath.imp.fu-berlin.de/StochastikI-2017-18/
Hinweise/Blatt10.html.]

1Eine Teilmenge E ⊆ R wird offen genannt, wenn für jedes x ∈ E es ein positives ε > 0 gibt,
sodass (x− ε, x + ε) ⊆ E.

2Diese Eigenschaft heißt Monotonität.
3Diese Eigenschaft heißt Stetigkeit von unten.
4Diese Eigenschaft heißt Stetigkeit von oben.
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