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Aufgabe 1 [10 Punkte]

(a) Sei Q eine beliebige Menge, und sei & die Menge aller Teilmenge E C €,
sodass F oder Q \ E hochstens abzdhlbar sind (oder beide). Zeigen Sie, dass
&3 eine o-Algebra auf €2 ist.

(b) Sei Q2 eine tiberabzdhlbare Menge, und sei £, die Menge aller Teilmenge £ C €,
sodass E oder Q \ E iiberabzahlbar sind (oder beide). Ist £, eine o-Algebra
auf 7

Aufgabe 2 [10 Punkte]
Set ) eine beliebige Menge, and sei M C P(£2) eine Menge von Teilmengen von €.
Sei A die Menge aller o-Algebren auf €2, die Obermengen von M sind. Beweisen Sie,
dass die Menge

o(M)=[) A

AecA

die folgenden drei Eigenschaften hat:
(a) M C a(M).
(b) o(M) ist eine o-Algebra auf 2.

(c) Sei & eine o-Algebra auf 2, sodass M C £. Dann gilt (M) C €.



Aufgabe 3 [10 Punkte]
Sei M = {(a,b] : a < b,wobei a,b € R}, und sei B = (M) die Borel’sche o-Algebra
auf R. Zeigen Sie, dass die folgenden Mengen Borel-Mengen sind.

(a) Die Menge {x}, wobei z € R.

(b) Die Intervalle [a, b], [a,b) und (a,b), wobei a und b reelle Zahlen sind, sodass
a <b.

(c¢) Die Menge [0,1] \ Q.
(d) Alle offenen' Teilmengen von R.

[Hinweis: http://discretemath.imp.fu-berlin.de/StochastikI-2017-18/
Hinweise/Blatt10.html.|

Aufgabe 4 [10 Punkte]
Sei (€2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) P(0) =

(b) Fiir alle E, F € £, wobei E C F, gilt P(E) < P(F).?

(c) Furalle E,F € Egit P(FEUF)=P(E)+P(F)-P(ENF).
(d) Fiir alle Ey, Ey, Es3,... € £, wobei F; C Ey C E3 C ..., gilt

(UE> = Jim B(E).

=1
(e) Fiir alle Fy, Ey, E3,... € £, wobei F1 D Ey D E3 D ..., gilt
(ﬂE) = lim P(E,).*
i1 n—oo

[Hinweis: http://discretemath.imp.fu-berlin.de/StochastikI-2017-18/
Hinweise/Blatt10.html.|

!Eine Teilmenge E C R wird offen genannt, wenn fiir jedes 2 € E es ein positives £ > 0 gibt,
sodass (x —e,x+¢) C E.

2Diese Eigenschaft heifit Monotonitdt.

3Diese Eigenschaft heifit Stetigkeit von unten.

4Diese Eigenschaft heifit Stetigkeit von oben.
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