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0.1 Geometria analityczna w przestrzeni

Przestrzeni¡ R3 nazywamy zbiór wszystkich uporz¡dkowanych trójek (x, y, z) liczb rzeczy-
wistych, tzn.

R3 = {(x, y, z) : x, y, z ∈ R} .

Zbiór R3 mo»na interpretowa¢ geometrycznie wprowadzaj¡c trójwymiarowy prostok¡t-
ny (kartezja«ski) ukªad wspóªrz¦dnych. P = (x, y, z) - punkt w przestrzeni R3.

Ukªad
lewoskr¦tny prawoskr¦tny

B¦dziemy rozwa»a¢ ukªad prawoskr¦tny.

• Liczby x, y, z nazywamy wspóªrz¦dnymi punktu P ;

• OX, OY, OZ - oznaczenia osi ukªadu wspóªrz¦dnych;

• OXY, OY Z, OXZ - oznaczenia pªaszczyzn (zawieraj¡cych dwie wybrane osie ukªadu
wspóªrz¦dnych);

• Podobnie jak dwuwymiarowy ukªad wspóªrz¦dnych dzieli pªaszczyzn¦ na ¢wiartki,
tak trójwymiarowy ukªad wspóªrz¦dnych dzieli przestrze« na oktanty.

Trójka (x, y, z) w przestrzeni R3 mo»e by¢ tak»e interpretowana jako wektor −→a =
−→
OP

zaczepiony w punkcie O = (0, 0, 0), o ko«cu w punkcie P = (x, y, z).
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Podobnie, dwa punkty P i Q w przestrzeni wyznaczaj¡ jednoznacznie zarówno odcinek

PQ, jak i wektor
−→
PQ (jak równie»

−→
QP ).

Uwaga. Zarówno wektory, jak i punkty w przestrzeni R3 mog¡ by¢ podane s¡ za pomoc¡
wspóªrz¦dnych, wi¦c przy odró»nieniu wektora od punktu nale»y zwróci¢ uwag¦ na rodzaj
u»ytych nawiasów (o ile to rozró»nienie nie wynika z kontekstu).

• zapis (x, y, z) oznacza wspóªrz¦dne punktu,

• zapis [x, y, z] oznacza wspóªrz¦dne wektora.

• Je±li wspóªrz¦dnymi punktu s¡ odpowiednie wspóªrz¦dne rzutów punktu na osie ukªa-
du wspóªrz¦dnych, to takie wspóªrz¦dne nazywamy kartezja«skimi (lub prostok¡t-
nymi).

• Wspóªrz¦dne punktu mo»na podawa¢ tak»e za pomoc¡ innych wielko±ci liczbowych,
okre±laj¡cych jednoznacznie jego poªo»enie. Zamiast wspóªrz¦dnych prostok¡tnych
mo»na stosowa¢ wspóªrz¦dne cylindryczne lub wspóªrz¦dne sferyczne.

Wspóªrz¦dne cylindryczne P = P (ρ, ϕ, z)
ρ ≥ 0, ϕ ∈ [0, 2π)

Zale»no±ci:

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, z = z.

Wspóªrz¦dne sferyczne P = P (ρ, θ, ϕ)
ρ ≥ 0, θ ∈ [0, π), ϕ ∈ [0, 2π)
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Zale»no±ci:
x = ρ sin θ cosϕ, y = ρ sin θ sinϕ, z = ρ cos θ.

Zadanie domowe: Poda¢ wspóªrz¦dne

1. kartezja«skie punktu P , wiedz¡c, »e ma on wspóªrz¦dne cylindryczne
(
2π
3
, π
4
, 1
)
;

2. cylindryczne punktu P , wiedz¡c, »e ma on wspóªrz¦dne kartezja«skie
(
1,−1,

√
6
)
;

3. cylindryczne punktu P , wiedz¡c, »e ma on wspóªrz¦dne sferyczne
(
1, π

6
, 3π

4

)
;

4. kartezja«skie punktu P , wiedz¡c, »e ma on wspóªrz¦dne sferyczne
(
1, 5π

6
, π
4

)
;

W dalszej cz¦±ci wykªadu �wspóªrz¦dne� b¦d¡ oznacza¢ wspóªrz¦dne kartezja«skie.

Je»eli A = (xA, yA, zA) i B = (xB, yB, zB), to wektor zaczepiony
−→
AB ma wspóªrz¦dne

[xB − xA, yB − yA, zB − zA]

Wektor [0, 0, 0] nazywamy wektorem zerowym i oznaczamy
−→
0 .

Wektor [−xa,−ya,−za] nazywamy wektorem przeciwnym do wektora −→a = [xa, ya, za] i
oznaczamy (−−→a ).

Wektorem swobodnym nazywamy zbiór wszystkich wektorów zaczepionych, które
maj¡ ten sam kierunek, zwrot i dªugo±¢.

Dziaªania na wektorach okre±lamy nast¦puj¡co:
1. dodawanie wektorów

[ax, ay, az]± [bx, by, bz] = [ax ± bx, ay ± by, az ± bz]

2. mno»enie wektora przez staª¡ c ∈ R

c · [ax, ay, az] = [c · ax, c · ay, c · az]
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Powy»sze dziaªania maj¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci:

1. −→a +
−→
b =

−→
b +−→a ;

2. (−→a +
−→
b ) +−→c = −→a + (

−→
b +−→c );

3. −→a +
−→
0 = −→a ;

4. −→a + (−−→a ) = −→0 ;

5. (α + β)−→a = α−→a + β−→a dla α, β ∈ R;

6. α(−→a +
−→
b ) = α−→a + α

−→
b dla α ∈ R;

7. α · −→a =
−→
0 ⇒ α = 0 ∨ −→a =

−→
0

Dªugo±¢ wektora −→a = [ax, ay, az]

|−→a | =
√
a2x + a2y + a2z

zad.dom: Wyprowadzi¢ powy»szy wzór.

Wªasno±ci dªugo±ci wektora:

Dla dowolnych wektorów −→a ,
−→
b zachodzi

• |−→a | ≥ 0;

• |−→a | = 0 ⇔ −→a =
−→
0 ;

• |−→a +
−→
b | ≤ |−→a |+ |

−→
b |;

• |α−→a | = |α| · |−→a | dla α ∈ R .

Wersorem wektora −→a 6= −→0 nazywamy wektor −→a0 , który ma dªugo±¢ 1 oraz ten sam
kierunek i zwrot jak wektor −→a .

Wersory osi ukªadu wspóªrz¦dnych b¦dziemy oznacza¢ nast¦puj¡co:

• [1, 0, 0] =
−→
i (wersor osi 0X);

• [0, 1, 0] =
−→
j (wersor osi 0Y );

• [0, 0, 1] =
−→
k (wersor osi 0Z)

Je»eli −→a = [ax, ay, az], to mo»emy zapisa¢

−→a = ax
−→
i + ay

−→
j + az

−→
k

Je»eli −→a = [ax, ay, az], to
−→a0 =

[
ax
|−→a |

,
ay
|−→a |

,
az
|−→a |

]
jest wersorem wektora −→a . Zauwa»my,

»e:
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• cos(](−→a ,OX)) =
ax
|−→a |

• cos(](−→a ,OY )) =
ay
|−→a |

• cos(](−→a ,OZ)) = az
|−→a |

Liczby
ax
|−→a |

,
ay
|−→a |

,
az
|−→a |

(Wspóªrz¦dne wersora −→a0 wektora −→a ) nazywamy cosinusami

kierunkowymi wektora −→a .

Iloczynem skalarnym wektorów −→p i −→q nazywamy liczb¦

|−→p | · |−→q | · cos(](−→p ,−→q ))

Iloczyn skalarny oznaczamy symbolem

−→p ◦ −→q .

Iloczyn skalarny oznaczamy tak»e symbolem −→p · −→q lub −→p −→q . W szczególno±ci iloczyn ska-
larny −→p · −→p mo»na zapisa¢ krótko −→p 2

.

Wªasno±ci iloczynu skalarnego:

1. −→a ·
−→
b =

−→
b · −→a ;

2. −→a · −→0 = 0;

3. −→a · (
−→
b +−→c ) = −→a ·

−→
b +−→a · −→c ;

4. −→a 2
= |−→a |2 (tzn. |−→a | =

√−→a 2
);

5. Je»eli −→a ·
−→
b = 0, to −→a ⊥

−→
b .

Z powy»szych wªasno±ci wynika w szczególno±ci

5.
−→
i

2
=
−→
j

2
=
−→
k

2
= 1

6.
−→
i · −→j =

−→
j ·
−→
k =

−→
i ·
−→
k = 0

7. Je»eli −→a = [ax, ay, az] i
−→
b = [bx, by, bz], to

−→a ·
−→
b = axbx + ayby + azbz

Korzystaj¡c z de�nicji iloczynu skalarnego mo»emy wyznaczy¢ miar¦ k¡ta mi¦dzy wek-
torami:

cos(](−→p ,−→q )) =
−→p · −→q
|−→p | · |−→q |

.

Zatem

](−→p ,−→q ) = arccos

( −→p · −→q
|−→p | · |−→q |

)
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W szczególno±ci z powy»szego wzoru wynika, »e je±li −→p · −→q < 0, to k¡t ](−→p ,−→q ) jest
rozwarty.

Rzutem prostok¡tnym wektora −→a w kierunku wektora
−→
b nazywamy wektor −→c

okre±lony wzorem

−→c =
−→a ·
−→
b∣∣∣−→b ∣∣∣2
−→
b

Niech −→p ,−→q 6= −→0 i −→p ∦ −→q . Iloczynem wektorowym uporz¡dkowanej pary wektorów
−→p ,−→q nazywamy wektor −→r speªniaj¡cy nast¦puj¡ce warunki:

1. −→r ⊥ −→p i −→r ⊥ −→q ;

2. |−→r | = |−→p | · |−→q | · sin(](−→p ,−→q ));

3. −→p ,−→q ,−→r tworz¡ ukªad zgodny z orientacj¡ przestrzeni.

Iloczyn wektorowy oznaczamy symbolem

−→p ×−→q

Ponadto przyjmujemy:

• −→p ×−→0 =
−→
0 ;

• −→p ×−→q =
−→
0 gdy −→p ‖ −→q .

Z powy»szej de�nicji jasno wynika, »e iloczyn wektorowy jest okre±lony jednoznacznie.

Dªugo±¢ iloczynu wektorowego −→p × −→q jest równa polu równolegªoboku rozpi¦tego
na wektorach −→p i −→q .

Wªasno±ci iloczynu wektorowego:

1. −→q ×−→p = −−→p ×−→q (antyprzemienno±¢);

2. (α−→p )×−→q = −→p × (α−→q ) = α(−→p ×−→q ) dla α ∈ R;

3. (−→p1 +−→p2)×−→q = −→p1 ×−→q +−→p2 ×−→q ;
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4. −→p × (−→q1 +−→q2 ) = −→p ×−→q1 +−→p ×−→q2 ;

5. |−→p ×−→q | ≤ |−→p ||−→q |.

Z de�nicji iloczynu wektorowego wynika tak»e w szczególno±ci, »e

• −→i ×−→j =
−→
k ;

• −→j ×
−→
k =

−→
i ;

•
−→
k ×−→i =

−→
j .

Je»eli −→p = [px, py, pz] i
−→q = [qx, qy, qz], to wspóªrz¦dne wektora −→p × −→q obliczamy za

pomoc¡ wyznacznika:

−→p ×−→q =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

px py pz
qx qy qz

∣∣∣∣∣∣ =
=
−→
i

∣∣∣∣py pz
qy qz

∣∣∣∣−−→j ∣∣∣∣px pz
qx qz

∣∣∣∣+−→k ∣∣∣∣px py
qx qy

∣∣∣∣ =
=

[∣∣∣∣py pz
qy qz

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣px pz
qx qz

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣px py
qx qy

∣∣∣∣]
Iloczynem mieszanym uporz¡dkowanej trójki wektorów −→p ,−→q ,−→r nazywamy liczb¦

(−→p ×−→q ) ◦ −→r

Iloczyn mieszany oznaczamy symbolem (−→p ,−→q ,−→r ), tzn.

(−→p ,−→q ,−→r ) = (−→p ×−→q ) ◦ −→r

Interpretacja geometryczna iloczynu mieszanego:
Warto±¢ bezwzgl¦dna z iloczynu mieszanego (−→p ,−→q ,−→r ) jest równa obj¦to±ci równole-

gªo±cianu rozpi¦tego na wektorach −→p ,−→q i −→r .
Je»eli

−→p = [px, py, pz],

−→q = [qx, qy, qz],
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−→r = [rx, ry, rz],

to

(−→p ,−→q ,−→r ) =

∣∣∣∣∣∣
px py pz
qx qy qz
rx ry rz

∣∣∣∣∣∣
Mówimy, »e wektory −→p ,−→q ,−→r s¡ komplanarne (wspóªpªaszczyznowe), je»eli stnieje

pªaszczyzna, do której wszystkie trzy wektory s¡ równolegªe
Wªasno±¢:

(−→p ,−→q ,−→r ) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy i wektory s¡ komplanarne.
Mówimy, »e wektory −→p ,−→q s¡ kolinearne (wspóªliniowe), je»eli istnieje prosta, do

której wszystkie obydwa wektory s¡ równolegªe.
Wªasno±¢:

−→p i −→q s¡ kolinearne wtedy i tylko wtedy gdy istnieje liczba α ∈ R taka, »e −→p = α−→q .
Uwaga;

Przyjmujemy, »e wektor
−→
0 jest zarówno prostopadªy, jak i równolegªy do dowolnego wek-

tora.

Równania pªaszczyzny w przestrzeni R3

I. Równanie ogólne pªaszczyzny
Niech P0 = (x0, y0, z0) ∈ R3 b¦dzie ustalonym punktem. Rozwa»my niezerowy wektor

−→n = [A,B,C].

Pytanie: jakie jest miejsce geometryczne punktów P = (x, y, z) ∈ R3, takich, »e wek-

tory −→n i
−−→
P0 P s¡ prostopadªe?

Odpowied¹: punkty te tworz¡ pªaszczyzn¦, która jest prostopadªa do wektora −→n i prze-
chodzi przez punkt P0.

Wektor −→n = [A,B,C] nazywamy wektorem normalnym pªaszczyzny π. Wektor
normalny pªaszczyzny π oznaczamy tak»e symbolem −→nπ
Poniewa» wektory

−−→
P0 P = [x− x0, y − y0, z − z0] i −→n = [A,B,C] s¡ prostopadªe, wi¦c

[x− x0, y − y0, z − z0] ◦ [A,B,C] = 0

Pªaszczyzna π jest wi¦c zbiorem punktów P = (x, y, z) speªniaj¡cych równanie (o
zmiennych x, y, z):

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.
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Oznaczmy D = −Ax0 −By0 − Cz0.

Równanie ogólne pªaszczyzny

π : Ax+By + Cz +D = 0

Pªaszczyzna ma niesko«czenie wiele postaci równania ogólnego, przy czym równania
A1x+B1y+C1z+D1 = 0 i A2x+B2y+C2z+D2 = 0 opisuj¡ t¦ sam¡ pªaszczyzn¦ wtedy
i tylko wtedy [A1, B1, C1, D1] = α[A2, B2, C2, D2] dla pewnej staªej α ∈ R.

Je»eli trzy (ró»ne) punkty A,B,C s¡ niewspóªliniowe, to istnieje dokªadnie jedna pªasz-
czyzna zawieraj¡ca punkty A,B,C.

Wówczas np. wektor
−→
AB ×

−→
AC 6= −→0 , jest prostopadªy do pªaszczyzny wyznaczonej

przez punkty A,B,C, wi¦c w oparciu o powy»szy iloczyn wektorowy mo»na wyznaczy¢
równanie ogólne pªaszczyzny przechodz¡cej przez punkty A,B,C.

II. Równanie odcinkowe pªaszczyzny

Niech π : Ax + By + Cz + D = 0 b¦dzie równaniem ogólnym pªaszczyzny π. Je»eli
D 6= 0, to mo»emy je przeksztaªci¢ nast¦puj¡co:

Ax+By + Cz = −D \ : (−D)

−A
D
x− B

D
y − C

D
z = 1

Oznaczmy

a = −D
A
, b = −D

B
, c = −D

C

Równanie odcinkowe pªaszczyzny π :
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1
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