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Linearisierung einer Funktion

f(x)

Abb. 1-1: Die Gerade T ist die Tangente der Funktion y = f(x) im Punkt P

Eine im Punkt x = a differenzierbare Funktion y = f(x) hat in diesem Punkt
eine eindeutig bestimmte Tangente.
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Linearisierung einer Funktion

f(x)
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Abb. 1-2: Die Funktion y =f(x), die Tangente T im Punkt P und die Umgebung des Punktes x = a

Die im Punkt x = a differenzierbare Funktion y = f(x) kann in diesem Punkt nihe-
rungsweise durch eine lineare Funktion, die Kurventangente 7, ersetzt werden.
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Funktionsgleichung der Tangente

Die Funktionsgleichung der Tangente im Punkt P lautet:

Y =V

X — X

— f'(x()) — Mg, P = (x(): f(x())) — (x(): y())
0

Diese Gleichung bringen wir in die Form y=ax + b :

y_y():mT(x_x()) < y:mT(x_xo)+y0

Y :f’(x()) (x_ x()) + f(x())

Der Punkt P wird in technischen Anwendungen als ‘“Arbeitspunkt”
bezeichnet.

Linearisierung der Funktion y = f(x), oder lineare Approximation, be-
deutet, dass wir in der Umgebung eines Punktes P, in dem die Funk-
tion differenzierbar ist, die Funktion durch ihre Tangente in P ersetzen
wobei die Umgebung so klein gewihlt werden muss, dass wir die Ab-
weichung von y = f(x) vernachldssigen konnen.
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Funktionsgleichung der Normale

Die Normale im Kurvenpunkt P ist eine Gerade, die senkrecht zur
Kurventangente steht. Die Steigung der Normale ist negativ reziprok

Tangentensteigung:
o1 _
N my S (%)
Y =V 1
x — x, :_f’(xo):mN P:<xo’ f(xo)):(xo .V())
Yo == (x—x) = y=——— (x—x) +y
0 m, 0 m, 0 0
y == (=) + £ (x)
S (x())
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Linearisierung einer Funktion: Aufgaben 1-3

Aufgabe 1:

Die Funktion y = f(x) soll in der Umgebung der Stelle
X, durch eine lineare Funktion angendhert werden:

a)yzxz—x, x, =1
b) y=e", x, =0

Aufeabe 2:

Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente der
Funktion y = f(x) im Punkt x = a:

a) y=x*, b) y=x>

Aufeabe 3:

Bestimmen Sie alle Punkte des Graphen der Funktion
y =f(x), in welchen die Tangente den Winkel 7/35° mit
der x-Achse bildet.

x + 2
x — 2

y:
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Linearisierung einer Funktion: Losung la

y=x —x, x, = 1
Tangentenberiihrungspunkt: P =(1,0)
Tangentensteigung: y'=2x-1, m,=y'(l)=1
Tangente in P: yp=x—1

2-1
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Linearisierung einer Funktion: Losung 1b

f(x) &

_]__

y = e, X, =0
Tangentenberiihrungspunkt: P =(0,1)
Tangentensteigung: y'=2e%*, m,=y"'(0)=2
Tangente in P: yp=2x+1
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Linearisierung einer Funktion: Losung 2 a,b

Wenn wir die beiden Gleichungen analysieren, konnen wir feststel-

len, dass die Tangenten fiir x =a die x-Achse in den folgenden
Punkten schneiden:

a) y=2ax—a%: 0=ax—a) = x:%

b) y=3a‘x —2a’: 0=a’(3x —2a) = x="—

Daraus folgt, dass sich in beiden Fillen eine einfache Moglichkeit
ergibt, die Tangenten fiir x =a zu zeichnen.

2-3
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Bestimmen einer Tangente: Losung 2a

e O e - ————————
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Abb. 2-3: Die Funktion y = x? und die Tangente T im Punkt P (a, a?)

Um die Kurventangente der Funktion y = x? zu zeichnen, kann man das
Intervall [0, a] in zwei gleiche Teilen teilen und eine Gerade durch die
beiden Punkte (a/2, 0) und (a, y (a)) legen.
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Bestimmen einer Tangente: Losung 2b
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Abb. 2-4: Die Funktion y = x3 und die Tangente T im Punkt P (a, a’)

Um die Kurventangente der Funktion y = x? zu zeichnen, kann man das
Intervall [0, a] in drei gleiche Teilen teilen und eine Gerade durch die

beiden Punkte (2a/3, 0) und (a, y (a)) legen.
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Bestimmen einer Tangente: Losung 3

y=mx + b sei die Gleichung einer Tangente, die den
Winkel 735° mit der x-Achse bildet. Dann ist

my = f'(x,) = tan 135" = —1

_x + 2
Y x — 2

x +2) 4 | 4
- =1 + =
4 x — 2 x—2) (x —2)2
xX=x,, mp=y"(x))=— 4 >=-1 =

(XO—Z)

(xg—2)2=4 = V=0, =4
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Bestimmen einer Tangente: Losung 3

Abb. 2-5: Die Funktion y = (x + 2)/(x-2) und die Tangenten in den Punkten (0, -1)
und (4, 3), die den Winkel 135° mit der x-Achse bilden
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Linearisierung einer Funktion: Aufgabe 4

Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente und der
Normale der Funktion y = f(x) im Punkt x,

a)yzx/;, x, =4
b) y=Inx, X

c) y=x+Inx, X

: T
d = , = —
) y=sinx X 1

3-A
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Tangente, Normale: Losung 4a

y:\/;, x, =4, y(x,)=2, P=(4,2)

Tangentenberiihrungspunkt: P = (4, 2)
Tangentensteigung: y' = : , m, =y "(4) = 1
2x 4
Tangente in P:
1
yp=my (x —x,) +y, < yTZZ(x—4)+2
X
=—+1
Yr =7
Normale in P:
__ 1 _
yN——m—(x—x0)+yO © yy=—4(x—-4)+2
T

yN=—4x+18

Auf welche Eigenschaften dieser Funktion kann man aus der
der Ableitung schlieBen ?
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Tangente, Normale: Losung 4a
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Abb. 3-1: Die Funktion y =\/x, die Tangente und die Normale im Punkt (4, 2)
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Tangente, Normale: Losung 4a

1

Y —2\/;,

Die Ableitung der Funktion ist im ganzen Definitionsbereich positiv,
d.h. die Tangente hat in jedem Kurvenpunkt eine positive Steigung.
Die Wurzelfunktion y = Vx ist also im ganzen Definitionsbereich mo-
noton wachsend.

x €0, ©)

: : 1
lim y' = lim =0
X — 00 X — 0 2 /x

Die Tangente nihert sich einer horizontalen Geraden, wenn x — o
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Tangente, Normale: Losung 4b

Abb. 3-2: Die Funktion y = Inx, die Tangente und die Normale im Punkt (1, 0)

ysz—l, yN:—x+1

3-2 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Tangente, Normale: Losung 4c

Abb. 3-3: Die Funktion y=x + Inx, die Tangente und die Normale im Punkt (1, 1)

3

X
yT=2x—1, yNZ—EJrE
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Tlangente, Normale: Losung 4d

Abb. 3-4: Die Funktion y = sin x, die Tangente und die Normale im Punkt (n/4, IN2)

1
=~ + — - T _~07lx+0.15
R e
__ 1 .
YN = 2x—|—\/§1+2 ~—141x + 1.82
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