Beispiel: Summation:  Wir hatten fiir y € F"

Sy) =W +y2)(L+0n-1) + D ye(l+ Inps1)

k=3
Definiere nun
?jl = y1<1+19n—1)
:ljg = y2<1+19n—1)
Y = yk(l + ﬁn7k+1) fur k>3

= 5(5) = S(y)
Es gilt die Abschétzung

n
19—yl < (ol + [y2DIFn-a] + D Lyl - [9n-rs1 < m-1lyh

k=3

Es folgt also
0="Yn-1=20

3 Lineare Gleichungssysteme

3.1 Direkte Verfahren: GauBB-Elimination
3.1.1 Das GauBsche Eliminationsverfahren
2 x 2 Systeme:  Betrachte das Gleichungssystem

Ajjur + Apus = by
Asjur + Agus = ba

wobei die A;; und die b; gegeben (sodass A1 # 0) und die u; gesucht sind.

A
Ajjur + Appug = by | Lo = A—Ql
11
Agrug + Agous = by | — Loy - 1. Zeile
Aquivalentes System:
Anur + Appus = by
0-uy + (A2 — Lot A12)us = by — Loihy

Agg = Agy — Loy Ara, by = by — Loihy
2. Gleichung ist Assus = bo

Agg # 0 = ug = by/Agy = uy = (b — Aya - ;;)/An
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n X n Systeme

Ajjur 4+ Apus + ... +HAu, = b
Aoqu; + Agous + ... FAospu, = by | — Lo1 - 1. Zeile
Apjqur + Apous + ... +Appun, = by ’ — L1 - 1. Zeile

wobei Lj; = ﬁ—ﬁ, falls A1; #0
Mit AQQ = A22 - L21 . Alg, oo ,Agn = Agn - L21 . Alna 12123 =y allgemein

Az‘j = Aij — Lz‘l . Alj und bi = bz‘ - Lil . bl

ergibt sich das dquivalente System:

A A ... A Uy by
0 A22 . AQn u9 b2

Aoy = 0 erlaubt den Algorithmus auf die n — 1 x n — 1 Untermatix anzuwenden. Nach
n — 1 Schritten erhalten wir, falls fl,(;z) = 0 gilt

=|: (Rechts — obere Dreiecksmatrix)

0 * Unp, *

Dieses lasst sich einfach aul(cligsen:
7(n

n-te Gleichung;: A;’Qun = b,

= u, = 0™ /A falls AT £ 0
(n — 1)-te Gleichung: flﬁn_)lyn_l Up—1 + 1217(?—)1n Uy = l;gLn_)l
———— ~~

bek.
~(n—1

:Agz:n—l,r)r,—l

#0 n. Vor

= Up—1 = ...

Usw...

3.1.2 Die LR-Zerlegung

Ziel: formalisiere diesen Algorithmus.
Wir wollen die Elimination in der Form A — L- A schreiben. Suche L. Sei L die Matrix,
die die erste Spalte von A (ab 2. Element) zu 0 mache:

n
!
(L1A)i; = E LyipAgj = Aij — Liy - Ay
k=1
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k=1i: Ll;ii =1
k=1: L1;i1 = —Lﬂ und Ll;ik = 0 sonst.
L; hat also die Gestalt

1
L= —221
—Lp 1
Genauso folgt: ) )
1
1
Ly = —Ls3y

L 7Ln2 1 -

Nach Durchfiithrung von n — 1 Schritten erhalten wir die rechts-obere Dreiecksmatrix
R=L,q1-...-Ly-L1-A

sowie B
b=L,_1-...-Ly-L1-b

Schreibweise:  Zu a,b € R" sei

a®b:=ab’ € R™ (a tensor b)

iA.
Achtung: a®b # b®a
Es gilt aber:

(a®b)®@c= Zai'bj'Cj =a(b-c)
J i

D.h. dim (Bild(a ® b)) = 1.

Wir definieren

i = k—ter euklidischer Einheitsvektor
Li == [0,..., 0 ,Lisi---> Lol
k
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o -
o R 1
—Lyy1k
Nun ist
(Id-i—Ek ®Zk)Lk = ([d—l—Ek ®§k)(1d— Ek ®Zk)
= Id—l—Ek@Zk—Ek@Zk—Ek@Zk'Ek®zk
0 :Ek(gk : Ek)@)zk
=0
= Id
=L =Id+ Ly ®i

Damit erhalten wir (A=L; ' -...- L, 1 'R):

(Id+ L1 ® i1)(Id + Ly ® i2)
= Id+ L, ®i1+LyQio+ L1 ®i1- Ly ® iy

L171L271

:7;1 . L2 ~E1®Zg
0

= Id+Li®i1+ Ly ® iy

Mit Induktion folgt:

1
-1 -1 - - Loy
Li=L 'Ly =1d+) Li®i, =
k=1 : .. ..
Lnl Lnnfl 1

Satz 1. Ist die Gaufische Elimination fiir ein A € R™" durchfiihrbar (d.h. gilt /Nll(!z) #0
firk=1,...,n—1), so besitzt A eine LR-Zerlegung, d.h.

A=LR

mit L links-untere Dreiecksmatrix mit Diagonale 1 und R eine rechts-obere Dreiecksma-
triz.
Diese Zerlegung ist fiir invertierbare Matrizen eindeutig.
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Beweis. Beh.: A invertierbar < R invertierbar
(unter der Voraussetzung der Existenz von L und R)

A=1LR
& Al'=prL7? (1)
& R'=A7L (2)

L1 ezistiert immer. Weiter gilt:

(1): A7l er. = R7! e
(2): R7!er. = A7 e

Wegen der Behauptung folgt im Fall, dass A invertierbar ist die Invertierbarkeit von R.
Eindeutigkeit: Fs sei A= LR = LR
= RR! = L[
—— ——

r.o. Amatrix L.u. Amatrix

Beide Seiten sind also gleich der Identitdt, also folgt R = Rund L=1 O

3.1.3 Pivotisierung

Tritt der Fall flgz) = 0 auf, so wollen wir den Algorithmus modifizieren:
Skizze
Finde nun ! € {k+1,...,n}, so dass

q(k 7(k .
AR] > max{| A1 j e (b+1,...,m)

Ist |f~ll(,]:)| = 0, so hat die Gesamtmatrix keinen maximalen Rang. Ist A invertierbar, so
kann dieser Fall nicht auftreten.

Wir vertauschen nun die k-te mit der [-ten Zeile und setzen das Verfahren fort.

Die mathematische Beschreibung dieser Vertauschung ist die Anwendung einer Permu-
tationsmatrix P.

z.B. hier:

P= - fiir & # 1
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bzw. P = Id fiir k = 1.

Die Elimination liefert also R = L, 1P,_1--- L1 P; A. Dabei suchen wir in jedem Schritt
das maximale Element. Man kann zeigen, dass man dies in der Form L P schreiben kann,
L links-untere Dreiecksmatrix, P Permutationsmatrix

Satz 2. Ist A € R™" invertiebar, dann existiert eine Permutationsmatriz P, so dass
PA eine LR-Zerlegung besitzt.

3.1.4 Rechenaufwand
A € R™" vollbesetzt. (Gaufen):

n—1
# Multiplikationen ist > (n — k)? = $n® + O(n?) = O(n?).

k=1
Speicher: Wird A nicht mehr bendtigt, so kann man die Matrizen L und R auf A ab-
speichern.
Die explizite Verwendung der Zerlegung LR zur Losung der gestaffelten Systeme emp-
fielt sich, wenn man mehrere GLS der Form Ax = b zu versch. b 16sen muss. Einmal
O(n3)-Aufwand und dann nur noch O(n?) fiir jedes folgende System.
3.1.5 GauB-Elimination fiir Bandmatrizen

Schwach besetzte Matrizen und Bandmatrizen
A € R™" heiit schwachbesetzt (,,sparse), falls gilt:
compl(A) := #{[i,j] € {1,...,n}?: A;; #0} = O(n)
Wir definieren die Bandlinge von A als das maximale m € N, fiir das gilt:
m

-1
‘Z'—j’> \‘QJ :>Aij:0

Diskretisierung von —u” in 1d mit ,natiirlicher Anordnung® fiihrte auf Tridiag-matrix
(m = 3). Diskretisierung von —Aw in 2d in lexikographischer Anordnung ergab

compl(A4) = O(n), aber m = O(y/n)

Die Elimination zerstort die Bandstruktur (,,fill in®), erhélt aber die Bandléange. Im 1d-
Beispiel bleibt es bei einer Tridiagonalmatrix ( compl(L) = compl(R) = O(n)), aber in
2d folgt compl(L) = compl(R) = O(n%)
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GauB-Elimination fiir Bandmatrizen

Hier nur Tridiagonalmatrizen:

o ot ;
ay a2
A=
_l’_
Ap_1
a,  Gn
mit a; # 0.
1. Schritt:
[ a; ay 0 i
e
_ 0 as— —2a] af
A2 — TR
—_———
as?

Induktiv: L,y = a; /a ", &l =a™ — L,y - af

1 * af
I_ Loy . R—
: ay_
Ln n—1 1 *
Anzahl Operationen: ~ 4n, falls a a 75 0. Allgemein ist der Aufwand fiir Bandmatrizen

O(m?n) ohne Pivotisierung. Plvotlslerung zerstort die Bandstruktur.

3.1.6 Block-GauB-Elimination

A € R™™ mit n = ny + ns.

A= [ﬁ; i;] | An €RM2; Ay € R

w = [uy,ug] € RMTM2 Ay = [by, by] € RMTN2
Anug + Appuz = by
Agruy + Aggug = by
A1_11 existiere. Multipliziere 1. Zeile mit A21A1_11 =: L9; und subtrahiere dies von der 2.
Zeile. Wir erhalten das dquivalente System:
A11U1 + Ajpus = by
0-uy + (Agg — Aoy - Al - App)ug = by — Aoy - A - by

T(2 7(2
—i e
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Die Block-L R-Zerlegung:

Id 0 A A
A=LR= "2 . -~
[ Loy Idm] 0o AP

3.1.7 Existenz der LR-Zerlegung ohne Pivotisierung
Satz 3. Sei A € R™".

(i) A heifit diagonaldominant, falls

n
Z|AU| < ‘A“| = 1,...,??,
j=1

J#i
(i) A heifit symmetrisch und positiv definit, falls

Ai]’:A]’i undv~Av>0Vv€Rn\{O}

Fiir Matrizen A mit (i) oder (ii) ist die Elimination ohne Pivotisierung durchfihrbar.

Beweis. (i) A1 # 0 nach Voraussetzung
zz.: A= LA ist wieder diagonaldominant.
Elimination: Aij = Az‘j — LilAlj fﬁ?” i,j = 2, oo n
Firi=2,...,n qlt

n

[Aijl < D {I1Ag| + [Lal - Ay}
i=2 =2
J#i J#i

= Y 1Ayl = 1Aal + | Lal - | D 1Ay — [Axl
=1 j=2

J#L
< Al = [Aa| + Ll - (JA11] — [A1i])
A;
= 14al = 1Al + | 52 (u] - s
11
= |Au| — |La| - | A1

< Ay — LAy = |Asl

(ii) Reicht zu zeigen A := L1 A wieder symmetrisch und positiv definit.
411 =14y - Ai; > 0.
A symmetrisch:

. 1 1 i
Aij=Aij =g An Ay = A - Ap A = Ay

=A1-Ain=Aj1-A1;
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A positiv definit:
A11 CL;r
ay A/ )

V1 A11 aT V1
<o = 3] ][]
_Ju| [Anvita
| va; + A
1 1
= Allv% +2via1 - v + 0" AV + —(ag ‘v’)2 — —(aq 'v’)Z
An An

1 1
— AH(UI — Tnal -v/)2+v"A' I TH (Gl '1)’)2

wir schreiben A = [ v = [Z}] €R xR"1. Seiv#0.

v ayay v’
:v/(z1®u1v/

1 1
= Ay — —a; -0 4+0 - (A — —a; @a)v

A A1
zu v’ € R beliebig, wihle vi = —A%lal -v" und erhalten
1
0<- (A’——a1®a1)v'

A

/

ij—Komponente ist A;;— %HAli Ay :Aij

= Fiir alle v/ € R" 1\ {0} gilt 0 < v - [A;;]i=2,.nv' = Beh.

j=2,..., n

3.1.8 Numerische Stabilitit

Satz 4. Zu A € R™" sei LR die numerisch berechnete LR-Zerlegung. Dann gilt:
ILR — Allss

AT~ <23 f(A)e + o(e)

_ (k) -
max{|a;.’| : k,1,
mit £(4) = {la;;”| . .J}'

max{|a;;| : 4,7}
D.h. Stabilitit liegt vor, falls f(A) € O(1) ist.
2.B. fiir diagonaldominante Matrizen f(A) < 2, aber Beispiele mit f(A) = 2" sind
explizit bekannt.

3.1.9 Bemerkungen

e Man kann mit der Gaufl-Elimination auch die Inverse einer Matrix berechnen
(Gauf-Jordan-Algorithmus)

e Mit der Gau$-Elimination kann man det(A) berechnen:

det(A) = det(LR) = det(L) - det(R) = det(R) = ﬁ Rk,
k=1
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3.2 Cholesky-Zerlegung

Satz 5. Sei A spd (symmetrisch, positiv definit) aus R™".
Dann ex. eine untere Dreiecksmatriz L mit positiven Diagonaleintrdgen, so dass

A=1L-L" (Cholesky — Zerlegung)

Beweis. Mit Induktion tber n:

n=1:0< Ay = \/Alll‘ VA1
. A a

n—1nn: Sei A= oT A;n

Mit v = [v',0] sieht man: A" spd.

A’ hat nach LV. eine Zerlegung A’ = L'(L')"

mit A’ € Rv=1bn=1 g e R

Ansatz:
Ao A a0 [ 0] (LHT r
T el A T T« 0 a
—_—— ~— ——
L LT
B 'L/(L/)T LIT‘
Tl P+ a?
Ziel: Gib r,a an.
ap=Lr=r=L)"1a
Aber:
7> +a? = Apm >0
?
o = Ay —|r*>0

Falls ja: o := \/App — |7]?

Wihle 7 := ((L’)T)_1 r € R"1 und nutze 0 < [ 7"1] - A [_TJ

Algorithmus:

k
Ansatz: A = > Lij - Lyj, © > k
Jj=1

Spaltenweise auflosen:

k‘Zl, izl,...,n Aﬂ:Lil'Lll
i=1 Ay =1L12 = Ly = A}
i>1: Liy = A /L1 = An /v A1
k=2, i=2,...,n Ay = Lj1Lo1 + LjsLoo
1=2 AQQZL%1+L%2:>L22:\/m

1> 2: Lio=...
Satz 6. Sei A € R™" spd. Algorithmus liefere A = L(L)".
Dann gilt o
IL(L)" — A2

< 8n(n+1)e+o(e)
1Al
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Der Algorithmus ist also rickwdrtsstabil.

3.3 Ilterative Verfahren
3.3.1 Basisiteration

Ziel: Schreibe Au = b als Fixpunktiteration zur Losung v = Tu 4+ d mit geeignetem
T eR™ deR"
Sei B € R™" invertierbar. Dann gilt:

Au=be BAu=Bb<s u=u— BAu— Bb< u= (Id— BA)u+ Bb
d
=T =

B nennt man Vorkonditionierung (dient der Beschleunigung des folgenden Algorithmus)
Basisiteration:
ui+1 = (Id — BA)u; + Bb (Fixpunktiteration)

Falls u; — u (i — 00), so 16st u die Gleichung Au = b

Einschub zu 3.1.: Zerlegungen: Idee um an geeignetes B zu kommen: A = M — N
(,Hauptteil“ M (invertierbar), , Nebenteil“ N')

Au=bs Mu—Nu=bes Mu=Nu+besu=M'Nu+M1p
—_— —
=T =d
bzw.. B = M~!

In332: M=D, N=D(L+R)
Bemerkung

Optimal wiire B = A~!, aber B sollte nur so komplex wie A sein. Widerspricht sich.

3.3.2 Konvergenz linearer Interationen

Satz 7. Zu ug € R" definieren wir w;y1 := Tu; + d. Ist w Lisung zu v = Tu + d, dann
gilt:

1.) Gilt in einer Operatornorm ||T|| < 1, so konv die Folge {u;}i>0 gegen u und es
gilt:

IN

||THz |ug —u| (A priori — Abschétzung)
17|
L— ||

|u; — ul

lui —u] < |ui —u;—1| (A posteriori)

2.) Es gilt ui — u (i = 00) fir alle ug € C" < o(T) < 1
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Beweis. 1.) Banachscher Fizpunktsatz:
(i —u=Tui—1+d—Tu—d="T(uj—1 — u)
ui = u| <\ - fJuimy —u| <. <[ T["luo —ul )

— Tl <1
lu —w;| < Ju—wpga] + |uign —
< Ju = uiga| 4 glui — i
< u— uiva| + ¢Plui — wit| + qlug —ui| <<
[e.e]
< g i — i)
=0
= % Jui — w1
—q

2.) ,=“: Definiere e; := u — u;, dann gilt:
eir1 =Te;
Mit Induktion folgt: '
€; = Tle()

Beachte: Es gilt
ui — 0 (i = 00) e — 0 (i = o00)

Es sei A € C ein Figenwert von T und z ein zugehdriger normierter Figenvektor
(also |z| = 1)
Tz= Xz

Wihle ug :=u — 2 ‘ ' '
=e=Teg=T'2= Nz

Nach Vor. gilt |\|' = |\['|z| = |ei| = 0 (i — 00), also gilt
A <1

Da X\ beliebiger Eigenwert war folgt = o(T) < 1.

=% Da o(T) < 1, gibt es ein ¢ > 0 mit o(T) < 1 —e. Mit UA gilt: 3| - ||,
induzierte Matriznorm, sodass gilt

IT]le < o(T) + ¢
N—_——

<1
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Eigenwerte von Tridiagonalmatrizen

Es seien a,b,c € R mit ac > 0 und A := tridiagy|a, b, ¢| eine reelle Tridiagonalmatrix.
Dann sind die Eigenvektoren von A gegeben durch

k [ a5 kmj
§" = <7> sin , k=1,...,N
c N +1 J=1.N

Die zugehorigen Eigenwerte sind

km
)\k—b+2sgn(a)\/@-c08<N+1>, k=1,...,N

3.3.3 Die , klassischen Iterationsverfahren*
Richardson-Verfahren B = w - Id fiir ein geeignetes w € R. D.h.
Ujr1 = Uj — w(AuZ — b) (Z > O)

Die Iterationsmatrix ist
TR =Id—wA

Jakobi-Verfahren (Gesamtschrittverfahren) Zerlegung von A = D(Id — L — R) mit
D := diag(A), —DL der links-untere, —DR der rechts-obere Anteil von A (mit Diagonale
0)

*
*
*

Iteration:
Uj+1 = Ui — D_l(Aui — b)

Die Iterationsmatrix lautet also:

In Komponenten:

1 n
Uiy = Ui o (Z Apmim — bl)
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Oft verwendet man noch einen ,, Ddmpfungsfaktor* w € R
Ujr] = Ui — wal(Aui —b) ,Gedimpftes Jakobi-Verfahren*
Hier ist die Iterationsmatrix also
Ty = (Id—wD 'A)
Bemerkung u = [u;;];, V C R"

V< AU,V V —b, V<« DV
U+U-—-wV

GauB-Seidel-Verfahren (Einzelschrittverfahren) und das SOR-Verfahren

Einzelschrittverfahren: Idee: nutze schon die neu berechneten Komponenten, um Au
zu berechnen.

-1 n
1
Uil =~ ( § Al Uiy 1,m + § Al Wi m — bl) ()
u m=1 m=Il+1

In Matrix-Schreibweise:

Dui+1 - DL’LLiJrl - DRUZ = b
= Ui41 = (Id — L)ilDil(b + DRUZ)

Die Iterationsmatrix ist also:
Tas=Id—L)"' R
(Formel! Die Implementierung ist die Formel (*))
Hier ist M = D(Id — L) oder B = (Id — L)"'D™!
SOR-Verfahren (successive overrelaxation) Mit Démpfungsparameter w € R
Uip] = Uj — wDil(Dui — DLujy1 — DRu; — b)

bzw.
i1 = u; —w(Id —wL) 'D7Y(Au; —b)

Die Iterationsmatrix ist
TSORY = Id — w(ld — wL)"'D7'A

Implementierung:
Mit Hilfe eines Unterprogramms (U,l) — (AU — b); spart man sich den Vektor V' ge-
geniiber 3.3.2. Das Verfahren ist aber abhéingig vom gewé&hlten Durchlauf
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SSOR-Verfahren (Symmetrisches SOR) Erst SOR mit Durchlauf1,...,ndannmn,..., 1.

AuBlerdem erhilt man damit eine symmetrische Iteration.

Die Iterationsmatrix T35OR setzt sich zusammen aus
TSORY .= Id—w(ld—wL)"'D'A und
TSR = Id—w(ld—wR)"'D7'A

zu deren Produkt:
TSSOR _ 7SOR™  TSORY
3.3.4 Konvergenz des Jakobi- und GauB-Seidel-Verfahrens
Satz 8. Sei A € R™" mit A; # 0 fiir alle 4.
(i) (Starkes Zeilensummenkriterium:) Gilt
IL+ R|loc <1 (Zeilensummennorm)
dann konvergieren Jakobi und GS und es gilt

o(Tas) < o(Ty) < 1

(ii) (Schwaches Zeilensummenkriterium: ) Es gelte

n

>

j=1
i

Aij

<1
A

— 9

1=1,...,n

aber ,<“ gelte fiir wenigstens einen Index. Weiter sei A unzerlegbar (irreduzibel ),
d.h. gibt es Mengen My, My C I ={1,...,n} mit My UMy = I, aber My N My = ()
und gilt A;j = 0 fiir alle (3,7) € My x Ma, so folgt My =0 oder Ma = (.

(Keine Permutation P fihrt auf PA = [*9])

Dann konvergieren Jakobi- und GS-Verfahren.

Beweis. (i) z.z. Jakobiverfahren: T =T; = Id— D 1A= o(T) < 1.
Sei A € C, v € C™ mit |v|oco =1 und Tv = Av.
Annahme: |\ > 1
Dann gilt fir jedes i € I ={1,...,n}

vl < || = [(Tw);] < Ll o] < i<
’ z|_’ z| |( )A—; Aii “ ]‘,_; An’ B
i <1 J#i

Sei ig ein Indexr mit ,<*.

Dann ist fir ein j € 1: Ajy; # 0, denn sonst wire A reduzibel mit My = {ig}, My =
I\ {io} Fiiri=1p folgt dann also |v;,| < 1.

Nun sei My ={ie€l: |v;|]=1} und My =1\ M;.
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Dann ist My # 0 nach Vor. |v|ss = 1. Sei i € My. Weil nicht A;j = 0 fiir alle

Jj € My gelten kann, kann man |v;| < 1 wie oben zeigen. Wid.

Gauf3-Seidel-Verfahren: Wdhle A\, v wie oben fiir T = Tgs

Fir T gilt:
i—1 n
Al A
(Tv); =Y 2 (To);+ > S
— Aii —~ Ay
J= J=i+1

Mit Induktion folgt: |(Tv);| <1 firj e 1.
Damit |(T);| = [Avj| = [Al - o] <foj| = [A[ <1

Somit -
(To)il < Z‘Au@‘ * Z Aii \LS Z Aii
=1 <1 g=ird <1 G
Dann geht der Beweis wie oben.
O
3.3.5 Konvergenzsatz des SOR-Verfahrens
Satz 9. Es set A € R™" mit A;; # 0, i = 1,...,n mit Tgs,, sei die Iterationsmatrix
des SOR-Verfahrens. Dann gilt:
1.)
Q(TGS,w) > ‘w - 1|
D.h. SOR konvergiert hochstens fiir w € (0, 2)
2.) Ist A spd, so gilt:
0(Tasw) <1 fir w e (0,2)
Beweis. 1.) T'=1Tgs, hat die Form
T = Id—w(ld-wL)™'D™A
= (Id—wL)™'(Id —wL —wD™'A)
= (Id—wL)™((1 —w)Id +wR)
det(T) = det((Id — wL)™") - det((1 — w)Id + wR) = (1 — w)™.
Wegen det(T') = [ i folgt: es ex einig € I mit o(T) > |Niy| > |w — 1].
i=1
2.) Aufwindig.
O

Bemerkung Konvergenzkriterium ist unabhéngig von der Nummerierung.
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3.3.6 Konvergenz des SSOR

Satz 10. Sei A € R™"™ spd. Zu w € R sei
Tgs’w: SOR-Operator mit Durchlauft=1,...,n
Tosw: SOR-Oporator mit Durchlaufi=mn,...,1
Dann st die Iterationsmatriz des SSOR-Verfahrens durch 6, = TéS,w . TG+S,w gegeben.
Es gilt:
0(6,) > |w — 11* und o(4,) < 1 fiir w € (0,2)

Beweis. Korollar zum letzten Theorem O

3.3.7 Beispiele

A :=tridiag(—1,2,-1).
Mit h := %H erhalten wir die Eigenwerte A\ = 2(1 — cos(kmh)) Wir suchen o(T') fiir
verschiedene Verfahren:

1.) Jakobi-Verfahren:
Ty=Id—D1'A=1d—- 1A
Eigenwerte: Ay, =1 — %)\k = cos(kmh)
Bild
= o(Ty) = cos(mh) =1 — L(wh)? + O(h*) =1 — %% +0(n=3)

N

2.) GauB-Seidel-Verfahren:
Fiir die Komponenten von Tgg - u gilt:

1
(Tasu) = 5((TGSU)171 + ugy1)

Ist Tasu = Agsu, so folgt:

1 SES —(+1)
Agsu = gAgsua +wn) |- Ags’ = Vgs
—l+1 1 —1+1 —i-1
< vV Ags u = 5(\/@ uj_1 + \/E UH—I)
1

Ist A; Eigenwert von T, so ist )\3 Eigenwert von Tgg
o(Tgs) = cos(wh)? = (1 — wh 4+ O(h*))? = 1 — 7%h? + O(n?)

3.) SOR-Verfahren:
Ty =Tsorw (w=1:T1 =Tgs)

1
(Twu)l = (1 - w)ul + iw(/\wulfl + ul+1))
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1 1
= (1 —w)u + §WV Aw(V Auui—1 + \/TjuH—l) = Aoy

Multiplikation der Gleichung mit +/ /\w_l und Substitution von v; = v/ )\w_l -y
ergibt:

1
(1 —w)y + iw\/ Aw(Vi—1 + vig1) = Ay

1 1
= ——Mo+w—1uy==(v_1+v41)
wv Ay 2

D.h. M\w € spec(T,,) = W\/lTO‘W +w —1) € spec(Ty) = {cos(kmh): k=1,...,n}

= (VIw)? —wcos(krh)y/ Ay +w—1=0

Losung der quadratischen Gleichung ergibt die Eigenwerte des SOR-Verfahrens.
(w = 1: Eigenwerte des GS-Verfahrens: \,—1 = cos(kmh)? )

Wir berechnen nun w, so dass ¢(7;,) minimal ist.

Bild

Es folgt:

2
w, = >1
opt 14+ /1—o(Ty)2 ~

Qopt = Wopt — 1

Fiir unser Beispiel und h — 0:

%W2h2)2 ~ n2h?

~ 2(1 —7h)

1—o(Ty)? ~ 1—(1—
2

1+7h
Oopt ~ 1—2mh

Wopt

3.3.8 Konsistent geordnete Matrizen

Definition. A € R™™ heiffit konsistent geordnet, wenn gilt: bzgl. der Zerlegung A =
D(Id — L — R) sind die Eigenwerte von oL + 2 R unabhingig von o € C\ {0}

Satz 11. Fiir konsistent geordnete Matrizen A mit A; # 0 und spec(Ty) C (—1,1) gilt

o(Tas) = o(Ty)*

und fir das SOR-Verfahren gilt

2
w, = € (1,2
R Ty R

Qopt = Wopt — 1

Beweis. UA O
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Beispiele konsistent geordneter Matrizen:
e Tridiagonalmatrizen
e Block-Tridiagonalmatrizen
o Zwei-zyklische oder Red-Black-Matirzen

A heif3t zwei-zyklisch oder red-black-Matriz, falls es eine Permutation gibt, so dass A auf

die Form [21 52] mit Diagonalmatrizen D1, D2 gebracht werden kann.

3.3.9 Rechenaufwand

1.) Essei p = o(T) < 1 und compl(7T’) ~ compl(A). Der Aufwand zur Fehlerreduktion
um den Faktor 7 € (0,1) sei die Anzahl der Rechenoperationen um u,, mit

[t — ws| < Tlup — usy

(Auy = b) zu erhalten.

!
Wir erhalten [tm=tl << T

[uo—ux]
log(7T lo T
= m-log(o) < log(r) = m = 2 = P

Aufwand:= m - compl(T) ~ m - compl(A)
compl(A) ~ n

log(1/0) = 108(0)| ~ log(1 — 1=07)| ~ 2a22 1T
g(1/0) = |log(o)| ~ |log(1 — k)| ~ o 53
fiir das Beispiel aus 3.7
= Aufwand; ~ n-n?-log(1/7) ~n>-log(1/7)
1
Aufwandgs = 3 Aufwand; ~ n® - log(1/7)
log(1 1
Aufwandspr ~ n- Og(h/T) ~n?-log(1/7) ~ o Aufwandgg

2.) SSOR-Verfahren ist nicht schneller als das Gauf-Seidel-Verfahren:
0(0w) = 0(Taswiz-w)) > 0(Tas1)

3.) Diagonaldominante A, A = tridiag(—1,a, —1) mit a > 2. Dann wird o(Ty) = 2/a <
1 unabhéngig von n. Der Aufwand ist dann ~ n - log(1/7)
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Beispiel:
Owu—u" = 0in (0,1)
u(t,0) =wu(t,1) = 0Vt>0
w(0,2) = p(z) Ve € (0,1)

Wir diskretisieren:
u(t,x) —u(t — At, )

At

Owu(t, x) ~
Mit uf ~ u(tk,xi), t = kAt, T; = th
uerl — uf + i(
At h?
In Matrixschreibweise:

k+1 k+1 k+1y _
—u;y +2u — ui 1) =0

At
<Idn + ﬁtrldlagn(—l’g, _1)> WF = ok (%)

”ﬂ i=1,...,n

u® (Startwert: u) = ¢(x;))
— ul (Lose * fiir k = 0)
— ug (Lose * fir k = 1)

wobei u* = [u

Matrix in (x) (Mult mit Z—i )
h2
tridiag,,(—1,2 + Ap —-1)

=:a>2

-1
Zusatz: 2D-Fall Bsp.: [—1 41 —1] auf [0, 1]? mit lexikographischer Anordnung.

Sei n Anzahl der Punkte in einer Raumrichtung, N = n? h= —5 ~ + = \/%
9 1
o) = 1—(’)(h):1—(9<N)
ocs = 1—O(h2)=1—0(1)
N
1
Oopt = 1—(’)(h):1—(’)<m>

Weiter gilt:

Aufwand; ~ N?
Aufwandgg ~ N?
Aufwandep, ~ N-VN = N3/2
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Gauflelimination: Bandmatrix der Breite m =n ~ v N
Aufwandggy = m?N =~ N?
Abbruchkriterium fiir Iterationen:

lu; — ujp1] < Tol oder |Au; —b| < Tol- |b]
——

Residuum
wobei Tol € R, die ,, Toleranz“ ist.
3.3.10 Idee Des Mehrgitterverfahrens
Problem: Aufwand ist noch O(n*) mit x > 1.
Wir suchen schnelle Loser: x = 1.
Gedampftes Jakobi-Verfahren mit w = 1/2.
1.1 1
Ty=Id—=-(z)A=1Id—-A
! 2(3) 4

im Beispiel aus 3.7. Dann ist

1 1
spec(Ty1/2) = {1 - Z)\ DA€ Spec(A)} = {2(1 +cos(kmn)) : k=1,... ,n}

Fiir den Fehlervektor e;11 gilt: e;41 = Ty 9¢;. Sei {si}i=1,...n Eigenbasis von A. Stelle
e; als Linearkombination der s; dar:

n
e; = Z O[l(l)Sl
=1
Dann folgt fiir ¢ 4 1:

n
i
eit1 =Tj10€ = Z )\zal( s,
=1

Sei nun n gerade. Wir definieren

n/2
N = Z al(z)sl (Niederfrequenter Anteil)
=1
n .
el .= Z oz;)sl (Hochfrequenter Anteil)
=241
Bilder
Es gilt:
T < [o)

Ty el| < e
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Idee: Verwende 2 Loser, einen fiir den NF-Anteil und geddmpftes Jakobi-Verfahren fiir
den HF-Anteil

Bildchen

NF-Loser ist ein direktes Verfahren auf den Knoten echt unterhalb des feinsten Levels.
Trick: Verfahre analog fiir das Grobgitterproblem. Hierzu wird Jakobi heute noch ver-
wendet.

Theorie: N-unabhéngige Konvergenzrate.

Entwicklung des Mehrgitter-Verfahrens: 1965-1990.

3.4 Das CG-Verfahren
3.4.1 Das Gradientenverfahren

Definition. Sei A € R™" spd und b € R™ beliebig. Dann heifst die Abbildung ¢ : R —
R def. durch

e(v)=v-Av—"b-v
die Energie.

€ ist strikt konvexe, nach unten beschrénkte Funktion mit lim e(v) = oco. Weiter gilt
i |v]—o00
Bildchen
Also hat ¢ ein eindeutiges Minimum in u, und dies ist ist charakterisiert durch &’(u.)[d] =
0 Vd € R™. Es gilt:
g'(v)d = (Av—1b)-d VdeR"

Also folgt:

e (us) =0 Au, =b

Idee: konstruiere Folge {uy}x, so dass e(ugt+1) < e(ug) ist mit lim e(uy) = min e(v) =
k—ro0 veER™

e(ux)
Der steilste Ansteig in uy ist
—Ve(ug) = —(Aup — b) = —r,
Ansatz fiir k-ten Schritt:
Ug+1 = U — QfTEk
Mit o € R. Bestimme «;, wie folgt: Def.
O(a) :==ce(up —ary) (aeR)

® ist nach unten beschriankt und strikt konvex mit | l|im ®(a) = oo Daher ex. oy mit
v|[—00

D(ay) = mierg ®(«) und es gilt: ®'(ay) = 0.
ac

0= () = €(up —aprg) - (=)
(A(ur, — agry) = b) - (=rg)
—(r) — aAry) - 7y,

= —TE-TEp+ OzkA’l“k “ Tk
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2
= o = ‘Tk|

Ark Tk
Denn: ry, - Ary L 0= rr =0 = Aug = b. Fertig!

Satz 12. Sei A spd, (v,w)4 = Av-w, ||v|a = (1},1})114/2

Ist Au =0 und ug € R", so konvergiert die Folge {uy}r mit

Iril” k>0, r, = Aup — b

Uk+1 = Uk — |

gegen u und es gilt:

k—1 2
ks —ulla < 2 o — ulla = (1 - +1) R

wobei k = condy(A) = ’}{Lﬂ Bea.: ||.|| heiffit Energienorm.

3.4.2 Fehlerminimierung auf Unterraumen

Algorithmus in 4.1 (CG-Verfahren) ist zu langsam.
Idee: {V}r=1,..n sei eine Folge von Unterrdumen des R™ mit dim V}, = k.
Ausgehend von ug € R™ machen wir den Ansatz

U1 = Uk + Ppr1 mMit pry1 € Vi

Wir definieren pgy1 durch
! .
lext1lla = llex + prtilla = min [leg + plla.
PEVit1

Wegen 0 € Vj41 gilt |lept1]/a < [lex|la und mit V,, = R™ ist u,, = u die Losung.
Wir definieren ® : V1 — R durch

®(p) = llex +pli (pe V)

® ist strikt konvex und es gilt ®(p) — oo(|p| — o0). Das Minimum in p; ist vollstindig
charakterisiert durch

!
0 = (VO(pr+1):9)a

= 2(ex +Pr+1,9)4

= 2(ep+1,9)a Vg€ Vip

= (ex+1,9)a = O fiir alle ¢ € Vj11. Wir nennen diese Eigenschaft von ey41 A-Orthogonalitdt
von ep41 und Vi1 (Schreibweise eg1LaVii1)
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3.4.3 Krylovraume

Fiir die Idee aus 4.2 wihlen wir zu dp € R™ \ {0} die Rédume
Vi = Vi(A, do) = span{dy, Ady, ..., A¥1dy} (k>1)

Wir nehmen erstmal an, dass dim Vi = k ist. Wir errichten nun auf Vj eine orthogonale
Basis mit dem Gram-Schmidt-Verfahren ausgehend von dy. Ansatz:

k

diy1 = Ady — Z oridy
1=0

Bestimme die oy durch die Forderung (di41,dj)a =037 =0,..., k. (Tatsdchlich benttigt
man nur oy, und oy ,—1). Es gilt

Vk = Span{do, c. ;dk—l}

und Ady, ist genau dann linear unabhingig von {do, ..., dy} solange A**1dy ¢ span{dy, ..., AFdy}
ist.

Beweis. Dazu: dy € Ady + span{dy} = Ady + V1 C Vs
LV.:dy € Akdo + span{do, ... ,dkfl} C Akdo + Vi = Ad; € Ak'Hdo + AV, C Vi O

3.4.4 Das CG-Verfahren nach Hestenes/ Stiefel (1954)

Idee aus 4.3 aber mit einer Modifikation, die die Zahl der Koeffizienten reduziert.
ug € R™, rg = Aug — b =: dy,

k

dip1 =Thp1 + Y _owd; (k> 0)
1=0

Lemma 3.

span{d;: 1 =0,...,k} C Vii1(A,ro) = Viq
Beweis. k = 1: span{dy} = span{ro} = V1
Ann.:span{d;: 1 =0,...,k} C Vi1 $ di+1 € Vigro

LV.
=" Augyr —b+ Vi

Aug + V1) = b+ Vi
e +AVipr + Vi

€Vt
= AVipr+ Vigr C Vigo

diy1 € "1 + span{dg, e ,dk}

N
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Konstruktion des Verfahrens
Es gelte e LaVy, (di,dj)a =0 fiir 4,5 < k,i # j.
Geforderte Minimalitiat des Fehlers:

0= (ek+1,dj)a = Aexri1-d;
= A(upy1 —u)-dj
= rgp1-d; (j=0,...,k)
Weiter
0=rkr1-Ad; = (rg11,di)a (1=0,....k—1)
Berechnung der oy fiir j =0,...,k — 1:

! rth.
0= (dkt1,dj)a =" (Thy1,dj)a +orilld;]4
———

=0
= o =0 fiir j=0,... k1.
Es bleibt j = k:
!
0= (dkt1,dk)a = (Te+1,di) A + orelldilli

_ (ret1,di)a

= B = ok = TG = di+1 = Th+1 + Brdi
Aus e L AV} folgt
(ersdi)a = (ex,Tr)a + Br—1(er,dr—1)4
———r
eV

= (ex,Th)a = Aeg - 1j, = |rg|?
Orthogonalisierung des Fehlers ey
0= (ek+1,dj)A fur 7 < k

= (e + Prt1, dj )a = (Prt1,dj)a fiir j < k. Also pyy1 ~ di, etwa pgpy1 = ogdy und

eV
damit

(%) Upg1 = up — agdy

ay, folgt aus

(er+1,dr)a = (ex — opdy,dy)a
= (ex,dr)a — aglde?
= |rel® — onlldil%

2

I
= Qp = o5y
k= qdl?

Damit lésst sich §j eleganter schreiben: aus (x) folgt:

Tp+1 = Tg — o Ady
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Dann ist

(Tes1,dr)a = 7rgr - Ady
o )
= rpa1- | ——(rpp1 — 7
k-1 o k+1 — Tk
il 2
- ’rk‘QA(‘Tk-i-ﬂ — k41 Tk)
=0(z.z.)
,d 2
und es folgt Sy, = —(T’T@”%’z)f‘ = ‘Tll:”:\g'
Noch z.z.: 41 -7, = 0:
Tey1 Tk = (g — apAdy) - T

= |rk\2 — apAdy - T

2 \Tk,z
= — Ady. - (di, — Br_1ds.—
|7 | AR i (di — Br—1dk—1)

= |rxl* = Iref* =0

Der Algorithmus

Initialisierung  ug € R™, rg = Aug — b, dyg =19

Iteration £ > 0

R
di - Ady i3
Upt1 = Up — pdy
Tkl = Tk — qpAdy
By = ’7“l~c+1|2
: e |?
dgt1 = Tre1 + Brdg
Wohldefiniert?
r, =0<& Auk =bv
dk+1 - 0 ?
k41 .
Dann wére Y vjAldy = 0 fiir v € RF2\ {0}
=0
Rl
. R Y
Yo 75 0: d() = ];1 ’YOA dO

=70

k
= ep = A_17’0 = A_ldo = — Z EAjd() S Vk+1

=0 0
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Folgt genauso, falls 79 = 0 und 1 # 0 wére.
Ck+1 = €k + Pk+1 = €k—1 + Pk + Pry1 = ... € €0 + Vi1 © Vigpr daeg € Vi
= egr1 =0, da egp1 LAV
MV ‘ \'AY ‘ SV ‘ Speicher
1 ]2 |3] 3N
e MV = Matrix * Vektor

Aufwand

e VV = Skalarprodukte
e SV = Skalar * Vektor

e Speicher: zusétzlicher Speicher

3.4.5 Konvergenz des CG-Verfahrens

Ausgangspunkt:
= min |lep_1 +
lexlla = min flex—1 + plla

Vi = span{dy, ..., A¥"1dy}. Aus uy € ug + Vj, folgt ex, € eg + Vi

k—1
= € =€+ Zuij]do
Jj=0

fiir geeignete uy;. Es ist dy = ro = Aeg, also gilt

k—1

6k260+A' E ukj'Ajeo
J=0

Es gibt also ein Polynom ¢, € Py = {q € P, : ¢(0) = 1} mit e, = gx(A)ep. D.h. wir
koénnen auch schreiben
lexlla = min{l[g(A)eol|a}
q€Py

A spd = 3 ONB {z;}; mit Az; = A\;z;, A; die Eigenwerte von A. Dann gilt etwa

g(A)eo = q(A) >z =Y aug(\)z
=1 =1

Fiir den Fehler e, gilt:

n
lexld = D afar(N)?
=1

IN

max{|ge(M) [P} ) af
=1

< )\ 2 . 2
< Aeg;gg%A){!%( )7} - lleolla
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Wir nehmen an, dass spec(A4) C [a,b] C Ry ist. Dann ist

\emax {lar(N) }_Argm]{lqk( )17}
Insgesamt ist
< . 2
lexll% < min mas g(A ) - lleoll%

Den Vorfaktor nennen wir Qa’b’ i
Bildchen
Die Losung ist lange bekannt, es gilt:

k
-1
Oabi < 2 <g+ 1> mit kK =b/a > 1
k=1=b=a= A~ Id.

Optimal: @ = Apin(A), b = Amax(A)

= £ ist die Kondition conda(A)

Satz 13. Das CG-Verfahren fiir eine symmetrisch positive Matriz A konvergiert fir alle
Startwerte wenigstens linear, d.h.

k

)H%—MM

k
k—1
o —ula <2 (YETT) Tuo—ulla=2(1-

2
VE+1

““‘)
)

27 2
Afg%! ar (V)] rrelﬁg;g[ﬁ}\ a(A)]

Beweis. A: Das Problem wird gelost von qx(x) =

Te(*
()

Ty, ist das k-te Tschebyscheff-Polynom:
Ty (t) = cos(k - arccos(t))

Das Argument ist die Transformation [a,b] — [—1,1] z.z.: T} ist ein Polynom:
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Sei 6 := arccos(t). Dann gilt:
Ti(t) = cos(k6)
1/ . .
_ (esz +e—zk9>

() +())

((cos(e) +i-sin(8))* + (cos(f) — i - sin(@))k>

N~ NI~ N =N

=t Vi@

1=21

(
- 3 (e omey
(

,) =21 — ) e P,

Also qi € Py, q(0) = 1. Fiirt € [-1,1] ist |Tj,(t)] < 1 und mit k = 2 gilt

< -
:crg[i?li] la(@)] < T (Lﬂ)
P

Aus der obigen Rechnung:

1
Th(t) = 5 ((t VDR (- Ve - 1)’“)
Weiter gilt:
K+ 1 2_1752—1—2&—%1—(/&2—25—#1)7 4K
k—1 B (k—1)2 (k—1)"

Insgesamt folgt:

Y

k
7 (Ft] 1 ;-;+1+ k41 2_1
Flk—1 ol k=1 —1

Y

N~ N~ N



3.4.6 Vorkonditionierung

In der Praxis: k = Kk, — oo(n — o00) liefert zu langsame Konvergenz.
C sei spd. Dann schreiben wir
CAu = Cb.

Wir wenden das C'G-Verfahren auf dieses System an. C'A ist i.A. nicht symmetrisch. Wir
benotigen die Symmetrie aber nur im (., .) 4-Skalarprodukt. Dies gilt: Seien z,y € R™:

(CAz,y)a = A(CA)x -y =CAx - Ay = Ax - CAy = (x,CAy) 4

= adj,(CA) = CA.
Damit schreibt sich das CG-Verfahren wie folgt:

Initialisierung:
up, o = A’U,O — b, do = C’I”o = h()

Iteration fiir k£ > 0:

o Tk * hk

T g Ady
Upt1 = Up — apdy
Tht1 = Tk — apAdg
hgy1r = Crig

B — Thyl - Neg1

(Tk . hk)

digv1 = hpgr + Brdi

C = Id : CG wie vorher.
hi+1 = hi — ai (Ady ist das Residuum der neuen Gleichung.)
Der Krylorraum ist V(CA, dp)
Abbruch:

|7 - P

b-cb

In der Fehlerabschitzung steht dann k = xk(CA).
Am besten: C' ~ A~!, aber auch compl(C) ~ compl(A) - Widerspricht sich!

< Tol

Beispiele:

o C = diag(A)~!
Billig, aber nur sinnvoll, wenn die Diagonale stark variiert.
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e C =T, T ein Schritt eines konvergenten iterativen Verfahrens. Etwa Tggor (sym-
metrisch!)
Man erhilt x = O(v/N) statt O(N) fiir das Poissonproblem auf [0, 1]2
oder C' = TMultigrid = K(CA) = 0(1)

Bemerkungen

e Die Konvergenz des CG-Verfahrens beschleunigt im Laufe der Iteration
Bildchen

e Die Konvergenz des CG-Verfahrens héngt von der Eigenwertverteilung ab.
Bildchen
3.5 GMRES (Generalized minimal residuals, 1986)
3.5.1 Minmale Residuen

Problem: CG funktioniert nur fiir symmetrisch positiv definite Matrizen A
In vielen Problemen ist A weder symmetrisch noch positiv definit:

—u" + pu’ = f (in R)
—Au+ Hp-Vu =f (im RY)
Transportterm

Ziel: Nutze Prinzipien aus 4
Idee: A invertierbar = AT A ist spd.
er Fehler = ||ex|| 4T 4 = |Aekle = |rk|2 = |[Aug — blo (iLF.: |.| = |.]2)

Au=b= AT Au=ATb

,CG-Verfahren fiir Normalengleichungen® (UA)

Die Konvergenz, die sich aus den Fehlerabschitzungen von 4,5 ergibt, ist meist viel zu
iA.

langsam: x(AT A) B k(A). (Wir arbeiten hier auf Vi (AT A)!)

Idee: Nutze ||.|| g7 4 fiir den Fehler, aber minimiere auf Vj, = Vj, (4, do). Finde uy € ug+Vj

mit

|kl = |[Aug — bl = min  |Avg — b| ()

vgEuo+Vi
k—1

Vi €ug+ Vi = vp = up + > aqAlrg, falls dg ~ 79
=0

k—1
= Avp —b = Aug—b+A- ZCWAZTO
=0

=70

k—1
= <Id+ A- ZalAl> o

=0
= q(A)rp mit einem q € P},
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Fiir das Minimum gilt daher:

ol = min la(A) - ral < min la( Ao lral (%
74l = min la(4) -ro| < min la(A)lalrol ()

Daraus gewinnen wir Fehlerabschéitzungen

Satz 14. (Fehlerabschitzung fir GMRES)
Sei A € R™™ reguldr, up Lisung von

|Aup — bl = min_ |[Av, — b
vE€uo+Vi
1.) A diagonalisierbar mit A= XDX ™', D diagonal, X, D € C™", so gilt:

k| < conda(X) - max |g(A\)||ro| Vg€ P
A€spec(A)

2.) A normal (AAT = AT A). Dann gilt 1.) mit conda(X) = 1
3.) |1d—All2 < 0 <1 = |rg| < |rolo"

Beweis. 1.) q(A) =q(XDX 1) = Xq(D)X!
Also ist

lg(A)ll2 < [1Xl2 - [ X7 |2 - [|diag(a(M), - -, a(An) 12
< condy(X)- \enax lg(N)]
Behauptung folgt aus (**)
2.) A normal = X orthonormal = conda(X) = 1.
3.) Wihle q(t) := (1 — t)*. Dann q € P}.
la(A) |2 = [|(Id — A)*|l2 < [[1d — A|l§ < o*

= m'ﬁpn llg(A)|l2 < o Behauptung folgt mit (**)
q€Py

O]

Bemerkung Ist spec(A) C [a,b] C R fiir 0 < a < b, so kann man die Abschétzung aus
4.5 verwenden mit kK = b/a

3.5.2 Konstruktion des GMRES-Verfahrens

Schritt 1: Konstruiere eine euklidisch orthonormale Basis des Krylovraumes (Gram-
Schmidt)
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Start: do = (0.B.d.A |ro| #0)

Iteration: fiir £ > 0:

Okj = Adkd] ]:0,,k

k
Vgpr1 = Adk—E okjd;
j=0

Okkt1 = |Vkt1]
Vk+1
d

MV | VV | SV
1 |k+3|k+2

Aufwand im k-ten Schritt: Speicher: (k + 2)n + O(k?) insgesamt

K
Der Aufwand iiber K Schritte ist O(K?) ~ > O(k).
k=1
Speicher: O(K)n + O(K?)

Schritt2: Minimierung des Residuums

|Tk| UkergéI-ll-Vk | Uk ‘
= min | Aug — b+Az]
ZkEVk N——
= min |Az, — Bodo| mit o = —|ro|
ZkGVk

Es sei P;, : Vi, — R* die orthonormale Projektion mit Pyd;_; = Zl
k
Aus Ady, = Uk,k+1dk+1 + Z O'kjdj folgt A|V]C+1 — Viao, d.h. in der Basis {do, ... ,dk}
4=0
hat A ,,Hessenberggestalt:

0o0 010

001 011 *
A|V _ ERk+1
k
Ok+1,k+1
Ok,k+1 |

Mit Ak = Pk+1APk fOlgt

|’f‘k’ = min |Pk+1(A P;Pk Zk — Bdo)’ = min \Akwk — ,302_1"
2 E€EVy —— wi ERE

=Id,,
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Trick: Mittels orthonormaler Matrizen Ly, ..., Lx € RFtLEH kann man erreichen, dass

Ly-...-L1A; = [0 Bk 0] € RFtLF und Ry, ist r.o. Dreiecksmatrix. Dann
|7’k‘ = min ’Lk-...-Ll(Akwk—ﬁoilﬂ
Wi ERF N e
orthonormal

= min mit b, € R¥, o, € R

Wi ERk

5]

= |re| = wmeiﬁk(‘R’fwk — b|? + 0})1/?
k

Das Minimum wird fiir wy, = R;lbk angenommen (Rang(Ry) = Rang(Ay) = Rang(A|vx) =
k, falls dim(Vy) = k) und dann ist |rg| = ok.

Zwar ist wy billig berechenbar (O(k?) Multiplikationen, da Dreiecksmatrix), aber o
ist bekannt ohne wy zu kennen! Wir berechnen wy, erst, wenn g klein genug ist oder
k = kmaz erreicht ist.

Bemerkung:

Lj — c s c Rk+1,k+1’ ] < k, 02 +82 =1

Man kann ¢ bestimmmen aus der Bedingung, dass der k + 1, k-te Eintrag von Ly (Ly_1 -
Speicher und Anwendung der Matrizen L; sind O(k)

Algorithmus: Start: ug € R", 7o = Aug — b # 0, do :=19/|ro|, bo := —|r0|51

Iteration fiir £k > 0

e Stopp, falls o = |bgt1.+1| < Tol, sonst &k — k + 1

e Berechne oy, fiir j = 0,...,k, diy1, 0k 41
e Berechne |:Rk+1j] =0,k = Lk et Ll[akj]jzﬂ,...,k

(L € RE* — [ L 0] ¢ RE+1AH)

Berechne die Rotation Lj1

Berechne [Rk+1j]j—0,...,k = Lk+1[Rk+1j]j=0,myk

o1



e Berechne wy = R];_,'l_lbk+1

k
u=up+ 3 Wit d;
=0

R Ly-...-L .
Rk k auf lektzte Stalte R : Lkgl
0...0] ki ’ ks

Rechte Seite: [bﬂ ﬂ [(;)]

Satz 15. DAS GMRES-Verfahren (in exakter Arithmetik) ist fir invertierbare Matrizen
durchfithrbar und erzeugt eine Folge abnehmender Residuen

Trg1] < |7

(wobei (ry, = Aug, —b) und r,, =0)
Unter geeigneten Voraussetzungen fillt |ry| streng monoton (siehe Theorem 5.1).
Der Aufwand fiir k Schritte ist O(k*>N)
Speicher: O(kN) + O(k?)
Beweis. Fehlt: dim(Vy) = k, bzw. vgrr # 0 im 1. Schritt (GS). Dann ist Ady €
span{dp, ..., di}
wie 4.4
=eog=A"lrg~ A" dy € span{do,...,dy} = Vis1
= ex41 € Vir1, erp1lataVer1 = exr1 =0

k
Oévk+1:Adk+ZUkj’dj O]
=0

Bemerkung

1.) In der Praxis darf k nicht zu grofi gwerden GMRES (kpax) bricht nach kpyax Schrit-
ten ab und startet mit der bis dahin erhaltenen Losung neu (Restart). Typisch:
GMRES(5) bzw. GMRES(25)

0 1
2.) Essei A = (I . Man kann b, ug € R™ wahlen mit ug = u; = ... up_1, Uy =
1 0
u (u die exakte Losung)
Also |ro| = ... = |rp—1| #0, 7, =0

spec(A) ={ e C: \" =1}
RESTART-GMRES konv. nicht.
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