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Kapitel 1

Einfithrung

1.1 Einleitung

In den letzten Jahren ist der Bedarf an Mikroprozessoren stindig gestiegen. Wir
begegnen ihnen bewusst oder unbewusst in vielen Bereichen unseres Alltags. Sie
verstecken sich dabei in Haushalts- und Multimediageréten, Fahrzeugen, Ma-
schinen, Spielzeug und vielen mehr.

Die Aufgaben, die sie erfiillen, werden dabei immer komplexer. Damit einherge-
hend steigt auch die Komplexitét der Prozessorsysteme, die hdufig aus verschie-
denen, physikalischen Teilkomponenten aufgebaut sind und iiber verschiedene
Protokolle miteinander kommunizieren. Dabei wird die Gesamtaufgabe in meh-
rere Teilaufgaben (Tasks) unterteilt, die wiederum auf die Komponenten des
Systems verteilt werden.

Nun hingt die Qualitéit eines solchen Systems nicht nur von der Giite der Algo-
rithmen ab, die fiir verschiedenen Teilaufgaben zustéindig sind. Es miissen auch
einige zeitliche Anforderungen eingehalten werden. So ist es zum Beispiel fiir
eine Digitalkamera wichtig, dass bei der Aufnahme eines Videos die Kamera
die einzelnen Bilder schnell genug verarbeitet, damit eine hohe Bildrate erzielt
werden kann. Ist dies nicht gewéhrleistet, so wirken Bewegungen im Film nicht
fliissig.

Aus solchen Anforderungen lassen sich nun fiir die verschiedenen Teilaufgaben
zeitliche Anforderungen ableiten, die eingehalten werden miissen. Es ist daher
notwendig, den zeitlichen Ablauf (Schedule) des Systems dahingehend zu ana-
lysieren.

Fiir die Untersuchung des Schedules eines einzelnen Prozessors, gibt es bereits
viele effiziente Algorithmen. Bei interagierenden Mehrprozessorsystemen ist es
oftmals allerdings nicht ausreichend die Analyse fiir jeden Prozessor einzeln
durchzufiihren, da sich durch die Interaktion die Ablaufpline der verschiedenen
Prozessoren beeinflussen.

Daher sind hier Konzepte gefragt, die eben diese Problematik geeignet behan-
deln konnen. Insbesondere ist eine moglichst einfache Methode gesucht, das
System als Ganzes zu analysieren. Eine solche Aufgabe stellt viele Herausforde-
rungen. Vor allem muss die teilweise sehr lange Laufzeit der Analyse gehandhabt
werden, da der Aufwand einer solchen Analyse sehr stark mit der Komplexitit
des Systems steigt.
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1.2 Einordnung der Thematik

Typischerweise ist ein Mikroprozessor nicht nur zur Bearbeitung einer einzel-
nen Aufgabe (Task) vorgesehen, sondern hat verschiedene Aufgaben zu losen,
die sich wiederum in Teilaufgaben aufteilen kénnen. Bei den Tasks unterscheidet
man zwischen periodischen Tasks, die in regelméfligen Zeitabstéinden ausgefiihrt
werden, und nicht periodischen Tasks, die in unregelméfiigen Absténden durch
duflere Ereignisse aktiviert werden. Bei den nicht periodischen Tasks wird haufig
zwischen aperiodischen und sporadischen Tasks differenziert. An das zeitliche
Verhalten von sporadischen Tasks werden dabei hirtere Bedingungen gestellt
als an aperiodische Tasks [12]. Diese Unterscheidung ist fiir diese Arbeit jedoch
nicht von Bedeutung. Daher kénnen die Begriffe synonym verwendet werden.
Periodische Tasks sind typischerweise in Reglersystemen oder Anwendungen mit
kontinuierlichen Datenstréomen, wie Audio- und Videoverarbeitung oder Netz-
werkkomponenten zu finden. Sporadische Tasks sind dagegen meist Bestandteil
interaktiver Anwendungen und werden zum Beispiel durch Benutzereingaben
oder besondere Sensorwerte aktiviert.

Da die Tasks jedoch nicht alle zeitgleich ausgefithrt werden kénnen, muss ein
Ablaufplan (Schedule) erstellt werden. Dies kann statisch wéhrend der Imple-
mentierung des Systems oder dynamisch zur Laufzeit geschehen. Bei der dy-
namischen Variante existiert ein weiterer Serviceprozess (Scheduler), der die
Prozessorzeit auf die beteiligten Tasks verteilt. [12]

In jedem Fall muss jedoch die Bearbeitung eines Tasks vor dem FErreichen ei-
ner Zeitschranke (Deadline) abgeschlossen sein. Wird diese Zeitschranke ab dem
Zeitpunkt der Taskaktivierung gezahlt, so spricht man von der relativen Dead-
line. Die relative Deadline ist eine statische Eigenschaft eines Tasks. Thre Grofie
ist abhéingig von der jeweiligen Anwendung. Mit der relativen Deadline kann
fir jede Taskaktivierung der genaue Zeitpunkt bestimmt werden, an dem die
betroffene Taskinstanz ihre Ausfithrung beendet haben muss. Dieser Zeitpunkt
ist die absolute Deadline, die sich bei jeder Taskinstanz unterscheidet.

/

Zeit
T relative T
| Deadline |
Taskaktivierung absolute
Deadline

Fiir die Ablaufpline muss also gezeigt werden, dass die Deadlines aller Tasks
eingehalten werden. Fiir statisch generierte Pléne ist dies relativ einfach, da der
Ablauf ja bereits bekannt ist. Bei dynamisch erstellten Plinen muss dagegen
sichergestellt werden, dass bei jedem moglichen Ablauf der Tasks alle Dead-
lines eingehalten werden. Weiterhin unterscheidet man bei der Erstellung der
Ablaufpline zwischen Schedulern, die Unterbrechungen erlauben (preemptive)
und welchen, die dies nicht tun (non-preemptive). Fiir diese Arbeit werden aus-
schlieBlich preemptive Scheduler betrachtet. [8]

Beim dynamischen Scheduling miissen die Tasks in irgendeiner Weise eine Prio-
ritdt zugeteilt bekommen, anhand derer der Scheduler entscheiden kann, welcher
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Task aktuell den Prozessor nutzen darf. Dabei unterscheidet man nun Varian-
ten von dynamischer oder statischer Priorisierung. Bei Verwendung statischer
Priorisierung wird die Prioritédt der Tasks wéhrend der Entwicklung anhand un-
verdnderlicher Merkmale festgelegt. Sehr héufig wird die Periodizitét des Tasks
als ein solches Merkmal verwendet. Man spricht dann von einem Rate Monotonic
Scheduler (RM). Eine weitere Alternative ist der Deadline Monotonic Scheduler
(DM), der die Prioritéiten statisch anhand der relativen Deadline vornimmt.
Der Earliest Deadline First Scheduler (EDF) ist dagegen ein Beispiel eines Sche-
dulers, der eine dynamische Priorisierung der Tasks verwendet. Hier hat immer
der Task die hochste Prioritét, der die kleinste absolute Deadline hat.

In [14] untersuchten Liu und Layland grundlegende Eigenschaften von RM und
EDF. So wiesen sie beispielsweise die Optimalitit von EDF nach und ermittel-
ten die maximalen Auslastungen, die garantiert mit dem jeweiligen Scheduler
erreicht werden kénnen. Auflerdem gaben sie ein exaktes Kriterium fiir die Plan-
barkeit eines Tasksets unter EDF an. Diese Ergebnisse wurden jedoch nur fiir
sehr einfache Tasksysteme erzielt, die aus rein periodischen Tasks bestehen. Da-
bei weisen diese untereinander keinerlei Abhingigkeiten auf. Zudem sind ihre
Deadlines identisch mit ihrer Periodenlénge.

Diese Einschrinkungen reduzieren jedoch die Menge der analysierbaren Sys-
teme erheblich, bzw. erfordern ein hohes Mafl an Abstraktion. In zahlreichen
weiteren Arbeiten wurden daher Methoden entwickelt, um diese und weitere
Einschréankungen zu lockern. Dabei entstanden eine Reihe von Analysemetho-
den fiir verschiedene Scheduling-Strategien und Anwendungsgebiete.

In diesem Forschungsbereich kamen nun auch Ideen zur effizienten Beschrei-
bung von Taskaktivierungen und zur anspruchsvollen Aufgabe der Analyse von
heterogenen Mehrprozessorsystemen auf. Diese Arbeit wird sich mit der Unter-
suchung von Algorithmen beschiftigen, die kiirzlich von Albers, Bodmann und
Slomka in [2] entwickelt wurden.

1.3 Problemstellung und Aufbau der Arbeit

Mit der Problematik, ein gesamtes Mehrprozessorsystem zu analysieren, setzt
sich der Realtime Calculus auseinander. Er stellt dabei die mathematischen
Grundlagen zur Verfiigung, mit denen das zeitliche Verhalten fiir ein System
untersucht werden kann, das auf das Notwendigste abstrahiert wurde.

Fiir diese Analyse benétigt der Realtime Calculus eine geeignete Beschreibung
iiber das zeitliche Verhalten der Eingaben in das System. Die Beschreibung muss
dabei aus Funktionen bestehen, die die Hiufigkeit von Taskaktivierungen durch
eine obere und eine untere Schranke abgrenzen.

Die Anforderungen, die der Realtime Calculus an diese Funktionen stellt, werden
durch das Hierarchische Ereignisstrommodell erfiillt. Es wird fiir die Scheduling
Analyse verwendet und erlaubt es Taskaktivierungen effizient und flexibel zu
beschreiben.

In [2] haben sich Albers et al. damit beschiftigt, diese beiden Konzepte zu ver-
kniipfen, und Algorithmen entwickelt, die die mathematischen Ideen des Real-
time Calculus auf das Ereignisstrommodell anwenden.

In dieser Arbeit soll nun eine konkrete Implementierung dieser Algorithmen vor-
genommen und ihre Komplexitit bestimmt werden.
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In Kapitel 2 wird das Konzept der Ereignisstrome erldutert. Zudem wird ein
spezielles Modell der Ereignisstrome aufgezeigt, das in der Implementierung ver-
wendet wurde und eine effiziente hierarchischen Darstellung der Ereignisstrome
erlaubt. Anschlieend werden in Kapitel 3 die Ideen und Konzepte des Realtime
Calculus beschrieben.

Aufbauend auf den beiden vorherigen Kapiteln soll dann in Kapitel 4 gezeigt
werden, wie sich die beiden Konzepte kombinieren lassen. Hier wird auch die
Vorgehensweise der in [2] vorgestellten Algorithmen erldutert.

Die konkrete Darstellung anhand der durchgefithrten Implementierung der Al-
gorithmen erfolgt jedoch erst in Kapitel 5. Dort wird auch die eigentliche Kom-
plexitéitsanalyse anhand der Algorithmen beschrieben. Dazu werden zuerst all-
gemeine theoretische Grundlagen zur Komplexitéitsanalyse aufgezeigt. Anschlie-
Bend wird dann Schritt fiir Schritt die Komplexitét der verschiedenen Algorith-
men bestimmt.



Kapitel 2

Hierarchische
Ereignisstrome

Im vorherigen Abschnitt wurden einige Ergebnisse vorgestellt, die bisher im
Bereich der Echtzeitanalyse erzielt wurden. Viele dieser Ergebnisse setzen eine
relativ beschriankte Beschreibung von Taskaktivierungen voraus. Die Ergebnis-
se von Liu und Layland in [14] beruhen beispielsweise auf ein Taskmodell mit
ausschlieBlich periodischen Tasks. Es gibt zwar weitere Arbeiten, die versuchen
eben diese Beschrinkung zu beseitigen; allerdings erfordern auch diese Modelle
zum Teil erhebliche Einschrinkungen, da sie versuchen, die sporadische Taskak-
tivierungen in das periodische Taskmodell zu zwéngen.

Um sporadische und periodische Taskaktivierungen auf natiirlicherer Weise zu
kombinieren, stellte Gresser in [12] das Ereignisstrommodell vor. Dabei wer-
den die Taskaktivierungen iiber eine Liste von sporadischen oder sich periodisch
wiederholenden Ereignissen beschrieben. In [1] wurde von Albers, Bodmann und
Slomka das hierarchische Ereignisstrommodell eingefiihrt, das das Modell von
Gresser syntaktisch erweitert. Mit diesem Modell ist nun eine kompaktere und
flexiblere Beschreibung von Ereignisstromen moglich. In einem weiteren Schritt
erweiterten sie schlielich in [2] dieses Modell, das es nun auch erlaubt, neben
diskreten Ereignismustern lineare Approximationen dieser Muster anzugeben.
Im Folgenden wird dieses Modell beschrieben.

2.1 Ereignisdichte

Es gibt verschiedene Wege zu priifen, ob ein System alle zeitlichen Anforderun-
gen einhilt. Hiufig werden dazu verschieden Situationen simuliert, von denen
angenommen wird, dass sie das System oder einzelne Komponenten besonders
auslasten. Problematisch bei der Simulation ist jedoch, dass keine Garantie da-
fiir gegeben werden kann, dass es nicht doch weitere Situationen gibt, die nicht
simuliert wurden, die aber besonders kritisch sind und die geforderten Bedin-
gungen verletzen.[15]

Gerade im Bereich von sicherheitskritischen Systemen ist es daher notwendig, die
Einhaltung kritischer Zeitanforderungen zu garantieren. Fiir die Echtzeitanalyse
gibt es dazu verschiedene Methoden, die dies formal verifizieren. Dabei werden
auf Grundlage der Systembeschreibung die kritischsten Situationen ermittelt.
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Bei dieser Vorgehensweise ist die genaue zeitliche Abfolge von Ereignissen meis-
tens gar nicht so interessant. Es ist viel eher eine geeignete Beschreibung aller
Extremsituationen gefragt. Wenn durch die Analyse gezeigt werden kann, dass
sich das System in den Extremsituationen korrekt verhilt, so kann daraus ge-
schlossen werden, dass dies immer so ist.

Die Ereignisstrome sind nun ein Konzept, um eine solche Beschreibung zu er-
moglichen. Extremsituationen werden im Normalfall durch eine hohe Anzahl
an Ereignissen ausgelost. Daher ist es nicht die Aufgabe eines Ereignisstroms,
die genaue zeitliche Abfolge der Ereignisse zu beschreiben, sondern ihre zeitliche
Dichte. Der Unterschied soll hier anhand eines kleinen Beispiels erlautert werden.
In Abbildung 2.1a ist das Auftreten
von Ereignissen iiber die Zeit zu se-

a
hen. Darunter ist in Abbildung 2.1b ) 4
. . 3
der Ereignisstrom zu sehen, der aus 2
dieser Ereignissequenz abgeleitet wer-
den kann. Beim Ereignisstrom ent- ‘ ‘ ‘ N
] ] ] ] ] ] ] L I

spricht die X-Achse jedoch einer Zei-

tintervalllinge. Er wird gebildet, in- b)

dem fiir das i-te Ereignis des Ereignis- - 4

stroms das kleinste Intervall der Er- 2

eignissequenz gesucht wird, in dem ¢ ‘ ‘
(I) L]

P

Ereignisse auftreten kénnen. Das i-te
Ereignis wird im Ereignisstrom nun
bei der Lénge dieses Intervalls einge-
tragen. Um das zu verdeutlichen, sind
in Abbildung 2.1a die kleinsten Inter- Abbildung 2.1: Ereignissequenz (a) und
valle fiir 2, 3 und 4 Ereignisse einge- 2zugehoriger Ereignisstrom (b)

tragen.

Betrachtet man nun den Ereignisstrom wieder als zeitliche Abfolge von Ereignis-
sen, so findet man fiir eine beliebige Intervalllinge das Intervall mit den meisten
Ereignissen immer zu Beginn des Ereignisstroms. Somit beschreibt der Ereig-
nisstrom die maximale Ereignisdichte fiir beliebige Zeitintervalle.

Formal wird diese Eigenschaft in [1] mithilfe der Ereignissequenz-Funktion
ESF(1,0) ausgedriickt. Diese Funktion liefert die Anzahl von Ereignissen der
Ereignissequenz © innerhalb des Intervalls [0, I].

Demnach ist eine Ereignissequenz © genau dann ein Ereignisstrom, wenn fiir
alle Intervalle I und J gilt:

ESF(I +J,0) < ESF(I,0) + ESF(J,0)

T T
5 Intervalllange

Diese Gleichung entspricht der Definition einer subadditiven Funktion. Die Sub-
additivitdt ist eine essentielle Eigenschaft der Ereignisstrome, die einem bei der
Arbeit mit ihnen immer bewusst sein sollte.

Eng verwandt mit der Ereignissequenz-Funktion ist die Ereignisschranken-
Funktion EBF(I,0) - (engl.: event bound function). Sie liefert die maximale
Anzahl an Ereignissen iiber ein beliebiges Intervall der Lange I der Ereignisse-
quenz O. Es ist leicht ersichtlich, dass die Ereignisschranken-Funktion identisch
mit der Ereignissequenz-Funktion ist, wenn © ein Ereignisstrom ist [1].

Die Ereignisschranken-Funktion l4sst sich einfach in einem Koordinatensystem
auftragen. Eine solche Darstellung ist meistens versténdlicher als das Auftra-
gen der Ereignisse auf einer Zeitachse. In Abbildung 2.2 ist das Beispiel aus
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Abbildung 2.1 erneut aufgegriffen und die Ereignisschranken-Funktion des Er-
eignisstroms abgebildet.

In dieser Arbeit werden die Ereignisstréme sehr h#ufig grafisch iiber ihre
Ereignisschranken-Funktion dargestellt. Die Skalierung der X-Achse erfolgt da-
bei immer ohne Angabe einer Einheit, da es sich hier ausschlie8lich um Beispiele
handelt, bei denen es uninteressant ist, ob die Werte nun in Millisekunden oder
sogar Sekunden gemessen werden.

Ereignisse

|
5 Intervall

Abbildung 2.2: Beispiel einer Ereignisschranken-Funktion

2.2 Modell

Im Folgenden wird das Modell der hierarchischen Ereignisstrome erldutert. Es
entspricht dem, das in [2] vorgestellt wurde.

In diesem Modell wird ein Ereignisstrom © iiber eine hierarchische Baumstruk-
tur beschrieben. Die Wurzel dieser Struktur ist der Ereignisstrom selber, dessen
Kinder sich aus einer Menge von hierarchischen Ereignisstromelementen zusam-
mensetzen:

0= (T,a,n,S)

Jedes Element erzeugt ein Ereignismuster. Dabei ist T die Periode, mit der sich
dieses Muster wiederholt. Es lassen sich an dieser Stelle auch sporadische Er-
eignismuster definieren. Dies wird erreicht, indem man T = co setzt. Hier zeigt
sich jetzt auch ein Aspekt der Flexibilitdt dieses Models. Im Vergleich zu den
Analyseverfahren, die auf ein periodisches Taskmodell aufbauen, lassen sich hier
nun sporadische und periodische Taskaktivierungen durch die gleiche Struktur
beschreiben.

Der zweite Paramter o ist der Offset, nach dem das erste Ereignis auftritt.

Mit n wird die Anzahl an Ereignissen, die innerhalb einer Periode durch dieses
Element beschrieben werden kénnen, beschrinkt auf maximal n Ereignisse. Das
eigentliche Ereignismuster wird tiber S beschrieben. S kann dabei entweder ein
weiterer Ereignisstrom ©’ sein, der eine Hierarchieebene tiefer liegt, oder aber
ein Gradient GG. Elemente mit Gradienten bilden die Blétter der Struktur und
beschreiben eine kontinuierlich steigende Menge von Ereignissen. Dies dient zwei
Zwecken. Zum Einen wird es benétigt, um Ereignismuster approximiert zu be-
schreiben, und zum anderen, um einzelne, diskrete Ereignisse darzustellen. Das
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0 ={(T,0,1,00)}

VI B S

T T T T T
0 T 2T 3T Intervall

5 = lEreignisse
-
-
1
T T T T >
0 T 2T 3T Intervall

Abbildung 2.3: Beschreibung einer periodischen Taskaktivierung

ldsst sich mit Elementen folgender Art bewerkstelligen:
0= (T,a,1,00)

Durch den unendlichen Gradienten erzeugt dieses Element an der gewiinschten
Stelle eine unendliche Anzahl an Ereignissen. Da dieses Element jedoch eine Be-
schriankung von eins hat, ldsst es nur die Generierung eines einzelnen Ereignisses
zu. In Abbildung 2.3 ist zu sehen, wie mithilfe eines solchen Elements die pe-
riodische Aktivierung eines Tasks mit der Periode T beschrieben werden kann.
Im unteren Teil der Abbildung ist der Graph der Ereignisschranken-Funktion
von © zu sehen.

Wie bereits erwihnt, konnen mit dem Gradienten auch Approximationen be-
schrieben werden. Die Idee hierbei ist, dass man einen Ereignisstrom anfinglich
exakt darstellt und nach einer gewissen Lénge nur noch linear approximiert be-
schreibt. Nimmt man beispielsweise den Ereignisstrom © = {(7,0,1,00)} aus
Abbildung 2.3, so sihe eine Approximation nach drei Ereignissen wie folgt aus:

63 = {(OO, Oa 37 {(T707 ]-7 OO)})? (OO, 33 oo, %)}
—_——

S}

Das Vorgehen ist dabei sehr simpel. Der urspriingliche Ereignisstrom © wird in
ein sporadisches Ereignisstromelement eingebettet, das durch seine Beschrén-
kung dafiir sorgt, dass nur drei periodische Ereignisse erzeugt werden. Zusétz-
lich erhélt O3 ein weiteres Element, das den Ereignisstrom nach der periodischen
Beschriankung linear approximiert mit einer Steigung von % fortsetzt. Da dieses
Element keine Beschrinkung (n = oo) hat, wird diese Gerade unendlich fortge-
setzt. Das Ergebnis ist in Abbildung 2.4 zu sehen.

Wichtig dabei ist, dass es sich um eine Uberapproximation handelt, da die Er-
eignisstrome die kritischste Anzahl an Tasks fiir ein Zeitintervall angeben sollen.

Ereignisse
yo---

O

1
Intervall

o
- -
N
-]
[
=1

Abbildung 2.4: Approximation eines periodischen Tasks
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Wiirde es sich nicht um eine Uberapproximation handeln, so giibe es Zeitinterval-
le, fiir die der approximierte Strom weniger Ereignisse angibt, als real auftreten
konnen. Das wiirde das entsprechende Intervall weniger kritisch machen. Dies
konnte wiederum dazu fithren, dass die Analyse das System als planbar erkennt,
obwohl es das nicht ist.

Natiirlich besteht jetzt die umgekehrte Moglichkeit, dass das System félschli-
cherweise als nicht planbar erkannt wird. Dieser Fall ist jedoch weniger kritisch,
da es das Ziel der Analyse ist, einen Beweis zu erhalten, dass das System unter
allen Umstéinden planbar ist. Somit erhilt man durch die Uberapproximation
eine pessimistische Sicht des Systems.[9]

Es mag sich nun die Frage nach dem Sinn einer solchen Approximation stellen,
da die Beschreibung des urspriinglichen Ereignisstroms exakt und kompakter ist.
Hilfreich wird es allerdings, wenn es darum geht, mithilfe der Ereignisstrome ei-
ne Planbarkeitsanalyse durchzufithren. Die Komplexitét einer vollstdndigen und
exakten Analyse steigt sehr stark mit der Komplexitat des Systems. Insbesonde-
re das Vorhandensein von periodischen Tasks fiithrt hidufig dazu, dass eine sehr
grofle Anzahl an Instanzen dieser Tasks beriicksichtigt werden miissen, um die
Planbarkeit zu iiberpriifen. Durch die Approximation sind nun Verfahren mog-
lich, die den approximierten Bereich nur einmal beriicksichtigen miissen. Somit
verschwinden fiir die approximierten Ereignisstrome die Problematiken, die sich
durch periodische Muster ergeben und die Analysen lassen sich in wesentlich
geringere Zeit durchfithren. Allerdings sind nicht alle Approximationen gleich
sinnvoll. Es ist hierbei insbesondere von Interesse, ob die Approximation es er-
laubt, den maximalen Fehler, der durch sie erzeugt werden kann, innerhalb eines
akzeptablen Bereichs einzugrenzen. [9]

In [4] wird sogar ein Algorithmus zur Planbarkeitsanalyse unter EDF-Schedulern
vorgestellt, der es schafft, die Taskaktivierungen genau so stark zu approximie-
ren, wie es notwendig ist, um ein exaktes Ergebnis zu erhalten. Im statistischen
Vergleich mit anderen exakten Verfahren konnte fiir dieses Verfahren ein erheb-
lich geringerer Laufzeitaufwand nachgewiesen werden [13], [23].

2.3 Normierungen

Das im vorherigen Abschnitt vorgestellte Modell reicht prinzipiell aus, um kor-
rekte Ereignisstrome zu beschreiben, solange diese eine subadditive Eigenschaft
haben. Durch die Flexibilitdt des Modells lassen sich in ihm nun aber auch glei-
che Ereignismuster durch verschiedene Strukturen abbilden. Es ist daher aus
verschiedenen Griinden sinnvoll, diese Moglichkeiten zu reduzieren. Insbesonde-
re lassen sich durch bestimmte Normierungen Sonderfille ausschliefen. Dadurch
konnen einige Operationen effizienter auf der Struktur ausgefithrt werden, da
diese Fille nicht mehr beriicksichtigt werden miissen.

Das ist auch das Ziel der Separation Condition. Es ist eine Bedingung, die die
Ereignisstrommodelle einhalten sollen. Demnach erfiillt ein Ereignisstrom die
Separation Condition, wenn fiir alle Elemente 6 gilt: Ty > ly. Diese Bedingung
muss auch rekursiv fiir alle Unterelemente gelten.

In der Gleichung bezeichnet Iy die Léinge des kleinsten Intervalls, in dem alle
Ereignisse des Musters Sy auftreten. Der Wert fiir [y ldsst sich wie folgt berech-
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nen:
IBF(n,®) S=0
0 S =00

In der Gleichung bezeichnet IBF(n,©’) die Intervallschranken-Funktion , die
fiir eine Anzahl von Ereignissen die Lénge des kleinsten Intervalls liefert, in dem
©’ diese Anzahl an Ereignissen erzeugen kann. Sie ist gegeben durch:

IBF(n,®) =min{l | EBF(I,0) =n}

Weniger formal ausgedriickt, erlaubt es die Separation Condition nicht, dass sich
die Ereignismuster zweier Instanzen desselben periodischen Elementes iiberlap-
pen. Diese Bedingung kann noch strenger formuliert werden, wenn man zu-
séitzlich noch das Uberlappen von Instanzen verschiedener Elemente verbieten
mdchte. [1], [2]



Kapitel 3

Realtime Calculus

Der Realtime Calculus ist ein Ansatz, um Echtzeitsysteme mathematisch zu
beschreiben und zu analysieren. Er hat seinen Ursprung im Network Calculus,
der zur Analyse von Netzwerkverhalten dient [6]. Die Ergebnisse des Network
Calculus wurden in [18, 20] und [19] aufgegriffen und auf die Schedulinganalyse
von Echtzeitsystemen angewandst.

3.1 Systemabstraktion

Ein wichtiger Analyseschritt des Realtime Calculus ist die Abstraktion des Sys-
tems auf ein notwendiges und ausreichendes Mafl an Informationen. Idealerweise
wird die Echtzeitanalyse bereits in einem frithen Stadium der Entwicklung auf
dem vorhandenen Design durchgefiihrt [21]. Dieses muss dazu in eine formale,
mathematische Notation tiberfiihrt werden. Mit fortschreitendem Entwicklungs-
stand konnen dann weitere Details der Implementierung in die Analyse einflie-
Ben. Im Folgenden soll hier gezeigt werden, wie die Abstraktion beim Realtime
Calculus typischerweise aussieht.

3.1.1 Verarbeitungseinheiten und Tasks

Ein Echtzeitsystem besteht meist aus vielen verschiedenen Komponenten, wie
Prozessoren, Speicher und Busse. Die Kommunikation der aktiven Komponenten
kann dabei auf unterschiedliche Weisen realisiert sein. So ist der Informations-
austausch beispielsweise iiber gemeinsamen Speicher, Busse oder auch Interrupts
moglich. Der Aufbau eines solchen Systems ist jedoch sehr stark vom Anwen-
dungsgebiet abhingig. Aber selbst fiir eine bestimmte Anwendung existieren
meist eine Vielzahl von verschiedenen Entwurfsméglichkeiten. In [19] wurde zum
Beispiel ein Verfahren verwendet, dass die Entwurfsraumanalyse fiir Netzwerk-
prozessoren mit Hilfe des Realtime Calculus durchfiihrt. In dieser Arbeit ist
eine Entwurfsraumanalyse aber nicht von Interesse. Der Fokus liegt hier auf der
Echtzeitanalyse eines konkreten Entwurfs.

Der Realtime Calculus benétigt nur eine sehr abstrakte Beschreibung des phy-
sikalischen Entwurfs. Das hat den grofien Vorteil, dass er relativ einfach fiir die
Analyse einer Vielzahl von verschiedenen Entwiirfen eingesetzt werden kann.
Bei der Echtzeitanalyse bestehen viele Analogien zwischen Bussen und Pro-

14
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Abbildung 3.1: Systemabstraktion mit 3 Verarbeitungseinheiten

zessoren. Beide miissen bestimmte Aufgaben bewéltigen, fiir die sie nur eine
begrenzte Ressource besitzen. Bei den Prozessoren sind die Aufgaben die ver-
schiedenen Tasks, wiahrend es bei den Bussen die Nachrichten- und Datenpakete
sind. Ahnlich wie bei den verschiedenen Tasks eines Prozessors, konnen auch auf
einem Bus Nachrichten verschiedenen Types und Dauer verschickt werden. Ab-
héngig von der Dauer, die die Aufgaben den Prozessor oder den Bus belegen,
verbrauchen sie eine gewisse Menge an Ressource des Prozessors bzw. Busses.
Die Ressource des Prozessors wird dabei iiblicherweise in Instruktionen pro Zeit
und bei den Bussen in Datenworter pro Zeit gemessen.

Aufgrund der bestehenden Analogien werden fiir die Analyse Prozessoren und
Busse durch Verarbeitungseinheiten dargestellt. IThre Aufgaben werden als Tasks
bezeichnet. Da sich eine Taskaktivierung fiir eine Verarbeitungseinheit als Wunsch
des Task darstellt, den Prozessor fiir eine bestimmte Zeit zu belegen, wird die
Ressource der Verarbeitungseinheiten nun in der Einheit Prozessorzeit gemes-
sen.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die Beschreibung der Tasks und
Verarbeitungseinheiten nicht zum Realtime Calculus direkt gehoren, da dieser
ein mathematischer Kalkiil ist. Er beinhaltet lediglich Regeln fiir die Beschrei-
bung und Transformation der im néichsten Abschnitt vorgestellten Ankunfts-
und Servicekurven. Das Modell der Tasks und Verarbeitungseinheiten gehort
zur Interpretation des Kalkiils. Das gleiche gilt fiir die Interpretation der im
n#chsten Abschnitt betrachteten Kurven als Ankunfts- und Servicekurven. Der
Realtime Calculus ist daher ein Mittel der Echtzeitanalyse, stellt diese aber
nicht selbst dar. Da jedoch die umgangssprachliche Verwendung von Kalkiilen
meistens ihre Interpretation implizit miteinbezieht, wird im weiteren Verlauf der
Arbeit der Begriff Realtime Calculus die Interpretation und das Systemmodell
miteinschlieflen.

In Abbildung 3.1 ist ein sehr einfaches Systemmodell zu sehen. Es besteht aus
drei Verarbeitungseinheiten, die als Rechtecke dargestellt sind, und acht durch
Kreise gekennzeichnete Tasks. Dieses Beispiel ist zur Illustration gedacht und bil-
det kein reales System ab. In der Praxis sind bedeutend komplexer Aufbauten zu
erwarten.
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Ein solches Modell kénnte beispiels-
weise zwei Prozessoren beschreiben,
die iiber einen Bus miteinander kom-
munizieren. Die Verarbeitungseinhei-
ten PE1 und PE3 wiren dabei die
Prozessoren und PE2 der Bus.

Fiir die Beschreibung der Tasks im Realtime Calculus werden die Worst Case
Execution Time (WCET) und die Deadline des Tasks benétigt. Ein Task wird
dabei so interpretiert, dass er zur Ausfithrung immer die Worst Case Execu-
tion Time bendtigt und jeweils nach Ablauf dieser ein Ereignis erzeugt. Dies
ist eine erhebliche Einschrinkung, da die Ausfithrungszeit realer Tasks durch-
aus stark variieren kann. Auflerdem werden Ereignisse nicht immer am Ende
der Taskausfiihrung erzeugt. Es konnen durchaus mehrere Ereignisse wihrend
der Ausfithrung eines Tasks erzeugt werden. Hier ist sicherlich auch der grofite
Unterschied zwischen Tasks auf Prozessoren und Bussen zu finden. Die Annah-
me gleichbleibender Ausfiihrungszeiten wird je nach verwendetem Protokoll bei
Nachrichtenpaketen sicherlich am ehesten zutreffen. Auflerdem erzeugen Nach-
richtenpakete normalerweise tatsédchlich nur ein Ereignis, und zwar wenn das
Paket iibertragen wurde.

AdA
AdA

3.1.2 Ankunfts- und Servicekurven

Fiir die Analyse fehlt nun noch eine Charakterisierung der Verarbeitungsein-
heiten und der Taskaktivierungen. Auflerdem miissen die Abhéingigkeiten der
Tasks untereinander ausgedriickt werden. Diese Aspekte werden im Realtime
Calculus durch das Modell der Ankunfts- und Servicekurven dargestellt, das im
Folgenden beschrieben wird.

Ein Grofiteil dieser Informationen ist [6] und [20] entnommen. Dabei befasst
sich [6] hauptséichlich mit den mathematischen Grundlagen, die in [20] fiir den
Realtime Calculus adaptiert werden.

3.1.2.1 Ankunftskurven

Die Aktivierungen eines Tasks lassen sich fiir einen konkreten Lauf des Systems
beobachten und mittels einer Funktion darstellen. Eine solche Funktion wird
Ankunftsfunktion R genannt. R(t) ist dabei die Anzahl an Ereignissen (Tas-
kaktivierungen), die innerhalb des Intervalls [0,¢[ auftreten [20]. Es ist leicht
ersichtlich, dass eine solche Funktion monoton steigend ist. Die Ereignisse, die
innerhalb eines beliebigen Intervalls [s,¢[ mit 0 < s < ¢ auftreten, lassen sich
durch R(t) — R(s) angeben.

Bei der Echtzeitanalyse sind jedoch keine konkreten Laufe des Systems inter-
essant, vielmehr sollen Garantien fiir beliebige Léufe ermittelt werden. Daher
werden obere und untere Schranken benoétigt, die Taskaktivierungen beschrei-
ben, die bei keinem moglichen Lauf des Systems iiber- bzw. unterschritten wer-
den koénnen. Solche Schranken lassen sich jedoch nicht direkt iiber minimale oder
maximale Ankunftsfunktionen angeben, da solche nicht zwangsweise existieren
miissen. Stelle man sich beispielsweise ein System vor, in dem es fiir einen Task
nur zwei mogliche Ereignismuster gibt, deren Ankunftsfunktionen R; und Rs
in Abbildung 3.2 dargestellt sind. Intuitiv wiirde man keine dieser Funktionen
als minimal oder maximal bezeichnen, da keine fiir den vollstéindigen Definiti-
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Abbildung 3.2: Zwei Ankunftskurven

onsbereich maximal bzw. minimal ist. Aber selbst wenn es immer zwei solcher
Extremwertfunktionen geben wiirde, wire damit nicht sicher gestellt, dass sich
die kritischsten Situationen auf den Liufen des Systems ereignen, die durch die-
se Funktionen beschrieben werden. Es kann immer noch Laufe geben, bei denen
sich die Taskaktivierungen iiberwiegend durchschnittlich verhalten, aber dafiir
in einem Zeitintervall extrem viele oder extrem wenige Ereignisse aufweisen. Je-
doch entstehen gerade durch solche Zeitintervalle die kritischsten Situationen in
einem Echtzeitsystem.

Die gesuchten Schranken sollten Aussagen iiber eben diese Intervalle machen.
Dabei ist nicht so interessant, wann genau ein solches Intervall auftritt, sondern
nur, wie extrem es ist, d.h. wie viele Ereignisse maximal bzw. minimal innerhalb
einer bestimmten Intervalllinge auftreten.

Genau diese Funktion erfiillen die Ankunftskurven. Sie grenzen die Ereignisdich-
te innerhalb einer gegebenen Intervalllinge durch eine obere Ankunftskurve o
und eine unter Ankunftskurve a! ein, und sind definiert durch:

al(t —s) < R(t) — R(s) < a“(t — s) Vs,t:0<s<t (3.1)

Anders ausgedriickt gibt a!(A) eine Anzahl an Ereignissen an, die innerhalb der
Zeitdauer A sicher nicht unterschritten wird und a*(A) eine Anzahl, die sicher
nicht iiberschritten wird. [20]

Nach dieser Definition kann es nun aber viele Funktionen geben, die eine solche
Eigenschaft erfiillen. Wie hiufig bei der Verwendung von Schranken, ist man
auch hier an einer moglichst kleinen oberen und einer moglichst groflen unteren
Schranke interessiert.

Boudec und Thiran zeigten in [6] anhand eines Beispiels, dass es obere Ankunfts-
kurven gibt, die allein durch das Wissen iiber diese Kurve strenger formuliert
werden konnen. Dieses Phanomen soll auch hier durch ein dhnliches Beispiel
dargestellt werden, das in Abbildung 3.3 zu sehen ist. Die Werte fiir die folgen-
den Gleichungen sind dieser Abbildung zu entnehmen. Aus der Gleichung 3.1
und den Werten von a* folgt nun, dass immer gilt:

R(20+2)—R(z) < 1
R(160 + 2) — R(z) < 4 V2> 0
R(180+z) — R(z) < 8
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Abbildung 3.3: Ankunftskurve o und ihre subadditive Hiille a®

Des Weiteren kann aus der Gleichung 3.1 nun abgeleitet werden, dass Vz > 0
gilt:

R(180 + z) — R(2)

R(180 + z) — R(z) + R(160 + z) — R(160 + z)
[R(180 + 2) — R(160 + 2)] + [R(160 + 2) — R(2)]
a*(20) + a*(160)

)

A

Damit wurde nun gezeigt, dass fiir eine Intervalllinge von 180 der Wert «*(20)+
a"(160) eine bessere obere Schranke darstellt, als o*(180).

Diese Beobachtung fithrte Boudec und Thiran zur Definition einer guten An-
kunftskurve, die ein solches Verhalten eben nicht aufweist. Demnach ist o eine
gute Ankunftskurve, wenn a* = o gilt, wobei o* die subadditive Hiille von o
ist.

Da man aus einer nicht guten Ankunftskurve eine kleinere obere Schranke ge-
winnen kann, wird fiir den Realtime Calculus angenommen, dass alle Ankunfts-
kurven gut und somit subadditiv sind:

a"(T+J) < a“(I)+a"(J) VI,J>0

In [6] wurde diese Eigenschaft jedoch nur fiir die obere Schranke gezeigt, da der
Network Calculus nur diese verwendet. Fiir die untere Schranke ldsst sich iiber
eine dhnliche Begriindung auch eine dhnliche Eigenschaft einfordern. Eine gute
untere Ankunftskurve sollte nun superadditiv sein, d.h. es sollte gelten:

AT +J)>a(I)+a(J) VI,J>0

Mithilfe der Definition der Ankunftskurven (Gleichung 3.1) l4sst sich nun zeigen,
warum diese Eigenschaft problemlos gefordert werden kann.
Demnach gilt VI, J, z > 0:

R(I+J+2)—R(2) >a(I+J).

Weiterhin gilt aber auch:

RI+J+z)—R(z) = RI+J+z2)—R(2)+R(J+2) —R(J+z)
[R(I+J+z)—R(J+z2)]+ [R(J + z) — R(2)]
al(I) + ol (J)

AVAN|
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Fasst man diese beiden Ungleichungen zusammen, so erhélt man: R(/+J+2z) —
R(z) > min(a!(I) + o!(J), o/(I + J)). Wenn also o! eine untere Schranke fiir
die Ankunftsfunktion R ist, so ist es auch die superadditive Hiille o.

Daher werden fiir die unteren Ankunftskurven im Realtime Calculus nur supe-
radditive Kurven verwendet.

Damit wurde nun herausgestellt, auf welche Weise die Ankunftskurven die Tas-
kaktivierungen im Realtime Calculus beschreiben, und welche Eigenschaften
diese Kurven haben sollen. Allerdings haben die Ankunftskurven noch eine wei-
tere Aufgabe. Sie geben die Taskabhéngigkeiten untereinander an. KEin Task
kann nicht nur iiber Ereignisse aktiviert werden, sondern selber auch Ereig-
nismuster erzeugen, die andere Tasks aktivieren. In Abbildung 3.1 sind solche
Abhé#ngigkeiten dadurch gekennzeichnet, dass vom aktivierendem Taskknoten
eine Ankunftskurve zum aktiviertem Task verlauft.

3.1.2.2 Servicekurven

Die Tasks sind nicht nur aufgrund des Kontroll- und Datenflusses von einander
abhéingig, sondern auch aufgrund der von ihnen gemeinsam genutzten Ressour-
ce. Da diese zu jeder Zeit immer nur von einem Task genutzt werden kann,
muss ein Ablaufplan fiir die Tasks erstellt werden. Diese Aufgabe iibernimmt
der Scheduler.

Bei der Planbarkeitsanalyse von Einprozessorsystemen muss ein Algorithmus ge-
wihlt werden, der die Analyse fiir den gewéhlten Scheduler durchfiihren kann.
Es existieren daher fiir jeden Scheduler eine Reihe von moglichen Algorithmen,
die auf verschiedene Weisen vorgehen.

Mit dem Realtime Calculus sollen aber auch Systeme mit mehrere Prozessoren
untersucht werden, auf denen unter Umsténden auch verschiedenen Scheduling-
Algorithmen ablaufen. Um nun moglichst viele Scheduler zu unterstiitzen, wird
das Scheduling-Konzept im Realtime Calculus abstrahiert. Das geschieht iiber
die sogenannten Servicekurven. Jeder Task besitzt beim Realtime Calculus eine
eingehende Servicekurve 3 und eine ausgehende Servicekurve 3’ (s.Abbilung 3.1).
Die eingehende Servicekurve beschreibt dabei, wie viel Prozessorzeit dem Task
maximal und minimal zur Verfiigung stehen. Die ausgehende beschreibt dage-
gen, wie viel Prozessorzeit nach Abarbeitung des Task den anderen Tasks noch
bleibt. AuBlerdem existiert fiir jede Verarbeitungseinheit eine initiale Service-
kurve. Sie gibt die Menge an Prozessorzeit an, die der Prozessor insgesamt zur
Verfiigung stellt. Mit diesen Konstrukten lassen sich nun verschiedene Scheduler
flexibel darstellen.

Am einfachsten ldsst sich dies sicherlich am Beispiel eines Schedulers verdeutli-
chen, der nach statischen Prioritdten arbeitet und die Ausfiihrung eines Tasks
unterbricht, wenn ein anderer Task mit hoherer Prioritdt aktiviert wird. Ein
solcher Scheduler wurde auch in Abbildung 3.1 fiir alle Verarbeitungseinheiten
gewihlt. Die initiale Servicekurve der Verarbeitungseinheit ist in diesem Fall
zugleich die eingehende Servicekurve des Tasks mit hochster Prioritéit, da dieser
immer sofort nach Aktivierung den Prozessor erhilt. Seine ausgehende Service-
kurve mit der verbleibenden Prozessorzeit ist die Zeit, die dem Tasks mit der
néchst hoheren Prioritét zur Verfiigung steht, und somit dessen eingehende Ser-
vicekurve. So werden die Tasks der Prioritét nach miteinander verkniipft.

Auf dhnliche Weise lassen sich nun auch andere Scheduler modellieren. In Ab-
bildung 3.4 sind einige Beispiele aufgefiihrt, die sich auch in [21] finden. Im Fall
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Abbildung 3.4: Beispiele verschiedener Scheduler

a) nutzt die Verarbeitungseinheit einen Scheduler, der wie oben beschrieben mit
statischen Prioritéten arbeitet. Das zweite Beispiel zeigt die Verwendung eines
auf GPS (Generalized Processor Sharing) basierenden Schedulers, bei dem je-
der Task einen prozentualen Anteil der verfiigharen Prozessorzeit zugesichert
bekommt. Solche Scheduler werden zum Beispiel in Netzwerken verwendet, in
denen Anwendungen einen Mindestdatendurchsatz benotigen. Bei diesem Sche-
duler muss aus der initiale Servicekurve der Verarbeitungseinheit in einem zu-
sétzlichen Schritt fiir jeden Task eine eingehende Servicekurve erstellt werden,
die dessen Anteil an der Gesamtprozessorzeit beschreibt. Um abschliefend die
verbleibende Servicekurve der Verarbeitungseinheit zu bestimmen, miissen die
ausgehenden Servicekurven der Tasks erst wieder zu einer Servicekurve kombi-
niert werden.

Schwieriger wird es allerdings bei Schedulingverfahren wie EDF, bei denen die
Antwortzeit jedes Tasks von der Ausfithrung aller anderen abhingt. Hier sto3t
die Flexibilitdt des Realtime Calculus an seine Grenzen, da die eingehende Ser-
vicekurve eines Task aus den ausgehenden aller anderen erstellt werden muss.
Das fiihrt zu Zyklen im Graphen, der die Taskabhéngigkeiten abbildet, die mit
dem Realtime Calculus nicht direkt gehandhabt werden kénnen. Daher miissen
fiir die Bestimmung der ausgehenden Kurven bei solchen Schedulern jeweils an-
gepasste Verfahren verwendet werden.

Der Aufbau und die Definition einer Servicekurve #hnelt sehr stark den An-
kunftskurven. Die Beschreibung der verfiigbaren Prozessorzeit erfolgt auch iiber
eine obere und eine untere Schranke. Sie geben fiir eine Intervalllinge die ma-
ximale und minimale Menge an Prozessorzeit an, die ein Task wihrend dieser
Zeitdauer erhalten kann. Das bedeutet, dass auch durch diese Kurven nicht das
genaue zeitlich Verhalten beschrieben wird, sondern Aussagen iiber besonders
extreme Situationen gemacht werden.

Analog zur Definition der Ankunftskurven, erfolgt die Definition der Service-
kurven iiber alle zur Laufzeit moglichen Szenarien des Systems. Die verfiigbare
Prozessorzeit fiir einen konkreten Ablauf des Systems ldsst sich iiber die Ser-
vicefunktion C' angeben. Dabei gibt C(t) die Prozessorzeit an, die wihrend des
Intervalls [0, ¢[ einem Task zur Verfiigung steht. Fiir ein beliebiges Intervall [s, ¢[
mit 0 < s <t lésst sich der Wert durch C(¢) — C(s) bestimmen.
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Mit der Servicefunktion lassen sich nun die obere Schranke $* und die untere
Schranke /3! der Servicekurve wie folgt definieren:

Bt —s) < C(t) — C(s) < BU(t — s) Vs,t:0<s<t

Wie auch bei den Ankunftskurven ist man hier an mdoglichst engen Schranken
interessiert. Die Begriindung der Definition einer guten Ankunftskurve erfolg-
te iiber die Definition der Ankunftskurven selbst. Aufgrund der Symmetrie in
den Definitionen der Ankunfts- und Servicekurven, ldsst sich die Bezeichnung
gut auch auf die Servicekurven anwenden. Das bedeutet insbesondere, dass fiir
die Verwendung im Realtime Calculus davon ausgegangen werden kann, dass 3
immer eine superadditive und 8" eine subadditive Funktion darstellen.

Fiir die initiale Servicekurve einer Verarbeitungseinheit wird meistens eine Ge-
rade durch den Ursprung mit Steigung eins verwendet, die eine idealisierte Sicht
der Prozessorzeit zeigt, bei der der Prozessor zu jeder Zeit maximale Leistung
bringt.

Damit wurde nun beschrieben, wie ein Systemmodell aussehen muss, um es fiir
die Analyse mit dem Realtime Calculus verwenden zu kénnen. Bei den Ankunfts-
und Servicekurven wurde deutlich, dass diese mathematisch identisch definiert
wurden und sich lediglich in ihrer Interpretation unterscheiden. Sie bilden die
zentralen Elemente fiir die Transformationsregeln des eigentlichen Calculus.

3.2 Calculus

Wie bereits im vorherigen Abschnitt erwéhnt, besteht der Kern des Realtime
Calculus hauptséchlich aus Transformationsregel. Diese Regeln beziehen sich
immer auf einen Taskknoten und geben an, wie aus den eingehenden Ankunfts-
und Servicekurven die ausgehenden errechnet werden kénnen (s. Abbildung 3.5).
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Abbildung 3.5: Taskknoten

3.2.1 Vorbereitende Operationen

Abbildung 3.5 zeigt die Darstellung eines Taskknoten. Dabei hat ein Task genau
eine eingehende und eine ausgehende Ankunftskurve. Das ist auch eine Annah-
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me bei den Transformationsregeln des Realtime Calculus. Zu Beginn des Kapi-
tels wurde jedoch in Abbildung 3.1 ein System gezeigt mit Tasks, die mehrere
eingehende oder ausgehende Ankunftskurven besitzen. Um den Anforderungen
gerecht zu werden, miissen daher die eingehenden Ankunftskurven zusammen-
gefasst werden.

3.2.1.1 Summation der eingehenden Ereignisse

Gesucht sind bei der Zusammenfassung Schranken, die fiir eine Intervalllinge
angeben, wie viele Ereignisse minimal und maximal durch alle eingehenden An-
kunftskurven zusammen beschrieben werden kénnen. Es ist leicht ersichtlich,
dass solche Schranken einfach iiber die Addition aller Kurven erstellt werden
konnen. Allerdings sind diese Grenzen unter Umsténden nicht die kleinsten bzw.
grofiten Schranken, selbst wenn dies fiir alle Summanden gilt. Das tritt auf, wenn
fiir eine gegebene Intervalllinge das kritischste Intervall einer eingehenden An-
kunftskurve im realen System nie zeitgleich mit dem kritischsten Intervall einer
anderen eingehenden Ankunftskurve zusammenfillt.

Im Bereich der Echtzeitanalyse werden solche Eigenschaft jedoch meistens tole-
riert. So beruhen Verfahren zur Analyse periodischer Tasksysteme oftmals auf
der Annahme, dass es sich dabei um ein synchrones Taskset handelt, bei dem
die erste Aktivierung aller Tasks synchron zum Zeitpunkt Null stattfindet. Das
reale System kann durch die Offsets der Tasks jedoch so aufgebaut sein, dass
nie alle Tasks gleichzeitig aktiviert werden.

Fiir den Realtime Calculus muss man diese weicheren Grenzen akzeptieren, da
die Ankunftskurven keine Informationen mehr iiber das genaue zeitliche Auftre-
ten der kritischen Intervalle enthalten.

Bei dieser Vorgehensweise bleibt die Sub- bzw. Superadditivitéit erhalten. Denn
die Summe der Ankunftskurven ist immer noch eine gute Kurve, wenn das auch
alle Summanden sind. Diese Eigenschaft ldsst sich fiir die Addition zweier guter
Ankunftskurven af und of leicht zeigen. Hierbei ist die Summe of + af eine
gute Kurve, da sich aus

of(I+J)<af(I)+af(J) und as5(I+J) <ay()+ay(J)
sehr einfach
oI+ J)+as(I+J) <af(I)+af(J) + o (1) + a¥(J)

folgern lésst. Das gleiche gilt analog fiir die unteren Ankunftskurven und lésst
sich iterativ auf eine beliebige Anzahl von Summanden erweitern.

3.2.1.2 Skalierung

Da die Einheit der Servicekurve Rechenzeit ist und die Ankunftskurve die An-
zahl an Ereignissen angibt, besteht noch kein direkter Zusammenhang zwischen
beiden Kurven. Dieser wird iiber die Ausfithrungszeit des Tasks hergestellt. Je-
des Ereignis der Ankunftskurven stellt eine Taskaktivierung dar. Das bedeutet,
dass vom Prozessor so viel Rechenzeit zur Verfiigung gestellt werden muss, wie
der Task zur Ausfithrung benétigt. Daher wird die eingehende Ankunftskurve
mit der Ausfithrungszeit des Tasks multipliziert. Die resultierende Kurve stellt
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Abbildung 3.6: Vorbereitende und nachbereitende Operationen

nun die minimal und maximal vom Task angeforderte Rechenzeit dar.

Als Folge dessen geben die ausgehenden Ankunftskurven an, wie viel Prozes-
sorzeit dieser Task innerhalb eines Zeitintervalls minimal und maximal bean-
sprucht. Um hieraus die Anzahl der FEreignisse zu bestimmen, die der Task
erzeugt, muss die ausgehende Ankunftskurve wiederum mit dem Kehrwert der
Ausfiihrungszeit skaliert werden.[3]

Die genaueren Zusammenhénge werden im néchsten Abschnitt erldutert.

Der Ablauf der hier beschriebenen, vorbereitenden Operationen ist fiir einen
Taskknoten in Abbildung 3.6 zu sehen.

3.2.2 Transformationsregeln

Der zentrale Punkt des Realtime Calculus ist die Berechnung der ausgehenden
Kurven eines Taskknoten. Im Folgendem werden nun die Transformationsregeln
beschrieben, die dies leisten. Auflerdem wird versucht eine moglichst intuitive
Begriindung dieser Regeln zu geben.

3.2.2.1 Untere Servicekurve

8(8) = sup {8(1) ~ a"(1)} (32)
0<t<A

Die ausgehende untere Schranke der Servicekurve soll beschreiben, wie viel Pro-
zessorzeit der Task nachfolgenden Tasks in jedem Fall zur Verfiigung lésst. Dies
entspricht also der Prozessorzeit, die in den kritischsten Situationen noch zuge-
sichert werden kann.
Eine solche Situation tritt immer dann ein, wenn der Task selber nur sehr wenig
Prozessorzeit erhilt, aber gleichzeitig sehr viel anfordern mochte. Die Beschrei-
bung von sehr wenig Prozessorzeit erhalten erfolgt eben durch die untere Ser-
vicekurve und die Beschreibung von sehr viel Prozessorzeit anfordern durch die
obere Ankunftskurve. Die Idee ist also, dass man von der knappen Prozessorzeit
(') das Maximum an Rechenzeitanforderung (a*) abzieht.
Der Term f!(t) — a®(t) ist jedoch durch eine Supremumfunktion geklammert.
Die Begriindung hierfiir ldsst sich gut anhand von Abbildung 3.7 zeigen. Im
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Abbildung 3.7: Berechnung der unteren Servicekurve.
oben: Obere Ankunfts- und untere Servicekurve.
unten: Differenz- und Supremumbildung

oberen Koordinatensystem sind 3' und a* abgebildet. Im unteren gibt der ge-
strichelte Graph die Differenz beider Kurven an. Man erkennt sofort, dass die
Differenz die formalen Anforderungen einer Servicekurve nicht erfiillt, da sie
nicht monoton steigend ist.

Die Differenz ist aber auch nicht das Ergebnis, das man fiir die ausgehende Ser-
vicekurve erwarten wiirde. Das ist im Beispiel gut zum Zeitpunkt 260 ersichtlich.
Dort fordert der Task 40 Einheiten Prozessorzeit an. Durch die Differenzbildung
wird diese Menge direkt von der eingehenden Servicekurve abgezogen. In der
Realitéit fiihrt eine solche Anforderung jedoch dazu, dass die ndchsten 40 Fin-
heiten, die dem Task zur Verfiigung gestellt werden, auch von ihm verbraucht
werden, und somit den nachfolgenden Tasks nicht zur Verfiigung stehen. Daher
erwartet man, dass die resultierende Kurve an diesem Punkt eine Steigung von
Null hat, bis die 40 Einheiten dem Task zur Verfiigung gestellt wurden. Ein
solches Verhalten wird iiber die Supremumfunktion erzielt.

Wie auch bei der Addition in Abschnitt 3.2.1.1 beruhen diese Uberlegungen dar-
auf, dass zwei kritische Situationen zeitnah auftreten. Zum Einen wird der Task
sehr haufig aktiviert und zum Anderen steht wenig Prozessorzeit zur Verfiigung.
Da aber auch hier eine solche Kombination von Situationen im realen System
unter Umsténden gar nicht auftreten kann, ist die errechnete Servicekurve nicht
unbedingt die optimale untere Schranke. Das kann jedoch an dieser Stelle und
bei den nachfolgenden Operationen akzeptiert werden.
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3.2.2.2 Obere Servicekurve

BY(A) = sup {8%(t) —a'(t)} (3-3)

0<t<A

Die Uberlegungen zur Berechnung der oberen Servicekurve sind analog zu denen
bei der unteren Servicekurve. Hier ist nun eine obere Schranke an Prozessorzeit
gefragt, die dieser Task nachfolgenden Task im Besten Fall iiberlésst. Das tritt
eben dann auf, wenn der Tasks sehr viel Prozessorzeit erhilt, aber nur wenig
davon anfordern mochte. Daher wird bei der oberen Servicekurve die Differenz
aus % und o' gebildet. Die weiteren Uberlegungen decken sich mit denen im
vorherigen Abschnitt.

3.2.2.3 Untere Ankunftskurve

v . 1 l
ol (8) = inf {al(t) + (A - 1)) (3.4)
Bei den ausgehenden Ankunftskurven ist die Annahme, dass der Task eine kon-
stante Ausfithrungszeit hat und immer am Ende seiner Ausfithrung ein Ereignis
erzeugt. Um nun eine Schranke fiir die minimal von diesem Task erzeugten Er-
eignisse zu erhalten, muss man annehmen, dass der Task selber nur sehr selten
aktiviert wird (a!), da er dann auch nur wenige Ereignisse erzeugen kann. Diese
Situation kann noch extremer werden, wenn der Task noch weniger Prozessorzeit
erhilt ('), als er minimal anfordern mochte. Aus den moglichen Kombinationen
dieser beiden Situationen (a!(t) + 3'(A —t)), wird nun diejenige heraus gesucht,
die insgesamt nicht ldnger als A andauert und in der Summe am wenigsten Er-
eignisse erzeugt. Dafiir wird die Infimumfunktion benétigt.

Prozessorzeit
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Abbildung 3.8: Berechnung der unteren Ankunftskurve.
oben: Untere Ankunfts- und Servicekurve.
unten: Ausgehende untere Ankunftskurve
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In der Funktionsbeschreibung dient ¢ im Prinzip nur als Laufvariabel, um alle
moglichen Kombinationen aus o'und 'zu beschreiben. Die beiden Kurven sind
in der Berechnung jedoch gleichberechtigt. Das heifit, dass info<;<a{a! (A —1)+
B(t)} das selbe Ergebnis liefert.

In Abbildung 3.8 ist das Ergebnis einer solche Berechnung beispielhaft darge-
stellt.

3.2.2.4 Obere Ankunftskurve

' . u _nl U _
a" (A) = oé?&{f}gﬁ{“ (t+v) =B (v)}+8“(A-1)} (3.5)
Die Transformationsregel fiir die obere Ankunftskurve wirkt sehr kompliziert.
Sie weist jedoch eine gewisse Analogie zur Regel fiir die untere Ankunftskurve
auf. Ersetzt man den Term sup,so{a*(t+v)—3'(v)} durch a*(t) so erhéilt man

u _ : u U

a(8) = int {a" () + 0"(A - 1)} (3.6
Hier finden sich nun die gleichen Symmetrien zur unteren Ankunftskurve wie
bei den Transformationsregeln der Servicekurven. Die Interpretation von Glei-
chung 3.6 ist nun wie bei der unteren Ankunftskurve. Es wird eine Kombination
von Situationen gesucht, in denen sehr viele Taskaktivierungen (a*) stattfinden
und gleichzeitig sehr viel Prozessorzeit zur Verfligung gestellt wird, um diese
Aktivierungen alle zu bearbeiten (5%). Die Grenzen der Infimumfunktion sor-
gen auch hier dafiir, dass die Gesamtldnge dieser Situationen nicht ldnger als die
betrachtete Intervalllinge A ist. Durch die Infimumfunktion selbst ist gewé#hr-
leistet, dass der errechnete Wert nicht gréfier ist als die maximal zur Verfligung
stehende Prozessorzeit.
Fiir die obere Ankunftskurve lassen sich unter Umsténden jedoch Situationen
finden, in denen noch mehr Ereignisse erzeugt werden. Eine solche Situation
tritt auf, wenn sich vor einem betrachteten Intervall der Linge A Rechenzeitan-
forderungen aufgestaut haben, die noch nicht bearbeitet werden konnten. Wenn
diese zusétzlich zu den Anforderungen, die innerhalb des betrachteten Intervalls
auftreten, bearbeitet werden koénnen, so werden innerhalb des Intervalls auch
mehr Ereignisse erzeugt, als die Gleichung 3.6 errechnet hat.
Die grofitmogliche Menge an aufgestauten Ereignissen ldsst sich nun iiber die
Funktion sup,~y{a®(v) — 8'(v)} errechnen. Kombiniert man dies mit a*(t), so
erhiilt man den Term aus Gleichung 3.5, der eben eine grofe Menge von an-
gestauten Ereignissen gefolgt von moglichst vielen Ereignissen innerhalb eines
Intervalls A angibt.

3.3 Einschrinkungen

In Abschnitt 3.1.2.2 wurde gezeigt, wie verschiedene Scheduling-Strategien im
Realtime Calculus verwendet werden konnen. Am einfachsten lasst sich dabei
ein Scheduler handhaben, der mit statischen Prioritdten arbeitet. Andere Ver-
fahren, wie zum Beispiel GPS, benétigen zusétzliche Operationen. Bei EDF
besteht dagegen das Problem, dass fiir jeden Task die zur Verfiigung stehende
Rechenzeit von allen anderen Tasks abhéngt und daher durch die Servicekurven
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Abbildung 3.9: Zyklus im Taskgraphen

zyklische Graphen gebildet wiirden.

Die Behandlung von zyklischen Graphen wirft jedoch weiterer Probleme auf.
Da sich die Transformationsregeln des Realtime Calculus immer nur auf einen
Taskknoten beziehen, wiirde ein zyklischer Taskgraph dazu fiihren, dass die Be-
rechnung der Kurven in einer Endlosschleife endet. Um diese Problematik zu
beheben, sind sicherlich verschiedene Ansitzen denkbar. Diese erfordern aber
eine ganze Reihe weiterer Uberlegungen. Diese Arbeit befasst sich jedoch haupt-
séchlich mit den Algorithmen zur Berechnung der Tasktransformationen. Daher
wird der Fokus hier auf Verarbeitungseinheiten gelegt, deren Tasks nach stati-
schen Prioritédten geplant werden.

Zyklen im Taskgraphen konnen allerdings auch durch die Ankunftskurven ent-
stehen, wie es in Abbildung 3.9 zu sehen ist. Um die beschriebene Problematik
zu umgehen, werden daher in dieser Arbeit solche Taskabhéingigkeiten ebenfalls
ausgeschlossen.



Kapitel 4

Realtime Calculus mit
hierarchischen
Ereignisstromen

In Kapitel 2 wurde dargestellt, wie es mit Ereignisstromen moglich ist, kriti-
sche Héufungen von Taskaktivierungen zu beschreiben. Zudem wurde gezeigt,
wie aus einem Ereignisstrom die Ereignisschranken-Funktion gewonnen werden
kann, die den Ereignisstrom als subadditive, mathematische Funktion reprisen-
tiert.

In Kapitel 3 wurde der Realtime Calculus erldutert, dessen Ankunftskurven
ebenfalls Taskaktivierungen beschreiben. Fiir die obere Grenze der Ankunftskur-
ven fordert er eben die subadditive Eigenschaft, die die Ereignisstrome bieten.
Da die Ankunftskurven lediglich auf einer mathematischen Definition beruhen,
liegt es an dieser Stelle nahe, fiir eine konkrete Implementierung der oberen An-
kunftskurve das beschriebene Ereignisstrommodell zu verwenden.

In diesem Kapitel wird nun erldutert, wie eine solche Implementierung vorge-
nommen werden kann. Dabei werden Algorithmen vorgestellt, die in [2] ent-
wickelt wurden, und es erméglichen die Berechnungen des Realtime Calculus
effizient mit dem Ereignisstrommodell durchzufiihren.

4.1 Beschreibung der Ankunfts- und Servicekur-
ven

Mit dem Ereignistrommodell lassen sich nun die oberen Ankunftskurven her-
vorragend darstellen. Wie sieht es jedoch mit den anderen Kurven aus? Fiir
die obere Servicekurve wird ebenfalls eine subadditive Funktion benétigt. Die
Servicekurve beschreibt aber keine Ereignisse, sondern die Menge an vorhande-
ner Prozessorzeit. Da es dem Ereignisstrommodell méglich ist, Ereignisse durch
linear steigende Segmente zu approximieren, ist es ihnen auch moglich die Ser-
vicekurven abzubilden, indem die kontinuierlich nachgelieferte Ressource Pro-
zessorzeit eben durch solche kontinuierlich steigenden Segmente dargestellt wird.
Bei den unteren Grenzen der Ankunfts- und Servicekurven ist die Darstellung
durch das in Kapitel 2 erlduterte Ereignisstrommodell nicht direkt moglich. Die

28
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untere Ankunftskurve soll eine untere Grenze fiir die Ereignisdichte geben und
ist nicht subadditiv, sonder superadditiv. Fiir die Verwendung im Realtime Cal-
culus muss daher die Definition der Ereignisstrome erweitert werden. Ereignis-
strome konnen demnach entweder superadditiv oder subadditiv sein. Auf diese
Weise ist es moglich auch untere Ankunfts- und Servicekurven zu beschreiben.
Bei den Servicekurven kann es vorkommen, dass die Kurve beide Eigenschaften
besitzt. Dies ist typischerweise der Fall bei der initialen Servicekurve einer Ver-
arbeitungseinheit. Sie wird durch eine Gerade der Steigung 1 dargestellt und
daher gilt fiir sie sowohl

B(I+J) < BI) + B(J) , als auch B(I +J) = B(I) + B(]).

Dagegen werden sich bei den Ankunftskurven normalerweise beide Félle aus-
schlieflen.

4.2 Problematik

Der Realtime Calculus beschreibt mathematisch, wie man aus den eingehen-
den Ankunfts- und Servicekurven eines Taskknotens die ausgehenden Kurven
berechnet. Wenn nun die eingehenden Kurven durch das Ereignisstrommodell
beschrieben werden, so méchte man natiirlich, dass die ausgehenden auch durch
dieses Modell beschrieben werden.

Prinzipiell ist das auch moglich, jedoch wirft dies Probleme auf, die leicht am
Beispiel folgender Ereignisstrome zu erkennen sind.

= ((6,0,2,((2,0,1,00))))
B =((7,4,3,1))

Berechnet man aus diesen Stromen mit der Gleichung 3.2 nun die ausgehende
untere Servicekurve, so erhilt man den Ereignisstrom, der in Abbildung 4.1
dargestellt ist. Er kann beispielsweise durch:

B = ((42,3,3,1),(42,9,3,1),(42,13,1,1), (42, 16,2, 1), (42,19, 1, 1),
(42,22,2,1), (42,25,1,1 ) (42,27,1,1),(42,29,1,1), (42,31,1, 1),
(42,33,2,1), (42,37,1,1), (42, 39,3,33))

abgebildet werden. Hier tritt nun ein typisches Problem bei der Echtzeitanalyse
von periodischen Tasksystemen auf . Die Periode von /Bl/ ist wesentlich grofler,
als die von a* und f!. Sie wird aus dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der
eingehende Kurven gebildet. Da Bl/ wiederum Eingabe eines anderen Tasks sein
kann, kann sich die Periode bei den nachfolgenden Tasks sehr schnell immer
weiter vergroflern.

Mit der Grofle der Periode steigt normalerweise auch die Anzahl an Elementen,
die notig sind, um eine Periode zu beschreiben. Auflerdem ist bei diesen Peri-
oden meistens eine effiziente Darstellung mithilfe eines hierarchischen Aufbaus
nur schwer méglich.

In diesem Beispiel besitzt a* zwei Hierarchieebenen. Bei der Berechnung von
ﬂll muss im Prinzip aber jedes Element einzeln behandelt werden. Daher findet
sich diese Hierarchie bei 5ll nicht wieder. Die hierarchische Darstellung ist fiir
die Berechnung also nutzlos.
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Abbildung 4.1: Vergréflerung der Periode bei Berechnung der unteren Service-
kurve

Der Problematik, dass sehr grofie Perioden entstehen, kann durch Approximati-
on der Kurven begegnet werden. Die Grenzen der Ankunfts- und Servicekurven
sollen eine Garantie fiir die maximale und minimale Ereignisdichte bzw. verfiig-
bare Prozessorzeit beschreiben. Dabei ist nicht vorgegeben, dass es sich hierbei
um die kleinste obere, bzw. grofite untere Schranke handeln muss. Daher ist
es moglich ungefahre Schranken anzugeben, die die geforderte Garantie nicht
verletzen.

In [2] wurden auf diese Weise Methoden vorgestellt, die es ermdglichen, das
Ereignisstrommodell effizient mit dem Realtime Calculus zu verkniipfen. In Ab-
schnitt 2.2 wurde das Vorgehen bei der Approximation bereits erldutert. Es
kann auch auf die untere Ankunftskurve angewendet werden. Hier muss ent-
gegen der Approximation der oberen Grenze darauf geachtet werden, dass die
Ereignisschranken-Funktion der Approximation in keinem Fall einen grofieren
Wert als die Ereignisschranken-Funktion des Originals liefert. In Abbildung 4.2
ist die Approximation nach drei Perioden dargestellt fiir beide Grenzen der An-
kunftskurve eines Tasks, der periodisch alle 80 Zeiteinheiten aktiviert wird.
Durch die Verwendung approximierter Ereignisstrome im Realtime Calculus ent-
stehen durch die Berechnungen nun weitere Strome, fiir die weder ein hierarchi-
scher Aufbau noch die Verwendung von Perioden hilfreich ist. Daher bietet es
sich fiir die Berechnung an, eine etwas schlankere Datenstruktur zu verwenden,
mit der verschiedene Operationen effizient durchgefiihrt werden kénnen.

Prozessorzeit
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Abbildung 4.2: Approximation nach 3 Perioden
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4.3 Darstellung als Testliste

In [3] nutzen Albers, Bodmann und Slomka bereits Testlisten als Représentation
der Ereignisstrome. Die Elemente einer solchen Testliste beschreiben dabei je-
weils das Verhalten des Ereignisstroms fiir eine bestimmte Intervallléinge. In die
Testliste werden jedoch nur Elemente fiir Intervalllangen eingefiigt, bei denen
sich das Verhalten des Stroms &ndert. Jedes Element der Liste besteht dabei
aus drei Parametern.

7= (a,¢,G)

Die Intervallléinge, fiir die das Element das Verhalten beschreibt, wird im ersten
Parameter a angegeben. Eine Testliste enthélt fiir jede Intervalllinge immer nur
maximal ein Element. Die Menge an Ereignissen bzw. an angeforderter Prozes-
sorzeit wird mittels ¢ beschrieben. Dieser Parameter beschreibt also eine der
Stufen der Ereignisschranken-Funktion , die zum Beispiel in der Abbildung 4.2
zu sehen sind. Der letzte Parameter GG schliefllich dient zur Beschreibung konti-
nuierlich steigender Abschnitte, die bei den Servicekurven und approximierten
Ankunftskurven auftreten. Dabei wird im Gradienten nicht die aktuelle Steigung
der Kurve gespeichert, sondern immer nur die Anderung, die bei der Intervall-
lange a auftritt. Ein sehr einfaches Beispiel ist in Abbildung 4.3 zu sehen.

In [2] wurde eine Vorgehensweise beschrieben, die aus einem approximierten Er-
eignisstrom eine Testliste erstellt, in der dieser approximierte Strom vollstindig
abgebildet wird. Anschliefend wurden die Algorithmen vorgestellt, die fiir diese
approximierten Testlisten die Berechnungen des Realtime Calculus realisieren.
Das Ziel dieser Arbeit ist es nun diese, Algorithmen in Java zu implementie-
ren und anschliefend eine Komplexitdtsanalyse vorzunehmen. Eine weitere Idee
bestand darin, die Algorithmen so zu erweitern, dass sowohl eine Analyse von
approximierten als auch von nicht approximierten Ereignisstromen moglich ist.
Dabei sollten die urspriinglichen Algorithmen nach Moglichkeit nicht verdndert,
sondern in vor- und nachbereitende Operationen eingebettet werden. Diese soll-
ten die Testlisten so anpassen, dass als Resultat schliellich eine exakte Testliste
berechnet wird.

Es ergaben sich dabei jedoch mehr Schwierigkeiten als urspriinglich erwartet.
Dennoch wird im weiteren das Vorgehen fiir approximierte und exakte Testlis-
ten erldutert. In diesem Zusammenhang soll dann gezeigt werden, an welchen
Hiirden es scheiterte und was getan werden miisste, um diese zu iiberwinden.

(2,0

(3707_1) 4 4
(4,1,0) 3 3
(5,1,05) 2 2
(7,0,-05) 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8

Abbildung 4.3: Testliste mit 5 Elementen und daraus resultierende Kurve
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Wenn man einen nicht approximierten Ereignisstrom als Testliste darstellen
mochte, stellt sich als erstes die Frage, wie lang eine solche Liste mindestens
sein muss. Betrachtet man nur approximierte Ereignisstrome, so kann sie sehr
einfach beantwortet werden. Diese Ereignisstrome besitzen keinen unendlich pe-
riodischen Teil mehr. Sie sind jeweils nur zu Beginn detailliert beschrieben und
besitzen fiir grofie Intervalle nur noch einen einfachen Gradienten. Daher lésst
sich fiir diese Strome auch eine endliche Testlistenreprisentation finden, die ex-
akt den approximierten Ereignisstrom abbildet.

Um nun aber auch mit nicht approximierten Ereignisstromen arbeiten zu kon-
nen, muss die Testlistenstruktur erweitert werden. Zum einen muss die Peri-
odenlénge bekannt sein, um aus einer endlichen Testliste die Werte fiir grofle
Intervalle bestimmen zu konnen. Im Normalfall werden aber auch Ereignisstro-
me mit periodischen Elementen nicht ein rein periodisches Verhalten aufweisen.
Das liegt einerseits daran, dass als Eingabe fiir das zu untersuchende System
auch Ereignisstrome verwendet werden konnen, die neben periodischen Elemen-
ten auch nicht periodische enthalten. Aber selbst wenn dies nicht der Fall ist,
werden durch die Berechnungen des Realtime Calculus auch Ereignisstrome ge-
bildet, die periodische und aperiodische Bereiche besitzen. Dies ist spédter an
einem Beispiel in Abschnitt 4.5.1.2 zu sehen. Da ein Ereignisstrom aber nicht
unendlich viele aperiodische Elemente enthalten kann, kann eine Intervallgro-
e angegeben werden, ab der sich das Verhalten des Ereignisstroms periodisch
wiederholt. Auch diese Grenze muss in der erweiterten Testlistenstruktur vor-
handen sein.

Diese Grenze wird bei den nachfolgenden Uberlegungen immer so interpretiert,
dass Testlistenelemente, die genau den Offset dieser Grenze haben immer zum
aperiodischen Bereich gezdhlt werden. Diese Wahl erleichtert an einigen Stellen
die Implementierung. Allerdings tritt nun das Problem auf, dass bei Ereignis-
stromen, die gar keinen aperiodischen Bereich besitzen, das Testlistenelement
mit dem Offset 0 nicht zum periodischen Bereich gehort. Daher erhélt die Test-
liste zusiétzlich ein Flag, das angibt, ob ein aperiodischer Bereich existiert und
somit das Element mit Offset 0 zum periodischen oder aperiodischen Bereich
gezéhlt wird.

Bei nicht periodischen Ereignisstromen ist der periodische Bereich leer und die
Periode erhilt den Wert oo.

In der Abbildung 4.4 ist eine solche zweigeteilte Testliste mit der dazugehorigen
Kurve zu sehen. Die Testliste besitzt einen aperiodischen Teil (AP), der sich bis
zu einer Intervalllinge von drei erstreckt. Darauf folgt der periodische Bereich

123 45 6 7 8 91011121314
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Abbildung 4.4: Testliste mit periodischem und aperiodischem Bereich
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(P), der sich mit einer Periode von vier bis zur Intervalllinge sieben erstreckt.
Man erkennt hier sehr gut, dass es auf diese Weise mit wenigen Testlisten-
Elementen moglich ist, die Kurve unendlich fortzufiihren.

4.4 Konvertierung der Testlisten

Durch die periodischen Testlisten ist es moglich, die Kurven des Realtime Calcu-
lus dquivalent durch Ereignisstrome und periodische Testlisten zu beschreiben.
Daher sind nun Konvertierungsverfahren gefragt, die eine Beschreibungsform in
die jeweils andere iibersetzen konnen.

Albers et al. und stellten in [2] bereits ein Verfahren vor, um aus einem hierar-
chischen Ereignisstrommodell eine Testliste zu generieren, die eine Periode des
Stroms exakt beschreibt. Dieser Algorithmus kann auch fiir die Erstellung der
oben vorgestellten, zweigeteilten Testlisten verwendet werden, da die zusétz-
lichen Informationen fiir die Periodenlénge und den Beginn des periodischen
Bereichs sehr einfach aus dem Ereignisstrommodell abgelesen werden kénnen.
Umgekehrt ist es auch moglich, aus einer Testliste wieder einen Ereignisstrom
zu generieren. Bei der Generierung der Testlisten gehen jedoch die Informatio-
nen des hierarchischen Aufbaus des Ereignisstroms verloren. Daher konnen die
Ereignisstrome, die aus Testlisten gewonnen werden, auch nur bedingt die Mog-
lichkeiten des hierarchischen Aufbaus verwenden. Da der hierarchische Aufbau
aber in vielen Fillen die Darstellung enorm komprimiert, ist damit zu rechnen,
dass die aus Testlisten gewonnenen Ereignisstrome einen grofien Platzbedarf ha-
ben und uniibersichtlich dargestellt sind.

Die Erstellung eines Ereignisstroms aus einer Testliste erweist sich jedoch als
sehr einfach. Zuerst wird der aperiodische Bereich der Testliste behandelt. Hier-
bei wird fiir jedes Testlistenelement 7, fiir das gilt ¢, # 0, ein hierarchisches
Ereignisstromelement 6 erstellt:

0 = (00, ar,Cr,y00).

Zusétzlich wird fiir jedes Testlistenelemente 7, mit G, # 0 ebenfalls ein hierar-
chisches Ereignisstromelement 6 erstellt:

0 = (Oo7a7'i7l7g)7

wobei g der Gradient ist, der sich bei Auswertung der Testliste bei einer Inter-
valllinge von a,, ergibt. Die Beschrankung [ des Ereignisstromelements ergibt
sich durch die Kosten, die der Gradient g bis zum néchsten Testlistenelement
Ti+1 verursacht, und wird berechnet durch [ = (a,,,, —ar,)-g. Die so erhaltenen
Ereignisstromelemente werden zu einem Ereignisstrom O 4p zusammengefasst.
Das gleiche wird dann auch fiir den periodischen Teil durchgefiihrt. Diesmal
wird jedoch vom Offset der Ereignisstromelemente der Wert der Grenze zwi-
schen periodischen und aperiodischem Bereich abgezogen. Die hierbei erhaltenen
Elemente werden im Ereignisstrom ©p zusammengefasst. Dieser Ereignisstrom
wird schliellich als Ereignismuster des periodischen Elements

eP = (T7 ba n, (—)P)

dem Ereignisstrom O 4p hinzugefiigt. Dabei ist T' die Periode des periodischen
Bereichs; b ist die Grenze zwischen periodischem und aperiodischen Bereich und
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Abbildung 4.5: Generierung eines Ereignisstroms aus einer periodischen Testliste

n sind die Gesamtkosten, die der periodische Bereich innerhalb einer Periode
erzeugt.

Auf diese Weise lésst sich ein Ereignisstrom durch einmaliges Traversieren einer
Testliste aus dieser erstellen. Dies ist hier einmal beispielhaft in Abbildung 4.5
dargestellt.

4.5 Umsetzung der Operationen

Um die Ereignisstrome nun tatsichlich mit dem Realtime Calculus zu verkniip-
fen, miissen die in den Gleichungen 3.2, 3.3, 3.4 und 3.5 beschriebenen Opera-
tionen fiir die Testlisten umgesetzt werden. Hier folgt nun eine informelle Be-
schreibung der Vorgehensweise der Algorithmen, die in [2] vorgestellt wurden.
Im néchsten Kapitel werden diese dann anhand der hier vorgenommenen Im-
plementierung fiir die Komplexitidtsanalyse niher betrachtet. Dafiir wird jedoch
vorausgesetzt, dass die zugrunde liegenden Ideen und Arbeitsweisen bekannt
sind.

4.5.1 Berechnung der Servicekurven

Die Definition zur Berechnung der oberen ausgehenden Servicekurve ist beinahe
identisch mit derjenigen zur Berechnung der unteren ausgehenden Servicekurve.

Bh(A) = OgggA{ﬂl(t) —a*(t)} (4.1)
BY(A) = sup {B"(t) — ol (t)} (4.2)
0<t<A

Tatséchlich unterscheiden sie sich nur dadurch, dass einmal die obere Ankunfts-
kurve von der unteren Servicekurve abgezogen wird und das andere Mal die
untere Ankunftskurve von der oberen Servicekurve. Da bei der Umsetzung aber
kein Gebrauch von den speziellen Eigenschaften des jeweiligen Kurventypes ge-
macht wird, erfolgt die Berechnung der oberen und unteren, ausgehenden Ser-
vicekurve identisch.

Es miissen jeweils zwei Operationen nacheinander ausgefithrt werden. Zuerst
erfolgt die Subtraktion und anschlieend wird auf dem resultierendem Ereignis-
strom die Supremumfunktion mit den hier gegebenen Grenzen ausgefiihrt.
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4.5.1.1 Subtraktion

®Differenz = eMinuend - ®Subtrahend

Die Subtraktion zweier Ereignisstrome ist insbesondere fiir approximierte Test-
listen relativ einfach zu bewerkstelligen. Hierzu werden zuerst alle Testlisten-
Elemente des Subtrahenden negiert. Die Negation eines Elementes geschieht
dabei wie folgt:

7= (a,¢,Q) = -7 = (a,—¢,—G)
Durch dieses Vorgehen wird der Funktionsgraph der Testliste an der X-Achse

gespiegelt.
AnschlieSend werden die Elemente beider Testlisten zu einer vereint. Enthalten

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280

1
eMinuend
200 951_ btrahend 200
eDﬂ'erenz
160 160
120 = 120
80 AP E > .
40 i I_‘—u/‘ 40
0 A/‘/ - 0
AV -
AP [
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280
'8‘ 20 (20, 0,1) Ap
- P
0 CR IR 2 (60, 0, -1)
3| (60, 0,-1) = g| (80,0,1)
60 P = S (120, 0, -1)
O 140, 0, 1
= | 160 ( » 0.1) (0,-5,0)
= \ (5,-5,0)
= (10, -5,0)
o — (20, -5, 1)
3 (30, -5,0)
3 m (40, -5,0) Ap
= (0,5,0) (30, 5,0) P
o (5,5,0) (60, -5,-1)
g (10, 5,0) (80, -5,1)
(0,5,0) = (20, 5,0) (90, -5,0)
(5,5,0) a0 (30,5,0) &l (100, -5,0)
(10, 5,0) =l (40, 5,0) Ap (120, -5, -1)
(20,5,0) El 05 (0,5, 0)°P (180, -5,0)
(30,5,0) i (60 5 0) (140, -5, 1)
407(4075,0)AP ) (80, 5,0) 160 (160, -5, 0)
(50,5,0) F 2 _| (90,5, 0)
2| (60, 5,0) >O ]| (100, 5,0)
1 (80,5,0) ) (120, 5,0)
80 (130.5.0)
(140, 5,0)
(160, 5,0)

160

Abbildung 4.6: Subtraktion zweier Ereignisstrome
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die Testlisten Elemente mit identischem Offset, so werden diese zu einem Ele-
ment zusammengefasst, dessen Kosten und Gradienten sich aus der Summe der
Kosten bzw. Gradienten der urspriinglichen Elemente bilden.

Bei Testlisten mit periodischen Bereichen kann sich der Aufwand jedoch stark
vergrofern. Dies wird leicht an einem Beispiel deutlich, dass in Abbildung 4.6
zu sehen ist.

Hier wird von einer rein periodischen Servicekurve (Minuend) eine Ankunfts-
kurve (Subtrahend) abgezogen, die sowohl einen periodischen als auch einen
aperiodischen Anteil besitzt. Dazu wird zunéchst einmal die maximale Linge
der resultierenden Testliste ermittelt. Die Lénge des aperiodischen Bereichs von
Opifferens €rgibt sich dabei aus dem Maximum der aperiodischen Bereichs-
lingen von O prinuend UNd O guptrahend. Dies entspricht hier der aperiodischen
Bereichsldnge des Subtrahenden. Die Linge des periodischen Bereichs ermittelt
sich dagegen aus dem kleinsten, gemeinsamen Vielfachen der periodischen Be-
TeiChSléﬂgen von @Minuend und @Subt’r'ahend-

Nun werden die Testlisten von O psinuend UNd Oguptrahend durch wiederholtes
Anhéngen des periodischen Bereichs auf die ermittelte Linge erweitert und auf
die gleiche Weise wie approximierte Testlisten von einander abgezogen.

Jetzt zeigt sich auch das groflie Problem bei der Berechnung von periodischen
Ereignisstromen. Durch die Bildung des kleinsten, gemeinsame Vielfachen koén-
nen die Testlisten sehr schnell einen sehr grofien periodischen Bereich erhalten.
Im Beispiel aus Abbildung 4.6 tritt dies noch nicht sehr deutlich hervor, da
die Perioden von O psinuend und O syupirahend €inen relativ groffen gemeinsamen
Teiler besitzen. Dieses Problem war jedoch zu erwarten, da es generell bei der
Analyse von periodischen Tasksystemen auftritt.

4.5.1.2 SupSimple

9Serm’ce,out = sup {6Diffe'r‘enz}
0<t<A

Die durch die Subtraktion erhaltene Testliste entspricht nicht den Anforderun-
gen einer Servicekurve. Insbesondere ist die Monotonie-Eigenschaft verletzt. Die
Supremumfunktion korrigiert dies, indem sie Kurvenbereiche, die unterhalb ei-
nes lokalen Maximums, das vor diesem Bereich auftritt, auf eben dieses Maxi-
mum anhebt. Den Effekt der Supremum-Operation kann man in Abbildung 4.7
erkennen. Dort wird das Supremum iiber dem Ereignisstrom gebildet, der sich
als Differenz aus dem Beispiel im vorherigen Abschnitt (4.5.1.1) ergab.

Albers et al. stellten in [2] einen Algorithmus fiir die hier betrachtete Supre-
mumfunktion vor. Da fiir die obere Ankunftskurve auch eine Supremumfunkti-
on benotigt wird, die jedoch wesentlich aufwendiger zu berechnen ist, wird zur
Unterscheidung die Funktion zur Berechnung der hier benttigten Supremum-
operation als SupSimple bezeichnet.

Der Algorithmus arbeitet ebenfalls auf Testlisten, die keine Informationen iiber
das periodische Verhalten des Ereignisstroms beinhalten. Die Idee des Algorith-
mus ist, die Testliste einmal zu durchlaufen und dabei eine neue Testliste zu
generieren, die das Ergebnis beinhaltet. Dabei wird das Maximum des bereits
bearbeiteten Testlistenabschnitts immer mitgefiihrt. In die resultierende Test-
liste werden dann nur die Elemente eingefiigt, die in den Bereichen oberhalb
des aktuellen Maximums liegen. Gegebenenfalls miissen an den Grenzen dieser
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Abbildung 4.7: SupSimple angewendet auf der Differenz zweier Ereignisstrome
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in einem Fall gibt es davon eine Ausnah- SupSimple-Operation aus Abbil-
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Steigung des periodischen Bereichs von

ODpifferens nicht positiv ist. In diesem Fall gibt es ein lokales Maximum, iiber
das die Kurve nicht mehr hinaus steigt. Ab diesem Maximum hat die Kurve von
OServiceout €ine Steigung von 0 und besitzt somit keinen periodischen Anteil
mehr.

Nun wird noch die Lange des aperiodischen Bereichs bené6tigt. Wenn die durch-
schnittliche Steigung des periodischen Bereichs von © p; feren» nicht positiv ist,
S0 besitzt Ogervice out ~-Wie oben erwahnt- keinen periodischen Anteil mehr und
die Lange des aperiodischen Bereichs kann auf den Offset des letzten Testlisten-
elements von Ogervice out gesetzt werden. In den anderen Féllen kann sich die
Lénge von derjenigen von © p;fferen. unterscheiden. Das passiert genau dann,
wenn es entweder innerhalb des aperiodischen Bereichs einen Wert gibt, der
grofer ist, als derjenige am Ende des aperiodischen Bereichs, oder wenn es in-
nerhalb des periodischen Bereichs einen Wert gibt, der grofler ist, als derjenige
am Ende des periodischen Bereichs. Beide Fille haben die gleiche Wirkung. In
Abbildung 4.7 kann man diesen Effekt erkennen. Dort ist der Wert am Ende des
aperiodischen Bereichs mit E4p und der Wert am Ende des periodischen Be-
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reichs mit Ep gekennzeichnet. Relevant ist jedoch immer nur der Punkt, dessen
Funktionswert am weitesten vom entsprechenden Funktionswert von © gervice_out
entfernt ist. In diesem Fall ist das F4p. Da der Wert unterhalb von © gervice out
liegt, wird der Anfang des periodischen Bereichs von ©p;¢feren. nicht fiir die
Testliste von Ogervice our verwendet. Da der aperiodische Bereich aber nur vor
der ersten Periode auftaucht, wird der Anfang des periodischen Bereichs fiir die
weiteren Perioden jedoch bendétigt. Somit unterscheidet sich dieser Bereich nur
in der ersten Periode und muss daher zum aperiodischen Bereich gezéhlt werden.
Die Linge des Bereichs erstreckt sich vom Anfang des periodischen Bereichs bis
zu dem Punkt, an dem Opjfferen. Wieder den Wert von ©geryice out €rreicht,
da ab hier der Verlauf von ©p;fferen. wieder relevant ist fiir den Verlauf von
Oservice.out - Dieser Punkt ist in Abbildung 4.7 mit Rap gekennzeichnet.
Hatten man in diesem Beispiel den Fall gehabt, dass E'p der relevante Punkt ist,
so wire der Effekt der gleiche, jedoch mit einer anderen Begriindung. In diesem
Fall wiirde der Anfang jeder Periode von © p;fferen. nicht fiir den Verlauf von
Oservice.out genutzt werden, da es immer in der vorherigen Periode einen Ma-
ximalwert gibt, der dafiir sorgt, dass der Anfang des periodischen Bereichs von
Opifferen. immer unterhalb von ©gervice out liegt. Da es allerdings zur ersten
Periode keine vorherige gibt, ist der Anfang der ersten Periode von ©p;fferens
relevant fiir den Verlauf von ©gerypice out- Da dies auch hier nur fiir die erste
Periode gilt, muss auch in diesem Fall die Lénge des aperiodischen Bereichs von
OService.out UM die Lénge des Bereichs von Ep bis Rp erweitert werden.

Das bedeutet, dass als Vorverarbeitungsschritt fiir die Supremumoperation der
maximale Abstand vom Funktionswert von Ep und E4p zum grofiten vorheri-
gen Maximum ermittelt werden muss. Nun kann berechnet werden, wie lange
der periodische Bereich von ©p;fferen. bendtigt, um diesen Abstand als Funk-
tionswert zu erreichen. Die Testliste von © p;f feren. muss dann um genau diese
Lénge mittels ihres periodischen Bereichs erweitert werden.

Damit ist die Vorverarbeitung abgeschlossen und die SupSimple-Funktion kann
wie fiir aperiodische Testlisten auf der verlingerten Testliste von ©p;fferen
durchgefiihrt werden.

4.5.2 Berechnung der unteren Ankunftskurve

I . l l
o (B) = Inf {a’(A—1)+F(1)}
Wie bereits in Kapitel 3 beschrieben, erfolgt die Berechnung der unteren An-
kunftskurve, indem fiir jedes Intervall die untere Ankunfts- und Servicekurve so
auf das Intervall aufgeteilt wird, dass sich der kleinste Wert ergibt. Daher trigt
die Funktion, die dies berechnet, den Namen MinimumSplit. Diese Operation
wird sowohl fiir die untere als auch fiir die obere Ankunftskurve verwendet. Die
Vorgehensweise, die im Folgenden vorgestellt wird, ist daher auch als Teilfunk-
tion fiir die Berechnung der oberen Ankunftskurve verwendbar.

Das Vorgehen zur Berechnung dieser Operation wird zuerst anhand einfacher
Testlisten betrachtet, die keine periodischen Bereiche besitzen.

Fiir solche Testlisten stellten Albers und auch den MinimumSplit-Algorithmus
vor, der dies bewerkstelligt. Die Arbeitsweise dieses Algorithmus soll hier nun
erlautert werden. Wie bereits in Abschnitt 3.2.2.3 erwihnt, teilt diese Infimum-
Operation die aktuell betrachtete Intervalllinge so auf die beiden beteiligten
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Abbildung 4.9: Tllustration der MinimumSplit-Operation

Kurven auf, dass als Summe (a!(A —t) + 8!(t)) der kleinst mogliche Wert er-
zielt wird. Da A in RT definiert ist, ist es nicht machbar, fiir jedes mdogliche
A jeweils alle moglichen Werte fiir ¢ zu wihlen und die Summe zu bilden. Nun
kann man sich anhand einer grafischen Darstellung anschauen, wie der Werte
fiir ein einzelnes, festes A bestimmt werden kann.

In Abbildung 4.9 soll das beispielhaft fiir A; = 80 und As = 90 gezeigt werden.
Um nun o' (A1) zu berechnen muss o/ (A; — t) + 8(t) fiir alle 0 < t < A; be-
rechnet werden. Das kleinste Ergebnis ist dann der Funktionswert von o/ (Ay).
Fiir zwei Werte von t ist die Berechnung grafisch in der Abbildung dargestellt.
Dabei wird der Ursprung von o! entlang des Funktionsverlaufs von 3! bis zur
Position t verschoben. Hierbei wird der Punkt (A; — ¢, a!(A; — t)) auch um
t in X-Richtung und 3'(t) in Y-Richtung verschoben, und erreicht daher den
Punkt (¢, 8(t) + al(A; —t)). Der Funktionswert der verschobenen Funtkion ist
an dieser Stelle also der fiir das aktuelle ¢ gesuchte Wert.

Betrachtet man das gleiche fiir As, so ist das Vorgehen identisch. Auch hier
muss o entlang des Verlaufs von ' verschoben werden. Es liegt also nahe, dass
diese Berechnungen nicht fiir jedes A erneut durchgefiihrt werden miissen. Es
reicht aus, wenn o' fiir jedes ¢ > 0 nur einmal verschoben wird und dann das
Minimum aus allen verschobenen Funktionen gebildet wird.

Nun gibt es theoretisch unendlich viele Werte fiir ¢t. Da hier jedoch speziel-
le Funktionen verwendet werden, die ausschliellich aus endlich vielen linearen
Segmenten zusammengesetzt sind, kann die Anzahl der Verschiebungen begrenzt
werden.

Die Idee hierbei ist, o! nur an die Punkte zu verschieben, bei denen sich die
Steigung von ' dndert. Da eine solche Anderung immer durch ein Testlisten-
Element dargestellt wird, ist die Anzahl der Verschiebungen durch die Linge
der Testliste von 3 begrenzt.

Jetzt stellt sich nur noch die Frage, ob das ausreichend ist, um ein korrektes
Ergebnis zu erhalten. Leider ist es das nicht. In Abschnitt 3.2.2.3 wurde bereits
erliutert, dass der Term o!(t) + 8'(A —t) innerhalb der Infimum-Operation aus-
tauschbar ist mit a!(A —t) + 8!(¢). Daher miisste es egal sein, ob nun aentlang
von (' verschoben wird, oder ob dies umgekehrt geschieht.
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Abbildung 4.10: Verschieben entlang der Testlisten-Elemente

Fiir beide Falle ist dies in Abbildung 4.10 dargestellt. Links ist dort eine untere
Ankunftskurve zu sehen. Die Punkte, an denen sich die Steigung von o! #n-
dert sind markiert. AuBerdem sind die Kurvenverliufe von 3' eingezeichnet, die
jeweils an die markierten Punkte verschoben wurden. Das ergibt ein uniiber-
sichtliches Gewirr von Liniensegmente. Nach den obigen Uberlegungen sollte
das Minimum all dieser Verldufe nun das Ergebnis der MinimumSplit-Operation
sein. Auflerdem sollte man das gleiche Ergebnis erhalten, wenn man anstelle der
Servicekurve die Ankunftskurve verschiebt. Dies ist im rechten Koordinatensys-
tem dargestellt.

Hier ist nun zu erkennen, dass sich die minimalen Verldufe unterscheiden. Die
gestrichelten Linien geben dabei die Segmente an, die in der jeweiligen Grafik
fehlen. Um dieses Problem zu 16sen, kann man nun einfach sowohl a! als auch
B! verschieben und das Minimum iiber alle Kurvenverldufe bilden, die dabei
entstehen.

Mochte man die Infimum-Operation nun mit Testlisten durchfiihren, die zusétz-
lich Informationen zum periodischen Verhalten beinhalten, so ist das prinzipi-
ell auch bei dieser Operation moglich. Wie auch bei der Subtraktion und der
SupSimple-Operation miissen hierfiir zunéchst einige Werte ermittelt werden.
Wie das Vorgehen dazu aussehen konnte, soll zuerst anhand von rein periodi-
schen Testlisten gezeigt werden, die keinen aperiodischen Bereich besitzen. An
einem Beispiel soll nun demonstriert werden, wie sich die Berechnungen bei pe-
riodischen Funktionen verhalten. Uber die periodische Information kann man
im Prinzip unendlich viele Testlisten-Elemente erzeugen, an die die jeweils an-
dere Liste verschoben werden soll. Nach dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen
(kgV) der Perioden wiederholen sich die Muster jedoch. An einem sehr einfachen
Beispiel in Abbildung 4.11 erkennt man dies sehr gut. Im linken Koordinatensys-
tem sind zwei verschobene Graphen von 3 eingezeichnet. Um die verschobenen
Graphen unterscheiden zu konnen, soll im Folgenden v;(!), den Graphen von
(' bezeichnen, dessen Ursprung an das i-te Element der Testliste von a* ver-
schoben wurde. Entsprechend soll auch v;(a!) definiert sein.

Der Graph von v; (') wurde nun an die Position (30,0) und der von v3(3') eine
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Abbildung 4.11: Parallelitdt beim Verschieben von Testlisten

kgV-Periode spiter an die Position (90,10) verschoben. Es ist nun leicht zu se-
hen, dass v3(3') parallel v (3) verlduft. Der gleiche Effekt ist beim Verschieben
von ! im rechten Koordinatensystem bei den Graphen von vr(a!) und vy (a!)
zu erkennen.

Allerdings liegt v3(3') unterhalb von vy (/3') withrend im rechten Koordinaten-
system der Graph von v7(al!) oberhalb von vy (al) liegt. Das ist darauf zuriick-
zufithren, dass die durchschnittliche Steigung von o' kleiner ist als die von /3.
Deswegen sind in diesem Beispiel die Verliufe von o, die hinter die kgV-Periode
geschoben werden, nicht mehr relevant fiir das Ergebnis. Es reicht daher aus,
wenn nach der kgV-Periode nur noch 3' verschoben wird. Damit einher geht
der Effekt, dass sich die Periodizitdt des Ergebnissses nach der kgV-Periode nur
nach der Kurve mit der geringsten Steigung richtet. Das ist in diesem Fall o
Etwas stirker auf den Realtime Calculus bezogen bedeutet dies, dass die Peri-
odizitéit der ausgehenden Ankunftskurve eines Task gleich der Periodizitdt der
eingehenden Ankunftskurve ist, wenn der Task planbar ist. Denn wenn er dies
ist, muss o eine geringere durchschnittliche Steigung haben als 3'. Ansonsten
wiirde auf lange Sicht mehr Prozessorzeit angefordert, als geliefert werden kann.
Die Periode des Ergebnisses kann also recht einfach ermittelt werden. Wahlt
man fiir die Lénge des aperiodischen Bereichs die kgV-Periode, so ist man auch
hier auf der sicheren Seite, auch wenn in vielen Fillen ein kleinerer aperiodi-
scher Bereich gefunden werden kann. Das soll an dieser Stelle jedoch nicht naher
ausgefiihrt werden.

Bisher wurden nur Testlisten betrachtet, die entweder nur einen periodischen
oder nur einen aperiodischen Bereich besitzen. Eine unerwartete Problematik
zeigt sich jedoch bei Testlisten,die beides besitzen. In Abbildung 4.12 ist hierzu
ein Beispiel dargestellt. Es zeigt eine untere Ankunftskurve mit einem unge-
wohnlichen aperiodischen Bereich, der das Problem in einem Extremfall be-
schreibt. Ein solcher Fall kann eintreten, wenn der Beginn des aperiodischen
Bereichs eine relativ geringe durchschnittliche Steigung hat, das Ende aber eine
sehr starke Steigung. Die Schwierigkeit besteht nun darin, dass das Ergebnis
einen sehr langen aperiodischen Bereich erhalten kann.

In der Beispielgrafik ist die verschobene Kurve vy (') eingezeichnet. Ihr Start-
punkt liegt im aperiodischen Bereich und hat im Vergleich zu den folgenden
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Startpunkten von vy (3'),v2(8),- - usw. nur einen sehr geringen Funktions-
wert. Daher tragen diese Kurven nicht zum Verlauf des Ergebnisses bei.
Dies #ndert sich erst wieder in dem Bereich, in dem v;(3') den Gra-

phen von ! schneidet. Da die Steigung von ! jedoch nur gering-

fiigig kleiner ist, als die von v;(3') liegt dieser Bereich sehr

weit entfernt. Da aber erst hier der eigentliche periodi-

sche Bereich beginnt, hat das Ergebnis in diesem

Fall einen sehr grofien aperiodischen Bereich.
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Abbildung 4.12: Beispiel problematischer Testlisten fiir die MinimumSplit-
Operation

Nun kann man sich fragen, was daran so gravierend ist, da schlieflich auch die
Bildung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Perioden zu sehr langen Test-
listen fiihrt. Fiir das kgV kann jedoch vor der Analyse immer eine obere Grenze
bestimmt werden, da die Perioden aller beteiligter Kurven bekannt sind. Die
Obergrenze fiir die Linge des aperiodischen Bereichs bei der MinimumSplit-
Operation kann ohne weitere Uberlegungen jedoch nicht so einfach bestimmt
werden.

Im obigen Beispiel wiirde sich der Schnittpunkt von of und v (3') immer wei-
ter in X-Richtung entfernen, je mehr sich die durchschnittlichen Steigungen der
beiden Kurven &hneln.

Das Problem erscheint 16sbar. Jedoch sind hierzu weitere Anstrengungen notig.
An dieser Stelle wire es sicherlich sinnvoll, sich erst einmal Gedanken dariiber
zu machen, wodurch solche Situationen entstehen kénnen, und mit welchen An-
nahmen sie sich begrenzen lassen. Dann muss eine Strategie gefunden werden,
die diese Situationen effizient 16st. Die hier benutzten zweigeteilten Testlisten
scheinen dafiir jedenfalls nicht besonders geeignet zu sein.

Betrachtet man noch einmal die Kurvenverldufe in Abbildung 4.12, so erkennt
man leicht, dass sich das Ergebnis der MinimumSplit-Operation im Bereich von
40 bis zum Schnitt der dargestellten Verldufe bei etwa 250 mit der Periodizitét
von (' verhalten wird. Danach wird es sich jedoch mit der Periodizitit von o
verhalten, da o! die geringere durchschnittliche Steigung hat. Die zweigeteilten
Testlisten konnen aber nur eine Periodenlinge handhaben. Da das Ereignis-
strommodell Elemente mit verschiedenen Perioden beinhalten kann, konnte es
an dieser Stelle sinnvoll sein, die Umsetzung einer exakten Systemanalyse auf
dem Ereignisstrommodell selbst durchzufiihren. Die Idee bei den zweigeteilten
Testlisten bestand jedoch darin, die Algorithmen aus [2] mit moglichst geringem
Mehraufwand in der Implementierung auch fiir eine exakte Analyse zu verwen-
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den.
Da der zusétzliche Aufwand hier sehr grof3 erscheint, soll die exakte Analyse an
dieser Stelle nicht weiter verfolgt werden. Im weiteren Verlauf der Arbeit wird
daher der Fokus auf der Komplexitéitsanalyse der bestehenden Algorithmen lie-
gen.

4.5.3 Berechnung der oberen Ankunftskurve

Im vorherigen Abschnitt wurde erldutert, wie die Infimum-Operation zur Be-
rechnung der unteren Ankunftskurve fiir Testlisten mit der MinimumSplit-Funktion
realisiert werden kann. Eine Infimum-Operation mit gleichen Grenzen und glei-
chem Aufbau wird auch zur Berechnung der oberen Ankunftskurve verwendet.
Daher kann auch hier die MinimumSplit-Funktion benutzt werden.

Der Unterschied zur unteren Ankunftskurve besteht darin, dass die Parame-
termenge der Infimumoperation hier durch die Funktion sup,s{a*(t + v) —
BL(v)} + BY(A —t) gebildet wird. Die dabei verwendete Supremum-Operation
unterscheidet sich von der SupSimple-Operation, die zur Berechnung der Ser-
vicekurven verwendet wird. Daher wird an dieser Stelle eine weitere Funktion
verwendet, die die Berechnung dieser Operation fiir Testlisten durchfiihrt. Sie
wird bendtigt, um die maximale Menge an angeforderter aber noch nicht be-
arbeiteter Rechenzeit zu beschreiben. Um diese Supremum-Operation von der
SupSimple-Operation zu unterscheiden, wird sie im weiteren als MazimumRe-
quest bezeichnet.

Um die Arbeitsweise dieser Funktion zu beschreiben, sollte ein niherer Blick
auf den Term sup,-o{a®(t + v) — B! (v)} geworfen werden. Setzt man ¢t = 0,
so ist leicht zu erkennen, dass dann die groSte Differenz zwischen a* und 3
berechnet wird. Durch den Parameter ¢ kann nun aber o* entlang der X-Achse
verschoben werden. Gesucht ist an dieser Stelle also eine Funktion s(t), die die
grofite Differenz bei einer Verschiebung von o um ¢ angibt.

Die Berechnung fiir ¢ = 0 durchzufiihren ist sehr einfach. Es muss hierzu iiber
beide Listen iteriert werden. Bei jedem Testlisten-Element wird dann die aktu-
elle Differenz zwischen a* und 3' errechnet. Die grofite Differenz ist dann der
fiir ¢ = 0 gesuchte Wert. Die Differenz zwischen den beiden Kurven muss dabei
immer nur fiir die Offsets aller Testlisten-Elemente gebildet werden. An Stellen
zwischen zwei Testlisten-Elementen ist das nicht notig. Warum das so ist, ist
hier kurz dargestellt.

Da die Testlisten Funktionen aus linearen Segmenten darstellen, muss fiir jedes
v immer nur die Differenz zwischen zwei Linien-Segmenten betrachtet werden.
Hier sind einige Beispiele abgebildet.

a) b) c) d)

Sind die Segmente parallel, so ist offensichtlich, dass die Differenz iiberall gleich
ist, und der maximale Wert daher auch an den Endpunkten der Segmente er-
mittelt werden kann, die durch die Testlisten-Elemente beschrieben werden (s.
Beispiel a). Betrachtet man jedoch in allen anderen Fillen die Geraden, auf de-
nen die Segmente liegen, so werden sie sich irgendwo schneiden. Je weiter man

max
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Abbildung 4.13: Berechnung der Supremum-Funktion

sich nun vom Schnittpunkt entfernt, desto grofler wird die Differenz zwischen
den Geraden. Fiir die Segmente wird also die grofite Differenz an dem Punkt
erreicht, der am weitesten vom Schnittpunkt entfernt liegt. Das muss an einem
Endpunkt eines Segmentes sein und wird daher durch ein Testlisten-Element
repréasentiert. Dementsprechend muss die Berechnung fiir ¢ = 0 nur fiir die End-
punkte aller Segmente durchgefithrt werden. Da diese durch die Elemente der
Testlisten beschrieben werden, kann die Berechnung sehr leicht auf den Testlis-
ten durchgefiihrt werden.

Verschiebt man nun " durch ein beliebiges ¢ und stellt die Berechnung erneut
an, so muss natiirlich auch hier wieder nur die Differenz an den Testlisten-
Elementen ermittelt werden. Indem man dies fiir alle ¢ > 0 macht, berechnet
man die Supremumoperation.

In Abbildung 4.13 sind links zwei Beispielkurven fiir o* und 3! zu sehen. Fiir
t = 0 sind die Differenzen fiir alle Testlisten-Elemente von " zum Verlauf von
Ik eingezeichnet und mit a; bis ag beschriftet. Ebenso sind die Differenzen aller
Testlisten-Elemente von 3' zum Verlauf von a* eingetragen und mit s, bis s4
beschriftet.

Diese Differenzen sind nun rechts in der Abbildung bei t = 0 eingetragen. Ver-
schiebt man nun o und betrachtet, wie sich die Differenzen mit steigendem
t verandern, so ergibt sich fiir jedes Testlisten-Element aus beiden Listen eine
Funktion die von ¢ abhingt. Eine solche Funktion wird im folgenden als Dif-
ferenzfunktion bezeichnet. Die Graphen aller Differenzfunktionen sind fiir das
Beispiel rechts in der Abbildung eingezeichnet.

Fiir jedes t ist nun der maximale Wert aller Graphen gesucht. Daher kann die Be-
rechnung der Supremum-Funktion durchgefiihrt werden, indem das Maximum
iiber alle Differenzfunktionen gebildet wird.

Der Verlauf einer solchen Funktion lésst sich einfach herleiten. Betrachtet man
einen beliebigen Punkt auf dem Graphen von 3' und verschiebt dann a", so
erkennt man sehr leicht, dass sich die Differenz zwischen den Kurven an dieser
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Stelle genau wie der Verlauf von o* verhilt. Daher sind die Verldufe der Diffe-
renzfunktionen, die in der rechten Abbildung an den Punkten s; bis s4 beginnen,
beinahe identisch mit dem Verlauf von «o*. Sie sind lediglich um entsprechende
Werte in X- und Y-Richtung verschoben.

Betrachtet man dagegen einen beliebigen Punkt auf dem Graphen von o* und
verschiebt a* in X-Richtung, so sieht man hier, dass sich die Differenz an dieser
Stelle, nach dem Verlauf von 3! richtet. Da o® jedoch mit steigendem ¢ nach
links verschoben wird, entwickelt sich die Differenzfunktion hier nicht mit dem
Verlauf von !, sondern genau entgegengesetzt. Daher entsprechen die Graphen
die rechts in der Abbildung an den Punkten a; bis a3 beginnen, der Punkt-
spiegelung von 3' am Ursprung. Zudem sind auch diese Funktionen in X- und
Y-Richtung verschoben.

Fiir die spétere Komplexitdtsuntersuchung ist an dieser Stelle noch eine weitere
Eigenschaft interessant. Es sollen nun fiir je ein Testlisten-Element 7, aus o
und eines 73 aus ' die Punkte auf den jeweiligen Graphen betrachtete wer-
den. Dabei muss der Offset von 7, groler sein als der von 753. Wahlt man nun
t = ar, —ar,, dann wird der Punkt von 7, an die Stelle von 73 geschoben. Daher
werden die Differenzfunktionen fiir diese Testlisten-Elemente fiir ¢t = a,, — a-,
den gleichen Wert haben, und sich somit dort schneiden.

Da die Graphen der Kurven immer einen Knick bei einem Testlisten-Element
haben, besitzen auch die Graphen der angesprochen Differenzfunktionen bei
t = ar, — ar, jeweils einen Knick und benédtigen daher fiir diese Stelle ein
Testlisten-Element. Das bedeutet, dass fiir die Testliste einer beliebigen Dif-
ferenzfunktion die Offsets aller Testlisten-Elemente mindestens einmal in der
Testliste einer anderen Differenzfunktion auftauchen. Diese Eigenschaft wird im
néchsten Kapitel verwendet, um eine Obergrenze fiir die maximale Linge der
Testliste von a* zu ermitteln.

4.5.4 Implementierung

Die hier vorgestellten Algorithmen wurden innerhalb eines Java-Frameworks
umgesetzt. Mit ihm ist es moglich, die Komponenten, die fiir den Realtime Cal-
culus benétigt werden, abzubilden. Dazu kénnen Objekte fiir Tasks und Verar-
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Abbildung 4.14: Grafische Ansicht eines Beispielsystems und Detailansicht eini-
ger Kurven
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beitungseinheiten angelegt werden, die wiederum mit Ankunftskurven verkniipft
werden konnen. Die Verkniipfung der Servicekurven ist sowohl manuell, als auch
automatisch durch die Wahl eines Schedulers moglich. Bisher ist jedoch nur ein
Deadline monotoner Scheduler implementiert.

Aufbauend auf diesem Framework wurde ein weiteres Paket erstellt, dass die
Visualisierung eines Systems ermdoglicht. Es ist jedoch recht rudimentér und er-
moglicht lediglich die Ansicht des Gesamtsystems und eine detailliertere Ansicht
der Ankunfts- und Servicekurven.



Kapitel 5

Komplexititsanalyse

Der Laufzeitaufwand der Analysealgorithmen ist ein wichtiges Kriterium fiir die
Giite dieser Algorithmen. Dieses Kapitel wird sich daher mit der Untersuchung
des Aufwands der wihrend dieser Arbeit vorgenommenen Implementierung be-
schéftigen.

Dazu werden zuerst die notwendigen theoretischen Grundlagen und Notationen
der Komplexititstheorie erlautert, soweit sie fiir diese Arbeit notwendig sind.
Daran anschliefend wird die Komplexitét der implementierten Algorithmen un-
tersucht. Dies geschieht schrittweise, beginnend bei einfachen Hilfsfunktionen
bis hin zur vollstdndigen Systemanalyse.

5.1 Theoretische Hintergriinde

Die Anfinge der Komplexitiatstheorie finden sich schon sehr frith zu Beginn
des Computerzeitalters. Die Anreize entstanden dabei gar nicht so sehr aus der
theoretischen Sicht der Informatik, sondern waren stark praktisch begriindet.
Es zeigte sich, dass der Computer bei sehr vielen Problemen des Alltags hel-
fen kann. Jedoch benétigt er dafiir Zeit und Speicherplatz. Fiir grofle Probleme
steigt natiirlich der Zeit- und Platzbedarf. Nicht umsonst gibt es seitdem ein
andauerndes Rennen nach immer schnelleren Rechnern und gréeren Speichern.
Dennoch ist auf allen Computern Prozessorleistung und Speicherplatz begrenzt.
Es bestand also sehr schnell Bedarf nach Metriken, mit denen die Giite von
Algorithmen hinsichtlich dieser Gréflen gemessen werden kann.

Eine der wichtigsten Aufgaben der Komplexititstheorie ist dabei die Aufteilung
von Problemen in Klassen, die Aufschluss dariiber geben, wie effizient ein Pro-
blem l6sbar ist. Das ist insbesondere bei Problemen wichtig, die nicht effizient
l6sbar sind. Denn auch wenn es deprimierend ist, zu wissen dass ein Problem
nicht effizient 16sbar ist, so ist dieses Wissen immer noch bedeutend besser als
die vergebliche Suche nach einem gutem Algorithmus.

5.1.1 Komplexitidtsmafle

Die Komplexitit von Algorithmen wird vor allem an ihrem Zeit- (TIME) und
Platzbedarf (SPACE) gemessen. Fiir TIME werden dabei die Rechenschritte ge-

47
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messen, die ein Algorithmus zur Problemlésung bendétigt, und fiir SPACE der
benétigte Speicherplatz. In der Praxis wird meistens der Zeitkomplexitét mehr
Beachtung geschenkt. Dies liegt zum groflen Teil daran, dass der Platzbedarf
oftmals nicht so kritisch ist. Aulerdem ist es hdufig wesentlich einfacher einen
hinsichtlich SPACE optimierten Algorithmus zu erstellen, als einen auf TIME op-
timierten.

Da bei einigen Algorithmen dieser Arbeit auch der Platzbedarf eine gewisse Rol-
le spielt, soll hier jedoch ndher darauf eingegangen werden.

Im Unterschied zu TIME unterscheiden sich manche Definitionen von SPACE.
Meistens gibt dieses Mafl die Anzahl aller Speicherzellen an, die exklusiv fiir
einen Algorithmus allokiert sind (vgl. z.B. [7]). Allerdings ist SPACE auf Turing-
Maschinen definiert und gibt dort nicht die Anzahl der allokierten, sondern der
vom Algorithmus besuchten Zellen an. Bei realen Rechnern mit Random Ac-
cess Memory kann das zu irrefithrenden Ergebnissen fithren. Einige polynomiell
begrenzte Probleme kénnen durch riesigen Speicheraufwand in konstanter Zeit
erledigt werden. Das Suchen in Mengen kann zum Beispiel in konstanter Zeit
ausgefithrt werden, wenn eine Hashtabelle mit der Hashfunktion h(key) = key
verwendet wird. Diese Tabelle wiirde jedoch einen unakzeptablen Speicherplatz
benétigen, den der Algorithmus zwar allokieren muss, von dem er aber fiir jedes
Problem nur einen winzigen Teil besuchen wiirde. Fiir weiterfithrende Informa-
tionen zum Zusammenhang zwischen TIME und SPACE sei an dieser Stelle auf
die entsprechend Literatur wie zum Beispiel [5], [22], [7] und [11] verwiesen.
Da fast alle Algorithmen erst einmal das konkrete Problem einlesen miissen, ist
der Speicherbedarf fiir das Problem unabhéngig vom Algorithmus. So muss je-
der Algorithmus, der zwei Zahlen addieren soll, diese erst einmal einlesen. Daher
kann es sinnvoll sein, dass diese Speicherzellen nicht mit gezihlt werden (vgl.
[22]). Dies entspricht auch der Definition, die hier genutzt werden soll.

Die Laufzeit ist meistens abhingig von einer oder mehreren Problemgrofien.
Mochte man zum Beispiel den Mittelwert von einer Menge von Zahlen berech-
nen, so ist die Anzahl der bendtigten Rechenschritte offensichtlich abhéingig
von der Anzahl der Zahlen, fiir die der Mittelwert gebildet werden soll. Die
Laufzeitkomplexitét wird daher immer als Funktion angegeben, die solche ab-
hiingige Groflen als Parameter hat. Die tatséchliche Laufzeit kann jedoch auch
fiir verschiedene, aber gleich grofie Probleme variieren. Daher werden bei der
Komplexitétsanalyse normalerweise Funktionen angegeben, die eine Abschét-
zung der Laufzeit darstellen. Dies geschieht hauptséchlich iiber drei verschiede-
ne Abschitzungen.

Wenn keine formale, sondern eine statistische Untersuchung des Algorithmus
vorgenommen wird, wird hiufig die durchschnittliche Ausfiihrungszeit angege-
ben. Eine weitere Moglichkeit ist die bestmogliche Ausfithrungszeit (Best Case
Execution Time - BCET). Sie stellt eine untere Grenze relativ zur Problemgrofie
dar, die der Algorithmus in keinen Fall unterschreiten kann. Da sie eine Garantie
angibt, muss sie formal bestimmt werden. Analog kann auch die schlimmstmégli-
che Ausfithrungszeit (Worst Case Execution Time - WCET) angegeben werden.
Auch sie stellt eine Garantie dar, und muss daher formal begriindet werden.
Sie spielt in der formalen Betrachtung von Algorithmen die gréfite Rolle. Auch
bei den Untersuchungen in diesem Kapitel wird das Hauptaugenmerk auf die
WCET gelegt.
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5.1.2 Asymptotisches Verhalten

Normalerweise ist es nicht so wichtig die exakte WCET eines Algorithmus zu
kennen. Die Motivation der Komplexitatstheorie liegt in der Losung von grofien
Problemen, da die Laufzeit bei kleinen Problemen iiblicherweise akzeptable ist.
Bei der Analyse ist daher vor allem das Verhalten bei grofien Problemen von
Bedeutung. Wenn beispielsweise bekannt ist, dass ein Algorithmus maximal
36n% + 3logyn + 47 Schritte bendtigt, so ist der Term n? der mit Abstand
interessanteste, da er den Term mit der grofften Wachstumsrate darstellt. Fiir
grofe n (also fiir groe Probleme) wird er ausschlaggebend fiir den Gesamtwert
des Terms sein.

Um diese Eigenschaft zu beschreiben wird die O-Notation verwendet, bei der
die Komplexitit nur iiber den fiir grole Werte am stérksten wachsenden Term
angegeben wird. In [5] wird O folgendermafien definiert:

Sei f : N — RT eine Funktion, dann gilt:
O(f) = Menge aller Funktionen g : N — R™, fiir die es Konstanten C' > 0 und
ng € N gibt, so dass gilt:

g(n) <C- f(n) VYn>ng.

Mithilfe dieser Definition lassen sich die Laufzeitfunktionen nun in Klassen von
Funktionen einteilen. O(f) sind dann alle Funktionen, die bis auf einen kon-
stanten Faktor C fiir Eingaben grofler als ng nicht schneller wachsen als f. Im
Zusammenhang mit der Komplexitéitsanalyse von Algorithmen spricht man hier
von Komplexitéitsklassen.

Da es sich bei O(f) um eine Menge von Funktionen handelt, ist die korrekte
Schreibweise fiir das obige Beispiel 36n2 +3log, n+47 € O(n?), da C = 100 und
ng = 1 die notigen Bedingungen erfiillen. In der Praxis findet sich jedoch auch
héufig die Schreibweise g(n) = O(f(n)) anstelle von g(n) € O(f(n)). Umgangs-
sprachlich wird meistens auch davon gesprochen, dass ein Algorithmus in O(f)
liegt. Gemeint ist dabei, dass die Laufzeitfunktion des Algorithmus ein Element
von O(f) ist. [22]

Wichtig ist bei den Komplexititsklassen, dass sich eine Ordnungsrelation auf
ihnen definieren lisst. So gilt zum Beispiel O(n?) C O(n?), da fiir jede quadra-
tische Funktion g Werte fiir C' und ng gefunden werden kénnen, die zeigen, dass
g in O(n?) liegt. Fiir die Ordnung von einigen Komplexitiitsklassen, die in den
folgenden Abschnitten von Interesse sind, gilt (vgl. [22]):

O(10g (log(n)))

NnNNNNNN

Des Weiteren wird in den nachfolgenden Abschnitten Gebrauch von einigen
Rechenregeln gemacht (vgl. [22]):

1. c- feo(f) fire >0
2. O(f1) + O(g) = O(f1 + g) = O(max f, g)



50 KAPITEL 5. KOMPLEXITATSANALYSE

3. O(f)-O(g9) =O(f - 9)

Die ersten beiden Regeln vereinfachen die Handhabung der Komplexitatsfunk-
tionen. Die erste besagt, dass konstante Faktoren bei den Komplexitétsfunktio-
nen nicht beriicksichtigt werden miissen. Durch Anwendung der zweiten muss
dagegen bei einer Komplexitétsfunktion immer nur der Summand betrachtet
werden, der das stirkste Wachstum hat. Damit ldsst sich nun formal fiir das
obige Beispiel begriinden, dass 36n> + 3log, n + 47 € O(n?).

Die zweite Regel findet zudem haufig Anwendung bei der Komplexitéitsanaly-
se von sequentiellen Programmabschnitten. Hat man zum Beispiel folgenden
Programmausschnitt,

1 anweisungl ();
2 anweisung2();

bei dem die Komplexitit der Anweisung 1 in O(n?) und die von Anweisung 2 in
O(n) liegt, so ergibt sich aufgrund von Regel 2 die Gesamtkomplexitétsfunktion
durch O(n?) + O(n) = O(n? +n) = O(n?).
Wie auch bei diesem Programmausschnitt sollen in den spéiteren Abschnitten
bei der Analyse der Algorithmen die Algorithmen selber abgebildet werden. Vor
den Anweisungen wird es dabei immer eine mit T" beschriftete Spalte geben, in
der die Komplexitatsfunktion der jeweiligen Anweisungen aufgelistet sind. Um
die Gesamtkomplexitét eines Algorithmus zu bestimmen, miissen dann nur diese
Funktionen durch Addition und mithilfe von Regel 2 zusammengefasst werden.
steht dabei fiir TIME, da die Komplexitéitsfunktionen das asymptotische Ver-
halten der Metrik TIME beschreiben. Bei dieser Notation werden Bereiche mit
verwandter Laufzeit mithilfe von Regel 1 zusammengefasst. Dies lésst sich am
folgenden Beispiel illustrieren, bei dem die Komplexitéitsfunktionen aller Anwei-
sungen in O(n) liegen.

1 anweisungl ();
2 anweisung2();
3 anweisung3();

Als Gesamtkomplexitéatsfunktion ergibt sich also 3n € O(n). Daher werden sol-
chen Bereiche durch einen vertikalen Balken zusammengefasst.

Die letzte Regel findet Anwendung in Schleifen und verschachtelten Funktio-
nen. Im folgenden Programmausschnitt wird die Schleife n-mal durchlaufen.
Die Komplexitét der Schleife selber liegt daher in O(n). Die Anweisung im
Schleifenrumpf hat jedoch eine Komplexitét von O(m).

1 for (i = 1 to n) {
2 anweisung;
3 }

Da die Schleife n-mal ausgefiihrt wird, liegt die Gesamtlaufzeit aller Aufrufe der

Anweisung im Rumpf in O(n) - O(m) = O(n - m). Daher werden die Komple-

xitatsfunktionen von Anweisungen, die sich innerhalb von Schleifen befinden,

immer mit der Komplexitédtsfunktion der Schleife multipliziert, bevor sie in die
-Spalte eingetragen werden.
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Fiir die hier betrachteten Algorithmen, hingt die Laufzeit meistens von der
Lénge der beteiligten Testliste ab. Daher muss auch untersucht werden, wie sich
die Liangen der Testlisten entwickeln. Daher ist links neben der T-Spalte oft-
mals eine weiter Spalte S eingetragen. Dort werden die Stellen der Algorithmen
markiert, die Auswirkungen auf die Léngen der Testlisten haben. Die Werte,
die in dieser Spalte eingetragen werden, geben an, im welchen Rahmen sich die
Testlisten an dieser Stelle verdndern kénnen. Da die Testlisten in den hier be-
trachteten Algorithmen die einzigen dynamisch wachsenden Strukturen sind, ist
diese Spalte mit S wie SPACE beschriftet. Allerdings soll die Notation in dieser
Spalte hier nicht so streng definiert werden, da zum Teil mehrere Testlisten an
einem Algorithmus beteiligt sind. Die Notizen sollen hier nur aufzeigen, wo und
in welcher Art sich die Testlisten innerhalb einer Funktion d&ndern. Die genauere
Beschreibung dieser Stellen erfolgt dann in den begleitenden Texten.

5.1.3 Problem- und Algorithmenkomplexitét

Bei den bisherigen Betrachtungen ist immer nach der Laufzeitkomplexitét ei-
nes gegebenen Algorithmus gefragt. Beim Komplexitétsbegriff ist jedoch darauf
zu achten, dass auch hiufig von der Komplexitdt von Problemen gesprochen
wird. Ein gingiges Beispiel ist das Sortieren von Arrays. Es gibt Algorithmen,
die diese Aufgabe in O(n?) losen. Allerdings existieren auch welche, die es in
O(nlogn) bewiltigen. Man sagt nun, dass ein Problem in O(f) 16sbar ist, wenn
ein Algorithmus gefunden werden kann, der das Problem eben in O(f) 16st.
Auf diese Weise lisst sich nun die Klasse P der polynomiell 16sbaren Probleme
definieren. Sie enthilt alle Probleme, die fiir ein konstantes k in O(n*) bere-
chenbar sind. Diese Probleme werden als effizient 16sbar betrachtet. Alle ande-
ren Probleme, die nicht in P liegen, werden dagegen als nicht effizient 16sbar
angesehen. [22]

In dieser Arbeit wird ausschliefSlich die Algorithmenkomplexitit betrachtet.

5.1.4 Stolperfallen

In vielen Fillen lisst sich die Komplexitéit eines gegebenen Algorithmus einfach
durch ein genaues Betrachten der Implementierung ermitteln. Allerdings kann
sich die Komplexitéat selbst in einfachen Algorithmen in scheinbar bedeutungs-
losen Anweisungen verstecken. Das tritt hiaufig bei Multiplikationen auf. Ein
Prozessor besitzt zwar im Normalfall Multiplikationsbefehle, so dass die meis-
ten Multiplikationen in konstanter Zeit durchgefiihrt werden kénnen. Allerdings
kann das Ergebnis einer Multiplikation doppelt so viel Speicherplatz benétigen,
wie die Faktoren.

1 int X2Y(int x, int y) {
2 for (i = 1 to y) {
3 X = x * x4

4 }

5 return x;

6 1}

Die hier abgebildete Funktion berechnet zum Beispiel 22”. Der Aufbau erweckt
den Eindruck, dass die Laufzeit des Algorithmus durch O(y) begrenzt ist. Jedoch
wird der Speicherplatz fiir x bereits fiir relativ kleine y schnell verbraucht sein.
Da sich die Komplexitdtsanalyse fiir das asymptotische Verhalten bei groflen
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Eingaben interessiert, muss fiir eine universelle Implementierung x hier durch
eine dynamisch wachsende Datenstruktur abgebildet werden. Der daraus resul-
tierende Mehraufwand erfordert eine weitaus hohere Laufzeitabschitzung,. [7]
In einigen Fillen ist allerdings nicht der Speicherplatz das Problem, sondern das
exponentielle Wachstum des Produkts. Wird es beispielsweise fiir Schleifenbe-
dingungen verwendet, so treten schnell Fille auf, in denen auch die Anzahl an
Schleifeniterationen exponentiell wichst. Diese Problematik findet sich auch in
der Echtzeitanalyse von periodischen Tasksets. Fiir eine exakte Analyse muss
die Hyperperiode des Tasksets untersucht werden, die aus dem kleinsten gemein-
samen Vielfachen aller Taskperioden gebildet wird. Das ist im schlimmsten Fall
eben das Produkt aller Perioden.

Die Multiplikations-Problematik zeigt sich auch in den Implementierungen die-
ser Arbeit. Fiir die Approximation von Ereignisstromen ist es notwendig, dass
Testlisten-Elemente einen Gradientenwert besitzen kénnen, der die Steigung der
Ereignisschranken-Funktion angibt. Die Steigung ergibt sich dabei aus dem Quo-
tienten der Periode und der Ausfithrungszeit des betreffenden Tasks und kann
daher exakt durch einen Bruch dargestellt werden. In vielen Algorithmen des
Realtime Calculus werden diese Briiche fiir Multiplikationen und Additionen
verwendet. Dazu miissen meist die Nenner beider Briiche multipliziert werden,
die dadurch ein exponentielles Wachstum aufweisen konnen.

Das Problem lésst sich mithilfe von FlieBkommazahlen umgehen. Dabei muss
jedoch in Kauf genommen werden, dass diese Werte einen kleinen Fehler aufwei-
sen konnen. Zudem muss mit einer gewissen Vorsicht an die Implementierung
gegangen werden. Einige Gesetzméfigkeiten wie Assoziativ- und Distributiv-
gesetze, die man normalerweise beim Arbeiten mit Zahlen voraussetzt, gelten
bei FlieBkommazahlen nicht. Daher kénnen Implementierungen, die semantisch
scheinbar identisch sind, unterschiedliche Ergebnisse liefern. In einigen Féllen
kann der Fehler jedoch durch geschickte Vorgehensweisen minimiert werden.[16]
Um den oben beschriebenen Problemen mit Briichen auszuweichen, wurden in
dieser Arbeit hauptsichlich Gleitkommazahlen verwendet. Der Optimierung der
Rechenwege wurde jedoch kein besonderes Augenmerk geschenkt, da es hier-
zu sehr viele unterschiedliche und zum Teil trickreiche Verfahren gibt, deren
Anwendung den Rahmen dieser Arbeit sprengt. Dennoch sollten die Auswir-
kungen der Gleitkommaanomalien nicht unterschéitzt werden, da sie nicht nur
zu Rundungsfehlern, sondern auch zu gravierenden semantischen Fehlern fiih-
ren konnen, insbesondere wenn es um den Vergleich zweier Zahlen geht. Um
die Zuverlasslichkeit der Algorithmen zu garantieren, steht es daher noch aus
zu priifen, ob und in welchen Fillen diese Anomalien Auswirkungen auf das
Ergebnis haben.

5.2 Datenstrukturen

Die Testlisten wurden in Kapitel 4 nur als abstrakte Objekte vorgestellt, die eine
geordnete Menge von Testlisten-Elementen enthalten. Mathematisch betrachtet
besteht eine Menge aus einer Reihe von Objekten, wobei die Zusammensetzung
der Menge unverénderbar ist. In der Informatik werden Mengen jedoch meistens
durch dynamische Datenstrukturen abgebildet, auf denen verschiedene Opera-
tionen definiert sind. Bei den Testlisten ist es zum Beispiel notig Elemente hinzu-
fligen und l6schen zu kénnen oder auch zwei vollstindige Testlisten zu addieren.
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(60, 1, 0)

(80, 1, 0)

(40, 1, 0)

Abbildung 5.1: Testliste als Red-Black-Tree

Fiir die Komplexitédtsbestimmung dieser Operationen ist dabei die Datenstruk-
tur, die der Testliste zugrunde liegt, von entscheidender Bedeutung. [10]

Bei der hier vorgenommenen Implementierung in Java wurde die Testlisten-
Klasse von der Klasse TreeSet abgeleitet. Die zugrunde liegende Struktur ist
ein Red-Black-Tree, der beispielhaft in Abbildung 5.1 dargestellt ist. Ein Red-
Black-Tree ist ein bindrer Suchbaum, dessen Knoten eine Farbe als zusétzliches
Attribut besitzen. In einem solchen Baum werden die Elemente nur in den inter-
nen Knoten, nicht aber in den Bléttern gespeichert. Er muss zudem fiinf weitere
Eigenschaften erfiillen:

1. Jeder Knoten ist entweder rot oder schwarz.

2. Die Wurzel ist schwarz.

3. Jedes Blatt ist schwarz.

4. Die Kinder eines roten Knotens sind immer schwarz.
5

. Fiir jeden Knoten enthalten alle Pfade von diesem Knoten zu einem Blatt
die gleiche Anzahl von schwarzen Knoten.

Weitere Informationen zu Red-Black-Trees finden sich z.B. in [10]. Entscheidend
an dieser Stelle ist, dass das Suchen, Hinzufiigen und Entfernen von Elementen
in einer solchen Struktur in O(logn) realisiert werden kann. Das Durchlaufen
aller Elemente (Traversieren) in der Reihenfolge, die durch die Ordnung der
Elemente gegeben ist, kann auf jedem Binéiren Suchbaum in O(n) durchgefiihrt
werden.

Anstelle eines Red-Black-Trees kann auch eine einfach verkettete Liste verwen-
det werden. Das erscheint allerdings auf den ersten Blick nicht sehr effizient, da
die Operationen Suchen, Hinzufiigen und Entfernen im allgemeinen Fall jeweils
in O(n) liegen. Wenn jedoch wie bei einer FIFO-Queue immer nur das erste Ele-
ment geloscht und neue Elemente immer nur am Ende eingefiigt werden sollen,
so lassen sich diese Algorithmen in O(1) implementieren, wenn eine zusétzliche

head tail

| (0,1,0) ] (20,1, 0) || (40, 1, 0) [-»| (60, 1, 0) [>| (80, 1, 0) |

Abbildung 5.2: Testliste als einfach verkettete Liste
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Referenz auf das Ende (tail) der Liste mitgefiihrt wird. Diese Referenz wird fiir
das effiziente Einfiigen am Ende der Liste benotigt. Wenn im Folgenden von ver-
ketteten Listen die Rede ist, wird daher immer angenommen, dass diese Listen
eine solche Referenz besitzen.

Im Vergleich zu den Listen ist eine solche Optimierung beim Red-Black-Tree
nicht moglich, da eine Verédnderung des Baums immer zur Folge haben kann,
dass eine der fiinf Bedingungen verletzt wird und der Baum daher umstruk-
turiert werden muss. Der Aufwand fiir eine Umstrukturierung liegt jedoch in
O(logn).

Welche Struktur sich nun besser zur Darstellung der Testlisten eignet, héngt
also von der Art der Nutzung ab. Daher sind sowohl Red-Black-Trees als auch
verkettete Listen die Strukturen, die fiir die Komplexitdtsanalyse hier beriick-
sichtigt werden. Im Folgenden werden deshalb einige Basisoperationen néher
betrachtet, die in der Implementierung genutzt werden.

Suchen Bei einem Bindrbaum hingt die Komplexitdt der Suchen-Operation
von der Hohe des Baums ab. Die Hohe eines Red-Black-Trees ist immer
kleiner oder gleich 2 - log(n), wobei n die Anzahl der Datenelemente ist.
Somit kann Suchen hier in O(logn) realisiert werden.

Dagegen miissen bei einer verketteten Liste im schlimmsten Fall alle Ele-
mente {iberpriift werden. Daher liegt die Komplexitét hier in O(n). [10]

Hinzufiigen Beim Hinzufiigen muss zuerst die richtige Position fiir das neue
Element innerhalb der Testliste gesucht werden. Danach muss das Ele-
ment dort korrekt eingefiigt werden. Da die Testlisten nach den Offsets
der Elemente geordnet sind, kann es vorkommen, dass beim Einfiigen be-
reits ein Element mit dem gleichen Offset vorhanden ist. In diesem Fall
werden beide Elemente durch Addition vereint:

(a,c1,91) + (a,c2,92) = (a,c1 + 2,91 + g2)

Das geschieht offensichtlich in O(1).
Beim Hinzufiigen miissen zwei Félle unterschieden werden.

Allgemeiner Fall Im allgemeinen Fall, bei dem ein Element an eine be-

liebige Stelle im Baum eingefiigt werden soll, benotigt man fiir den
Red-Black-Tree maximal 2 - log(n) Schritte, um die richtige Stelle
zum Einfiigen zu finden, und zusitzlich maximal 2 - log(n) Schritte,
um den Baum so umzustrukturieren, dass er wieder die Eigenschaf-
ten eines Red-Black-Trees erfiillt. Daher liegt die Komplexitét hier
in O(logn).[10]
Bei der verketteten Liste benétigt das Finden der richtigen Positi-
on maximal n Schritte und das Einfiigen selbst kann in O(1) erledigt
werden. Somit liegt das Hinzufiigen hier in O(n). Die allgemeine Form
des Hinzufiigens wird in den folgenden Programmbeispielen mit add
angegeben.

Erstes oder letztes Element hinzufiigen Da die verkettete Liste Re-
ferenzen auf das erste und letzte Element besitzt, kann das Suchen
der richtigen Position nun in O(1) erledigt werden. Dadurch liegt die
gesamte Operation in O(1). Im Weiteren werden diese Félle durch
addFirst bzw. addLast gekennzeichnet.
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Eine &hnliche Optimierung ist beim Red-Black-Tree nicht moglich,
selbst wenn Referenzen auf das erste und letzte Element mitgefiihrt
werden, da das Restrukturieren des Baums immer noch in O(log n)
liegt. [10]

Entfernen Das Entfernen erfolgt analog zum Hinzufiigen von Elementen. Zu-
erst muss die Position des betreffenden Elements gefunden werden und
danach kann es aus der Struktur entfernt werden. Die Uberlegungen zum
allgemeinen Fall und zu den beiden Spezialfillen treffen auch hier zu.
Eine Ausnahme ist jedoch das Entfernen des letzten Elements aus der
verketteten Liste. Diese Operation benttigt immer n Schritte, da die Lis-
te einmal vollstédndig iteriert werden muss, um die Referenz auf das neue
letzte Element zu setzen. Das kann vermieden werden, indem man eine
doppelt verkettete Liste verwendet. Da diese Operation jedoch in den hier
betrachteten Algorithmen nicht verwendet wird, reicht hier eine einfach
verkettete Liste.

Die hier beschriebenen Operationen beschéiftigen sich jeweils mit nur einem
Element der Testliste. Es lassen sich jedoch auch Operationen auf der gesam-
ten Testliste definieren, wie zum Beispiel die Vereinigung zweier Testlisten. Fiir
solche Operationen ist nun interessant zu sehen, dass eine Testliste, die durch
eine einfach verkettete Liste dargestellt wird, in O(n) in einen Red-Black-Tree
umgewandelt werden kann und umgekehrt.

In [17] wurde ein Algorithmus vorgestellt, der beliebige Bindrbdume in O(n) in
ausbalancierte Bindrbdume umwandelt und dabei nur eine konstante Menge an
zusitzlichem Speicher benotigt. Die Vorgehensweise ist dabei in zwei Schritte
unterteilt, die in Abbildung 5.3 dargestellt sind. Beide Schritte kénnen jeweils
in O(n) durchgefiihrt werden. Im ersten Schritt wird aus einem beliebigen Bi-
nidrbaum eine Vine-Struktur erzeugt. Das ist ein Bindrbaum, dessen Knoten
immer nur einen Kindknoten haben. Die Vine-Struktur entspricht im Prinzip
einer einfach verketteten Liste. Da ein Red-Black-Tree ein Bindrbaum ist, kann
auf diese Weise mit kleinen Modifikationen eine Testliste in O(n) von einem
Red-Black-Tree in eine einfach verkettete Liste transformiert werden.

Mit dem zweiten Schritt kann eine einfach verkettete Liste in einen ausbalancier-

Nicht balancierter Vine Balancierter
Bindrbaum Bindrbaum

A J=N
dh A, 4
AR R e

Abbildung 5.3: Ausbalancieren eines Bindrbaumes in O(n)
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ten Bindrbaum umgewandelt werden. Farbt man nun alle Knoten der tiefsten
Ebene rot und alle anderen schwarz, so erfiillt der Baum zudem die Eigenschaf-
ten eines Red-Black-Trees. Es ist leicht zu sehen, dass auch das Einfiarben in
O(n) bewerkstelligt werden kann. Daher kann eine einfach verkettete List in
O(n) in einen Red-Black-Tree transformiert werden.

Aufgrund dieser Beobachtung kann fiir die Komplexitidtsanalyse von Opera-
tionen, deren Eingabe aus Testlisten besteht, immer die geeignetste Art der
Struktur gew#hlt werden, solange der betrachtete Algorithmus in O(n) liegt.

5.3 Operationen

5.3.1 Traversieren

Traversieren bezeichnet das Durchlaufen aller Knoten eines Graphen. Bei Gra-
phen, auf deren Knoten eine Ordnung definiert ist, macht das Traversieren ent-
lang dieser Ordnung am meisten Sinn. Bei verketteten Listen ist leicht ersicht-
lich, das dies in O(n) zu bewerkstelligen ist, indem einfach allen Referenzen
gefolgt wird. Dabei ist n die Lange der Liste.

Auch Bindrbdume kénnen in O(n) traversiert werden. Dazu gibt es verschiedene
Moglichkeiten. Die einfachste ist, dies mit einer rekursiven Funktion zu machen.
Allerdings wird das Traversieren der Testlisten meistens im Zusammenhang mit
dem Durchlaufen einer Schleife verwendet, bei der in jeder Iteration ein Element
der Liste von Interesse ist. Eine rekursive Funktion ist hier umsténdlich, da die
rekursive Funktion bei jedem Aufruf angehalten werden muss, um sich mit der
Schleife zu synchronisieren.

Eine nicht rekursive Losung besteht zum Beispiel darin, in jedem Knoten eine
zusétzliche Referenz auf den Vaterknoten einzufiigen. Dann kann die Iteration
einfach durch ein geschicktes Verfolgen der Referenzen bewerkstelligt werden.
Dafiir werden jedoch n zusétzliche Referenzen benétigt.

Eine weitere Moglichkeit ist, ein Stack-basiertes Verfahren zu verwenden, bei
dem sich fiir jede Ebene gemerkt wird, ob man sich gerade im linken oder rechten
Teilbaum befindet. Die Grofle des Stack entspricht dabei der Hohe des Baums,
die bei einem Red-Black-Tree log(n) betrégt.

Testlisten konnen also in linearer Zeit sowohl auf verketteten Listen, als auch auf
Red-Black-Trees traversiert werden, wobei jedoch der zusétzliche Speicherauf-
wand bei Red-Black-Trees in O(logn) liegt. Bei allen folgenden Programmbei-
spielen werden daher alle for-Schleifenkopfe, die in der Java-Syntax for (type
variable: <Iterable>) vorliegen, mit linearer Laufzeit markiert.

5.3.2 Kopieren

Beim Kopieren (oder auch Klonen) von Objekten unterscheidet man zwischen
tiefem und oberflichlichem Kopieren. Beim oberflichlichen Kopieren wird nur
das Objekt selbst kopiert, nicht aber die Objekte, die es referenziert. Dabei ist
die Kopie durch die referenzierten Objekte immer noch abhéngig vom Original
(s. Abbildung 5.4(a)). Fiir die Testlisten wird jedoch ein tiefes Kopieren bens-
tigt, bei dem die Testlisten-Elemente mit kopiert werden. Daher miissen sowohl
die Struktur der Testliste als auch alle Testlistenelemente kopiert werden. Bei-
des kann sowohl fiir verkettet Listen, als auch fiir Red-Black-Trees wihrend des
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Objekt A Referenzierte ~ Kopie von A Objekt A Referenzierte Kopie von A
Objekte Objekte
+o-f| [ oot
(a) Oberfléchliches Kopieren (b) Tiefes Kopieren

Abbildung 5.4: Varianten beim Klonen

Traversierens geschehen und liegt daher in O(n).

5.3.3 Vereinen

Das Vereinen zweier Testlisten ist mit einer verketteten Liste in O(n 4+ m) ohne
zusétzlichen Speicher moglich, wobei n die Lange der einen Liste und m die der
anderen ist. Dazu werden beide Listen gleichzeitig durchlaufen. Wahrenddessen
werden die Referenzen der Elemente so gedndert, dass sie der Ordnung beider
Listen folgen.

Da Bindrbidume mit linearem Zeitaufwand in verkettete Listen transformiert
werden konnen, gilt dies auch fiir Red-Black-Trees.

Betrachtet man die Funktion, die durch eine Testliste beschrieben wird, so stellt
die Vereinigung die Addition der Funktionen dar. In den Programmbeispielen
wird die Vereinigung daher mit addTestList bezeichnet. Die resultierende Liste
hat eine maximale Lange von n 4+ m.

5.3.4 Negation

Das Negieren einer Testliste entspricht dem Spiegeln der dargestellten Funktion
an der X-Achse. Dazu werden einfach die Gradienten und Kosten aller Testlisten-
Element negiert. Anhand der abgebildeten Funktion ist leicht zu erkennen, dass
diese Operation in O(n) liegt.

1 public void negate() {

2 for (TestListElement tle : this) {
3 tle.negate ();

4 }

5 }

Listing 5.1: TestList.negate()

5.3.5 Skalierung

Durch die Skalierung wird jeder Wert der dargestellten Funktion mit einem kon-
stanten Faktor multipliziert. Dies wird benétigt, um aus der Beschreibung der
Ereignisse die durch sie angeforderte Prozessorzeit zu ermitteln. Dabei wird der
Ereignisstrom bzw. die ihn darstellende Testliste mit der Ausfithrungszeit des
Tasks skaliert, der durch diesen Strom aktiviert wird. Auch hier ist durch das
Listing 5.2 leicht ersichtlich, dass die Funktion in O(n) realisierbar ist.
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public void scale(double factor){
for (TestListElement tle : this) {
tle.scale(factor);
¥
}

SISV S

Listing 5.2: TestList.scale

5.3.6 Shift

Durch die Shiftoperation wird der Funktionsgraph der Funktion entlang der
X-Achse verschoben. Es wird dabei jedes Element der Liste geshiftet, indem
der Offset jeweils mit dem Wert addiert wird, um den die Funktion verschoben
werden soll. Diese Funktion ist ebenfalls in O(n) realisierbar.

public void shift() {
for (TestListElement tle : this) {
tle.shift ();
}
}

Bow o=

o

Listing 5.3: TestList.shift

5.3.7 Lift

Analog zur shift-Funktion kann die Testliste auch entlang der Y-Achse verscho-
ben werden. Dies geschieht dadurch, dass zu Beginn der Testliste ein Element
hinzugefiigt wird, das die Menge an Kosten erzeugt, um die die Liste verschoben
werden soll.

Da das Hinzufiigen mittels addFirst geschieht, kann 1ift fiir verkettete Listen
in O(1) und fiir Red-Black-Trees in O(log n) durchgefiihrt werden. Zudem ist
zu beachten, dass die Testliste um eine Element verlangert wird.

S

1 public void 1lift (double 1lift){
2+1 this.addFirst(new TestListElement (0, 1ift ,0));
3 }

Listing 5.4: TestList.lift

5.3.8 Subtraktion

Die Subtraktion zweier Funktionen kann durch die Negation des Subtrahen-
den und anschlieBender Addition zum Minuenden erreicht werden. So ist auch
das Vorgehen bei den Testlisten. Das folgende Programmbeispiel zeigt, dass die
Komplexitit dabei in O(n+m) liegt, wobei n die Linge des Subtrahenden und
m die Lange des Minuenden ist.

Da die Negation die Lange der Liste nicht &ndert, entspricht die maximale Léinge
des Ergebnisses mit n + m Elementen der maximal durch die Addition erreich-

baren Lénge.

S
1 public void subTestList(TestList subtrahend) {
2 negate (subtrahend);
3 n+m this.addTestList (subtrahend);
4 }

Listing 5.5: TestList.subTestList()
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5.3.9 Minimum
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public static TestList min(TestList a, TestList b) {

n—+m
-1

n-+m

n+me

le

if (a.isEmpty () || b.isEmpty()) return new TestList ();

TestList result = new TestList ();

int act, min = A;

TestListElement tle;

double IO01ld = O, intersect = Double.POSITIVE_INFINITY;

double[] ¢ = {0, 0, 0}; //current costs of list A, B and R(resulting
double[] g = {0, 0, 0}; //current gradient of list A, B and R
Iterator<TestListElement>[] iter = {a.iterator(), b.iterator ()};
TestListElement next[] = {iter[A].next(), iter[B].next ()};

while ((next[A] != null) || (next[B] != null)) {
act = first(next); // decide which testlist has the next element
tle = next[act]; // select next element

next [act] = iter[act].hasNext() ? iter[act].next() : null;

if (intersect < tle.getOffset()) { // Input lists intersect

if (g[R] !'= gl[A]l) min = A; // Select the new minimum list

else min = B; //

// add interesection point

result.addlLast (new TestListElement (intersect, 0, glmin] - g[R]));

// update cost and gradient values up to the intersection point
c[A] += (intersect - I01d) * gl[Al;
c[B] += (intersect - I01d) * g[B];
c[R] = c[min];
g[R] = glminl;
I01d = intersect;
intersect = Double.POSITIVE_INFINITY;
}
// update cost and gradient values
clact] += tle.getCosts();
c[A] += (tle.getOffset() - I0ld) * glAl;
c[B] += (tle.getOffset() - I01d) * g[B];
c[R] += (tle.getOffset() - I01ld) * gl[R];
glact] += tle.getGradient ();

if (c[A] > c[B]) min = B; // select the minimum list
else min = A; //

// 1If the current element is a minimum, add it.

if ((c[min] !'= c[R]) |l (glmin] !'= g[R1)) {

result.addLast (new TestListElement (tle.getOffset (),
c[min] - c[R],
glminl - g[R1));
}
// Update cost and gradient of the resulting list
c[R] = c[min];
g[R] = glminl;

// Check if an intersection might occure

if (glnot(min)] < glminl) {

intersect = (c[not(min)]l-c[min])/(glmin]l-glnot(min)]) + tle.getOffset ();

} else {
intersect = Double.POSITIVE_INFINITY;
}

I01d = tle.getOffset ();
}
// If an intersection occurs after the last elements of both
// input list, add the intersection point
if (intersect < Double.POSITIVE_INFINITY) {

list)

result.addLast (new TestListElement (intersect, 0, glnot(min)] - glminl]));

}

return result;

Listing 5.6: TestList.min
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Der Algorithmus zur Berechnung des Minimums zweier Testlisten sollte mit
Sorgfalt betrachtet werden, da er bei Berechnung der Ankunftskurven sehr hiu-
fig aufgerufen wird. Er ist in Listing 5.6 abgebildet.

Als Struktur der Testliste bietet sich hier eine einfach verkettete Liste an, da
die einzig hierbei relevante Funktion die addLast-Funktion in Zeile 24, 44 und
64 ist. Durch Verwendung einer verketteten Liste kann sie in O(1) durchgefiihrt
werden.

Die Funktion besitzt eine while-Schleife. Aus den Zeilen 11-18 ist ersichtlich,
dass diese fiir jedes Element beider Eingabelisten einmal ausgefiihrt wird. Da
die WCET aller Anweisung innerhalb der Schleife konstant ist, kann die Lauf-
zeit der Funktion mit O(n+m) abgeschétzt werden.

Fiir die Lange der Ergebnisliste sind die addLast-Aufrufe verantwortlich. Der
Aufruf in Zeile 44 kann prinzipiell in jedem Schleifendurchlauf geschehen, wo-
hingegen der in Zeile 24 aufgrund der initialen Belegung von intersect nicht
im ersten Durchlauf aufgerufen werden kann (vgl. Z.8 und 20). Dafiir ist jedoch
ein weiterer Aufruf am Ende der Funktion méglich. Daher kann die Ergebnisliste
eine maximale Lénge von 2(n + m) Elementen haben.

Damit ein solcher Fall auftritt, muss in jedem Schleifendurchlauf ein Schnitt der
beiden Eingabe-Testlisten erkannt werden und zugleich die Testliste des aktuel-
len Elements an dieser Stelle das Minimum sein. Wie in Abbildung 5.5 zu sehen
ist, ldsst sich ein solches Verhalten mit zwei konvexen Kurven oder unter der
Verwendung von Stufenfunktionen erzeugen. Da die dort abgebildeten Kurven
giiltige, untere Service- oder Ankunftskurven darstellen, muss auch in der Praxis
mit der Maximallédnge gerechnet werden.

Prozessorzeit Prozessorzeit

A

4 A——— C

10 Jd B — D min(C,D)

0 - T T T T I T L] T T I T T T T > 0 T T T T I T L] T T I T T T T >
0 100 200 0 100 200 Intervall

Abbildung 5.5: Erzeugung maximaler Testlistenlingen bei der Minimum-
Operation durch konvexe Funktionen (A,B) und Treppenfunktionen (C,D)

5.3.10 Maximum

Die Berechnung des Maximums zweier Kurven ist sehr dhnlich aufgebaut wie
die Minimumberechnung (s. Lisiting 5.7). Es gibt zwar eine addLast-Operation
mehr, als bei der Minimumberechnung, da sich die beiden in Zeile 35 und 38
jedoch gegenseitig ausschlieflen, kann durch sie in jedem Durchlauf insgesamt
nur ein Element der Liste hinzugefiigt werden. Daher erzeugen sie zusammen
auch nur maximal n + m Elemente.

Es ergibt sich also auch hier eine maximale Linge von 2(n 4+ m) fiir die resultie-
rende Testliste und ein asymptotisches Verhalten von O(n+m) fiir die WCET.
Es ist leicht ersichtlich, dass sich analog zu den Testlisten in Abbildung 5.5 fiir
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die Maximum-Funktion sehr einfach lange Ergebnislisten durch die Verwendung
von konkaven Funktionen oder Stufenfunktionen erzielen lassen.
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public static TestList max(TestList a, TestList b) {

TestList result = new TestList ();

int act, max = A;

TestListElement tle;

double IO0ld = O, intersect = Double.POSITIVE_INFINITY;

double[] ¢ = {0, 0}; //current costs of list A and B
double[] g = {0, 0}; //current gradients of list A and B
Iterator<TestListElement>[] iter = {a.iterator(), b.iterator ()};
TestListElement next[] = {null, null};

if (iter[A].hasNext()) next[A] = iter[A].next();

if (iter [B].hasNext()) next[B] = iter[B].next();

while ((next[A] != null) || (mext[B] != null)) {
act = first(next); // select the testlist with next element
tle = nextl[act]; // get the next element
next [act] = iter[act].hasNext() ? iter[act].next() : null;

// handle intersections

if (intersect < tle.getOffset()) {
result.addLast (new TestListElement (intersect, 0, glnot(max)]
max = not(max);

}

intersect = Double.POSITIVE_INFINITY;

//update costs and gradient values

c[A] += (tle.getOffset() - I0ld) * glAl;
c[B] += (tle.getOffset() - I01ld) * g[B];
clact] += tle.getCosts();

glact] +=tle.getGradient ();

// add this element, if it is maximum

if (act == max) {
result.addlLast ((TestListElement)tle.clone());
} else {

if (clact] >= cl[not(act)]) {
result.addLast (new TestListElement (tle.getOffset (),
clact] - c[not(act)],
glact] - glnot(act)l));
max = act;
¥
}

// calculate expected intersection point

if ((glmax] < glnot(max)])) {

- glmax1));

intersect = tle.getOffset ()+(c[max]-c[not(max)])/(glnot(max)]-glmax]);

}
I01d = tle.getOffset();
}

// add intersection poiunts, that occure after the last elements
if (intersect < Double.POSITIVE_INFINITY) {

result.addLast (new TestListElement (intersect, 0, glnot(max)]l-glmaxl));

}

return result;

Listing 5.7: TestList.max
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5.3.11 Minimum Split

Bisher war die Komplexitédtsbestimmung noch relativ einfach. Das &ndert sich
jetzt jedoch bei der MinimumSplit-Operation, die in Listing 5.8 dargestellt ist.

S
1 public static TestList minimumSplit(TestList a, TestList b) {
3 if ((a.isEmpty () || b.isEmpty()) return new TestList ();
5 int act;
6 double shift;
7 double[] costs = {0, 0};
8 double [] gradient = {0, 0};
9 double[] I01d = {0, O0};
10 TestListElement tle;
11 TestList result = new TestList();
12 TestList[] t1 = {a, b};
13 Iterator<TestListElement>[] iter = {a.iterator(), b.iterator ()};
14 TestListElement next[] = {iter[A].next(), iter[B].next()};
15 TestList[] tlShiftClone = {TestList)a.clone(), (TestList)b.clone()};
17
18 +1le result.add(new TestListElement (0, 0, 1));
20 while ((next[A] !'= null) || (next[B] !'= null)) {
22 act = first(next);
23 tle = next[act];
24 next [act] = iter[act].hasNext() ? iter[act].next() : null;
26 shift = tle.getOffset() - IOld[act];
27 costs[act] += shift * gradient[act];
29
30 tlShiftClone[not(act)].shift(shift);
31
32 +1le tlShiftClone [not(act)].lift(costs[act]);
33
34 xl@ result = TestList.min(result, tlShiftClone[not(act)]);
35
36 -1@ tlShiftClone [not(act)].lift(-costsl[act]);
38 costs[act] += tle.getCosts();
39 gradient [act] += tle.getGradient();
40 I0ld[act] = tle.getOffset ();
41 }
42 return result;
43 }

1 = (log2 (mn) + 3) -mn

Listing 5.8: TestList.minimumSplit

Die Testlisten werden hier durch verkettete Listen dargestellt, da dies fiir die
lift-Funktionen in Zeile 32 und 36 und fiir die Minimumfunktion in Zeile 34
giinstiger ist (s. Abschnitt 5.3.7 und 5.3.9).

Auch diese Funktion enthélt lediglich eine Schleife, die iiber die Elemente beider
Listen iteriert und daher n+m mal ausgefiihrt wird, wobei n und m die Lingen
der beiden Eingabelisten sind. Bis auf die shift- und die min-Anweisungen in
Zeile 30 und 34 haben alle Anweisungen des Schleifenrumpfes eine konstante
WCET.

Bei der shift-Anweisung wird immer eine der Eingabelisten geshiftet und zwar
immer diejenige, zu der das aktuelle Iterations-Element nicht geh¢rt. Daher wird
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die Liste mit den m Elementen n mal geshiftet und die mit den n Elementen
m mal. Insgesamt ergibt sich daher fiir diese Funktion eine Laufzeitabschéitzung
von O(2nm).

Schwieriger wird die Abschéitzung fiir die Minimum-Funktion. Relevant hier-
fir sind die Langen der Eingabelisten fiir diese Funktion. Eine davon ist die
geshiftete Liste (t1ShiftClone), die entweder eine Linge von m oder n hat.
Die andere ist jeweils das Resultat des vorherigen Schleifendurchlaufs (result).
An dieser Stelle wird also eine obere Grenze fiir die Lénge von result in jedem
Schleifendurchlauf benotigt.

Bevor diese ermittelt wird, soll hier kurz etwas zu den Zeilen 18, 32 und 36
gesagt werden. Sie sind in der S-Spalte markiert, da auch sie Einfluss auf die
Léngen der beteiligten Testlisten haben. In Zeile 18 wird die result-Liste mit
einem einzelnen Element initialisiert. Da dies vor dem Schleifenrumpf geschieht,
hat diese Anweisung kaum Einfluss auf die weitere Lénge von result. In den
Zeilen 32 und 36 wird durch die 1ift-Anweisung jeweils ein Element am An-
fang der Liste eingefiigt. Da beide Elemente jedoch den gleichen Offset haben,
werden sie bei der zweiten 1ift-Anweisung durch:

(0,0, costslact]) + (0,0, —costsl[act]) = (0,0,0)

zu einem Element kombiniert, das keinen Effekt hat und daher wieder aus
der Liste geloscht wird. Im Endeffekt verdndern sich daher die Lingen der
t1ShiftClone-Listen durch die Schleifeniterationen nicht. Daher hat hier haupt-
séchlich die Minimumfunktion Auswirkungen auf die Linge von result.

In Abschnitt 5.3.9 wurde gezeigt, dass bei einer Minimum-Operation von zwei
Testlisten der Linge s und ¢ die Lange der Ergebnisliste 2(s+t) nicht iiberschrei-
tet. Diese Rechnung kann man einfach fiir alle Iterationen fortfithren. Jedoch
ist nicht bekannt, in welcher Reihenfolge die Elemente der beiden Eingabelisten
von MinimumSplit abgearbeitet werden. Daher wird die Liange des zweiten Ope-
randen der Minimum-Funktion in der i-ten Iteration der while-Schleife hier mit
l; bezeichnet, wobei [; entweder n oder m ist. Die maximale Lénge von result
sieht daher fiir die einzelnen Iterationen wie folgt aus:

1. L = 20-4
2. 20y + 1) = 2Vl 21
3. 2021y + 1) +13) = 220, +22- 1, +21 03
4. 2(2(2([1 +12)+13)—|—l4) = 23 -lq —|—23 'lg—|—22 '13—|—21 Ay
n+m. cooo= nmelop qondmel g oy 2t

Am Term der letzten Iteration sieht man, dass dieser am kleinsten ist, wenn
fiir die I;’s mit kleinem Index der kleinere Wert von n und m gewahlt wird und
fiir die hoheren Indizes genau umgekehrt. Da die Reihenfolge, in der die Testlis-
ten fiir die Minimum-Berechnung verwendet werden, fiir das Ergebnis irrelevant
ist, kann der Algorithmus im Prinzip die optimale Reihenfolge selber wéhlen.
Insbesondere kann er zuerst die kleineren Listen fiir die Minimum-Berechnung
verwenden. Eine solche Implementierung verdndert die Komplexitdtsklasse des
Algorithmus nicht und soll daher fiir diese Berechnung angenommen werden.
Daher ergibt sich nach n+m Iterationen folgende Maximallinge (r = min(n,m)
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und s = max(m,n)):

grts=1 pyords=1 oy orts=2 . . L 9ortl 1 or o . 19l
= (@fl4 @t —2)— (2t —2)) r+ (27 —2) - s
(28—1+2S_2>.2T_,,,+(27’+1_2).8

Hier lohnt sich jedoch ein etwas genauerer Blick, da man ein exponentielles
Wachstum selbst im schlimmsten Fall intuitiv nicht erwarten wiirde. Dazu muss
noch einmal die Minimum-Funktion betrachtet werden.

Dort wurde gezeigt, dass die Ergebnisliste nur dann doppelt so lang sein kann wie
beide Eingabelisten, wenn jedes Element im Ergebnis vorhanden ist und zusétz-
lich jedes Element fiir einen Schnittpunkt der beiden Listen ,verantwortlich“
ist. Das meint, dass wéihrend jedes Iterationsschrittes der Minimum-Funktion
intersect auf einen Wert kleiner als der Offset des néchsten Elements gesetzt
wird. Es gehoren also bei der Minimumfunktion im Graphen der Ergebnisliste zu
jedem Element der Eingangslisten maximal zwei Punkte. Das ist zum Einen der
Originalpunkt O und der zusétzliche Punkt A, der durch den Schnitt entsteht
(s. untere Skizzen). Da intersect einen kleineren Wert als der nichste Offset
haben muss, damit es zu einem Schnitt kommt, folgt das Testlisten-Element
fiir A in der Ergebnisliste immer dem fiir O. Bei Elementen, deren Kostenwert
grofler als Null ist, konnen eigentlich drei Punkte auftreten, was im Graphen
jeweils durch ein Segment mit unendlicher Steigung zu sehen ist (Skizze b). Da
fiir die Minimum-Uberlegungen nur die kleinsten Werte von Bedeutung sind, ist
hier mit dem Originalpunkt immer der kleinste Wert an einer solchen Steigung
gemeint.

a) b) A 5 c)

< 180° < 180°
r

0 0

Von den beiden Punkten ist an dieser Stelle vor allem der Schnittpunkt A in-
teressant. Dieser ist die Ursache des exponentiellen Wachstums in der obigen
Gleichung. Denn jeder Schnittpunkt kann in jeder weiteren Schleifeniteration
neue Schnittpunkte erzeugen, die wiederum in jeder weiteren Iteration Schnitt-
punkte erzeugen konnen, die wiederum . ... Dass das schnell zu einer Plage wird,
kennt man ja von Mausepopulationen.

Im Folgenden wird nun gezeigt, dass ein Schnittpunkt entweder keinen weiteren
Schnittpunkt erzeugen kann, oder jedesmal wenn er einen erzeugt, wird an einer
anderen Stelle ein Punkt zwangsweise aus dieser Rechnung fallen.

Bei jedem Schnittpunkt A hat das Segment r vor diesem Punkt in der Ergeb-
nisfunktion eine groflere Steigung, als das nachfolgende Segment s. Ein Schnitt-
punkt erzeugt daher eine konkave Ecke. Zudem ist der Kostenwert eines Testlisten-
Elements fiir einen Schnittpunkt immer Null.

Im néchsten Iterationsschritt sind nun drei Fille zu unterscheiden. Entweder
erzeugt der Schnittpunkt A einen weiteren Schnittpunkt As im Segment s, oder
er erzeugt keinen, oder der andere Operand der Minimum-Operation hat ein
Segment, das auf einem Intervall deckungsgleich mit s ist.

Wird kein weiterer Schnittpunkt erzeugt, so fillt dieser auch aus der Rechnung
raus.
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In dem Fall, in dem s deckungsgleich mit einem ande-
ren Segment ist, ist leicht ersichtlich, dass hier nur die

Anfangs- und Endpunkte der beteiligten Segmente rele- 2
vant sind und daher auch hier der nicht existente Schnitt- A
punkt aus der Rechnung rausfillt. Ein Beispiel hierzu ist r
in der Skizze rechts zu sehen. @)

Im verbleibenden Fall wird Ay durch A erzeugt. Das bedeutet, dass zwischen
A und As kein weiterer Punkt liegt und das schneidende Segment ¢ eine klei-
nere Steigung als das Segment s hat (s. untere Skizzen). Insgesamt gilt fiir die
Steigungen g der Segmente: g, > gs > g;. Nun sind wieder zwei Fille zu unter-
scheiden. Entweder wird das Segment r vor A geschnitten oder nicht.

Wird es nicht geschnitten, so erzeugt der Anfangspunkt dieses Segmentes keinen
Schnittpunkt, der somit aus der Rechnung fillt (s. Skizze a).

Wird es jedoch geschnitten, so kann dies durch ein Segment mit endlicher (s.
Skizze b) oder unendlicher (s. Skizze c) Steigung verursacht werden. Geschieht
dies durch ein endliches Segment, so kann es wegen g, > g; nicht ¢ sein. Daher
muss es einen weiteren Punkt V geben, der im Maximum liegt und somit aus
der Rechnung fillt. Da A und A, direkt aufeinander folgen, liegt V' vor A (s.
Skizze b).

Wird der Schnitt jedoch durch ein unendliches Segment erzeugt, so werden die
beiden Punkte W3 und Wy aufgrund der unendlichen Steigung von w in der
Ergebnisliste durch ein Testlistenelement W dargestellt. Daher fehlt zwischen
W und A der zusétzliche Schnittpunkt, der einen Offset groflier als den von W
haben miisste. In diesem Fall fillt der zusédtzliche Schnittpunkt nach W somit
aus der Rechnung.

Damit ist gezeigt, dass ein Schnittpunkt im n#chsten Iterationsschritt in der
Summe kein weiteres Testlistenelement erzeugen kann. Da das allein auf der
Tatsache beruht, dass ein Schnitt immer eine konkave Ecke erzeugt und das
natiirlich in allen weiteren Iterationen so bleibt, kann ein Schnittpunkt in allen
weiteren Iterationen nicht dazu fiihren, dass sich die Ergebnisliste verlangert.
Betrachtet man vor diesem Hintergrund noch einmal die Berechnung zur Ma-
ximalldnge von result, so entfillt der exponentielle Charakter. Fiir die Be-
rechnung ist im Folgenden fiir jeden Iterationsschritt die maximale Linge der
result- und der aktuellen t1ShiftClone-Testliste angegeben. Auch hier sollen
die Iterationen mit der kiirzeren Liste mit r» Elementen beginnen. Es gilt dabei
wieder r = min(n,m) und s = max(n,m).
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In jedem Schritt ist jeweils eingetragen, wie viele Originalpunkte aus den Einga-
belisten aktuell maximal in result enthalten sein konnen. Diese Anzahl ist fiir
den i-ten Schritt durch O; markiert. Zudem ist jeweils die maximal mogliche An-
zahl an erzeugten Schnittpunkten eingetragen. Dabei bezeichnet A; die Anzahl
an Schnittpunkten, die im i-ten Schritt erzeugt werden kénnen. Schnittpunkte
beschreiben immer eine konkave Ecke. Bei dieser etwas genaueren Betrachtung
zeigt sich nun, dass das Wachstum der Liste polynomiell begrenzt ist.

Es kann jedoch eine noch kleinere Grenze gefunden werden. Die Funktionsweise
der MinimumSplit-Funktion beruht darauf, dass die Funktion einer Testliste an
ihrem Ursprung entlang der Funktion der anderen Testliste verschoben wird. In
Abbildung 5.6 sind auf der linken Seite zwei Testlisten dargestellt, fiir die die
MinimumSplit-Funktion ausgefiihrt werden soll. Dort sind auch alle Punkte ein-
gezeichnet, an die der Ursprung der anderen Testliste beim Verschieben angelegt
wird. Von diesen ist fiir das Beispiel in jeder Liste einer besonders gekennzeich-
net. Das ist in T4 der zweite Punkte (As) und in Tz der dritte Punkt (Bs). Die
folgende Uberlegung gilt jedoch fiir jedes Paar (Ai, Bj). Wird nun der Ursprung
von T nach A, verschoben, so verschiebt sich auch Bs. Die neue Position von
Bs ist in der rechten Grafik als Py, g, eingezeichnet.
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Abbildung 5.6: Der Punkt Py, p, wird sowohl beim Verschieben von T4, als
auch beim Verschieben von T'g erreicht.

Fithrt man dies umgekehrt durch und verschiebt den Ursprung von 74 nach
Bs so wird auch Ay an die Position von Pa, p, geschoben. Eine etwas for-

malere Begriindung ergibt sich iiber die Vektoren v4, = (Az.x,Az.y) und
’LE_) = (Bs.z, B3.y). Verschiebt man nun den Ursprung von T nach As, so

miissen hierzu die Vektoren aller Punkte von T mit v, addiert werden, so
dass sich Pa, p, aus vp, + va, ergibt. Umgekehrt ergibt sich P4, g, dann beim
Verschieben von T4 durch v4, + vg, .

Fiir die Komplexitétsuntersuchung kénnte man nun annehmen, dass diese Punk-
te nicht zweimal in der Berechnung der maximalen Testlistenldnge auftreten. In
der Praxis macht uns da leider die Gleitkommaarithmetik einen Strich durch die
Rechnung. In den hier dargestellten Algorithmen wird P4, p, beim Verschieben
von T im Prinzip ermittelt durch

Py, By = va, + (Va, —va,) + Vg, + (Up, — Ug,) + (VB, — VB,)

und beim Verschieben von Ty durch
— —  — —  — — —  —
PAQ,Bs =vB, + (UB2 - UBI) + (UBs - v32) +va, + (UAz - UAI)'

Die Additionen werden auch in dieser Reihenfolge durchgefiihrt. Da fiir die
Gleitkommaarithmetik jedoch nicht das Assoziativgesetz gilt [16], konnen die
beiden Terme unterschiedliche Ergebnisse liefern. Daher muss in der Worst Case-
Berechnung angenommen werden, dass jeder Punkt P4, p, durch zwei nah bei-
einander liegende Punkte dargestellt wird.

Allerdings ldsst sich das Problem prinzipiell durch eine geschickte Implemen-
tierung losen. In diesem Fall miisste sichergestellt werden, dass die Additions-
schritte auf beiden Wegen in der selben Reihenfolge erfolgen. Dies liele sich
zum Beispiel realisieren, indem eine spezialisierte Minimum-Berechnung in der
MinimumSplit-Funktion verwendet wird. Das Vorgehen miisste dann so sein,
dass das Verschieben der Testlisten nicht direkt in der MinimumSplit-Funktion
sondern wihrend der Minimum-Berechnung stattfindet. Dazu muss bei der Mi-
nimumberechnung jedesmal bevor auf einen Punkt der zu verschiebenden Test-
liste zugegriffen wird, dieser Punkt um den gewiinschten Wert verschoben wer-
den. Dieses Vorgehen erhoht die Algorithmen-Komplexitét nicht, da keine neuen
Schleifeniterationen hinzukommen. Dafiir wird jedoch erreicht, dass die Berech-
nung fiir jeden Punkt Py, p, jeweils auf beiden moglichen Wegen das gleiche
Ergebnis liefert. Fiir das Beispiel von P4, p, gilt nun beim Verschieben der
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einen Liste

Pay.By = (Va] + (va; —va;)) + (Vs + (vB; — vB)) + (UB, — UB,))
und beim Verschieben der anderen

Pa,.5, = (B, + (U5, — vB,) + ((vB; — UB,)) + a; + (va, — Va)))-

Man beachte die Klammersetzung. Da die Addition in der Gleitkommaarithme-
tik kommutativ ist, liefern beide Wege dasselbe Ergebnis.

Eine solche Implementierung wird in dieser Arbeit nicht vorgenommen. Da sie
jedoch machbar ist, soll fiir die weitere Komplexitidtsbestimmung eine solche
Umsetzung angenommen werden, um eine moglichst kleine Laufzeitabschiatzung
fiir die Algorithmen zu finden.

Diese angenommene Implementierung garantiert, dass jeder Punkt Pa, p, im
Ergebnis nur einmal vorkommt. Diese Eigenschaft kann nun in die Berechnung
der Testlistenlédnge einfliefen.

In der Herleitung der Gleichung 5.2 wird fiir die ersten s Iterationen jeweils
die gleiche Testliste mit r Elementen fiir die Minimum-Berechnung verwendet.
Dabei werden bereits alle méglichen Punkte P4, p; erreicht. Das bedeutet, dass
in den darauf folgenden r Iterationen keine weiteren Originalpunkte, sondern
nur Schnittpunkte hinzukommen kénnen. Mit dieser Uberlegung bleibt die Be-
rechnung der Testlistenlinge von result fiir die ersten s-Iterationen wie in
Gleichung 5.2. Die nachfolgenden Iterationen #ndern sich aber wie folgt:

result | tishiftclone

s+ 1.

2r + 3r +---+ sr_+ sr
NN ~~ =~
Ao As Asg Os
y v | '
s+2. | 2r + 3r 4+ S+ (St
~— =~ ~ ——
Ao As As Asy1
12
sH3.[ 2r 4 Br o+ st (srts) +
~— =~ ~N ——
Ao Az As Asy1 Asyo
s+r.| 2r +3r 4+ rs +(sr+s)+(sr+5)+- -+ (s7+5) + N g
D R
g g g s+r—1

Ast1 Asyo Asyr—1

| ' { v |
Ende:| 2r + 3r +---4+ rs +(sr+s)+(sr+s)+ -+ (sr+s)+ (sr+s)+ Jsr
~ =~ ~ ——— ——\— —_—— ——

Az Az As At Asto Aspr—1 Astr Ostr
s
= (igl)r—i—r(sr—i—s)—&—sr
s?r  sr
= (7+57r)+r23+2sr
= %,927“—1—7"23—&— gsr —r (5.3)

Im Vergleich zu Gleichung 5.2 zeigt sich jedoch, dass sich hierdurch nur die
konstanten Faktoren éndern. Fiir die Komplexitédtsuntersuchung sind diese al-
lerdings nur von geringer Bedeutung (vgl. Abschnitt 5.1.2).
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An dieser Stelle bleibt zudem offen, wie gut diese Abschitzung der Testlis-
tenldnge ist. Es konnten insbesondere keine Testlisten als Operanden fiir die
MinimumSplit-Funktion gefunden werden, die als Ergebnis eine Testliste mit ei-
ner Lénge haben, die annéhernd der hier gefunden Maximalldnge entspricht und
somit das Wachstum von s%r erklirt. Ergebnisse mit einem ungefihren Wachs-
tum von sr lassen sich dagegen relativ einfach finden.

Das bisherige Ergebnis ist also noch nicht zufrieden stellend. Mit der Vermutung,
dass das Wachstum der Liste eigentlich durch sr begrenzt sein miisste, kann man
in den vorherigen Gleichungen nun den Grund dafiir suchen, warum die Wachs-
tumsrate quadratisch von s abhédngt. Dort erkennt man, dass der quadratische
Faktor durch die Schnittpunkte entsteht, die in jeder Iteration beriicksichtigt
werden, nachdem sie einmal aufgetreten sind. Da es s+ r Iterationen sind, kann
das ziemlich héufig sein. Allerdings ist es fiir den Algorithmus nicht notwendig,
iterativ vorzugehen. Wie weiter oben bereits erwdhnt, ist die Reihenfolge irre-
levant, in der die einzelnen, verschobenen Testlisten fiir die Minimumfunktion
verwendet werden. Im Speziellen ist es sogar moglich eine Divide & Conquer
Strategie zu verfolgen. Die Testliste mit s Elementen muss beispielsweise r-mal
verschoben und fiir die Minimumfunktion verwendet werden. Nun kann man
jedoch auch diese r Berechnungen in zweimal 1/2r Berechnungen aufteilen und
die Ergebnisse am Ende iiber die Minimumfunktion kombinieren. Diese zwei Tei-
laufgaben kann man nun immer weiter aufteilen, bis eine Aufgabe nur noch aus
zwei Testlisten besteht. In Abbildung 5.7 ist das Vorgehen grafisch dargestellt
fiir das Verschieben der Testliste mit n Elementen. Bei den nun folgenden Uber-
legungen muss nicht mehr unterschieden werden zwischen lédngerer und kiirzerer
Liste.

0 (1.;”) (1.2%) (1.2%) (1;”) (lr_njn) (lr,n;n) (iinj G .n;on)

10g2 m (logo m + 1) - mn

Abbildung 5.7: Divide & Conquer Strategie bei den Minimumberechnungen

Die Knoten im abgebildeten Baum enthalten die Langen der Testlisten. In der
ersten Ebene sind dies die m verschobenen Testlisten der Lénge n. Von je zwei
dieser Listen wird das Minimum gebildet. Die maximalen Léngen der sich dabei
ergebenden Listen sind in den Knoten der nichsten Ebene eingetragen. Da es
sich um einen Bindrbaum mit m Blattern handelt, gibt es logy m Ebenen. Hier
soll zuerst ein Spezialfall betrachtet werden, bei dem m eine 2-er Potenz ist,
und es sich daher um einen vollstdndigen Bindrbaum handelt. In einem solchen
Baum besitzen alle Knoten einer Ebene den gleichen Wert.

Es soll jetzt gezeigt werden, wie sich die Werte der Knoten ergeben. Weiter oben
wurde bereits dargestellt, dass bei hintereinander ausgefithrten Minimumopera-
tionen fiir die Ermittlung der maximalen Testlistenlinge zum Einen die Anzahl
der Originalpunkte der Eingabelisten relevant sind und zum Anderen die Anzahl
der Schnittpunkte, die bei vorherigen Minimumoperationen entstanden sind.
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Da die Werte fiir alle Knoten einer Ebene gleich
sind, bezeichnet im Folgenden O; die Menge der (Oi + Ai) (Oi + Ai]
Originalpunkte, die eine Liste in Ebene i haben
kann und A; dementsprechend die Anzahl der
Schnittpunkte. Wird auf dieser Ebene nun eine
Minimumoperation durchgefiihrt, so kann die
Ergebnisliste alle Originalpunkte beider Einga-
belisten beinhalten. Es gilt daher O;41 = 2-O;.
Die Berechnungen beginnen mit den verschobe-
nen Eingabelisten. Daher gilt Oy = n. Daraus
lasst sich einfach folgern:

Oi = Qin
Die Ergebnisliste kann im schlimmsten Fall als Schnittpunkte alle Schnittpunkte
der Eingabelisten haben und es kénnen durch die Originalpunkte neue Schnitt-

punkte entstanden sein. Daher ergibt sich die Anzahl der Schnittpunkte durch
Aiy1 = 20; + 2A;. Uber Induktion lisst sich nun zeigen, dass A; =i - 2ir:

Induktionsanfang: Ay = 0=0-20
Induktionsvoraussetzung: A = i-2n
Induktionsschritt: Ay = 2-0;+2-4;

= 2.2p4+2.7-2n
— 2i+1n + i - 2i+1n
= (i+1)-2n
Die Gesamtlinge ergibt sich nun aus der Summe der Schnitt- und Originalpunk-
te:
Oi+A; =2n+i-2n=(>i+1) 2n (5.4)

Fiir das Endergebnis ergibt sich also eine Lénge von (logs m + 1) - mn. Dabei
sind darin maximal Oy, = mn Originalpunkte und A,y = logym - mn
Schnittpunkte enthalten. Bisher wurde jedoch nur die Liste mit n Elementen
verschoben. Fiir die andere Liste ergibt sich auf dem gleichen Weg eine Liste der
maximalen Lénge (logg n+1) -mn mit Ory,(mm) = mn und App () = logg n-mn.
Zum Schluss muss noch das Minimum iiber diese beiden Listen gebildet werden.
Wenn, wie weiter oben beschrieben, die GesetzmifBigkeiten der Gleitkommaa-
rithmetik bei der Implementierung beachtet wurden, sind die Originalpunkte
beider Listen identisch. Daher besteht die Ergebnisliste maximal aus Orp ) =
Orr(n) = mn Originalpunkten. Zusitzlich konnen noch die Schnittpunkte Ay,
und A, enthalten sein, sowie noch einmal mn Schnittpunkte, die durch die
Originalpunkte bei dieser letzten Minimumoperation entstehen kénnen. Somit
ergibt sich schliellich eine Testlistenlénge von mn + mn + Arpn) + ArLam) =
(logy (mn) +2) - nm. Das Wachstum einer solchen Funktion wird hiufig als qua-
silinear in Abhéngigkeit von mn bezeichnet [22].

Es wurde bisher gezeigt, dass diese Testlistenldnge nicht {iberschritten werden
kann. Nun bleibt noch die Frage offen, wie gut diese obere Grenze ist. Das heifit,
gibt es fiir beliebige Liangen der Eingabelisten tatsichlich Listen, die ein solches
Ergebnis bei der MinimumSplit-Operation erzeugen, oder kann sogar eine klei-
nere obere Grenze gefunden werden?

Gesucht ist nun eine Konstruktionsvorschrift, die beliebig lange Testlistenpaare
erzeugt, fiir die das Ergebnis der MinimumSplit-Operation aus einer moglichst
lange Testliste besteht, die im Idealfall die Liange (log, (mn) + 2) - nm hat. In
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Abbildung 5.8: Erzeugung langer Testlisten durch die MinimumSplit-Operation

dieser Arbeit konnte jedoch lediglich eine gefunden werden, die Listen der Linge
mn+%(m—1)(n+1)—1 erzeugt. Sie soll informell am Beispiel in Abbildung 5.8
erlautert werden. Hier wurde fiir die Lénge der unteren Ankunftskurve m = 4
und fiir die untere Servicekurve n = 7 gewéhlt. Die Ankunftskurve wird so ge-
bildet, dass sie eine periodische Taskaktivierung beschreibt, die in der m-ten
Periode approximiert wird. Die Servicekurve wird dagegen so generiert, dass
sich mit einer festen Periode jeweils Segmente mit Steigung 0 und 1 abwechseln.
Nach "T_l Perioden, wird auch diese Kurve approximiert. Die Lédngen der Seg-
mente werden nun so gewiihlt, dass beim Verschieben von ! entlang von o das
approximierte Segment von v;(3') alle Segmente von v; 41 (') schneidet, fiir alle
0 > ¢ > m. Beim Betrachten des Beispiels wird deutlich, dass die so erzeugte
Testliste auf jeden Fall mehr als m - n Elemente enthélt. Ohne hier ndher darauf
einzugehen, ergibt sich durch weitere, einfache Uberlegungen eine Linge von
mn+3(m—1)(n+1)—1.

An dieser Stelle bleibt also fiir die Langen der Ergebnisses der MinimumSplit-
Operation offen, ob sie in den schlimmsten Fillen linear oder quasilinear in
Abhéngigkeit von nm anwachsen.

Fiir die Laufzeitabschidtzung miissen nun noch die Laufzeiten aller Minimum-
operationen aufsummiert werden. Da die Laufzeit dieser Funktion fiir Testlisten
der Lingen k und ! in O(k 4 1) liegt, ergibt sich die Gesamtlaufzeit innerhalb
der MinimumSplit-Funktion durch die Addition der Lingen der Eingabelisten
aller Minimumaufrufe. Da diese in den Knoten des Baums in Abbildung 5.7
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eingetragen sind, miissen alle Knoten addiert werden:

m-1~20n—|—%-2~21n+%-3-22n—|—~-~+1-(log2m+1)-21°g2mn

m m m
= 2—0~1~20n+§-2~21n+27-3~22n+---+m-(log2m+1)-21°g2mn
= 1-mn+2-mn+3-mn+- -+ (logym+1)-mn

logy m—+1
= Z 1-mn

i=1
_ <(10g2m+1)2+log2m+1).mn
2 2

1 ) 3

= 5(1og2m) ~mn+§log2m-mn+mn (5.5)

Dies ist das Ergebnis fiir den einen Baum, der die Minimumberechnungen fiir
die Testliste mit n Elementen darstellt. Fiir die andere Liste miissen im Ergebnis
m und n vertauscht werden. Die Summe beider Ergebnisse liefert schliellich die
gesuchte Gesamtabschitzung:

((logy m)? + (logy n)?) - mn + % log, (nm) - mn + 2mn (5.6)

N | =

Wie zu Beginn des Kapitels erwéhnt, ist fiir die asymptotische Worst Case Lauf-
zeit immer nur der Term mit dem schnellsten Wachstum fiir groffe Eingaben oh-
ne konstante Faktoren relevant. Daher liegt die Gesamtlaufzeit des min-Aufrufs
innerhalb der MinimumSplit-Funktion in O(((logy m)? + (logy n)?) - mn). Da
dies die grofite Gesamtabschatzung fiir alle Anweisungen in MinimumSplit ist,
liegt auch die Laufzeit von MinimumSplit in dieser Klasse.

5.3.12 SupSimple

Die Supremumoperation supy<;<a{€(t)}, die zur Berechnung der Servicekurven
benétigt wird, ist auf abstrahierten Testlisten eine sehr giinstige Operation, da
ihre Komplexitét in O(n) liegt. Listing 5.9 zeigt, dass die Laufzeit linear mit der
Lénge der Testliste wichst, da der Algorithmus hauptséichlich aus einer for-
Schleife (Zeile 10) besteht, deren Rumpf eine konstante WCET besitzt.

Der dort dargestellte Code stellt eine konkrete Implementierung des in [2] vor-
gestellten Algorithmus dar.

In den Zeilen 13, 28, 34, 42 und 58 wird die addLast-Operation verwendet. Da
ansonsten keine Basisoperationen fiir dynamische Mengen verwendet werden,
kann fiir diesen Algorithmus als Struktur der Testliste die einfach verkettete
Liste gewihlt werden. Dadurch kann addLast in konstanter Zeit ausgefiihrt
werden.

Die addLast-Aufrufe sind zudem fiir die Lénge der resultierenden Testliste ver-
antwortlich. Der erste Aufruf in Zeile 13 kann in jedem Schleifendurchlauf auf-
gerufen werden, bis auf den ersten, da die initiale Belegung von intersect die
umklammernden if-Anweisung blockiert. Die néchsten Aufrufe in Zeile 28, 34
und 42 schlielen sich in jedem Durchlauf gegenseitig aus, was leicht an der
Struktur der if-Anweisungen (Z. 26, 27, 40) abzulesen ist. Daher werden sie
insgesamt maximal n mal aufgerufen. Der letzte Aufruf in Zeile 58 liegt dagegen
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public static TestList supSimple(TestList tl) {

double cResult = 0; // cost value, used for the resulting testlist

double gResult = 0; // gradient value, used for the resulting testlist
double intervalOld = 0; // marks the last considered interval length
double intersect = Double.POSITIVE_INFINITY; // next expected intersection
double cInput = 0; // cost value, used for the input testlist

double glnput

TestList result new TestList ();

for (TestListElement tle : tl) {

0; // gradient value, used for the input testlist

// Handle intersections between previous and current element

if (tle.getOffset() > intersect) {
result.addLast (new TestListElement (intersect, 0, gInput
gResult = glnput;
cInput += (intersect - intervalOld) * glnput;
intervalOld = intersect;
intersect = Double.POSITIVE_INFINITY;

}

// update values for the current position

- gResult));

cInput += (tle.getOffset() - intervalOld) * gInput + tle.getCosts();

gInput += tle.getGradient();
cResult +=(tle.getOffset() - intervalOld) * gResult;
interval0ld = tle.getOffset ();

if (cInput >= cResult) {
if (gInput > 0) {
result.addlLast (new TestListElement (tle.getOffset (),
cInput - cResult,
gInput - gResult));
gResult = glnput;
cResult = cInput;
} else {
result.addLast (new TestListElement (tle.getOffset (),
cInput - cResult,

- gResult));
gResult = 0;
cResult = cInput;
}
} else {

if (gResult > 0) {
result.addlLast (new TestListElement (tle.getOffset(), O,
gResult = 0;
}
if (gInput > gResult) {
intersect = tle.getOffset ()
+ ((cInput - cResult)/(gResult - glnput));
} else {
if (intersect > tle.getOffset ()) {
//previously calulated intersection point is useless
intersect = Double.POSITIVE_INFINITY;
¥
}
}
}
// Handle intersections that occure after the last testlist
if !Double.isInfinite(intersect) {

-gResult));

element

result.addLast (new TestListElement (intersect, 0, gInput - gResult));

return result;

Listing 5.9: TestList.supSimple()

auflerhalb der Schleife. Somit kann als Obergrenze fiir die Léinge der resultie-
renden Testliste n — 1 +n + 1 = 2n angegeben werden.
Betrachtet man nun den Kontext, in dem diese Funktion verwendet wird, so ldsst
sich diese Grenze noch etwas genauer angeben. Im abgebildeten Algorithmus
sieht man, dass in einem Schleifendurchlauf nur dann zwei Testlisten-Element
der resultierenden Liste hinzugefiigt werden kénnen, wenn intersect kleiner
als oo ist (Z.12). Einen solchen Wert kann intersect jedoch nur in Zeile 46
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Abbildung 5.9: Servicekurvenberechnung fiir héchstpriorisiertesten Task

annehmen und dorthin gelangt der Algorithmus aufgrund der umklammernden
if-Anweisungen (Z. 26,40,41) nur, wenn der aktuelle Wert der Eingabekurve
unterhalb eines vorherigen, lokalen Maximums liegt. Das bedeutet, dass die Ein-
gabekurve eine negative Steigung gehabt haben muss. Die supSimple-Funktion
wird jedoch immer auf der Differenz der Service- und Ankunftskurven ausge-
fithrt. Da die Servicekurve monoton steigend ist, kann eine negative Steigung in
der Differenzkurve nur durch die Elemente der Ankunftskurve erzeugt werden.
Daher kann fiir die Berechnung der ausgehenden Servicekurven eine genaue-
re Grenze von n + 2m Elementen angegeben werden, wobei n die Anzahl der
Testlisten-Elemente der eingehenden Servicekurve ist und m die der eingehenden
Ankunftskurve. In Abbildung 5.9 ist die Berechnung der unteren ausgehenden
Servicekurve des hochstpriorisierten Task einer Verarbeitungseinheit dargestellt.
Dort erschlieit sich das oben beschriebene auf etwas intuitiverem Weg. Zudem
lésst sich anhand der Grafik erahnen, dass bei einer Systemanalyse die Ergeb-
nisse relativ hiufig nah an dieser Obergrenze liegen kénnen.

5.3.13 MaximumRequest

Wie in Abschnitt 4.5.3 beschrieben, kann die MaximumRequest-Operation be-
rechnet werden, indem die Differenz der stehenden und der bewegten Liste je-
weils an den Elementen dieser Listen bestimmt wird. Fiir die Elemente der ste-
henden Liste wird dies in der Implementierung dieser Arbeit durch die maxReqPart1-
Funktion bewerkstelligt. Fiir die Elemente der bewegten Liste erfolgt dies durch
die maxReqPart2-Funktion.

Der Aufbau beider Funktionen weist gewisse Analogien zur MinimumSplit-
Funktion auf. Insbesondere fiir den fiir die Laufzeit kritischen Teil sind dhnliche
Uberlegungen notwendig. Die beiden Teilfunktionen werden daher hier nicht se-
parat sondern zusammen betrachtet.

Die Vorgehensweise bei beiden Teilalgorithmen ist nahezu identisch. Um dies
zu verdeutlichen, wurden die Algorithmen in Listing 5.10 und 5.11 in Bereiche
unterteilt, die mit Buchstaben markiert sind und jeweils in beiden Algorithmen
auftreten. Wenn im Folgenden nun von so einem Bereich gesprochen wird, gilt
die Aussage jeweils fiir beide Algorithmen.

Der Bereich I initialisiert die Variablen und Datenstrukturen der Funktion. Es ist
der einzige Bereich, fiir den sich die Worst Case Laufzeit in den Algorithmen un-
terscheidet. Das liegt daran, dass jeweils zwei Testlisten verwendet werden. Das
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ist zum Einen die result-Liste, in der das Ergebnis aufgebaut wird, und zum
Anderen die t1M- bzw. mirroredS-Liste, die immer die verschobene Eingabeliste
enthélt, und daher das Pendant zur t1ShiftClone-Liste in der MinimumSplit-
Funktion ist. Da diese Listen fiir maxReqPart1 mit Kopien der bewegenden Liste
initialisiert werden miissen, ist hier die Laufzeit von der Lange der bewegenden
Liste abhéngig. Ansonsten ist die Laufzeit fiir die Initialisierung konstant. Im
Folgenden wird result als Ergebnisliste und die jeweils andere als Arbeitsliste
bezeichnet.

Der Rest der Funktionen besteht aus einer for-Schleife (F), die m- bzw. s-mal
ausgefiihrt wird. Innerhalb der Schleife gibt es den Bereich FR,, dessen Anwei-
sungen eine konstante WCET haben und in der Schleife daher eine Gesamt-
laufzeit in O(m) bzw. O(s) haben. Sie dienen dazu, Werte fiir die 1ift- und
shift-Operationen zu berechnen.

Den grofiten Unterschied in der Funktionsweise zur MinimumSplit-Funktion
stellt der Bereich W dar. Fiir ihn gibt es bei der MinimumSplit-Funktion kein

S

1 public static TestList maxReqParti(TestList stand, TestList move) {
2 TestList tlM = (TestList)move.clone();

3 TestList result = (TestList)move.clone();

4 TestListElement lifter, tleM;

5 1 double costs[] = {0, 0};

6 double gradient[] = {0, 0};

7 double oldOffset[] = {0, 0};

8 double 1ift, shift, shiftSum = O;

10 for (TestListElement tleS : stand) {

12 ¥ costs[S] += (tleS.getOffset() - oldOffset[S]) * gradient[S];

13 gradient [S] += tleS.getGradient ();

15

16

17 while ((!t1M.isEmpty()) &&

18 (tlM.first () .getOffset () - shiftSum <= tleS.getOffset())) {
19 tleM = tlM.pollFirst();

20 W costs[M] += tleM.getCosts ()

21 + (tleM.getOffset()-shiftSum-o0ld0Offset[M]) * gradient[M];
22 gradient [M] += tleM.getGradient();

23 0ld0ffset[M] = tleM.getOffset() - shiftSum;

24 }

26 1ift = costs[M] + (tleS.getOffset()-old0Offset[M])*gradient[M] - costs[S];
27 F shift = o0ldOffset[S] - tleS.getOffset();

28 shiftSum += shift;

29 costs[S] += tleS.getCosts();

31

32 SH{ t1M.shift (shift);

33

34+1e L{ t1M.addFirst (new TestListElement (0, lift, gradient[M]));

35

36 1 OM { result = TestList.max(result, tlM);

37

38 -1@ L{ t1M.addFirst (new TestListElement (0, -1ift, -gradient[M]));

10 F{ 0ld0ffset[S] = tleS.getOffset();

41 ¥

42 return result;

43 }

1 = (logy s +1) - sm

Listing 5.10: TestList.maxReqPart1
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Gegenstiick. Da bei der MaximumRequest-Funktion nicht in allen Féllen die voll-
standige Arbeitsliste benotigt wird, sorgt dieser Bereich dafiir, dass die Arbeits-
liste immer die gerade benétigte Léange hat. Dabei iteriert die while-Schleife
insgesamt einmal iiber die andere Eingabeliste, iiber die die for-Schleife eben
nicht iteriert. Daher wird der Schleifenrumpf m- bzw. s-mal ausgefiihrt und die
Schleifenbedingung m + s-mal gepriift.

Das Verschieben der Arbeitsliste geschieht auch hier separat fiir die X-Richtung
(S) und Y-Richtung (L). Die maximale Gesamtlaufzeit dieser Bereiche ergibt
sich wie bei den entsprechenden Bereichen der MinimumSplit-Funktion.

Nun bleibt noch der Bereich M, der die kritischste Anweisung enthélt. Hier wird
das Maximum aus der Arbeits- und der Ergebnisliste gebildet. Es ist das Gegen-
stiick zur Minimumberechnung in der MinimumSplit-Funktion. Die Uberlegung
zur Gesamtlaufzeit sind daher auch dhnlich.

Der grofite Unterschied zwischen den Maximum Request Funktionen und der Mi-
nimum Split Funktion besteht im Bereich W, da durch diesen nicht immer die
vollstdndige Arbeitsliste fiir die Maximumfunktion benétigt wird. Fiir die Worst
Case Laufzeit muss jedoch der schlimmste Fall betrachtet werden, bei dem in
jeder Iteration die fast vollstdndig Arbeitsliste fiir die Maximum-Funktion ver-
wendet wird. Damit dieser fiir beide Teilfunktionen eintritt, miissen moglichst
viele Testlisten-Elemente der bewegenden Liste einen gréfleren Offset haben als
das letzte Element der stehenden Liste.

Daher ist im schlimmsten Fall die Arbeitsliste so lang wie die entsprechende
Eingabeliste. Dies ist bei der Minimum Split Funktion immer der Fall. Zudem
lassen sich fiir die maximale Lénge der Ergebnisliste bei der Maximumberech-
nung die gleichen Uberlegungen anstellen, wie dies bei der Minimumberechung
in der Minimum Split Funktion geschehen ist. Daher kann fiir die Gesamtlaufzeit
der Maximumberechnung in beiden Teilfunktionen die Gleichung 5.6 verwendet
werden.

Bei den Uberlegungen zur MinimumSplit Funktion wurde gezeigt, dass jeder
Originalpunkt, der beim Verschieben der einen Liste auftritt, auch beim Ver-
schieben der anderen erscheint. Da diese Uberlegung auch bei der Maximum
Request Funktion zutrifft, ergibt sich fiir sie auch eine maximale Lénge der Er-
gebnisliste von (logy ms + 3) - sm.
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S [
1 public static TestList maxReqPart2(TestList stand, TestList move) {
2 TestList mirroredS = new TestList ();
3 TestList result = new TestList ();
5 TestListElement nextS = null;
6 Iterator<TestListElement> iterS = stand.iterator ();
7 if (iterS.hasNext()) {
8 nextS = iterS.next ();
9 if (nextS.getOffset() == 0) {
10 1 1 mirroredS.addFirst (new TestListElement (0, O, -nextS.getGradient()));
11 }
12 }
14 double costs[] = {0, 0};
15 double gradient[] = {0, 0};
16 double oldOffset[] = {0, 0};
17 double shift, 1lift, tmpGradient = O0;
18 boolean additional = false;
20 m for (TestListElement tleM : tlMoving) {
21 costs[M] += tleM.getCosts();
22 costs[M] += (tleM.getOffset() - oldOffset[M]) * gradient[M];
23 F . gradient [M] += tleM.getGradient();
25 //shift the mirror 1list
26 shift = tleM.getOffset() - oldOffset[M];
27 S{m-s mirroredS.shift(shift);
28 if (additional)
29 F m mirroredS.addFirst (new TestListElement (shift, 0, -gradient[S]));
30 additional = true;
32 m+s while ((nextS != null) && (nextS.getOffset() < tleM.getOffset ())){
33 // calculate current costs etc.
34 costs [S] += nextS.getCosts ()
35 costs[S] += (nextS.getOffset() - oldOffset[S]) * gradient[S];
36 gradient [S] += nextS.getGradient ();
37 01d0ffset [S] = nextS.getOffset();
38 // add mirrored element
39 W s mirroredS.addFirst (new TestListElement (tleM.getOffset ()-nextS.getOffset (),
40 nextS.getCosts (),
41 -nextS.getGradient ()));
42 // get next element if any
43 if (nextS.getOffset() == tleM.getOffset()) additional = false;
44 nextS = iterS.hasNext() ? iterS.next() : null;
45 }
ar if (additional)
48 mirroredS.addFirst (new TestListElement (0, O, gradient[S]));
50 m //Lift mirror list.
51 1ift = costs[M] - costs[S]
52 - (tleM.getOffset() - oldOffset[S]) * gradient[S];
53 +1e L { mirroredS.lift(lift);
54 //Maximum of the mirrored list and the previous maximum
55 *IOM{ 2 result = TestlList.max(result, mirroredS);
56 //unlift mirror list
57 -1@ L{ mirroredS.1lift (-1lift);

m

59 F{ 0ld0ffset [M] = tleM.getOffset ();
60 }
61 1 return result;
62 ¥

*1 = (logym + 1) - sm

>
= (log, m)” - sm

Listing 5.11: TestList.maxReqPart2
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5.3.14 Zusammenfassung

Nun sind alle Teilfunktionen untersucht, die fiir die Berechnung der ausgehen-
den Kurven benétigt werden. Zu Beginn des Kapitels wurde kurz beschrieben,
dass die Wahl der Datenstrukturen Einfluss auf die Laufzeiten der Algorithmen
haben kann. Dort wurden als Kandidaten fiir die Testlisten verkettete Listen
und Red-Black-Trees vorgeschlagen, die je nach Anwendung unterschiedliche
Vor- und Nachteile haben.

In allen hier untersuchten Algorithmen wurden jedoch ausschliellich Operatio-
nen auf den Testlisten verwendet, die am effektivsten mit einer verketteten Liste
als Datenstruktur ausgefithrt werden kénnen. Damit zeigt sich, dass die anfing-
liche Wahl des Red-Black-Trees als Struktur nicht optimal ist.

Um an dieser Stelle noch einmal einen Uberblick iiber die Ergebnisse bei den
einzelnen Operationen zu geben, sind hier die ermittelten Werte fiir das asymp-
totische Laufzeitverhalten und die Lénge der Testlisten aufgelistet.

maximale Lénge
Funktion asymptotische Laufzeit der Ergebnisliste
Traversieren n unverdndert
Kopieren n n
Vereinigung n+m n+m
Negation n unverandert
Skalierung n unverdndert
Shift n unverdndert
Lift 1 n+1
Subtraktion n—+m n+m
Minimum n+m 2(n+m)
Maximum n+m 2(n+m)
SupSimple n 2n
Minimum§Split ((logy m)? + (logy n)?) - mn | (log, (mn) + 2) - nm
MaximumRequest | ((log, m)? + (log, n)?) - mn | (log, (mn) +2) - nm

Tabelle 5.1: Laufzeiten und Ergebnisgréfien der Teilfunktionen

5.4 Tasktransformation

In Abbildung 3.6 wurde bereits eine vollstéindige Tasktransformation mit den
vor- und nachbereitenden Operationen dargestellt. Dort werden die Ankunfts-
kurven vor dem Betreten des Taskknotens mit der Ausfithrungszeit des Tasks
und nach dem Verlassen mit dem Kehrwert der Ausfithrungszeit skaliert. Be-
trachtet man dies auf der Systemebene, so muss jede Ankunftskurve, die von
einem Task zu einem anderen fiihrt, zweimal skaliert werden. Kombiniert man
jedoch diese Skalierungen, wie es in Abbildung 5.10 zu sehen ist, so spart man
sich fiir jeden Taskknoten eine Skalierungsoperation.

Es muss daher fiir jeden Taskknoten die Skalierung aller Ankunftskurven, deren
Addition und schlielich die Berechnung der ausgehenden Ankunfts- und Ser-
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Abbildung 5.10: Reduzierung der Skalierungsoperationen

vicekurven durchgefiihrt werden. Alle beteiligten Kurven bestehen dabei aus je
zwei Testlisten, die die oberen und unteren Grenzen darstellen. Fiir die Komple-
xitdtsanalyse miissen nun fiir alle beteiligten Testlisten die maximalen Lingen
ermittelt werden, um daraus die maximale Laufzeit der einzelnen Berechnungen
zu bestimmen. In Abbildung 5.11 sind séimtliche Operationen im Zusammenhang
zu sehen. Dabei sind alle Kurven in obere und untere Grenze unterteilt, die mit
den maximal moglichen Langen beschriftet sind. Die Liangen der eingehenden
unteren Ankunftskurven sind dabei a} bis al,, die der oberen Ankunftskurven
a} bis a¥ und die der unteren und oberen Servicekurve b' und b.

Die Herleitung der Testlistenléngen fiir die ausgehenden Kurven erfolgt in den
folgenden Unterabschnitten. Zudem wird die Laufzeit der einzelnen Operationen
und schlieBlich der gesamten Tasktransformation ermittelt.

b 8’
a a /—m 7
a 1o 1o R N R
1" a’ ; I I i 1 !

1 7 1 a a' =(log,(b Za,)+2)~b Zai
A 3 B - =i N
. . = . [} S u Wl N u S

a ® a - 2 a; a“=(2b b'~Z]: ai~log2(4b'~;ai))
&, =9 T - .
an an
\—/

Abbildung 5.11: Die Operationen einer Tasktransformation
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5.4.1 Vorbereitende Operationen

Die Laufzeitkomplexitét der Skalierung zu bestimmen ist relativ einfach, da alle
eingehenden Ankunftskurven unabh#ngig voneinander skaliert werden. Daher
ergibt sich die Gesamtlaufzeitabschitzung aus der Summe der Einzelabschiit-
zungen. Mit dem Ergebnis aus Abschnitt 5.3.5 ist dies O(Y_;_, (al + a¥)). Die
Léngen der Testlisten dndern sich dabei nicht.

Bei der Addition ist dies etwas schwieriger. In Abschnitt 5.3.3 wurde die Ad-
dition zweier Testlisten vorgestellt. Hier sollen jetzt jedoch n Testlisten addiert
werden. Um dies zu realisieren, kann man die Addition zweier Testlisten als
Primitive benutzen und daraus die Addition von n Testlisten aufbauen. Ein an-
derer moglicher Weg ist, die Addition zu generalisieren und eine neue Funktion
zu entwickeln, die direkt die Vereinigung von n Listen durchfiihrt.

Es ist davon auszugehen, dass in vielen Fillen die Anzahl der Quellen, die einen
Task aktivieren kénnen, vergleichsweise gering ist, und die Art der Implementie-
rung der Addition daher fiir die Laufzeit der Gesamtanalyse relativ unbedeutend
ist. Der Vollstédndigkeit halber wird auch die Laufzeit dieser Operation nun ni-
her untersucht. In der Implementierung dieser Arbeit wurde ein recht einfacher
Algorithmus verwendet, der die bindre Addition als Primitive verwendet. Daher
werden die Moglichkeiten dieses Ansatzes nun vertieft betrachtet.

Binire Addition als Primitive

Bei der Aufsummierung mehrerer Zahlen macht man sich normalerweise keine
Gedanken dariiber, in welcher Reihenfolge dies geschieht, da es meistens keine
Auswirkungen auf das Ergebnis oder die Laufzeit hat. Nun darf man allerdings
nicht den Fehler machen und dies auch bei den Testlisten voraussetzen. Hier
kann die Laufzeit sehr stark mit der Reihenfolge der Additionen variieren. Das
soll an einem kleinen Beispiel gezeigt werden.

1  public TestList addN(TestList[] testlists) {
2 TestList result = new TestList();

3 for (TestList tl : testlists) {

4 result.addTestList (tl);

5 ¥

6 return result;

7

}
Listing 5.12: Naive Implementierung der Addition

Wie in Abschnitt 5.3.3 erwihnt,

liegt die Laufzeit der Addition Lénge
zwzier TestOli(sten de;r Liangen a; | Jteration Laufzeit von result
und a; in O(a; + a;). Eine naive 7 7 7 7
Implementierung der Addition von é p C_L’_l ;? 13_2 T j} ; C_LE ”,
n Testlisten kénnte nun wie in Lis- et gt
ting 5.12 aussehen. 3 D1 O D ie1 G
Fiir diese Implementierung ist in :

der nebenstehenden Tabelle aufge- ol ST al ST al

listet, wie die Laufzeitabschétzung
fir die einzelnen Iterationen bei
der Addition der unteren Ankunftskurven ist. Das geschieht auf Basis der Lauf-
zeitabschitzung der Addition zweier Testlisten. Zudem ist eingetragen, wie sich
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die Lange der result-Liste dabei entwickelt.
Fiir die Gesamtlaufzeit muss nun einfach die Laufzeit aller Iterationen aufsum-
miert werden:

(n—l)-all—l—(n—l)~a12+(n—2)-a§—|—...+1-a£1:Z((n—i)-aé)—aé (5.7)

i=1

Nun kann man sich als Beispiel einen Task mit sieben eingehenden Ankunfts-
kurven vorstellen, deren Testlisten fiir die untere Grenze die Léangen 10, 20, 22,
25, 40, 300 und 500 haben.

Fiihrt man die Additionen nun aufsteigend sortiert nach den Lingen der Listen
durch, so ergibt der obige Term einen Wert von

1610=6-104+6-20+5-224+4-254+3-40+2- 300+ 1 - 500.
Macht man es jedoch mit absteigender Sortierung erhélt man
9216 =6-5004+6-300+5-404+4-25+3-22+2-204+1-10.

Der Grund fiir den hoheren Wert im zweiten Fall liegt darin, dass die Elemente
der ldangsten Liste gleich zu Beginn in die result-Liste einflielen und danach
bei jeder Iteration beachtet werden miissen. Es sollten also immer die kiirzes-
ten Listen zuerst addiert werden, um den giinstigsten Fall zu erhalten. Das gilt
auch fiir Zwischenergebnisse. Der Wert von 1610 ldsst sich fiir dieses Beispiel
némlich noch weiter reduzieren. In den umrahmten Knoten des Baumes in Ab-
bildung 5.12(a) ist die Lénge der result-Liste nach jeder Addition eingetragen.
Die Kinder eines solchen Knotens enthalten immer die Langen der Eingabelisten.
Die dort abgebildete Struktur ergibt sich, da die Testlisten in der Reihenfolge
ihrer Langen, nacheinander addiert werden. Nun kann man jedoch die result-
Liste wie alle anderen Listen behandeln und sie dynamisch nach jeder Addition
in die Reihe der iibrigen Listen einsortieren. Addiert man jetzt immer die zwei
kiirzesten Listen, so ergibt sich der Baum in Abbildung 5.12(b). Die Laufzeit-

10~ 10>
3 4
20N 20

25 . 22:5.5/
40 . 25

300 Tor7 300

500 500
Laufzeitabschéatzung = 1610 Laufzeitabschiatzung = 1590
(a) statische Sortierung (b) dynamische Sortierung mit der

result-Liste
Abbildung 5.12: Varianten der Addition

abschitzung ergibt fiir diesen Fall einen Wert von 1590. Er ldsst sich ermitteln,
indem die Werte der umrandeten Knoten des Baumes addiert werden. Der Ef-
fekt der dynamischen Sortierung ist hier gering. Er erhoht sich jedoch, je mehr
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sich die Langen der Listen gleichen.

Um nun aber zu einer generellen Laufzeitabschitzung zu kommen, soll hier
betrachtet werden, was passiert, wenn man das Problem mit der Divide & Con-
quer Strategie 16st und immer zwei Testlisten nimmt und addiert. Aus diesen
Ergebnissen nimmt man wieder je zwei und addiert sie, usw. Das ist im fol-
genden Baum dargestellt. In jeder Ebene eines solchen Baumes ist die Summe
der Knoten kleiner oder gleich >, a;. Da sich die Laufzeitabschétzung einer
Addition aus der maximalen Linge des Ergebnisses ergibt, ist dies zugleich auch
die Laufzeitabschétzung fiir alle Additionen in dieser Ebene. Fiir die Gesamt-
laufzeit konnen nun die Laufzeiten aller logy n Ebenen addiert werden. Somit
liegt die Laufzeit der Divide & Conquer Strategie in O(logyn - > 1 a;).

ai
a9 —~—

ay + -+ as
as o

T

ai+ -+ +a,

Gp—1
a

n

Abbildung 5.13: Divide & Conquer Strategie fiir die Addition von n Testlisten

Die Variante des dynamischen Sortieren der Testlisten wird in den meisten Fél-
len wahrscheinlich eine bessere Laufzeit erzielen als die Divide & Conquer Va-
riante. Da fiir sie jedoch hier keine bessere Laufzeitkomplexitdt angegeben wer-
den kann, wird hier die Laufzeitabschitzung der Divide & Conquer-Strategie
verwendet.

5.4.2 Servicekurven

Da die Komplexitétsklassen fiir die Supremumbildung und die Subtraktion zwei-
er Testlisten nun bekannt sind, kann jetzt auch fiir die Berechnung der ausge-
henden Servicekurve die Komplexitét bestimmt werden. In Listing 5.13 ist sehr
einfach zu erkennen, dass diese in O(n+m) liegt, da die Operationen lediglich
sequentiell verkniipft werden miissen. Dabei ist n die Ldnge der Testliste der Ser-
vicekurve und m die der Ankunftskurve. Da das Vorgehen bei beiden Schranken
gleich ist, gilt dies fiir die untere und obere Servicekurve.

Die Lénge der Testliste nach der supSimple-Funktion ist im allgemeinen Fall
maximal doppelt so lang wie die Eingabeliste, die hier eine maximale Linge von
n + m hat. In Abschnitt 4.5.1.2 wurde jedoch gezeigt, dass die Léange im hier
betrachteten Kontext auf n 4+ 2m beschrinkt ist. Dies ist daher die Lénge der
ausgehenden Servicekurve.

S
1 public void calcService(TestList arrivalln, TestList serviceIn) {
2 Testliste difference;
3 n+m difference = serviceln.subTestList (arrival);
4an+2m return TestList.supSimple(difference);
5 }

Listing 5.13: TestList.calcService
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5.4.3 Ankunftskurven

Die untere Ankunftskurve wird allein {iber die minimumSplit-Funktion berech-
net. Daher entspricht der Zeitaufwand und die Lange der resultierenden Testliste
den in Abschnitt 5.3.11 gezeigten Grenzen.

1 public TestList calcUpperArrival(TestList upperArrival, ServiceCurve sc) {
2 // mazimum request

3 TestList tmp = TestList.maximumRequest(sc.getLowerBound(), upperArrival);
5 // minimum split

6 return TestList.minimumSplit(sc.getUpperBound(), tmp);

7}

Listing 5.14: TestList.calcUpperArrival

Fiir die obere Ankunftskurve muss dagegen sowohl die MinimumSplit-, als auch
die MaximumRequest-Funktion ausgefithrt werden. Sei m die Lénge der obe-
ren Ankunftskurve, n die Linge der oberen Servicekurve und s die Lange der
unteren Servicekurve. Dann liegt die Laufzeit der Maximum Request Anwei-
sung in O(((logy m)? + (log, 5)?) - ms) und erzeugt eine Liste mit nicht mehr
als (log, (ms) + 2) - ms Elementen. (vgl. Abschnitt 5.3.13)

Diese Liste ist nun wiederum ein Parameter der minimumSplit-Anweisung. Da-
her ergibt sich hier eine Laufzeit von

<<log2 ((log2 (ms) +2) - ms))2 + (log, n)2> - (logy (ms) +2) - msn

(10g2 ((log2 (ms) +log, 4) - ms>)2 + (log, n)2> - (logy (ms) +2) - msn

2
log, (log, (4ms) - ms)) + (log, n)2> -log, (4ms) - msn

2
log, (log, (4ms)) + logg(ms)) + (log, n)z) -logsy (4ms) - msn

((

_ (<10g2 (1o (4ms) + logy (ms)) + (log, n)2) log, (4ms) - msn
((
((

2
log, (log, (4ms))) +2 - log, (logy (4ms)) - logy(ms) + (log, (ms))2 + (log, n)g)
——
" B c D

-log, (4ms) - msn

Da auf lange Sicht das Wachstum von log, (ms) immer grofler ist als das von
log, (log2 (4ms)), ist dementsprechend auch der Summand C' in der obigen Glei-
chung immer grofler als A und B. Bei der Einordnung der Laufzeitkomplexitét
ist nach dem Wachstum der Laufzeit fiir grole Eingaben gefragt. Somit kon-
nen die Summanden A und B hier ignoriert werden. Daher ergibt sich fiir die
Berechnung der oberen Ankunftskurve eine Laufzeitkomplexitidt von

((log2 (ms))2 + (logy n)z) -log, (ms) - msn (5.8)

Auch die maximale Linge der ausgehenden oberen Ankunftskurve kann mit den
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Formeln aus den vorherigen Abschnitten bestimmt werden:

(log2 ((log2 (ms) +2) - msn) + 2) - (loga(ms) + 2) - msn

= <10g2 (log, (4ms) - msn) + 3) -loga(4ms) - msn
= log, (4msn -log, (4ms)) - loga(4ms) - msn (5.9)

Diese Formel ist relativ uniibersichtlich. Da jedoch eine obere Grenze fiir die
Lénge der Testliste gesucht ist, kann auch eine etwas groflere obere Grenze
angegeben werden, die dafiir einfacher darzustellen ist. Fiir alle m,n,s > 1 gilt
sowohl 4msn > 4ms, als auch 4msn > log, (4ms). Daher ist auch folgende
Formel korrekt:

= log, (4msn - log, (4ms)) - loga(4ms) - msn

< logy (dmsn - dmsn) - logs(dmsn) - msn

= 2-log, (4msn) - loga(4msn) - msn

= 2msn - (log, (4m5n))2 (5.10)

Fiir die Komplexitidtsanalyse einer vollstdndigen Systemanalyse mit dem Real-
time Calculus bietet es sich nun an, diese etwas einfachere Formel zu verwenden.

5.4.4 Gesamtlaufzeit

In der folgenden Tabelle sind die Komplexitétsklassen aller Operationen einer
Tasktransformation aufgelistet.

’ Funktion \ 0o
Addition fi= logy n - il (a; + af)
Skalierung fo= 27:1 (7 ai')
untere Servicekurve f3 = _l i
obere Servicekurve fa= b* + i a;

untere Ankunftskurve | fs5

I
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Tabelle 5.2: Komplexitatsklassen der an einer Tasktransformation beteiligten
Operationen

Um die asymptotische Laufzeit der gesamten Transformation zu erhalten, miis-
sen die einzelnen Laufzeitabschétzungen addiert werden. Dabei kénnen die Sum-
manden ignoriert werden, die fiir steigende Variablenwerte in jedem Fall ei-
ne kleineres Wachstum aufweisen als die verbleibenden Summanden (vgl. Ab-
schnitt 5.1.2).
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Das gilt fiir f1, f2, f3 und fi, da fi < fs + fs, fo < f5 + fs, f3 < fo und
f1 < fs+ f6. Fiir f ist der Fall nicht gleich offensichtlich, weil der Faktor log, n,

so in keinem anderen Term vorkommt Da n jedoch die Anzahl der eingehenden
Servicekurven ist, gilt n < > al und n < 37 Somit gilt weiter:

i=1 'le

fi = logyn-Y (al+al)
=1

< logy (Z a;) - Z ) + log, Z a; Z (af)
i=1 i=1 i=1 i=1
< f5+ fe (5.11)

Die Komplexitéit einer Tasktransformation liegt daher in O(f5 + f). Fasst man
S, al zual und Yi | a zu a“ zusammen so ist dies:

o (((log2 a')?+(log, b)?)-blal+ ((log2 b')%+ (log, (a“b"))Q) ‘log, (a“b")a“b”bl)

(5.12)
Diese obere Grenze fiir die Laufzeit wird spéter auch fiir die Komplexitédtsun-
tersuchung bei der Systemanalyse verwendet. Um das grundsétzliche Wachstum
dieser Funktion etwas intuitiver einordnen zu kénnen, kann jedoch eine grofere,
aber iibersichtlichere obere Grenze angegeben werden durch:

O(fs + fs) C O((log2 (blbuala“))2 : blb“ala“>. (5.13)

Fiir die Komplexitdtsanalyse einer vollstdndigen Systemanalyse sind auch wie-
der die Léngen der Ergebnislisten interessant. Sie sind in der folgenden Tabelle
noch einmal zusammengefasst.

| Kurve \ maximale Anzahl an Elementen |
untere Servicekurve b +23 " al
obere Servicekurve b +2>7" al
untere Ankunftskurve | (log, (b’ - Z? d)+2) 003" dl
obere Ankunftskurve | 267" -7 | a¥ - logs (406" - > i alt)

Tabelle 5.3: Maximale Langen der ausgehenden Testlisten

5.5 Systemanalyse

5.5.1 Worst Case Szenario

Bei den bisherigen Untersuchungen zur Komplexitit konnte die Laufzeit der
Algorithmen oder die Lange der Ergebnisliste fiir einfache Funktionen meistens
direkt aus dem Quellcode abgeleitet werden. Bei aufwendigeren Operationen,
wie der MinimumSplit-Funktion, musste zudem noch die Vorgehensweise der
Algorithmen tiefer durchleuchtet werden.
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Abbildung 5.14: Ausgeschlossene Verkniipfung zweier Tasks

Bei der Komplexitidtsbestimmung einer vollstdndigen Systemanalyse treten je-
doch neue Probleme auf. Bisher wurden die Worst Case Laufzeiten der Algorith-
men durch die O-Notation in Klassen eingeteilt. Der Wert, der dabei angegebe-
nen Funktion, ist immer abhéngig von den Groflen, die die Laufzeit beeinflussen.
Bei der Systemanalyse stellt sich jedoch heraus, dass es schwierig sein kann, sinn-
volle Groflen zu finden. Warum das so ist, soll im Folgenden erldutert werden.
Generell kann man bei der Komplexitéitsanalyse in einem ersten Schritt syste-
matisch vorgehen und die Parameter der Problembeschreibung betrachten. Von
diesen beeinflussen oft nur sehr wenige essentiell die Laufzeit. In diesem Fall ist
das Problem durch eine Beschreibung des Systems mit allen Tasks, Verarbei-
tungseinheiten, Service- und Ankunftskurven gegeben. Da die in dieser Arbeit
beschriebenen Berechnungen immer nur fiir einen Taskknoten durchgefiihrt wer-
den, ist es offensichtlich, dass die Anzahl der Tasks ein grundlegender Faktor
fiir die Laufzeitabschitzung ist.

Wenn man nur die Anzahl der Tasks als Kriterium verwendet, so muss man fiir
die Bestimmung der asymptotischen Worst Case Laufzeit davon ausgehen, dass
die Tasks durch die ungiinstigste Konstellation von Ankunfts- und Servicekur-
ven miteinander verbunden sind. Die einzigen Beschrinkungen bestehen darin,
dass der Graph keine Zyklen aufweisen darf und nur Scheduler mit statischen
Prioritéiten verwendet werden (vgl. Abschnitt 3.3). Jeder Task hat daher immer
nur genau eine ausgehende Servicekurve, die nur zu genau einem weiteren Task
fithrt, der wiederum nur diese eingehende Servicekurve besitzt. Aulerdem soll es
keine zwei Ankunftskurven geben, die sowohl einen identischen Quell- als auch
Ziel-Task haben, da eine solche Verwendung zum Einen in der Praxis sinnlos
ist und zum Anderen durch die Skalierung einer der beiden Kurven zu einer
zusammengefasst werden kann (s.Abbildung 5.14).

Die Einschréankungen beziiglich der Wahl der Scheduler und der Zyklenfreiheit
sind nicht unerheblich. Daher stellt sich die Frage, inwieweit die genaue Bestim-
mung der Laufzeitkomplexitit unter diesen Einschrinkungen niitzlich ist. Da
sie sich zudem als duflert schwierig erweist, wird hier nur darauf eingegangen,
welche Laufzeitcharakteristika durch verschiedene Teilkonstrukte entstehen. Fiir
die genaue Komplexitéatsbestimmung soll hier lediglich aufgezeigt werden, worin
die Probleme der Berechnung bestehen.

Ein Problem zeigt sich, wenn man die Laufzeit hauptsichlich in Abhingigkeit
von der Anzahl der Tasks ermitteln mochte. Hier ist nun der schlimmstmogli-
che Fall gesucht. Dieser tritt ein, wenn die Laufzeiten der Tasktransformations-
Berechnungen fiir alle Tasks in der Summe maximal sind. Wie aus dem vorheri-
gen Abschnitt ersichtlich, miissen dafiir die Testlisten der eingehenden Kurven
fiir die Tasks maximale Lange haben. Bei nur einem Task ist dieser Fall trivi-
al zu konstruieren, wie in Abbildung 5.15a bei 71 zu sehen ist. Fiigt man nun
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Abbildung 5.15: Worst Case Verkniipfungen bei a) einem Task, b) zwei Tasks
und c) vier Tasks

noch einen weiteren Task 75 hinzu, so muss dieser so angeordnet werden, dass
er moglichst lange Eingabelisten erhélt. Das sind in diesem Fall die ausgehen-
den Testlisten von 7. Da ein Task jedoch mehrere Ankunftskurven besitzen
kann, kénnen auch externe Taskaktivierungen hinzugefiigt werden (s. Abbil-
dung 5.15b). In einem solchen System sind unter der Worst Case Annahme die
ausgehenden Testlisten von 75 die ldngsten Listen. Sie konnen aber nicht als
Eingabe des vorherigen Tasks 77 dienen, da sonst ein Zyklus im Graph entsteht.
Sollte jedoch noch ein weiterer Task 73 dem System hinzugefiigt werden, so
kann die ausgehende Servicekurve von 7o als Eingabe von 73 dienen, da sie die
lingste im System ist. Fiir die eingehenden Ankunftskurven des neuen Tasks
konnen dagegen alle ausgehenden Ankunftskurven der vorherigen Tasks, sowie
die externen Ankunftskurven dienen. Daher ergibt sich fiir den schlimmsten Fall
eine verkettete Struktur, wie sie in Abbildung 5.15¢ zu sehen ist.

Mit den bisher gemachten Annahmen

spricht theoretisch nichts gegen eine sol- 4

che Konstruktion. Es ist jedoch hochst = o
fraglich, ob ein solcher Fall jemals auch

nur ansatzweise in der Praxis auftreten 01

wird. Aus der Abbildung 5.15¢ ist zu
erahnen, dass die Anzahl der Eingénge
der Additionsblécke vor den Taskknoten
mit der Anzahl der Tasks steigt. In der
Praxis diirfte jedoch zu erwarten sein,
dass ein Task meistens von nur einer oder
sehr wenigen Quellen aus aktiviert wird.
Daher bietet es sich an, die maximale
Anzahl der eingehenden Ankunftskurven
eines Taskknotens als Parameter fiir die
Komplexitéitsfunktion zu verwenden. In
Abbildung 5.16 ist der schlimmste Fall 8chenden Ankunftskurve
dargestellt, wenn jeder Task nur eine An-

kunftskurve hat.

Abbildung 5.16: Worst Case Ver-

kniipfungen mit maximal einer ein-
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Mit den Formeln aus Tabelle 5.3 lassen sich nun fiir dieses Beispiel die maxima-
len Léngen aller beteiligten Testlisten berechnen. Damit ldsst sich dann auch die
Worst Case Laufzeit ermitteln. Aber selbst fiir den relativ einfachen Fall, der
in Abbildung 5.16 zu sehen ist, werden die Formeln, die sich fiir die einzelnen
Testlisten ergeben, sehr schnell uniibersichtlich.

Nachfolgend sind die Formeln fiir die Langen der ausgehenden Kurven der ers-
ten zwei Tasks zu sehen. Dabei bezeichnen a; und a, die Langen der oberen und
unteren initialen Ankunftskurve «; entsprechend sind b; und b, fiir die initiale
Servicekurve § definiert. Fiir jede weitere Ankunftskurve «; oder Servicekurve
B; werden diese Werte durch a;; und a,,; bzw. b;; und b, ; dargestellt.

a1 = ba-log, (4bar)
ay1 = 2bbyay -log, (4bibyay,)
biip = b+ 2a,
bui = by +2q
a2 = (b +2ay) b - log, (4ba;) - logy (4(by + 2ay,) - by - log, (4bjay))
ay2 = 2(bi + 2ay)(by + 2a;) - 2bibyay, - logy (4bbyay,)
-logy (4(bl + 2ay)(by + 2a;) - 2bjbyay, - log, (4blbuau))
bio = b +2ay,+2-2bbya, - logy (4bbyay,)
buo = by+2a;+2-bay-log, (4bar)

Man sieht sehr gut, dass diese Formeln sehr schnell wachsen und es nicht ein-
fach ist, sie zusammenzufassen und eine generelle, nicht iterative Formel fiir
ag,i, Gy, by; und by ; herzuleiten. Dennoch ldsst sich hier einiges ablesen.

Der uniibersichtliche Aufbau der Formeln riihrt zu einem groflien Teil von den
verschachtelten Logarithmusfunktionen her. Wenn nun der logaritmische An-
teil der Formeln mit 1 gleichgesetzt wird, so wiirden diese Formeln nicht mehr
den schlimmsten Fall beschreiben. Allerdings lésst sich selbst dann noch zeigen,
dass nach diesen Formeln die Testlisten ein exponentielles Wachstum aufweisen.
Mit den angesprochenen, abgeédnderten Formeln ergeben sich in die maximalen
Léngen der ausgehenden Ankunftskurven durch:

aiiy1 = bii-a; (5.14)
Gy i+1 = 2. bl,ibu,i * Qu,i (515)

Berechnet man mit diesen Formeln die Léingen der Listen im Beispiel so ergibt
sich nun:

a1 = b
Gy, = 2bbyay
bip = b +2a,

bu71 = b, +2q
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a2 = (b +2ay) - ba
= b%al + 2bjaja,,
a2 = 2(bi+2ay) - (by + 2a;)(2bibya.,)
= 2°b7bla, + 2°biaa, + 28002 a2 + 2*bib,aia’
bl = b+ 2a, +2%bya,
bu2 = by +2a;+2ba
arz = (b +2ay + 2°bibyay)(bia; + 2bjajay,)
= b?al + Qb%alau + QQb?bualau + ZBb%bualai
Ay,3 =  2(bi+2au+2%bibyan)(bu+2a+2b1a;) (2267 by ay+2b1by ajay+2°bbya’+2%b byaral)

= 250502 a, +2%b2b% a?a, +28b7b2 a2 4256202 aya? +24 b3 by araqy, +2°b2 b, a2 a, +21 002 b, ara?
+212b12 by alz ai+24 b?al ay+2° b?bua?au—&-wa? byag ai+26 b;’ by alz ai+25bl bi a; ai
+2%b,b2 a3 428602 aja +2%b,b,af a? +25b, by ara +27b by af a3 425070, a1a3 +27b7 by afa
+2%0363 a2 4206763 aya? +2°6763 a2 1276763 ara +250302 aja 4276702 a?a?

T121,2 3 832;2 2 3 63472 2 7131,2 .2 2 71312 3 8;3;2 2 3
+2°07b3, aray, +27b by ajay, +2°br by aray, +27 b7 b ag ay, +27b by aray, +27by by af ay,

bis = b+ 2ay, +2%bya, + 280702 a, 4+ 2* b ara, + 24002 a2 + 2°bibyaia’
busz = by +2a;+2bja; + Qb%al + 22bha5a,

Auch diese Formeln werden schnell uniibersichtlich, jedoch erkennt man gut,
dass mit den hier gemachten Annahmen iiber den schlimmsten Fall das Wachs-
tum der Testlisten nicht polynomiell begrenzt ist. In der Formel fiir a,, 3 kommt
a,, zum Teil mit dem Exponenten 3 vor, was auf ein Wachstum von etwa al,

schlieflen lédsst. Wenn man die Formeln jedoch noch weitere Iterationen verfolgt,

so stellt sich sogar ein Wachstum von etwa afn) heraus. Dabei wurden diese

Ergebnisse mit vereinfachten Formeln erzielt, bei denen der logarithmische An-
teil entfernt wurde. Daher werden auch die Originalformeln ein exponentielles
Wachstum erzeugen.

Das Ergebnis ist nicht sehr aufmunternd. An dieser Stelle bleiben jedoch noch
einige Fragen ungeklart. Vor allem wurde nicht gezeigt, wie gut diese Abschét-
zung ist. Hierbei kann eine Konstruktionsvorschrift helfen, die beliebig lange
Testlisten fiir die initialen Ankunftskurven erzeugt, so dass die Léngen der dar-
aus berechneten Kurven ein exponentielles Wachstum aufweisen.

Um so eine Vorschrift zu finden, sollte man sich erst einmal auf die Suche nach
der Ursache des exponentiellen Wachstums machen. Betrachtet man die For-
meln zur Berechnung der maximalen Testlistenldngen in Tabelle 5.3, so liegt die
Vermutung nah, dass der Grund hauptséchlich in der Berechnung der Ankunfts-
kurven liegt, da bei ihnen die maximale Lénge aus dem Produkt der Langen der
Ankunfts- und Servicekurven gebildet wird. Bei den Servicekurven wird hieraus
lediglich die Summe gebildet.

Diese Vermutung wird bestérkt, wenn man sich die Listenléngen fiir Félle an-
schaut, in denen die Tasks entweder nur iiber ihre Servicekurven oder nur iiber
ihre Ankunftskurven miteinander verkniipft sind.
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5.5.2 Einfluss der Servicekurven

Sind die Tasks nur durch ihre Servicekurven voneinander abhéngig, ergibt sich
mit den hier getroffenen Annahmen das Beispiel eines Einprozessorsystems. Dies
ist in Abbildung 5.17 zu sehen.

Es sollen nun die maximalen Langen der beteiligten
Listen ermittelt werden. Dabei bezeichnen auch hier
aii, Qy,i, by, und by, ; die maximalen Langen der Testlis-
ten von «; und ;. Die initiale Servicekurve des Prozes- Bo
sors ist Bp. Sie wird fiir beide Grenzen durch ein einzel- o,
nes Testlisten-Element dargestellt, das einen Gradienten
mit Steigung 1 beschreibt. Mit den bekannten Formeln 3
ergibt sich daher fiir die weiteren Servicekurven: !

()
21 |
b = 14264, B2
bu,l = 1+ 20,1’1 o3
bl = T+4+2au1+2au2 - @ —
bu’g = 1+ 20,171 + 261[,2 :ﬁ?)
bis = 142041+ 2042 + 2043 .
bu,3 = 1+ 2a171 -+ 2(],[,2 + 20,1’3 N 'ﬁnfl
& | [
= ﬁn
b = 1+2) au;
’ff Abbildung 5.17: Ein-
bun = 142 Z ari prozessorsystem
i=1

Anstatt die Werte fiir jede Ankunftskurve zu beriicksichtigen, kann eine Uber-
approximation vorgenommen werden, indem als Linge fiir jede Ankunftskurve
die maximale Lange aller Ankunftskurve verwendet wird:

a; = max{a;;, 1<i<n} a,, = max{a,;, 1<i<n}

Eine solche Vorgehensweise ist insbesondere bei periodischen Tasks sehr praxis-
nah. Werden fiir alle Tasks die gleiche Anzahl an Perioden exakt dargestellt, so
haben tatséchlich alle Ankunftskurven die gleiche Lénge. In diesem Fall wiirden
a; und a, den Grad der Approximation angeben. Mit dieser Annahme ergibt
sich fiir die maximalen Léngen der Servicekurven:

bl7i:1+2.i.au bu,Z:1+2’La/l

Damit und mit der Komplexitéitsfunktion fiir die Laufzeit einer Tasktransfor-
mation aus Gleichung 5.12 kann nun eine Abschéitzung fiir die Gesamtlaufzeit
aller Tasktransformationen gemacht werden. Dazu werden die Laufzeiten aller
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n Tasktransformationen addiert:

I
—_

n

2
((<1og2 ar)>+(logy b)) -bi,sar + ((1og2 b10)*+ (logy (aubu.i)) )-1og2 (aubu,i)-aubu,ibz,i)

.
Ho

3

2
= < (log, ap) (log2 (1+2iau)) )~(1+2iau)al

1=

o
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Fiir die Angabe der Komplexitétsklasse ist wiederum nur der am stérksten wach-
sende Summand ohne konstante Faktoren interessant. Daher liegt die Komple-
xitét bei der hier betrachteten Taskverkniipfung in O(na3a?) und ist somit
polynomiell begrenzt. Da es sich dabei um ein Einprozessorsystem handelt, das
mit statischen Prioritdten geplant wird, kann so auch gezeigt werden, dass die
approximierte Analyse in einem solchen Fall in polynomieller Zeit durchgefiihrt

werden kann.

5.5.3 Einfluss der Ankunftskurven

Mit dem Ergebnis aus dem letzten Abschnitt ist nun offensichtlich, dass die
Berechnung der Servicekurven nicht die alleinige Ursache fiir das exponentielle
Wachstum der Testlisten aus dem ersten Beispiel sein kann. Ahnlich wie beim
Einprozessorsystem soll nun betrachtete werden, was sich ergibt, wenn die Tasks
nur iiber ihre Ankunftskurven miteinander verkniipft werden.

Wenn man nun versucht, ein System analog zu dem Beispiel im vorherigen Ab-
schnitt aufzubauen, so ergibt sich ein System, wie es in Abbildung 5.18 zu sehen
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Abbildung 5.18: Verkniipfung der Tasks ausschliefSlich iiber ihre Ankunftskurven

ist. Da Beziehungen nur iiber Ankunftskurven hergestellt werden, erhilt jeder
Task die initiale Servicekurve mit Steigung 1 als Eingabe. Daher ergibt sich im
Hinblick auf das Beispiel des Einprozessorsystems hier genau der entgegengesetz-
te Extremfall, in dem jeder Task auf einem separaten Prozessor untergebracht
ist. Es zeigt sich allerdings, dass ein solches System ungiinstig ist, um das ex-
ponentielle Wachstum der Formeln zu untersuchen. Die initialen Servicekurven
stellen einen sehr speziellen Fall dar. Sie bewirken, dass sich die Ankunftskurven
nur bei der ersten Tasktransformation &ndern. Danach sind fiir jeden Taskkno-
ten eingehende und ausgehende Ankunftskurven identisch. Demnach ldsst sich
so auch kein exponentielles Wachstum dieser Kurven finden.

Dies lasst sich durch eine leichte Anpassung des Beispiels dndern. Dabei werden
nun jeweils zwei der n Tasks auf jeden Prozessor untergebracht. Die Verkniipfung
durch die Ankunfts- und Servicekurven erfolgt wie in Abbildung 5.19 dargestellt.

Die Bezeichnung der Testlistenléngen erfolgt wie bei den vorherigen Beispielen.
Auch hier soll fiir die Berechnungen wieder davon ausgegangen werden, dass alle
Ankunftskurven, die als Eingabe fiir das System dienen, die gleiche Lingen a;
bzw. a, haben.

Bei der Untersuchung des Einflusses der Servicekurven wurde eine Obergren-
ze fiir die Laufzeit bei der Analyse von Einprozessorsystemen ermittelt. Das
ist auch sinnvoll, da solche Systeme fiir die Praxis relevant sind. Die System-

n+1
—

| }

Abbildung 5.19: Durch die Konstruktionsvorschrift gegebener Taskgraph
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Konstruktion in Abbildung 5.19 ist jedoch praktisch wahrscheinlich weniger re-
levant. Daher ist hier auch keine Obergrenze fiir die Laufzeit gesucht. Es kann
nun jedoch mit diesem generischen Tasksystem leicht eine Vorschrift angege-
ben werden, die fiir eine beliebige Linge der initialen Ankunftskurven a; bis
az 11 und eine beliebige Anzahl an Tasks die Ankunftskurven so generiert, dass
die Laufzeit der Systemanalyse exponentiell von der Anzahl der Tasks abhéngt.
Diese Konstruktionsvorschrift soll nun dargestellt werden.

Die initialen Servicekurven 3 bis 3z bestehen aus einem einzigen Segment der
Steigung 1 und haben daher die Lénge 1. Die Ankunftskurven a; bis az iy
stellen jeweils periodische Taskaktivierungen dar, die fiir a Perioden exakt dar-
gestellt werden und anschliefend approximiert werden. Daher haben die oberen
Grenzen dieser Kurven eine Linge von a + 1. Der generische Aufbau dieser An-
kunftskurven ist in Abbildung 5.20a fiir a = 3 dargestellt.

Der Task 72 hat eine besondere Rolle seine Periode und Ausfithrungszeit ist frei
wihlbar. Seine Periode wird im weitere mit T'» und die Ausfiihrungszeit mit
Cz bezeichnet. Fiir die Perioden und die Ausfiihrungszeiten der Tasks 71 bis
7z _1 soll nun gelten:

Ci
T, = a T+ —4— (5.16)
1= Tit1
Ci
C; = a- Ci+1 + 72714_1 (517)
1= Tit1
Desweiteren soll fiir 72 1 gelten:
C
T%-i—l = a - Tl =+ 101 (518)
T T
C
C%+1 = a-Ci1+ 101 (5.19)
=7

Berechnet man nun fiir die Tasks von 71 bis 72 die unteren ausgehenden An-
kunftskurven, so zeigt sich, dass diese immer eine Linge von 2a + 1 haben (vgl.
Abschnitt 5.4.2):

=2 +1, “<i<n 5.20
0 -

Der Aufbau dieser Kurven ist ebenfalls fiir a = 3 in Abbildung 5.20b dargestells.
Dort sind auch alle Léngen eingetragen, die fiir die weiteren Uberlegungen not-
wendig sind.

In der Abbildung 5.20c ist die Berechnung der unteren Ankunftskurve von 7z ;4
grafisch dargestellt. Dazu sind die verschobenen Verlaufe v; (5% 4i) bis vg (ﬂg +i)
der eingehenden unteren Servicekurve eingezeichnet. Da die verschobenen Ver-
ldufe der Ankunftskurven in diesem Fall keine Auswirkungen auf das Ergebnis
haben, sind sie nicht in der Zeichnung abgebildet. Hier l4sst sich nun die Begrﬁn—
dung fiir die Gleichungen 5.18 und 5.19 erkennen. Die Ankunftskurve an 4 ist
eine Treppenfunktion. Durch die obige Wahl der Periode und Ausfuhrungszelt
wird jede Treppenstufe so dimensioniert, dass der Verlauf der eingehenden un-
teren Servicekurve vom ersten bis zum letzten Testlisten-Element genau einmal
unter eine Treppenstufe passt. Da die Servicekurve an den Beginn jeder Trep-
penstufe geschoben wird, ergibt sich fiir die ausgehende unterer Ankunftskurve
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a) Aufbau der eingehenden oberen Ankunfts- und unteren Servicekurven
der Tasks 71 bis Tz
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b) Aufbau der ausgehenden unteren Servicekurven der Tasks 71 bis 72
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d) Berechnung der ausgehenden unteren Ankunftskurven von 7z, fiir i > 1

Abbildung 5.20: Aufbau der Kurven in der Konstruktionsvorschrift
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eine Lénge von apzil=a- 2a.

Bei Betrachtung der Abbildung 5.20b erkennt man, dass auch die eingehenden
Servicekurven fiir die Tasks 7241 bis 7, eine Art Treppenfunktion mit abge-
schrigten Stufen beschreiben. Die Servicekurven haben dabei bis Zum letzten
Testlisten-Element immer a Stufen. Die a Stufen der Servicekurve o, n i finden
sich daher auch in Abbildung 5.20c unter jeder der a Stufen der Ankunftskur-
ve al% 4+1- Somit hat die berechnete, ausgehende untere Ankunftskurve al% 12
also a - a Stufen und ihre Testliste daher 2a? Elemente. Aufgrund der Gleichun-
gen 5.16 und 5.17 sind diese Stufen wiederum so dimensioniert, dass der Verlauf
der unteren Servicekurve ﬁl% 4o bis zum letzten Testlisten-Element genau ein-
mal unter einer dieser Stufen passt. Dies ist in Abbildung 5.20d dargestellt. Die
Berechnung der unteren ausgehenden Ankunftskurve von 72 ;5 verhélt sich also
wie die bei 72 11. Dies gilt auch fiir alle weiteren Tasks.

Daher ergeben sich fiir die Ankunftskurven al% 41 bis al, folgende Lingen:

aj, 241
al,%+2 = a-a
i—n
ay; = a 2
Alpn—1 = CLE !
a, = a2 (5.21)

Anhand der Gleichung 5.21 ist nun ersichtlich, dass bei der hier gegebenen Kon-
struktionsvorschrift die Lénge der eingehenden unteren Ankunftskurve exponen-
tiell von der Anzahl der Tasks abhéingig ist. Da die Algorithmen zur Berechnung
der ausgehenden Kurven immer iiber die vollstdndigen Testlisten iterieren, ist
damit auch gezeigt, dass bereits die Laufzeit zum Iterieren der Listen exponen-
tiell von der Anzahl der Tasks abhéngt.

In den meisten vorherigen Abschnitten wurde zur Laufzeitabschitzung eine
Obergrenze mittels der O-Notation angegeben. Mit dem hier gew#hlten Vor-
gehen ist als Ergebnis dagegen gezeigt, dass ein exponentielles Wachstum in
der Praxis erwartet werden muss, da hier Systeme gefunden wurden, die dieses
Wachstum aufweisen.

Bei einem solchen Vorgehen wird durch die Konstruktionsvorschrift jedoch nur
eine sehr kleine und spezielle Teilmenge der moéglichen Systeme betrachtet. Bei
Aussagen iiber die in der Praxis zu erwartenden Laufzeiten sollte daher diese
Teilmenge beziiglich ihrer praktischen Relevanz bewertet werden.

Der prinzipielle Aufbau der Systeme, so wie es in Abbildung 5.19 dargestellt ist,
ist hauptséchlich auf diese Weise angelegt worden, um eine verkettete Aktivie-
rung von Tasks auf verschiedenen Verarbeitungseinheiten zu erreichen. Das ist
so oder so dhnlich bei verschiedenen Anwendungen durchaus hiufiger zu erwar-
ten. Zudem treten in der Praxis zu einem grofien Teil auch periodische Tasks
auf. Die Relevanz der weiteren Taskparameter ist dagegen fraglicher. Durch die
Gleichungen 5.16 und 5.17 ergibt sich eine exponentielle Verteilung der Peri-
oden und Ausfiithrungszeiten der Tasks. Zudem ist diese Verteilung entlang des
Kontroll- und Datenflusses des Systems geordnet. Das ist eine sehr spezielle Ei-



96 KAPITEL 5. KOMPLEXITATSANALYSE

genschaft, die bei durchschnittlichen Systemen nicht zu erwarten ist.

An dieser Stelle bieten sich daher verschiedene weiterfiihrende Mafinahmen an,
die in zukiinftigen Arbeiten behandelt werden kénnen. So kénnen die Bedingun-
gen, die ein exponentielles Wachstum erzeugen, detailierter untersucht werden,
um entweder eine Konstruktionsvorschrift zu finden, die eine héhere praktische
Relevanz hat und ebenfalls ein exponentielles Wachstum ergibt, oder zu zeigen,
dass das exponentielle Wachstum eben nur in Sonderfiillen auftritt. Zur weiteren
Untersuchung ist auch eine statistische Analyse sinnvoll, um durchschnittliche
Werte zu erhalten und Aussagen iiber verschiedene Wahrscheinlichkeiten treffen
zu konnen.

Es zeigte sich bei der Komplexitidtsuntersuchung einer Systemanalyse, dass ge-
nerell davon auszugehen ist, dass die Laufzeit exponentiell anwachsen kann. Bei
den genaueren Betrachtungen zum FEinfluss der Service- und Ankunftskurven
stellt sich allerdings heraus, dass die Servicekurven nicht der ausschlaggebende
Faktor fiir das exponentielle Wachstum sind. Es wurde sogar gezeigt, dass die
Analyse eines Einprozessorsystems in polynomieller Zeit durchgefiihrt werden
kann, wenn die Tasks nur {iber ihre Servicekurven miteinander verbunden sind.
Dagegen ergibt sich durch die gegebenen Konstruktionsvorschrift, dass beliebig
grofle System erzeugt werden kénnen, die aufgrund ihrer Ankunftskurven eine
exponentiell wachsende Laufzeit aufweisen.

Um eine genauerer Aussage iiber die Laufzeit einer Systemanalyse zu erhalten,
bietet es sich daher fiir zukiinftige Arbeiten an, eine Obergrenze fiir die Laufzeit
zu finden, die als einen Parameter die Tiefe des Taskgraphen in Richtung der
Ankunftskurven hat.



Kapitel 6

Fazit

In dieser Arbeit wurden die in [| entwickelten Algorithmen in einem Java-
Framework umgesetzt. Anhand dieser Implementierung wurde systematische die
Komplexitat der einzelnen Teilfunktionen bestimmt. Dies geschah in einem ers-
ten Schritt immer strukturiert anhand des Quellcodes. In einem weiteren Schritt
wurde wenn notig das dynamische Verhalten der zugrunde liegenden Daten-
strukturen ausfiihrlich betrachtet, um hieraus Riickschliisse auf die maximale
Laufzeit der Funktion zu ziehen. Dabei wurde die Bestimmung in Abhéngigkeit
von zwei verschiedenen Datenstrukturen vorgenommen, die als Grundlage der
Problembeschreibung dienen. Auf diese Weise konnte die optimalere Struktur
ermittelt werden.

An einigen Stellen wurden Probleme und Lésungsmdoglichkeiten im Zusammen-
hang mit der FlieBkommaarithmetik innerhalb der Algorithmen aufgezeigt. Da
es in diesem Themengebiet umfangreiche Moglichkeiten zur Optimierung der
Algorithmen gibt, bietet es sich an, die Implementierung in einer weiteren Ar-
beit mit diesem Schwerpunkt zu untersuchen und zu optimieren.

Desweiteren wurde durch die Komplexitdtsanalyse ein sehr tiefer Einblick in die
Arbeitsweisen und das Verhalten der unterschiedlichen Funktionen gewonnen.
Als eine Kernaussage zeigte sich, dass die Berechnung einer Tasktransformation
- das zentrale Konzept des Realtime Calculus - in polynomieller Zeit durchge-
fithrt werden kann.

In einem weiteren Schritt wurde auch das Zusammenspiel mehrere Tasktrans-
formationen ausfiihrlich untersucht. Dabei zeigte sich, dass fiir einen Taskgra-
phen im generellen Fall die Laufzeit der Analyse exponentiell von der Grofie
des Graphen abhéngig ist. Anhand von Beispielen und generellen Konstrukti-
onsvorschriften konnte zudem gezeigt werden, dass die Ankunfts- und Service-
kurven hierbei sehr unterschiedlichen Einfluss auf die Laufzeit haben. In diesem
Zusammenhang wurde eine Klasse von realisierbaren Systemen ermittelt, bei
denen durch die Verkniipfungen der Ankunftskurven die Laufzeit der Analyse
exponentiell von der Anzahl der Tasks abhéingt.

Die Systemanalyse bietet jedoch fiir zukiinftige Arbeiten noch geniigend Raum,
um die Komplexitit fiir verschiedene Klassen von Anwendungen und Faktoren
detailiert zu untersuchen.
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