
Björn D. Salz

Ringe, topologische Vektorräume,
Algebren und die Daugavet-Eigenschaft
in JB∗-Tripeln

ABSTRACT. A normed vector space X is said to have the Daugavet property if each
bounded, linear map T : X → X of rank 1 satisfies ∥Id + T∥ = 1 + ∥T∥. A geomet-
ric formulation of this property is well known. BECERRA GUERRERO and MARTÍN
(J. Funct. Anal. 224(2) (2005) 316-337) revealed that if X , X ̸= {0}, is a complex
JB∗-triple or a real form of a complex JB∗-triple, X has the Daugavet property if and
only if X does not possess any division tripotent. Hence a complex JBW ∗-triple or a
real form of it has the Daugavet property if and only if it does not possess any atom. In
particular, therefore, any real or complex von Neumann algebra, if of type II or of type
III, has the Daugavet property. In order to be able — even without special previous
knowledge — to relate to the details of these statements and of related statements, and
to have available a consistent terminology, all of the required mathematical structures
will be explained systematically from scratch — such as nonassociative rings and al-
gebras as well as triple systems. Structures over a scalar field will be treated both for
the field of real and of complex numbers.
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ZUSAMMENFASSUNG. Ein normierter Vektorraum X heißt die Daugavet-Eigen-
schaft aufweisend, wenn jede beschränkte, lineare Rang-Eins-Abbildung T : X → X
die Gleichung ∥Id + T∥ = 1 + ∥T∥ erfüllt. Eine geometrische Charakterisierung die-
ser Eigenschaft ist wohlbekannt. BECERRA GUERRERO und MARTÍN (J. Funct. Anal.
224(2) (2005) 316-337) zeigten, dass, wenn X , X ̸= {0}, ein komplexes JB∗-Tripel
oder eine reelle Form eines komplexen JB∗-Tripels ist, X genau dann die Daugavet-
Eigenschaft aufweist, wenn X kein divisionsminimal tripotentes Element aufweist. So-
mit weist ein komplexes JBW ∗-Tripel oder eine reelle Form desselben genau dann die
Daugavet-Eigenschaft auf, wenn es kein Atom aufweist — insbesondere weisen somit
die reellen und komplexen von Neumann-Algebren, die vom Typ II oder vom Typ III
sind, die Daugavet-Eigenschaft auf. Um diese und die damit im Zusammenhang stehen-
den Aussagen auch ohne spezielle Vorkenntnisse im Detail nachvollziehen zu können,
und dabei gleichzeitig eine einheitliche Terminologie zur Verfügung stehend zu haben,
werden alle dazu benötigten mathematischen Strukturen systematisch von Grund auf
eingeführt und behandelt — so etwa insbesondere nichtassoziative Ringe und Alge-
bren sowie Tripelsysteme. Strukturen über einen Skalarenkörper werden sowohl über
den Körper der reellen als auch der komplexen Zahlen betrachtet.

Stichworte. Primär: JB∗-Tripel, Tripelsystem, minimal tripotent, divisionsmini-
mal tripotent, schiefminimal idempotent, nichtassoziativer Ring, C∗-Algebra, von Neu-
mann-Algebra, Daugavet-Eigenschaft, raue Norm, Fréchet-Differenzierbarkeit; Se-
kundär: Galois-Verbindung, Annihilatorsystem, Dualsystem, Kugelannihilator, Radi-
kal, Ring mit Operatorenbereich, nichtassoziative Algebra, Jordan-Algebra, topolo-
gischer Vektorraum, Prädual, Radon-Nikodým-Eigenschaft, halbstetig, Atom, reelle
Strukturierung, Komplexifizierung, reelle Form, Involution, Banach-Mannigfaltigkeit,
beschränktes symmetrisches Gebiet.



Vorwort

Konstituierend für den vorliegenden Text war die von mir an der Freien Universi-
tät Berlin angefertigte Diplomarbeit Die Daugavet-Eigenschaft in JB∗-Tripeln,
die hier hauptsächlich durch die Kapitel 4 und 5 dargestellt wird.

Auf einige Konventionen und Bezeichnungen sei besonders hingewiesen.

Zwecks einer rationelleren Darstellung sind einige Aussagen, die ein identi-
sches Textmuster aufweisen, durch entsprechende Klammersetzung zusammen-
gefasst. Dafür werden zwei verschiedene Syntaxen verwendet:

(a) Begriffe von mehreren parallelen Fällen werden ab dem zweiten Fall
das Kürzel bzw. für das Wort beziehungsweise vorangestellt, dann per Kommas
getrennt in Klammern nach dem Begriff des ersten Falles gesetzt. So ist zum
Beispiel die Definition A (bzw. B, bzw. C ) ist definiert als D (bzw. E, bzw. F)
zu lesen als die drei Definitionen A ist definiert als D. B ist definiert als E.
C ist definiert als F.

(b) Hat man zwei parallele Fälle, wobei der Begriff des zweiten Falles durch
Hinzunahme einiger Wörter (meist Adjektive) zu dem Begriff des ersten Falles
erhalten werden kann, so wird die Aussage des zweiten Falles formuliert und die
Worte werden dann so eingeklammert, dass, wenn man alle eingeklammerten
Worte weglässt, man die Aussage des ersten Falles bekommt. So ist zum Beispiel
die Definition (A) B ist definiert als (C) D zu lesen als die beiden Definitionen
A B ist definiert als C D. B ist definiert als D.

Besonders wenn keine Missverständnisse zu befürchten sind, wird auch nur
einer der Fälle explizit ausformuliert und danach nur eine Bemerkung der Form
Die anderen Fälle entsprechend oder auch eine Formulierung mit der dafür üb-
lichen lateinischen Floskel mutatis mutandis, abgekürzt m.m., zu Deutsch mit
den nötigen Abänderungen, angefügt.

Isomorphismen sind grundsätzlich alle surjektiv. Ist dementsprechend zum
Beispiel X ein Vektorraum, U ein Unterraum von X und T die identische Ab-
bildung von U in sich, so wird hier also nicht, wie bei manchen Autoren üblich,
gesagt, dass T ein Isomorphismus von U nach X sei.

Ist X eine Menge, so wird die Fixpunktmenge einer Funktion f auf X mit
X(f) bezeichnet. Diese Bezeichnungsweise wird hauptsächlich für die Involutio-
nen auf X verwendet und auch beibehalten, wenn X eine C∗-Algebra ist. Da
die Involution einer C∗-Algebra meist mit ∗ bezeichnet wird, schreibt sich somit
der selbstadjungierte Teil einer C∗-Algebra X als X(∗), wofür andere Autoren
Bezeichnungen wie zum Beispiel Xsa, Xad, Xh, Re(X) oder Sym(X) verwenden.
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Dies sei besonders im Hinblick darauf erwähnt, dass in der Banachraumtheorie
und auch im vorliegenden Text ein Prädual eines Banachraumes X mit X∗ be-
zeichnet wird. In der Theorie der JB∗-Tripel findet man in der Literatur oftmals
eine mit τ bezeichnete Involution und die entsprechende Fixpunktmenge von X
mit X(τ) symbolisiert.

Topologische Vektorräume und insbesondere auch die lokal konvexen Räume
werden nicht als Hausdorff’sch vorausgesetzt. Ebenso wird auch von vornherein
nicht verlangt, dass Dualsysteme trennend sind.

Sowohl das neutrale Element von Gruppen als auch die Eins in Ringen und
Algebren wird im Allgemeinen durchweg mit e bezeichnet; das Symbol e meint
also im Allgemeinen nicht die Eulersche Zahl. Die Exponentialabbildung wird
durchgehend mit exp bezeichnet.

Bei Strukturen über einem Skalarenkörper, wie zum Beispiel Vektorräume,
Algebren, Mannigfaltigkeiten oder Tripel, wird in der Regel der Skalarenkörper
spezifiziert. Dies folgt allgemein dem Muster ... der Vektorraum über dem Körper
K.... Ist dabei K der Körper der reellen Zahlen, so kann man dazu vollkommen
synonym auch ... der reelle Vektorraum ... sagen, und das entsprechende gilt,
falls K der Körper der komplexen Zahlen ist. Dabei ist zu beachten, dass C∗-
Algebren, von Neumann-Algebren und gewisse Tripel ursprünglich über dem
Skalarenkörper der komplexen Zahlen definiert worden sind und es verschie-
dene Möglichkeiten gibt, reelle Analoga zu definieren. So ist es zum Beispiel
von vornherein nicht klar, was eine reelle von Neumann-Algebra oder ein reelles
JB∗-Tripel sein soll. In der Literatur ist es verbreitet, dass bei diesen Struktu-
ren immer diejenige über den Körper der komplexen Zahlen gemeint ist, wenn
dieser nicht näher spezifiziert worden ist. Die je nach Autor verschieden definier-
ten reellen Analoga dieser Strukturen werden dann von den Autoren mit dem
Adjektiv reell versehen. Bei Jordan-Algebren ist es umgekehrt: Hier war zuerst
die reelle Struktur definiert worden und dementsprechend ist es in der Literatur
auch üblich, diese zu meinen, wenn der Skalarenkörper nicht mit angegeben ist.

In jeder Definition eines neuen Begriffes wird derselbe kursiv gesetzt. Insbe-
sondere sind daran auch Definitionen als solche zu erkennen, auch wenn nicht
explizit das Wort Definition verwendet wird. Dass die kursiv-Setzung auch an-
derweitig verwendet wird, dürfte dabei nicht zu Missverständnissen führen.

Die Abkürzung ebd. steht für ebenda, lateinisch ibidem.
Literaturstellen werden nach dem Muster Name(n) [Index](Jahr) zitiert.

Während dabei Name(n) und (Jahr) in erster Linie einer unmittelbaren Orien-
tierung dienen, welche Literaturstelle konkret gemeint ist, wird die eindeutige
Zuordnung zu dem Eintrag in das Literaturverzeichnis vom [Index] geleistet.
Grundsätzlich sind alle Aussagen, die nicht von mir stammen und noch nicht
verbreiteten Eingang in die Buch-Literatur gefunden haben, von mir mit der
dazugehörigen Zitierung der Literaturstelle versehen. Es sei aber ausdrücklich
darauf hingewiesen, dass im Allgemeinen die von mir genannten Literaturstellen
nicht den Anspruch erheben, originär zu sein. Vielmehr sind die Literaturstel-
len meist zu so verstehen, dass meine dazugehörigen Ausführungen größtenteils
oder ganz auf den jeweils angegebenen Literaturstellen aufbauen und man wei-
tere Details — wie zum Beispiel Beweise oder originäre und weiterführende
Literaturstellen — dort finden kann. Insbesondere bei den etablierten Stan-
dardaussagen und Definitionen spiegeln die von mit zitierten Literaturstellen
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oftmals nur einige von mir ganz persönlich präferierte Literaturstellen zu der
jeweiligen Thematik wieder.

Bezüglich der Sortierung im Stichwortverzeichnis sei auf folgendes hinge-
wiesen: Umlaute werden wie die jeweils zugrunde liegenden nicht umgelauteten
Selbstlaute behandelt, also ä, ö, ü und äu als a, o, u und au. Griechische Buch-
staben und das Zeichen ∗ werden lautsprachlich behandelt. So ist zum Beispiel
σ-kompakt als sigma-kompakt und C∗-Algebra als CStern-Algebra eingeordnet.

Mein besonderer Dank gebührt Herrn Professor Dr. Dirk Werner, der mir
besonders in Fragen zu der Banachraumtheorie stets wertvolle Hinweise und
Ratschläge geben konnte.

Berlin, den 30. Juni 2012 Björn D. Salz

E-Mail: Bjoern.Salz@FU-Berlin.de
URL: https://www.facebook.com/Bjoern.Salz
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Kapitel 1

Ordnungen und Topologie

1.1 Relationen und Ordnungen
1.1.1. Zugrunde gelegt sei die Mengenlehre nach der Zermelo-Fraenkel-Axio-
matik mit Fundierungsaxiom und Auswahlaxiom, in Zeichen ZFC , siehe zum
Beispiel Enderton [90](1977) oder in gestraffter Form Kunen [191](1980),
Kapitel 1. Eine Darstellung der Mengenlehre nach dem unfundierten Zermelo-
Fraenkel-Axiomensystem, in Zeichen ZF ,̄ mit dem Auswahlaxiom stellt
Halmos [124](1969) dar.

Auf ZF¯ lassen sich die beiden Unvollständigkeitssätze von Kurt Gödel aus
dem Jahr 1931 anwenden: Nach dem zweiten Gödelschen Unvollständigkeitssatz
kann man innerhalb von ZF¯ nicht die Widerspruchsfreiheit von ZF¯ zeigen.
Nach dem ersten Gödelschen Unvollständigkeitssatz ist ZF ,̄ wenn man es als
widerspruchsfrei annimmt, nicht vollständig, soll heißen, dass es Aussagen in
ZF¯ gibt, die innerhalb von ZF¯ weder beweisbar noch widerlegbar sind —
also sogenannte von ZF¯ unabhängige Aussagen sind.

Nach Gödel, 1938, ist mit ZF¯ auch das fundierte ZF ,̄ in Zeichen ZF , und
mit diesem wiederum auch ZFC mit der verallgemeinerten Kontinuumshypo-
these widerspruchsfrei. Dabei lautet die verallgemeinerte Kontinuumshypothe-
se, dass für alle Ordinalzahlen α die Gleichung 2ℵα = ℵα+1 gilt, wobei hier die
Cantorsche Aleph-Bezeichnung verwendet wird: Für jede Ordinalzahl α bezeich-
net ℵα die α-te unendliche Kardinalzahl. Als die Kontinuumshypothese an sich
bezeichnet man die Aussage, dass die Gleichung 2ℵ0 = ℵ1 gilt.

Paul Joseph Cohen zeigte 1963 mit seiner Erzwingungsmethode (im Engli-
schen forcing), dass bei angenommener Widerspruchsfreiheit von ZF¯ jeweils
auch

(a) ZF¯ mit der Negation des Fundierungsaxioms,

(b) ZF mit der Negation des Auswahlaxioms und

(c) ZFC mit der Kontinuumshypothese 2ℵ0 = ℵ2, mithin also auch mit der
Negation der Kontinuumshypothese, und damit auch mit der Negation der
verallgemeinerten Kontinuumshypothese

widerspruchsfrei ist, wofür ihm 1966 die Fields-Medaille verliehen wurde. Es
folgt, dass das Auswahlaxiom von ZF unabhängig ist, und, dass die verallge-
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1.1. Relationen und Ordnungen 4

meinerte Kontinuumshypothese von ZFC unabhängig ist - jeweils bei angenom-
mener Widerspruchsfreiheit von ZF .̄

Man bemerke, dass es in ZFC außer Mengen keine Objekte gibt. Insbesonde-
re gibt es keine Urelemente und Klassen. Urelemente, auch Individuen genannt,
findet man in der unverzweigten Typentheorie, wo es eine restriktive Einteilung
von Mengen in Stufen gibt. (In den Principia Mathematica (P.M.) von Ber-
trand Russell und Alfred North Whitehead liegt die ursprüngliche verzweigte
Typentheorie vor.) Suppes [273](1972) stellt ZFC mit in dieser Theorie einge-
fügten Urelementen — die Zermelo 1908 ursprünglich auch selbst verwendete
— dar. Bezüglich Klassen sei auf das von Neumann-Bernays-Gödelsche Sys-
tem, in Zeichen NBG, hingewiesen; es ist fundiert und enthält im Allgemeinen
das Auswahlaxiom. Eine Einführung in die NBG-Mengenlehre stellen Fried-
richsdorf und Prestel [103](1985) dar. In Enderton [90](1977) findet man
einen kurzen Vergleich von NBG mit der gegenüber NBG verbesserten Er-
weiterung von NBG, dem auch Klassen behandelnden Morse-Kelley-System,
welches im Anhang von Kelley [184] präsentiert wird. Einen ausführliche-
ren Vergleich findet man in Fraenkel und Bar-Hillel [97]. Des Weiteren
sei auf Oberschelp [226](1994) aufmerksam gemacht, der als Basislogik die
Klassenlogik aus Glubrecht, Oberschelp und Todt [110] (1983) verwen-
det, welche laut Oberschelp den Vorteil hat, dass ihre Sprache der üblicherweise
in der Mathematik verwendeten Sprache näher kommt als eine prädikaten-
logische Sprache, und, [226], Seite 23, „den geeigneten Rahmen [darstellt], in
dem sich die Zermelo-Fraenkelsche Mengenlehre, aber auch beliebige alternative
Ansätze, die mit Klassen umgehen, entfalten können“. Oberschelp [226](1994)
konstruiert eine von ihm so benannte Allgemeine Mengenlehre, die, wenn sie
per seinem Reinheitsaxiom (Jedes Element einer Menge ist wieder eine Men-
ge, das heißt, es werden Urelemente ausgeschlossen), Fundierungsaxiom und
Klassenextensionalitätsschema eingeschränkt wird, genau ZFC darstellt, siehe
Oberschelp [226](1994), §41. Dabei zeigt Oberschelp auch, wie man die klas-
senlogisch formulierte ZFC in die übliche prädikatenlogische Form bringt.

Die bei Oberschelp als reale Klassen bezeichneten Objekte werden hier Klas-
sen genannt. Ist eine solche Klasse keine Menge, so wird sie als echte Klasse
bezeichnet (bei Oberschelp reale eigentliche Klasse).

In der prädikatenlogisch formulierten ZFC haben Klassen zwar keine formale
Existenz, können dort aber sprachlich emuliert werden, indem jede Klasse für ei-
ne Formel steht, siehe so zum Beispiel Jech [155](2003) und Kunen [191](1980).

In Oberschelp [225](1973) dagegen sind Klassenterme als eigenständige
Ausdrücke zugelasssen und es liegen neben Mengen (u.a.) echte Klassen vor,
und Klassen können auch echte Klassen als Elemente besitzen. Die Mengen für
sich genommen sind dabei genau im Sinne der ZFC-Mengenlehre zu verstehen.

Der allgemeinhin akzeptierte Glaube an die Widerspruchsfreiheit von ZFC
sei im Folgenden stets vorausgesetzt.

In der Kategorientheorie möchte man sogenannte Konglomerate von Klas-
sen bilden können, mit denen man dann wieder wie mit Mengen rechnen kann.
Dies kann man in ZFC beispielsweise durch die axiomatische Forderung der
Existenz einer bestimmten Menge — genannt Universum — und einer anschlie-
ßenden Umbennung von Mengen erreichen. Im Wesentlichen ist dies äquivalent
zu der axiomatisch geforderten Existenz einer stark unerreichbaren Kardinal-
zahl: Bezeichnet Vα für eine Ordinalzahl α die α-te von Neumann-Zermelo-Stufe
(Jech [155](2003), Seite 64) und ist κ eine stark unerreichbare Kardinalzahl,
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so ist Vκ ein Modell für ZFC (Jech [155](2003), Seite 167). Dem entsprechend
nehme man die folgenden drei Umbenennungen gleichzeitig vor:

jede Teilmenge von Vκ nenne man eine Klasse,
jede Menge nenne man ein Konglomerat,
jedes Element von Vκ nenne man eine Menge.

Man führt also im Rahmen eines Modells der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre
eine Konstruktion durch, um ein Modell der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre
zu erhalten, welches im erstgenannten Modell eingebettet ist (Herrlich
und Strecker [132](1973), Seiten 9-12 und 329-331. Siehe auch Adámek,
Herrlich und Strecker [4](2004), Seiten 13-17).

Auf dem Weg zu einer Interpretation der Begriffe Menge, Klasse und „ent-
halten in“ ist die Umschreibung des Grundbegriffes der Menge von Georg
Cantor aus dem Jahr 1898 ein guter Wegweiser; nach ihm ist eine Menge
(bei ihm auch konsistente Vielheit) jede Zusammenfassung von wohlbestimmten
und wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens
(welche die Elemente genannt werden) zu einem Ganzen; dabei setzt er dieser
Zusammensetzung zu einem Ganzen als ein Ding voraus, dass alle besagten Ele-
mente ohne Widerspruch als „zusammenseiend“ gedacht werden können. Geht
letzteres nicht, so bezeichnet Cantor die Vielheit aller besagten Elemente als
absolut unendlich oder inkonsistente Vielheit, was dem in der heutigen Termi-
nologie üblichen Begriff der echten Klasse nahe kommt (und noch näher dem
Begriff der eigentlichen Klassen bei Oberschelp).

1.1.2 (Jech [155]; von Querenburg [244](1979); Storch und Wiebe [269]
(2003)). Die leere Menge wird mit ∅ bezeichnet. Seien A, B und I Mengen.
Sei Aν für jedes ν ∈ I eine Teilmenge von A. Dann gilt

⋃
ν∈∅ Aν = ∅ und⋂

ν∈∅ Aν = A. Eine Abbildung f von A nach B (im Englischen from A to
B; oder auch von A in B, im Englischen of A into B) ist eine Vorschrift,
die jedem Element x aus A genau ein Element von B zuordnet, welches im
Allgemeinen mit f(x) bezeichnet wird; suggestiv wird solch eine Abbildung wie
üblich kurz als f : A → B geschrieben und auch als x 7→ f(x) angegeben. Die
Menge aller Abbildungen f von I nach B mit f(ν) ∈ Aν für alle ν ∈ I heißt das
(mengentheoretische) Produkt der Mengen Aν , ν ∈ I, und wird mit

∏
ν∈I Aν

symbolisiert; im Folgenden wird es stets das kartesische Produkt der Mengen
Aν , ν ∈ I, genannt; dabei ist es üblich, es so einzurichten, dass B gleich der
Menge

⋃
ν∈I Aν ist. Im Fall von Aν = A für alle ν ∈ I schreibt man AI statt∏

ν∈I Aν ; ist dabei auch noch I = {1, . . . , n} für ein n ∈ N×, so schreibt man
statt AI einfach nur An.

Ist A eine Teilmenge von B, so wird dies mit A ⊆ B oder mit B ⊇ A
symbolisiert. Falls A dabei nicht gleich B ist, heißt A eine echte (im Englischen
strict oder proper) Teilmenge von B und dies kann durch A ⫋ B oder B ⫌ A
symbolisiert werden. Die anderorts auch üblichen Symbole ⊂ und ⊃ werden
nicht verwendet. Mit P(A) wird die Potenzmenge von A bezeichnet. Sind A
und B zwei Teilmengen einer Menge, so wird mit A \ B die Menge {x ∈ A :
x /∈ B} bezeichnet. Ist A eine nicht leere Menge und p ein Element von A,
so heißt das Paar (A, p) eine punktierte Menge mit Basispunkt p. Wenn keine
Konfusion möglich erscheint, wird der Basispunkt nicht weiter erwähnt und
es wird einfach nur von der punktierten Menge A gesprochen. Ist (A, p) eine
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punktierte Menge, so wird für jede Teilmenge M von A mit M× die Menge
M \ {p} bezeichnet. Die Menge der natürlichen Zahlen inklusive der Null wird
mit dem Doppelstrichbuchstaben N bezeichnet und wird stets auch als eine
punktierte Menge (N, 0) betrachtet.

Sei f eine Abbildung von A nach B. Sei M eine Teilmenge von A. Die
Menge {f(x) : x ∈ M} heißt das Bild von M unter f und wird mit f [M ]
bezeichnet; wenn keine Missverständnisse möglich sind, insbesondere also, wenn
M kein Element von A ist oder zumindest nicht im üblichen Sinne als ein solches
aufgefasst wird, wird das Bild von M unter f meist auch einfach mit f(M)
bezeichnet. Das Bild von A unter f wird nach dem englischen Wort range für
Wertebereich mit ran(f) bezeichnet. Falls ran(f) = B vorliegt, sagt man, die
Abbildung f sei surjektiv oder eine Surjektion; in diesem Fall sagt man dann
auch, dass f eine Abbildung von A auf (im Englischen onto, im Französischen
sur) B sei. Man sagt, die Abbildung f sei injektiv (im Englischen auch 1-1 oder
one-to-one; im Französischen auch biunivoque) oder eine Injektion, falls für je
zwei verschiedene Elemente x und y aus A stets auch die beiden Elemente f(x)
und f(y) aus B voneinander verschieden sind. Genau dann, wenn f injektiv ist,
ist durch f(A) → A, f(x) 7→ x die mit f−1 bezeichnete Umkehrabbildung von
f erklärt. Unabhängig davon, ob f injektiv ist, ist aber stets die ebenfalls mit
f−1 bezeichnete Umkehrabbildung P(B) → P(A), N 7→ {x ∈ A : f(x) ∈ N}
definiert. Die mit f |M bezeichnete Abbildung M → B, x 7→ f(x) heißt die
Restriktion von f auf M . Ist N eine Teilmenge von B mit f(A) ⊆ N , so heißt
die mit N |f bezeichnete Abbildung A → N , x 7→ f(x) die Astriktion von f
auf N . Um Missverständnisse zu vermeiden, zum Beispiel eine Verwechslung
mit dem Absolutbetrag (3.5.45) oder für den Fall, dass M oder N Mengen von
Funktionen sind, wird anstelle von f |M auch genauer f ↾ M und anstelle von
N |f auch genauer N ↿ f geschrieben.

Eine Menge M heißt endlich, wenn es eine bijektive Abbildung auf ein n ∈ N,
n aufgefasst als eine Ordinalzahl, gibt. M heißt unendlich, wenn M nicht endlich
ist. Man beachte, dass mit dieser Definition auch die leere Menge eine endliche
Menge ist. Ist M eine Menge, so sagt man, dass eine Teilmenge N von M fast
alle Elemente von M enthalte, wenn M \N endlich ist. Eine bijektive Abbildung
von A auf sich selbst heißt eine Permutation von A. Ist f eine Abbildung von
A nach A — also eine Abbildung der Menge A in sich selbst, eine sogenannte
Selbstabbildung der Menge A —, so heißt die Menge {x ∈ A : f(x) = x} die
Fixpunktmenge der Abbildung f ; sie wird mit A(f) bezeichnet. Es sei an die
dazu im Vorwort gemachte Bemerkung erinnert. Die identische Selbstabbildung
x 7→ x der Menge A wird mit IdA oder bei klarem Kontext einfach mit Id
bezeichnet.

Wie allgemeinhin üblich wird das kartesische Produkt
∏

ν∈I Aν im Fall einer
endlichen, nicht leeren Indexmenge I, etwa I = {1, . . . , n} für ein n ∈ N×, auch
aufgefasst als die mit A1 × · · · × An symbolisierte Menge aller geordneten n-
Tupel (a1, . . . , an) mit ai ∈ Ai für i = 1, . . . , n; siehe zum Beispiel Hungerford
[143](1980), Seite 8.

1.1.3 Definition. Seien X, Y und Z drei Mengen. Ist R eine Teilmenge von
X × Y , so heißt R eine Relation von X nach Y (oder auch zwischen X und
Y ); bei X = Y sagt man üblicherweise einfach auch, R sei eine Relation auf
X. Ist R eine Relation von X nach Y , so schreibt man synonym für (x, y) ∈ R
auch xRy; des Weiteren heißt dann die mit R−1 symbolisierte Menge {(y, x) ∈
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Y × X : (x, y) ∈ R} die zu R duale oder inverse oder konverse Relation; ist
überdies S eine Relation von Y nach Z, so ist mit S ◦ R die Relation {(x, z) ∈
X × Z : ∃y ∈ Y : (x, y) ∈ R und (y, z) ∈ S} von X nach Z gemeint. (Es sei
darauf hingewiesen, dass manche Autoren R ◦ S für diese Menge schreiben.)

Sei R eine Relation von X nach Y . Sei M ⊆ X und N ⊆ Y . Dann heißt
die Menge all der Elemente von Y , die jeweils mit jedem Element von M in
Relation R stehen, also die Menge

M⊥ := {y ∈ Y : (x, y) ∈ R für alle x ∈ M},

der rechte Träger von M (bezüglich der Relation R). Entsprechend heißt die
Menge

N⊥ := {x ∈ X : (x, y) ∈ R für alle y ∈ N},

der linke Träger von N (bezüglich der Relation R). Die Menge M heißt trägerab-
geschlossen (bezüglich der Relation R), falls M = M⊥

⊥ gilt; M⊥
⊥ heißt die

trägerabgeschlossene Hülle von M (bezüglich der Relation R); N jeweils ent-
sprechend. Man bemerke, dass mit dieser Symbolik sowohl y ∈ {x}⊥ als auch
x ∈ {y}⊥ äquivalent zu xRy, sprich (x, y) ∈ R, ist. Für eine Liste von elemen-
taren Rechenregeln und Eigenschaften der Trägerbildung siehe 1.1.19.

Die Diagonale von X ist die Menge {(x, x) ∈ X × X : x ∈ X} und wird mit
∆X bezeichnet oder bei klarem Kontext auch einfach nur mit ∆.

Sei R eine Relation auf X. Die Relation R heißt auf X

(a) reflexiv, wenn ∆ ⊆ R.

(b) irreflexiv, wenn ∆ ∩ R = ∅.

(c) symmetrisch, wenn R ⊆ R−1, also R = R−1.

(d) antisymmetrisch, wenn R ∩ R−1 ⊆ ∆.

(e) asymmetrisch, wenn R irreflexiv und antisymmetrisch ist, das heißt, wenn
R ∩ R−1 = ∅.

(f) transitiv, wenn R ◦ R ⊆ R.

(g) eine Präordnung oder eine Quasiordnung, wenn R reflexiv und transitiv
ist. Dies ist wegen R ◦ R ⊆ ∆ ∪ (R ◦ R) ⊆ R = R ◦ ∆ ⊆ R ◦ R genau dann
der Fall, wenn R = ∆ ∪ (R ◦ R) gilt.

(h) eine partielle Ordnung oder eine Halbordnung, wenn R eine antisymmetri-
sche Präordnung ist.

(i) eine strikte partielle Ordnung oder eine strikte Halbordnung, wenn R irre-
flexiv und transitiv ist.

(j) eine Totalordnung, wenn (X × X) \ ∆ ⊆ R ∪ R−1, wobei R eine strikte
partielle Ordnung oder eine partielle Ordnung ist. Eine Kette ist eine total
geordnete Teilmenge einer prägeordneten Menge.

(k) eine Richtung, wenn R eine Präordnung ist und je zwei beliebige Punk-
te von X eine obere Schranke haben, das heißt, ∀x, y ∈ X ∃z ∈ X :
(x, z) ∈ R und (y, z) ∈ R. Eine Präordnung mit dieser Eigenschaft wird
auch aufwärts filtrierend (im Englischen upward-filtering) genannt. Für
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X ̸= ∅ heißt (X, R) dann eine gerichtete Menge. Eine Teilmenge J einer
gerichteten Menge (I,≦) heißt kofinal in I, wenn für jedes i ∈ I ein j ∈ J
mit i ≦ j existiert.

(l) eine Äquivalenzrelation oder eine Faserung von X, wenn R reflexiv, sym-
metrisch und transitiv ist.

1.1.4 Bemerkungen. Sei R eine Relation auf einer Menge.
(a) Ist R eine strikte partielle Ordnung, dann ist der sogenannte reflexive

Abschluss von R, das heißt, R ∪ ∆, eine partielle Ordnung. Ist R eine partielle
Ordnung, dann ist die reflexive Reduktion von R, das heißt, R \ ∆, eine strikte
partielle Ordnung.

(b) Sei E eine der in 1.1.3 definierten elementaren Eigenschaften (a) bis (f),
formal also E ∈ { reflexiv, irreflexiv, symmetrisch, antisymmetrisch, asymme-
trisch, transitiv }. Dann gilt: Die Relation R weist genau dann die Eigenschaft
E auf, wenn die zu R duale Relation R−1 sie aufweist.

1.1.5. Seien A und B zwei Mengen. Jede Abbildung f : A → B wird hier in
umkehrbar eindeutiger Weise auch aufgefasst als eine Relation R von A nach
B mit der Eigenschaft, dass jedes Element von A die erste Komponente von
genau einem geordneten Paar in R ist; diese Relation heißt auch der Graph der
Abbildung f ,

graph(f) := {(x, y) ∈ A × B : y = f(x)};
vergleiche 1.1.6. In diesem Sinne bemerke man in der Situation von 1.1.2, dass∏

ν∈∅ Aν = {∅} gilt. Allgemeiner ist das Auswahlaxiom der Mengenlehre äqui-
valent zu der Aussage, dass, wenn alle Aν , ν ∈ I, nicht leer sind, deren kartesi-
sches Produkt nicht leer ist.

Eine Relation R von A nach B ist genau dann eine Abbildung, wenn R ◦
R−1 ⊆ ∆B gilt; denn R ◦ R−1 = {(b1, b2) ∈ B × B : ∃a ∈ A : (a, b1) ∈
R und (a, b2) ∈ R}.

1.1.6 Mengenwertige Abbildungen (Aubin und Frankowska [11](1990)).
Seien A und B zwei Mengen. Sei f : A → P(B) eine Abbildung. Für die Theorie
der mengenwertigen Abbildungen hat es sich als fruchtbar erwiesen, solch ein
f als eine Teilmenge von A × B aufzufassen, und zwar analog, wie ja auch
ursprünglich jede übliche Abbildung A → B als graph(f) aufgefasst worden
ist. Die mengenwertige Abbildung f wird (im sogenannten graphical approach)
charakterisiert durch die folgende Teilmenge von A × B:

Graph(f) := {(x, y) ∈ A × B : y ∈ f(x)}.

(Durch das großgeschriebene „G“ ist somit auch keine Verwechslung mit dem
in 1.1.5 definierten graph(f) möglich.) Gemäß der Theorie der mengenwertigen
Abbildungen schreibt man f auch als A ⇝ B oder A ⇒ B. Im Englischen
gängige Bezeichnungen für eine mengenwertige Abbildung sind: multifunction,
multivalued map, multimap oder schlicht multi.

Die Charakterisierung einer mengenwertigen Abbildung durch Graph(f) legt
die folgende Definition der Inversen von f als einer mengenwertigen Abbildung
nahe, die hier mit f−−1 bezeichnet wird, um eine Verwechslung mit den in 1.1.2
definierten Umkehrabbildungen f−1 zu vermeiden:

f−−1 : B ⇝ A, y 7→ {x ∈ A : y ∈ f(x)}.
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Ist M ⊆ A, so setzt man f⟨M⟩ :=
⋃

x∈M f(x); insbesondere setzt man
Ran(f) := f⟨A⟩. Ist N ⊆ B, so hat man also f−−1⟨N⟩ =

⋃
y∈N {x ∈ A :

y ∈ f(x)}, also
f−−1⟨N⟩ = {x ∈ A : f(x) ∩ N ̸= ∅}.

1.1.7 Definition (Dunford und Schwartz [78](1970), von Querenburg
[244](1979)). Sei X eine Menge, R eine transitive Relation auf X und M eine
Teilmenge von X.

(a) x ∈ X ist ein kleinstes (oder erstes, im Englischen least oder smallest)
Element von X, wenn {x} ×

(
X \ {x}

)
⊆ R.

(b) x ∈ X ist ein größtes (im Englischen greatest) Element von X, wenn(
X \ {x}

)
× {x} ⊆ R.

Ist die Relation R zusätzlich reflexiv (also eine Präordnung), dann definiert man
weiter:

(c) x ∈ X ist ein minimales Element von X, wenn ∀y ∈ X :
(
(y, x) ∈ R ⇒

(x, y) ∈ R
)
.

(d) x ∈ X ist ein maximales Element von X, wenn ∀y ∈ X :
(
(x, y) ∈ R ⇒

(y, x) ∈ R
)
. Ein x ∈ X ist also genau dann kein maximales Element von

X, wenn ein y ∈ X existiert mit (x, y) ∈ R und (y, x) /∈ R.

Man beachte, dass in dieser Form der Definition des minimalen und maxima-
len Elementes keine Gleichheits- oder Ungleichheitsforderungen verwendet wer-
den; siehe auch 1.1.12. Dadurch sind die in Definition 2.1.47 definierten schief-
minimal idempotenten Elemente einer Algebra auch wirklich minimale Elemente
bezüglich einer gewissen prägeordneten Menge. Die in (c) und (d) angegebenen
Definitionen von einem minimalen und maximalen Element sind auch gültig,
wenn R transitiv und irreflexiv ist.

Da für jede nicht leere Teilmenge A von X mit R auch R ∩ (A × A) eine
Präordnung ist, sind mit (c) und (d) auch die beiden Begriffe minimales und
maximales Element von M definiert, siehe 1.1.11.

(e) x ∈ X ist eine untere Schranke (oder Minorante) von M , wenn {x} ×
M ⊆ R.

(f) x ∈ X ist eine obere Schranke (oder Majorante) von M , wenn M ×
{x} ⊆ R.

(g) Eine untere Schranke x ∈ X von M heißt ein Infimum von M , wenn x
ein größtes Element der Menge der unteren Schranken von M ist. Es soll
nur genau dann von einem x ∈ X als dem Infimum von M die Rede sein,
in Zeichen x = inf M , wenn es ein Infimum von M ist und kein anderes
Element von X ein Infimum von M ist.

(h) Eine obere Schranke x ∈ X heißt ein Supremum von M , wenn x ein
kleinstes Element der Menge der oberen Schranken von M ist. Es soll nur
genau dann von einem x ∈ X als dem Supremum von M die Rede sein, in
Zeichen x = sup M , wenn es ein Supremum von M ist und kein anderes
Element von X ein Supremum von M ist.
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(i) X heißt Verband (im Englischen lattice), wenn für jede zweielementige
Teilmenge {x, y} von X das Supremum x∨y := sup {x, y} und das Infimum
x ∧ y := inf {x, y} existiert. Ist X ein Verband, so heißt er vollständig (im
Englischen complete), wenn für jede Teilmenge von X sowohl das Infimum
als auch das Supremum in X existieren.
Enthält X nur die unumgänglichen Suprema, soll heißen, nur jeweils das
Suprema von zwei vergleichbaren Elementen, so heißt X ein Antiverband
(im Englischen antilattice). In Zeichen: X Antiverband :⇔ ∀x, y ∈ X :((

(x, y) ∈ R oder (y, x) ∈ R) ⇔ sup{x, y} existiert
)

.

(j) X heißt induktiv geordnet, wenn jede Kette in X eine obere Schranke hat.
(Man bemerke, dass somit die leere Menge keine induktiv geordnete Menge
ist.) Man beachte, dass nicht verlangt wird, dass besagte obere Schranke
eine kleinste obere Schranke, also ein Supremum, sein soll.

1.1.8 Bemerkungen. (a) Die Relation eines Verbandes ist antisymmetrisch.
(b) Jeder vollständiger Verband X hat per inf X ein kleinstes und per sup X
ein größtes Element. (c) Der Satz 1.1.21 wird zeigen, dass es in der Definition
eines vollständigen Verbandes genügt, für jede Teilmenge von X die Existenz
entweder durchgehend jeweils nur des Infimums oder des Supremums zu fordern.

1.1.9 (Dunford und Schwartz [78](1958), Seite 6). Das zu dem Auswahlaxi-
om äquivalente Lemma von Zorn lautet: Jede induktiv geordnete Menge hat ein
maximales Element.

1.1.10 Maximal-Prinzip (Kelley [184](1955), Seite 33). Sei X eine Familie
von Mengen und ≦ die durch A ≦ B :⇔ A ⊆ B, A, B ∈ X, definierte partielle
Ordnung auf X. Dann besagt das zu dem Auswahlaxiom äquivalente Maximal-
Prinzip folgendes: Existiert für jede Kette K in (X,≦) ein A ∈ X mit

⋃
K ⊆ A,

so existiert in (X,≦) ein maximales Element.

1.1.11 Wohlfundiert (Kunen [191](1980), Seite 98, 101). Sei X eine Menge
und R eine Relation auf X. Ein x ∈ X heißt ein R-minimales Element von
X, falls es kein y ∈ X mit (y, x) ∈ R gibt. Die Relation R heißt wohlfundiert
(im Englischen well-founded), wenn jede nicht leere Teilmenge A von X ein
R-minimales Element x ∈ A hat.

Fügt man das Fundierungsaxiom (auch Regularitätsaxiom genannt, bei Ber-
nays: axiom of restriction) beim Aufbau der Mengenlehre nach Zermelo-Fraenkel
als letztes Axiom hinzu, so kann man es dabei wie folgt formulieren (Zermelo,
1930): Jede nicht leere Menge hat ein ∈-minimales Element; mit anderen Worten
ist ∈ auf jeder Menge wohlfundiert.

Sei nun R eine strikte partielle Ordnung auf X. Dann ist ein Element von X
genau dann ein minimales Element von X, wenn es ein R-minimales Element
von X ist. R-maximal alles entsprechend.

Beweis. Sei x ein minimales Element von X. Dies ist äquivalent zu: ∀y ∈ X :
(¬(y, x) ∈ R) ∨ ((x, y) ∈ R). („¬“ bezeichnet im vorliegenden Text stets die
logische Verneinung.) Sei y ∈ X. Wäre (y, x) ∈ R mit (x, y) ∈ R, dann wäre
wegen der Transitivität (x, x) ∈ R, im Widerspruch zur Irreflexivität. Also ist
die erste Klammer im Ausdruck (¬(y, x) ∈ R) ∨ ((x, y) ∈ R) für alle y ∈ X
wahr, die zweite Klammer kann weggelassen werden und es liegt R-Minimalität
vor.
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1.1.12. Sei X eine Menge, R eine partielle Ordnung auf X und x ∈ X. Dann
gilt: (a) x ist ein R-minimales Element von X ⇒ x ist ein minimales Element
von X ⇔ ∀y ∈ X :

(
(y, x) ∈ R ⇒ x = y

)
; (b) x ist ein R-maximales Element

von X ⇒ x ist ein maximales Element von X ⇔ ∀y ∈ X :
(
(x, y) ∈ R ⇒ x = y

)
.

Beweis. Für die erste Implikation beachte nur die bereits im Beweis von 1.1.11
erwähnte formale Formulierung der Minimalität; Maximalität entsprechend.

Sowohl in (a) als auch in (b) folgt in der Äquivalenz die Implikation „⇒“
aus der Antisymmetrie von R und „⇐“ aus der Reflexivität von R.

Des Weiteren ist jedes kleinste Element von X ein minimales Element von
X, und jedes größte Element von X ein maximales Element X; wegen der An-
tisymmetrie kann X höchstens ein kleinstes Element und ebenso höchstens ein
größtes Element besitzen.

1.1.13 Kettenbedingungen (Rowen [250](1988); Kurosch [193](dt.)(1964)).
Sei X eine Menge und R eine partielle Ordnung auf X Man sagt, (X, R) erfülle
die Minimalbedingung (im Englischen minimal condition), wenn jede nicht leere
Teilmenge M ⊆ X ein minimales Element m ∈ M hat. Und analog sagt man:
(X, R) erfülle die Maximalbedingung (im Englischen maximal condition), wenn
jede nicht leere Teilmenge M ⊆ X ein maximales Element m ∈ M hat.

Im Folgenden sei die Relation R als ≦ notiert. Wie üblich, bezeichne dann
„x < y“ die Situation „x ≦ y und x ̸= y“. Man sagt, (X,≦) erfülle die fallende
Ketten-Bedingung oder die Bedingung des Abbrechens absteigender Ketten (im
Englischen descending chain condition, abgekürzt DCC ), wenn es keine unend-
liche echt fallende Kette x1 > x2 > x3 > · · · in X gibt, mit anderen Worten,
wenn in X jede fallende Kette x1 ≧ x2 ≧ x3 ≧ · · · endlich ist, also ein n ∈ N×

mit xn = xn+1 = xn+2 = · · · existiert. Man sagt dann auch, X sei eine fundier-
te Menge. Analog sagt man, (X,≦) erfülle die aufsteigende Ketten-Bedingung
(im Englischen ascending chain condition, abgekürzt ACC ), wenn es in X keine
unendliche echt aufsteigende Kette x1 < x2 < x3 < · · · gibt.

Es gilt (Birkhoff [25](1973), Seite 180, und Rowen [250](1988)):
(a) (X, R) genügt genau dann der Maximalbedingung, wenn jede nicht leere

Kette K ⊆ X ein maximales Element besitzt, insbesondere also genau dann,
wenn (X, R) der ACC genügt.

(b) (X, R) genügt genau dann der Minimalbedingung, wenn jede nicht leere
Kette K ⊆ X ein minimales Element besitzt, insbesondere also genau dann,
wenn (X, R) der DCC genügt.

Beweis. Da für X = ∅ die genannten Äquivalenzen trivialerweise erfüllt sind,
sei X ̸= ∅. Außerdem genügt es (a) zu zeigen, da die in (b) über (X, R) gemachte
Aussage durch Anwenden von (a) auf (X, R−1) folgt.

Genüge (X, R) nicht der ACC. Es gibt also eine unendliche aufsteigende
Kette K. Somit gibt es eine nicht leere Teilkette L ⊆ K, so dass L kein größtes
Element hat, also, da L eine Kette ist, kein maximales Element hat und die
Maximalbedingung ist nicht erfüllt.

Genüge (X, R) nun der ACC. Sei R wieder als ≦ notiert. Sei ∅ ̸= M ⊆ X.
Sei K ̸= ∅ eine Kette in M . K hat ein maximales Element, also eine obere
Schranke, denn: Sei k1 ∈ K. Ist k1 ein maximales Element von K, so ist man
fertig. Ansonsten existiert ein k2 ∈ K \ {k1} mit k1 ≦ k2, also k1 < k2. Ist k2
ein maximales Element, so ist man fertig, ansonsten verfahre man entsprechend
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weiter. Man erhält so eine echt aufsteigende Kette k1 < k2 < k3 < · · · , die nach
Voraussetzung endlich sein muss, das heißt, es gibt für ein n ∈ N× ein kn ∈ K
mit k1 < k2 < · · · < kn, so dass kein k ∈ K existiert mit kn < k; kn ist also ein
maximales Element von K.

Somit ist M induktiv geordnet und nach dem Lemma von Zorn hat M ein
maximales Element.

Genügt (X,≦) der ACC, so wird (X,≦) oder wie üblich, falls keine Miss-
verständnisse möglich sind, einfach auch nur X, noethersch (im Englischen
Noetherian) genannt. Und genügt (X,≦) der DCC, so wird X artinsch (im Eng-
lischen Artinian) genannt. Namenspatrone dieser Bezeichnungen waren Emil
Artin und Emmy Noether.

Es sei noch auf die folgende Äquivalenz aufmerksam gemacht: (X,≦) ist ge-
nau dann artinsch, wenn (X,≦) die folgende sogenannte Induktionsbedingung
erfüllt: Sei S eine Eigenschaft, die ein Element der mit ≦ partiell geordneten
Menge haben kann; haben dann alle (insofern überhaupt vorhandenen) mini-
malen Elemente die Eigenschaft S und kann man aus dem Vorhandensein der
Eigenschaft S bei allen Elementen x ∈ X mit x < a für ein gewisses a ∈ X auf
das Bestehen dieser Eigenschaft beim Element a selbst geschlossen werden, so
besitzen alle Elemente von X die Eigenschaft S.

Beweis. Offensichtlich schreibt sich die Induktionsbedingung etwas formaler als:
∀S ⊆ X mit {x ∈ X : x minimal in (X,≦)} ⊆ S und

(
∀a ∈ X :

(
{x ∈ X :

x < a} ⊆ S ⇒ a ∈ S
))

: S = X.
Erfülle (X,≦) die Minimalbedingung und sei S eine Eigenschaft, die die

Voraussetzungen der Induktionsbedingung erfüllt. Bezeichne S die Menge aller
x ∈ X, die die Eigenschaft S besitzen. Angenommen, es sei S ̸= X. Dann ist
die Menge N := X \ S nicht leer und besitzt nach Voraussetzung ein minimales
Element, etwa a. Nach der ersten Voraussetzung der Induktionsbedingung kann
a kein minimales Element für ganz X sein, die Menge V := {x ∈ X : x < a} ist
also nicht leer. Da a in N = X \ S minimal ist, gilt V ⊆ S. Nach der zweiten
Voraussetzung der Induktionsbedingung ist a ∈ S, Widerspruch. Also ist in
Wirklichkeit S = X und alle Elemente von X besitzen die Eigenschaft S.

Erfülle nun (X,≦) die Induktionsbedingung. Sei konkret wie folgt eine Ei-
genschaft S definiert: Ein x ∈ X hat die Eigenschaft S, wenn jede bei x be-
ginnende, echt fallende Kette x > x1 > x2 > · · · in X nach endlich vielen
Gliedern abbricht. Bezeichne S die Menge aller x ∈ X, die diese Eigenschaft S
erfüllen. Offensichtlich sind vorhandene minimale Elemente von X in S enthal-
ten. Sei nun a ∈ X ein Element von X mit {x ∈ X : x < a} ⊆ S. Sei dann
a > x1 > x2 > · · · eine beliebige bei a beginnende, echt fallende Kette in X.
Dann ist x1 ∈ S, x1 hat also die Eigenschaft S und somit hat auch a die Eigen-
schaft S. Aus der Induktionsbedingung folgt, dass alle x ∈ X die Eigenschaft S
haben, das heißt, (X,≦) erfüllt die DCC.

Man bemerke, dass die Induktionsbedingung es ermöglicht, induktive Bewei-
se und induktive, rekursive Konstruktionen durchzuführen. Ist zum Beispiel die
Menge X eine Ordinalzahl, so liegt das Beweisprinzip der transfiniten Induktion
vor. Bezüglich der transfiniten Rekursion siehe Kurosch, ebd.

Eine artinsche Totalordnung bezeichnet man als Wohlordnung.



1.1. Relationen und Ordnungen 13

1.1.14 Netz. Sei X eine Menge. Ein Netz in X ist eine Abbildung x von einer
gerichteten Menge I nach X; Schreibweise: (xν)ν∈I oder einfach (xν), wobei
jeweils xν := x(ν) für alle ν ∈ I gesetzt wird; um dabei einfach deutlich zu
machen, dass das Netz in X liegt, wird hier gelegentlich auch die Schreibweise
(xν)ν∈I ⊆ X beziehungsweise einfach nur (xν) ⊆ X verwendet — sie dürfte zu
keinen Missverständnissen führen. I heißt der Index des Netzes. Andere übliche
Bezeichnungen für ein Netz sind: Moore-Smith-Folge, verallgemeinerte Folge (im
Englischen generalized sequence) oder gerichtete Familie.

Ein Netz y : J → X heißt ein Teilnetz eines Netzes x : I → X oder feiner
als ein Netz x : I → X, wenn eine Abbildung φ : J → I mit y = x ◦ φ existiert
(äquivalent: yj = xφ(j) für alle j ∈ J), so dass für jedes i ∈ I ein j0 ∈ J mit
i ≦ φ(j) für alle j ≧ j0 existiert.

Ist x : I → X ein Netz, J eine gerichtete Menge, φ : J → I eine monotone
Abbildung — soll heißen, aus j1 ≦ j2 in J folgt φ(j1) ≦ φ(j2) in I — und φ(J)
in I kofinal, so ist y := x ◦ φ ein Teilnetz von x.

Eine Folge ist ein Netz mit N als Indexmenge. Eine Teilfolge einer Folge
x : I → X ist ein Teilnetz y : J → X des Netzes x, wobei die Abbildung φ : J → I
mit y = x ◦ φ monoton ist.

1.1.15 Monotones Netz. Sei X eine Menge mit einer Präordnung ≦. Ein
Netz (xν)ν∈I heißt monoton steigend, wenn für alle µ, ν ∈ I aus µ ≦ ν die
Ungleichung xµ ≦ xν folgt. Es heißt streng monoton steigend (im Englischen
strong monotone increasing oder auch strictly increasing), wenn für alle µ, ν ∈
I aus µ < ν die Ungleichung xµ < xν folgt. (Streng) monoton fallend (im
Englischen (strong) monotone decreasing oder auch strictly decreasing) wird
entsprechend definiert.

Ein Netz (xν)ν∈I heißt nach oben ordnungsbeschränkt (oder einfach nur nach
oben beschränkt, wenn kein Missverständnis möglich ist), wenn die Menge {xν :
ν ∈ I} in X eine obere Schranke hat. Nach unten (ordnungs)beschränkt wird
entsprechend definiert.

Sei M eine Teilmenge von X. M heißt (streng) monoton steigend vollständig
(im Englischen (strong) monotone increasing complete), wenn jedes nach oben
ordnungsbeschränkte, (streng) monoton steigende Netz (xν)ν∈I , xν ∈ M für
alle ν ∈ I, ein Supremum x := sup{xν : ν ∈ I} mit x ∈ M hat. Entsprechend
ist (streng) monoton fallend vollständig (im Englischen (strong) monotone de-
creasing complete) definiert. Setze

Mm := {x ∈ X : Es gibt ein nach oben ordnungsbeschränktes,
monoton steigendes Netz (xν)ν∈I mit xν ∈ M

für alle ν ∈ I und x ∈ X als Supremum }

und

Mm := {x ∈ X : Es gibt ein nach unten ordnungsbeschränktes,
monoton fallendes Netz (xν)ν∈I mit xν ∈ M

für alle ν ∈ I und x ∈ X als Infimum }.

Dann gilt M ⊆ Mm ∩ Mm und es gelten die beiden Implikationen

M monoton steigend vollständig ⇒ M = Mm
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und
M monoton fallend vollständig ⇒ M = Mm.

Dabei gilt im Allgemeinen jeweils nicht die umgekehrte Implikation.

Beweis. Es wird nur die erste Implikation gezeigt, da die zweite analog bewiesen
werden kann. Sei M monoton steigend vollständig, dann ist Mm ⊆ M zu zeigen.
Sei x ∈ Mm. Es existiert also ein nach oben ordnungsbeschränktes, monoton
steigendes Netz (xν)ν∈I mit xν ∈ M für alle ν ∈ I und x := sup{xν : ν ∈ I}
als Supremum. Nach Voraussetzung ist dieses Supremum in M , also x ∈ M .
Dass die umgekehrte Implikation nicht immer gelten muss, sieht man, wenn
zum Beispiel X = M und M die Menge der rationalen Zahlen ist, versehen mit
der üblichen Ordnungsstruktur.

Weiteres zu monotonen Netzen findet man ab 2.2.15.

1.1.16 Filter (Bourbaki [32](1966); Preuß [243](1975), Seite 70;
von Querenburg [244](1979); Kelley [184](1967), Seite 83).

Sei X eine Menge. Ein Filter (auf X) ist eine Menge F von Teilmengen von
X, die die folgenden drei Eigenschaften besitzt:

(a) F ist abgeschlossen bezüglich der Bildung von Obermengen, das heißt,
mit A ∈ F , A ⊆ B ⊆ X ist auch B ∈ F .

(b) F ist abgeschlossen bezüglich der Bildung von endlichen Durchschnitten,
das heißt, mit A, B ∈ F ist auch A ∩ B ∈ F .

(c) F enthält nicht die leere Menge ∅ als ein Element.
Man beachte, dass nach der Definition des Begriffes endlich in 1.1.2 aus (b)

folgt, dass X ∈ F gilt, jeder Filter also insbesondere eine nicht leere Menge ist.
Die beiden Eigenschaften (a) und (b) lassen sich zu einer einzigen Eigenschaft

zusammenfassen:
(a+b) Für alle A, B ⊆ X gilt die Äquivalenz A, B ∈ F ⇔ A ∩ B ∈ F .
Sind F1 und F2 zwei Filter auf X, so heißt F1 feiner als F2, falls F1 ⊇ F2

gilt. Ein Filter F auf X heißt ein Ultrafilter , falls es keinen von F verschiedenen
Filter auf X gibt, der feiner als F ist. Mit anderen Worten ist ein Ultrafilter ein
maximales Element der durch Inklusion geordneten Menge aller Filter auf X.
Nach dem Lemma von Zorn (1.1.9) ist jeder Filter in einem Ultrafilter enthalten.
Ein Ultrafilter F heißt frei, wenn der Durchschnitt aller Mengen F ∈ F leer
ist, er heißt fixiert, wenn dieser Durchschnitt nicht leer ist. Ist zum Beispiel X
eine nicht leere Menge und x ein Element von X, so ist F = {{x}} ein fixierter
Ultrafilter auf X.

Ist (xν)ν∈I ein Netz in X, so ist {M ∈ P(X) : ∃γ ∈ I ∀ν ∈ I, ν ≧ γ : xν ∈
M} ein Filter auf X; er heißt der zu dem Netz (xν)ν∈I gehörige Filter oder
genauer auch Abschnittsfilter (im Englischen section filter); ist I = N, so heißt
er der zu dem Netz (xν)ν∈I gehörige Elementarfilter .

Sei F ein Filter auf X. Setze I := {(x, F ) ∈ X × F : x ∈ F , F ∈ F}. Durch
(x, F ) ≦ (y, G) :⇔ G ⊆ F wird I zu einer gerichteten Menge (I,≦) und F ist
der zu dem Netz I → X, (x, F ) 7→ x gehörige Abschnittsfilter.

Bezüglich Filter auf topologischen Räumen siehe 1.2.24.

1.1.17 Ordnungserhaltend. Seien (X,≦) und (Y,≦) zwei partiell geordnete
Mengen. Eine Abbildung T : X → Y heißt ordnungserhaltend (im Englischen
order-preserving), wenn aus a ≦ b in X stets T (a) ≦ T (b) in Y folgt, isoton
(im Englischen isotonic) oder streng ordnungserhaltend, wenn aus a < b in X
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stets T (a) < T (b) in Y folgt, antiisoton, wenn aus a < b in X stets T (b) <
T (a) in Y folgt, und ordnungsumkehrend (im Englischen order-reversing) oder
antiton, wenn aus a ≦ b in X stets T (b) ≦ T (a) in Y folgt. Die Mengen X
und Y heißen ordnungsisomorph, falls es eine Bijektion T : X → Y derart gibt,
dass sowohl T als auch T −1 isoton sind; in diesem Fall nennt man T einen
Ordnungsisomorphismus. Antiordnungsisomorph entsprechend.

1.1.18 Galois-Verbindungen (Smith [264](2010)). Seien X und Y zwei Men-
gen. Sei≦ eine partielle Ordnung auf X. Seien≼ und ⊑ zwei partielle Ordnungen
auf Y . Seien f∗ : X → Y und f∗ : Y → X zwei Abbildungen.

(a) Man sagt, das Paar (f∗, f∗) bilde eine Galois-Verbindung (im Ameri-
kanischen Galois connection, im Britischen Galois connexion) zwischen (X,≦)
und (Y,≼), falls die Äquivalenz

f∗(x) ≼ y ⇔ x ≦ f∗(y) (1.1)

für alle x ∈ X, y ∈ Y gilt; in diesem Fall heißt dann f∗ die Linksadjungierte
von f∗, und f∗ die Rechtsadjungierte von f∗. Ist zum Beispiel eine Abbildung
f : X → Y ein Ordnungsisomorphismus, so bildet das Paar (f, f−1) eine Galois-
Verbindung zwischen (X,≦) und (Y,≼).

(b) Das Paar (f∗, f∗) bildet genau dann eine Galois-Verbindung zwischen
(X,≦) und (Y,≼), wenn die beiden folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(i) f∗ und f∗ sind beide ordnungserhaltend.

(ii) Für alle x ∈ X, y ∈ Y gilt sowohl

x ≦ f∗(f∗(x)) als auch f∗(f∗(y)) ≼ y. (1.2)

Beweis. Die beiden Bedingungen sind notwendig: Bilde dazu das Paar (f∗, f∗)
eine Galois-Verbindung zwischen (X,≦) und (Y,≼). Nach (1.1) gilt für alle
x ∈ X die Äquivalenz f∗(x) ≼ f∗(x) ⇔ x ≦ f∗(f∗(x)). Da ≼ reflexiv ist, ist die
Aussage auf der linken Seite dieser Äquivalenz wahr. Für alle x ∈ X gilt also
x ≦ f∗(f∗(x)). Die andere Ungleichung in (1.2) wird analog gezeigt. Seien nun
x1, x2 ∈ X mit x1 ≦ x2. Wie eben gesehen, gilt x2 ≦ f∗(f∗(x2)), also x1 ≦
f∗(f∗(x2)). Nach (1.1) gilt f∗(x1) ≼ f∗(x2) genau dann, wenn x1 ≦ f∗(f∗(x2))
gilt. Also gilt f∗(x1) ≼ f∗(x2), und f∗ ist ordnungserhaltend. f∗ entsprechend.

Die beiden Bedingungen sind hinreichend: Seien die beiden Aussagen (i) und
(ii) erfüllt. Sei x ∈ X und y ∈ Y mit f∗(x) ≼ y. Da f∗ nach (i) ordnungserhal-
tend ist, gilt f∗(f∗(x)) ≦ f∗(y). Da nach (1.2) die Ungleichung x ≦ f∗(f∗(x))
gilt, hat man x ≦ f∗(y). Die andere Implikation von (1.1) geht analog.

Wegen Eigenschaft (i) nennt man die in (a) definierten Galois-Verbindungen
auch monotone Galois-Verbindungen.

(c) Nach Bemerkung 1.1.4(b) ist auch ≼−1 eine partielle Ordnung auf Y .
Mit ihr lässt sich die Äquivalenz (1.1) auch wie folgt formulieren:

y ≼−1 f∗(x) ⇔ x ≦ f∗(y).

Da nun die beiden Abbildungen f∗ und f∗ genau dann beide ordnungserhal-
tend bezüglich ≦ und ≼ sind, wenn sie ordnungsumkehrend bezüglich ≦ und
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≼−1 sind, definiert man: Man sagt, das Paar (f∗, f∗) bilde eine antitone Galois-
Verbindung zwischen (X,≦) und (Y, ⊑), wenn für alle x ∈ X, y ∈ Y die Äqui-
valenz

y ⊑ f∗(x) ⇔ x ≦ f∗(y) (1.3)

erfüllt ist, und in dem Sinn dieser Variante hatte Évariste Galois seine Untersu-
chungen vorgenommen; siehe 4.3.4. Das Paar (f∗, f∗) bildet also genau dann eine
monotone Galois-Verbindung zwischen (X,≦) und (Y,≼), wenn es eine antitone
Galois-Verbindung zwischen (X,≦) und (Y,≼−1) bildet.

Bisweilen ist es praktisch neben einer Aussage über monotone Galois-Verbin-
dungen auch die — insofern zutreffende — entsprechende Aussage über antitone
Galois-Verbindungen parat zu haben; sie folgt meist unmittelbar und wird im
Folgenden jeweils auch angegeben. Des Weiteren wird zur Vermeidung von Ver-
wechslungen das Adjektiv monoton bei den monotonen Galois-Verbindungen
stets beibehalten.

(d) Die antitone Variante der in (b) aufgeführten Charakterisierung einer
monotonen Galois-Verbindung lautet offensichtlich wie folgt. Das Paar (f∗, f∗)
bildet genau dann eine antitone Galois-Verbindung zwischen (X,≦) und (Y, ⊑),
wenn die folgenden beiden Bedingungen erfüllt sind:

(i) f∗ und f∗ sind beide ordnungsumkehrend.

(ii) Für alle x ∈ X, y ∈ Y gilt sowohl

x ≦ f∗(f∗(x)) als auch y ⊑ f∗(f∗(y)). (1.4)

(e) Ist das Paar (f∗, f∗) eine monotone Galois-Verbindung zwischen (X,≦)
und (Y,≼), so gilt:

(i) Für jedes x ∈ X ist f∗(x) das kleinste Element der Menge {y ∈ Y : x ≦
f∗(y)}.

(ii) Für jedes y ∈ Y ist f∗(y) das größte Element der Menge {x ∈ X : f∗(x) ≼
y}.

Beweis. Es wird hier nur (i) bewiesen; der Beweis von (ii) geht analog. Bilde das
Paar (f∗, f∗) eine monotone Galois-Verbindung zwischen (X,≦) und (Y,≼). Sei
x ∈ X. Nach (1.2) gilt x ≦ f∗(f∗(x)). Es ist also f∗(x) ∈ {y ∈ Y : x ≦ f∗(y)}.
Sei nun υ ∈ Y mit x ≦ f∗(υ). Da f∗ ordnungserhaltend ist, gilt f∗(x) ≼
f∗(f∗(υ)). Nach (1.2) ist f∗(f∗(υ)) ≼ υ, also gilt f∗(x) ≼ υ, und f∗(x) ist das
kleinste Element von {y ∈ Y : x ≦ f∗(y)}.

Monotone Galois-Verbindungen kann man statt wie in (a) auch äquivalent über
die beiden in (b) aufgeführten Bedingungen (i) und (ii) definieren. Eine sich aus
diesem Blickwinkel aufbauende Theorie über monotone Galois-Verbindungen
ist die im Englischen heißende residuation theory, siehe zum Beispiel Blyth
und Janowitz [27](1972). Bildet das Paar (f∗, f∗) eine monotone Galois-
Verbindung zwischen (X,≦) und (Y,≼), so heißt in dieser Residuation Theory
die Abbildung f∗ im Englischen residuated, und die Abbildung f∗ the residual
of f∗. Ein Grund, den monotonen Galois-Verbindungen solch eine Aufmerk-
samkeit zukommen zu lassen, ist die Eigenschaft, dass die Komposition zweier
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residuated Abbildungen stets wieder residuated ist, was dagegen für den an-
titonen Fall im Allgemeinen nicht zutrifft (Blyth und Janowitz [27](1972),
Seite 19, Übung 2.8, Bemerkung).

(f) Die entsprechende antitone Variante von (e) lautet: Ist das Paar (f∗, f∗)
eine antitone Galois-Verbindung zwischen (X,≦) und (Y, ⊑), so gilt:

(i) Für jedes x ∈ X ist f∗(x) das größte Element der Menge {y ∈ Y : x ≦
f∗(y)}.

(ii) Für jedes y ∈ Y ist f∗(y) das größte Element der Menge {x ∈ X : f∗(x) ⊑
y}.

(g) Bildet ein Paar (f, g) eine monotone oder antitone Galois-Verbindung
zwischen zwei partiell geordneten Mengen, so gilt

(i)
f ◦ g ◦ f = f und g ◦ f ◦ g = g. (1.5)

(ii) Es ist genau dann y ∈ ran(f), wenn y ein Fixpunkt der Abbildung f ◦ g
ist. Es ist genau dann x ∈ ran(g), wenn x ein Fixpunkt der Abbildung
g ◦ f ist.

(iii) ran(f) = f(ran(g)) und ran(g) = g(ran(f)).

Beweis. Sei das Paar (f∗, f∗) eine monotone Galois-Verbindung zwischen (X,≦)
und (Y,≼).

(i) Nach (1.2) gilt für alle x ∈ X die Aussage x ≦ f∗(f∗(x)), und, da
f∗ ordnungserhaltend ist, somit auch die Aussage f∗(x) ≼ f∗(f∗(f∗(x))).
Nach (1.1) ist die Aussage f∗(f∗(f∗(x))) ≼ f∗(x) äquivalent zu der Aussa-
ge f∗(f∗(x)) ≦ f∗(f∗(x)), die wegen der Reflexivität von ≦ wahr ist. Mit der
Antisymmetrie von ≦ folgt f∗(x) = f∗(f∗(f∗(x))). Die andere Gleichung ent-
sprechend.

(ii) Sei y ∈ f∗(X). Es gibt also ein x ∈ X mit y = f∗(x). Somit f∗(f∗(y)) =
f∗(f∗(f∗(x))) (i)= f∗(x) = y und y ist ein Fixpunkt von f∗ ◦ f∗. Die andere
Aussage geht analog. Die umgekehrte Richtung ist jeweils klar.

(iii) Ist y ∈ f∗(X), so gilt nach (ii) die Gleichung y = f∗(x) für x := f∗(y),
also f∗(X) ⊆ f∗(f∗(Y )). Da f∗(Y ) ⊆ X gilt, ist die umgekehrte Inklusion klar.
Die andere Gleichung analog.

Damit sind die Aussagen (i), (ii) und (iii) für den Fall einer monotonen
Galois-Verbindung gezeigt. Bildet nun das Paar (f∗, f∗) eine antitone Galois-
Verbindung zwischen (X,≦) und (Y, ⊑), so bildet es — wie in (c) festgestellt
— gleichzeitig auch eine monotone Galois-Verbindung zwischen (X,≦) und
(Y, ⊑−1). Da also die Abbildungen f∗ und f∗ zwischen den beiden Trägermengen
X und Y bei beiden Galois-Verbindungs-Varianten jeweils dieselben sind, und
in den Aussagen (i), (ii) und (iii) nur über diese Abbildungen etwas ausgesagt
wird, ist auch der antitone Teil gezeigt.

(h) Bildet ein Paar (f, g) eine monotone oder antitone Galois-Verbindung
zwischen (X,≦) und einer partiell geordneten Menge, so gelten für die Selbst-
abbildung φ := g ◦ f der Trägermenge X die folgenden drei Aussagen:

(i) Für alle x ∈ X gilt x ≦ φ(x).
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(ii) φ ist ordnungserhaltend.

(iii) Für alle x ∈ X gilt φ(φ(x)) = φ(x).

Beweis. Zuerst sei der monotone Fall betrachtet. Sei das Paar (f∗, f∗) ei-
ne monotone Galois-Verbindung zwischen (X,≦) und (Y,≼) bildend. Setze
φ := f∗ ◦ f∗. Wegen (1.2) ist (i) erfüllt. Sei a ≦ b in X. Da f∗ ordnungs-
erhaltend ist, gilt f∗(a) ≼ f∗(b). Da auch f∗ ordnungserhaltend ist, gilt
f∗(f∗(a)) ≦ f∗(f∗(b)), und es gilt (ii). Nach (1.5) gilt f∗ ◦ f∗ ◦ f∗ = f∗, al-
so auch (f∗ ◦ f∗) ◦ (f∗ ◦ f∗) = (f∗ ◦ f∗), und somit (iii).

Bilde nun das Paar (f∗, f∗) eine antitone Galois-Verbindung zwischen (X,≦)
und (Y, ⊑). Setze wieder φ := f∗ ◦ f∗. Wegen (1.4) ist (i) erfüllt. Sei a ≦ b in X.
Da f∗ ordnungsumkehrend ist, gilt f∗(b) ⊑ f∗(a). Da auch f∗ ordnungsumkeh-
rend ist, gilt f∗(f∗(a)) ≦ f∗(f∗(b)), und somit (ii). Die Aussage (iii) gilt genau
aus dem gleichen Grund wie im monotonen Fall.

Eine Abbildung φ von der partiell geordneten Menge (X,≦) nach einer partiell
geordneten Menge, die die eben aufgeführten drei Eigenschaften (i), (ii) und
(iii) besitzt, nennt man auch einen Hüllenoperator oder einen Abschlussoperator
(im Englischen closure operator) (und ist ein Spezialfall eines allgemeineren
Konzeptes der Hüllenbildung, worauf hier nicht näher eingegangen wird).

(i) Seien U und V zwei Mengen. Sei R eine Relation von U nach V . Betrachte
die in 1.1.3 erklärten rechten und linken Träger bezüglich der Relation R. Sei
f∗ die Abbildung P(U) → P(V ), M 7→ M⊥, und f∗ die Abbildung P(V ) →
P(U), N 7→ N⊥. Dann bildet das Paar (f∗, f∗) eine antitone Galois-Verbindung
zwischen (P(U), ⊆) und (P(V ), ⊆).

Beweis. Liege X = P(U) und Y = P(V ) vor und außerdem, dass ≦ (bzw. ⊑)
die auf X (bzw. Y ) durch Mengeninklusion ⊆ induzierte kanonische partielle
Ordnung sei — also A ≦ (bzw. ⊑) B ⇔ A ⊆ B für alle Elemente A, B aus X
(bzw. Y ) gelte. Für alle M ⊆ U und N ⊆ V gilt die folgende Äquivalenzkette:
(N ⊆ f∗(M)) ⇔ (N ⊆ M⊥) ⇔ (∀y ∈ N ∀x ∈ M : (x, y) ∈ R) ⇔ (∀x ∈
M ∀y ∈ N : (x, y) ∈ R) ⇔ (M ⊆ N⊥) ⇔ (M ⊆ f∗(N)). Das heißt, es gilt die
Äquivalenz (1.3), und das Paar (f∗, f∗) bildet eine antitone Galois-Verbindung
zwischen (P(U),≦) und (P(V ), ⊑).

Jede Relation zwischen zwei Mengen induziert also in natürlicher Weise eine
antitone Galois-Verbindung zwischen deren jeweils durch die mengentheoreti-
sche Inklusion kanonisch partiell geordneten Potenzmengen.

(j) (Erné, Koslowski, Melton und Strecker [91](1993), Satz 7(2)). Im
folgenden Sinn gilt auch die Umkehrung von (i). Seien U und V zwei Mengen.
Sei das Paar (f∗, f∗) eine antitone Galois-Verbindung zwischen (P(U), ⊆) und
(P(V ), ⊆). Dann wird diese antitone Galois-Verbindung durch die Relation

R := {(u, v) ∈ U × V : v ∈ f∗(u)}

(was wegen (1.3) gleich {(u, v) ∈ U × V : u ∈ f∗(v)} ist) wie bei (i) beschrieben
induziert.

1.1.19. Seien X und Y zwei Mengen. Sei R eine Relation von X nach Y . Es
sei an die in 1.1.3 erklärten rechten und linken Träger bezüglich der Relation R
erinnert. Wie eben in 1.1.18(i) gezeigt, bildet das aus der Bildung der rechten
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und der linken Träger bestehende Abbildungspaar zwischen den kanonisch durch
Mengeninklusion partiell geordneten Potenzmengen von X und Y eine antitone
Galois-Verbindung. Seien G und M Teilmengen von X. Für jedes ν ∈ I, I eine
beliebige Indexmenge, sei Mν eine Teilmenge von X. Sei N eine Teilmenge von
Y . Dann gilt:

(a) M⊥ =
⋂

m∈M

{m}⊥ und N⊥ =
⋂

n∈N

{n}⊥.

(b)
( ⋃

ν∈I

Mν

)⊥

=
⋂

ν∈I

(
M⊥

ν

)
, speziell also (G ∪ M)⊥ = G⊥ ∩ M⊥.

(c) Aus G ⊆ M folgt M⊥ ⊆ G⊥.

(d) (M × N ⊆ R) ⇔ (M ⊆ N⊥) ⇔ (N ⊆ M⊥). Da für M⊥ nach Definition
die Inklusion M × M⊥ ⊆ R gilt, gilt insbesondere M ⊆ M⊥

⊥. Und wegen
N⊥ × N ⊆ R gilt analog N ⊆ N⊥

⊥.

(e) M⊥ = M⊥
⊥

⊥ und N⊥ = N⊥
⊥

⊥.

(f) M⊥ \
(
X⊥) ⊆ Y \

((
X \ M

)⊥
)

.

(g) Für ∅ ⊆ X gilt ∅⊥ = Y .

(h) G⊥ ∪ M⊥ ⊆ (G ∩ M)⊥.

(i) Falls G, M und G⊥ ∪ M⊥ trägerabgeschlossen sind, gilt G⊥ ∪ M⊥ =
(G ∩ M)⊥.

(j) M⊥
⊥ = {x ∈ X : (M ∪ {x})⊥

⊥ = M⊥
⊥}.

(k) M⊥
⊥ = {x ∈ X : (M ∪ {x})⊥ = M⊥}.

(ℓ) M ist genau dann trägerabgeschlossen, wenn für alle x ∈ X\M ein y ∈ M⊥

mit (x, y) /∈ R existiert.

(m) Aus M ⊆ G ⊆ M⊥
⊥ folgt M⊥ = G⊥.

Beweis. (a) ist klar. (d) ist auch klar; es sei an die Äquivalenzkette im Beweis von
1.1.18(i) erinnert; M ⊆ M⊥

⊥ ist auch schon per 1.1.18(h), dortige Unteraussage
(i), bewiesen.

(b)
( ⋃

ν∈I

Mν

)⊥
(a)=

⋂
m∈
⋃

ν∈I

Mν

{m}⊥ =
⋂

ν∈I

⋂
m∈Mν

{m}⊥.

(c) Klar nach 1.1.18(d), die dortige Bedingung (i). Die Aussage kann aber
auch hier mit (a) gezeigt werden: Sei G ⊆ M , dann gilt nach (a): M⊥ =( ⋂

g∈G

{g}⊥

)
∩
( ⋂

m∈M

{m}⊥
)

= G⊥ ∩ M⊥ ⇔ M⊥ ⊆ G⊥.

(e) Das ist (1.5) in 1.1.18(g)
(f) y ∈ M⊥ \

(
X⊥) ⇔ (y ∈ M⊥ und y /∈ X⊥) ⇔ (∀x ∈ M : (x, y) ∈ R und

∃x ∈ X : (x, y) /∈ R) ⇒ (∃x ∈ X \ M : (x, y) /∈ R) ⇔ y /∈ (X \ M)⊥ ⇔ y ∈
Y \

(
(X \ M)⊥).

(g) Nach (a) gilt ∅⊥ =
⋂

x∈∅
{x}⊥, nach 1.1.2 also ∅⊥ = Y .
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(h) Man bemerke nur, dass G ∩ M sowohl eine Teilmenge von G als auch
von M ist, und wende dann (c) an. Dass G⊥ ∪ M⊥ eine echte Teilmenge von
(G ∩ M)⊥ sein kann, sieht man sofort mit (g) für den Fall G ∩ M = ∅.

(i) G⊥ ∪ M⊥ = (G⊥ ∪ M⊥)⊥⊥ (b)= (G⊥⊥ ∩ M⊥⊥)⊥ = (G ∩ M)⊥.
(j) Sei x ∈ {ξ ∈ X : (M ∪ {ξ})⊥

⊥ = M⊥
⊥}. Wegen (b) ist dies äquivalent zu

(M⊥ ∩ {x}⊥)⊥ = M⊥
⊥. Mit (h) folgt M⊥

⊥ ∪ {x}⊥
⊥ ⊆ M⊥

⊥, also x ∈ M⊥
⊥.

Sei nun umgekehrt x ∈ M⊥
⊥. Dann ist die Inklusion M⊥ ⊆ (M ∪ {x})⊥ zu

zeigen. Sei dazu n ∈ M⊥ und ξ ∈ M ∪{x}. Für die dann beiden möglichen Fälle
ξ ∈ M oder ξ = x sieht man sofort, dass jeweils (ξ, n) ∈ R vorliegt, das heißt,
n ∈ (M ∪ {x})⊥.

(k) Folgt per (e) sofort aus (j).
(ℓ) Die angegebene Bedingung ist für die Trägerabgeschlossenheit von M

notwendig. Sei dazu M trägerabgeschlossen, also M = M⊥
⊥, und sei x ∈ X \M .

Also x /∈ M⊥
⊥. Das heißt, es gibt ein y ∈ M⊥ mit (x, y) /∈ R.

Umgekehrt ist für die Trägerabgeschlossenheit von M die angegebene Bedin-
gung auch hinreichend. Gelte dazu die besagte Bedingung. Ist dann x ∈ X \ M ,
so gibt es also ein y ∈ M⊥ mit (x, y) /∈ R, das heißt, es ist x /∈ M⊥

⊥. Also hat
man M⊥

⊥ ⊆ M , und mit (d) folgt die Trägerabgeschlossenheit von M .
(m) Gelte M ⊆ G ⊆ M⊥

⊥. Mit (c) und (e) also M⊥ = M⊥
⊥

⊥ ⊆ G⊥ ⊆
M⊥.

Gemäß (k) ist also eine Teilmenge M von X genau dann trägerabgeschlossen,
wenn es kein von M verschiedenes Element x ∈ X (mehr) gibt, so dass M ∪ {x}
den gleichen rechten Träger wie M liefern würde. Oder mit anderen Worten:
M ⊆ X ist genau dann nicht trägerabgeschlossen, wenn es (noch) ein von M
verschiedenes Element x ∈ X gibt, das man zu der Menge M hinzufügen darf,
ohne deren rechten Träger zu verändern.

1.1.20 Satz (Thron [276](1966), Seite 7, Satz 2.2). Sei (X,≦) eine prägeord-
nete Menge. Dann sind die folgenden beiden Aussagen äquivalent:

(a) Jede nicht leere Teilmenge von X, welche eine untere Schranke aufweist,
besitzt ein Infimum in X.

(b) Jede nicht leere Teilmenge von X, welche eine obere Schranke aufweist,
besitzt ein Supremum in X.

Beweis. (a) ⇒ (b): Gelte (a). Sei M ⊆ X nicht leer mit einer oberen Schranke.
Sei O die Menge aller oberen Schranken von M . (Also O = M⊥.) Die Menge O
ist nicht leer und hat (per jedem m ∈ M) eine untere Schranke. (Letzteres ist
wegen 1.1.19(d) auch formal klar: M ⊆ M⊥

⊥ = O⊥.) Nach Voraussetzung hat
O ein Infimum o∗ = inf O. Angenommen, o∗ wäre keine obere Schranke von M .
Dann würde ein von o∗ verschiedenes m ∈ M existieren mit o∗ ≤ m, also eine
untere Schranke von O, die echt größer als o∗ wäre; o∗ ist aber nach Definition
die größte aller unteren Schranken von O, Widerspruch. Also ist o∗ ∈ O. Da
o∗ = inf O, ist o∗ die kleinste obere Schranke von M , das heißt, o∗ = sup M und
es gilt (b).

Vollkommen analog zeigt man (b) ⇒ (a): Gelte (b). Sei M ⊆ X nicht leer
mit einer unteren Schranke. Sei U die Menge aller unteren Schranken von M .
(Also U = M⊥.) Die Menge U ist nicht leer und hat (per jedem m ∈ M)
eine obere Schranke. (Wieder ist letzteres wegen 1.1.19(d) auch formal klar:
M ⊆ M⊥

⊥ = U⊥.) Nach Voraussetzung hat U ein Supremum u∗ = sup U .
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Angenommen, u∗ wäre keine untere Schranke von M . Dann würde ein von u∗

verschiedenes m ∈ M existieren mit m ≤ u∗, also eine obere Schranke von U ,
die echt kleiner als u∗ wäre; u∗ ist aber nach Definition die kleinste aller oberen
Schranken von U , Widerspruch. Also ist u∗ ∈ U . Da u∗ = sup U , ist u∗ die
größte untere Schranke von M , das heißt, u∗ = inf M und es gilt (a).

1.1.21 Satz. Sei (X,≦) eine prägeordnete Menge. Dann sind die folgenden
beiden Aussagen äquivalent:

(a) Für jede Teilmenge von X existiert das Infimum in X.
(b) Für jede Teilmenge von X existiert das Supremum in X.

Beweis. (a) ⇒ (b): Gelte (a). Insbesondere existiert somit das Infimum der
leeren Menge, das heißt, X besitzt ein größtes Element. Damit weist jede nicht
leere Teilmenge von X eine obere Schranke auf. Da nach Voraussetzung die
Aussage (a) von Satz 1.1.20 gilt, folgt mit eben diesem Satz, dass jede nicht leere
Teilmenge von X ein Supremum besitzt. Da des Weiteren nach Voraussetzung
das Infimum von X existiert, besitzt X ein kleinstes Element; mithin existiert
per diesem das Supremum der leeren Menge, und es gilt (b). Ganz entsprechend
zeigt man die Implikation (b) ⇒ (a).

Alternativ kann man den Beweis auch direkt, fast wortwörtlich wie im Beweis
von Satz 1.1.20, führen: Gelte (a). Sei M ⊆ X. Sei O die Menge aller oberen
Schranken von M . (Also O = M⊥.) Nach Voraussetzung hat O ein Infimum
o∗ = inf O. Da jedes Element von M eine untere Schranke von O ist, folgt o∗ ∈ O
(sonst Widerspruch). Da o∗ = inf O, ist o∗ die kleinste obere Schranke von M ,
das heißt, o∗ = sup M und es gilt (b). Die andere Implikation entsprechend.

1.2 Topologie
1.2.1 Definition (Bourbaki [32](1966); von Querenburg [244](1979)). Sei
X eine Menge und τ eine Menge von Teilmengen von X. Dann heißt τ eine
Topologie auf X, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfüllt sind:

(a) Jede Vereinigung von Mengen aus τ ist in τ enthalten.

(b) Jeder Durchschnitt endlich vieler Mengen aus τ ist in τ enthalten.

Ist τ eine Topologie auf X, so heißen die Mengen aus τ offene Mengen. Ein
topologischer Raum ist eine Menge X, versehen mit einer Topologie τ auf X, in
Zeichen (X, τ).

τ = {∅, X} heißt die indiskrete oder auch leere Topologie. τ = P(X) heißt
die diskrete Topologie auf X und (X, τ) heißt dann ein diskreter topologischer
Raum.

1.2.2 Topologien und Ordnung. Sei X eine Menge. Sei ≦ die auf P(X)
durch Mengeninklusion ⊆ induzierte kanonische partielle Ordnung — also A ≦
B ⇔ A ⊆ B für alle Teilmengen A, B von X. Offensichtlich ist dann (P(X),≦)
ein vollständiger Verband.

Sei τ eine Topologie auf X. Mit Satz 1.1.21 in Verbindung mit Definition
1.2.1 (a) sieht man, dass (τ,≦) ebenfalls ein vollständiger Verband ist.

Sind τi, i ∈ I, Topologien auf X, dann ist offensichtlich auch
⋂

{τi : i ∈ I}
eine Topologie auf X. Betrachtet man also die Menge T aller Topologien auf
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X, versehen mit der durch Mengeninklusion ⊆ induzierten partiellen Ordnung
— also τ2 ≦ τ1 ⇔ τ2 ⊆ τ1 für alle τ1, τ2 ∈ T —, so ist (T ,≦) nach Satz 1.1.21
ein vollständiger Verband.

1.2.3 Gδ- und Fσ-Mengen (von Querenburg [244](1979)). Sei X ein to-
pologischer Raum. Eine Teilmenge von X heißt eine Gδ-Menge, wenn sie als
Durchschnitt abzählbar vieler offener Mengen dargestellt werden kann. Eine
Teilmenge von X heißt eine Fσ-Menge, wenn sie als eine Vereinigung von ab-
zählbar vielen abgeschlossenen Mengen dargestellt werden kann.

1.2.4 Grenzpunkte und isolierte Punkte. Sei (X, τ) ein topologischer
Raum, A ⊆ X und x ∈ X. Eine Umgebung des Punktes x ist eine Teilmen-
ge U von X, die eine offene Menge O umfasst, die x enthält, in Zeichen also
x ∈ O ⊆ U . Eine Umgebung von A ist eine Teilmenge U von X, die eine offene
Menge O umfasst, welche A umfasst, in Zeichen also A ⊆ O ⊆ U . Das Wort Um-
gebung wird mit Umg abgekürzt. Demgemäß wird Umgebung von x als Umg(x)
und Umgebung von A als Umg(A) geschrieben.

x heißt innerer Punkt von A, wenn A eine Umgebung von x ist. Die Menge
der inneren Punkte von A heißt das Innere (oder auch der Kern; im Englischen
interior) von A und wird mit int(A) bezeichnet; die dafür sonst auch übliche
Bezeichnung A◦ wird hier nicht verwendet, um Missverständnisse mit der weiter
unten definierten Polaren einer Menge zu vermeiden.

Der Punkt x heißt Berührungspunkt von A (im Englischen adherence point
of A oder auch adherent to A), wenn jede Umgebung von x mit A einen nicht
leeren Durchschnitt hat. Die Menge aller Berührungspunkte von A heißt die
abgeschlossene Hülle von A oder auch der Abschluss von A in X und wird mit
cl(τ ; A) oder mit cl(Schlüssel; A) bezeichnet, wobei Schlüssel für die Topologie
selbst oder für eine abkürzende Bezeichnung der verwendeten Topologie steht.
Ist dabei klar, welche Topologie gemeint ist, wird auch einfach nur cl(A) ge-
schrieben. Besonders in Formeln mit den Allquantor- und Existenz-Operatoren
∀ und ∃ wird für das Wort abgeschlossen die Abkürzung abg verwendet. A heißt
dicht bezüglich einer Menge B ⊆ X, wenn B ⊆ cl(A) gilt, mit anderen Worten,
wenn also für jedes x ∈ B jede Umgebung von x einen nicht leeren Durchschnitt
mit A hat. Man sagt dann auch einfach nur, A sei dicht in B, dies aber immer im
Fall von A ⊆ B. X heißt separabel, wenn X eine abzählbare, dichte Teilmenge
enthält.

x heißt Randpunkt von A, wenn x sowohl von A als auch von X \ A ein
Berührungspunkt ist. Die Menge aller Randpunkte von A heißt der Rand (im
Englischen boundary oder frontier) von A und wird mit ∂A bezeichnet. Andere
übliche Bezeichnungen für den Rand von A sind b(A), Bd(A), Fr(A), ϱA und
Rd(A).

Der Punkt x heißt Häufungspunkt (im Englischen accumulation point) von
A, wenn x ein Berührungspunkt von A \ {x} ist, in Zeichen x ∈ cl(A \ {x}),
oder mit anderen Worten, wenn in jeder Umgebung von x mindestens ein von
x verschiedener Punkt aus A liegt. Ist X ein T1-Raum (siehe 1.2.25), so ist x
genau dann ein Häufungspunkt von A, wenn in jeder Umgebung von x unendlich
viele Punkte aus A liegen, und in diesem Fall (und bei manchen Autoren auch
sonst) heißt x auch ein Kondensationspunkt (im Englischen cluster point) von
A. Die Menge aller Häufungspunkte von A heißt die erste Ableitung oder auch
die Derivierte von A (im Englischen the derived set of A) und wird mit Ad
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bezeichnet. Andere verbreitete, hier aber nicht verwendete, Bezeichnungen für
Ad sind A′ und A(1).

Sowohl die Berührungspunkte als auch die Häufungspunkte heißen im Eng-
lischen manchmal limit points.

Der Punkt x heißt isolierter Punkt von A, wenn x ∈ A \ Ad gilt, oder
äquivalent dazu, wenn es eine Umgebung von x gibt, in der x der einzige Punkt
von A ist. Der Punkt x ist genau dann ein isolierter Punkt von X, wenn die
Menge {x} in X offen ist.

Es gilt cl(A) = A ∪ Ad, genauer: cl(A) =
(
A \ Ad

)
∪̇Ad. A ist genau dann

abgeschlossen, wenn Ad ⊆ A gilt.

Als direkte Konsequenz der Definition der abgeschlossenen Hülle einer Teil-
menge eines topologischen Raumes hat man:

1.2.5 Bemerkung. Sei X mit den Topologien τ1 und τ2 jeweils ein topologi-
scher Raum. Sei A eine Teilmenge von X. Dann sind äquivalent:

(a) cl(τ1; A) = cl(τ2; A).

(b) A ist τ1-abgeschlossen ⇔ A ist τ2-abgeschlossen.

(c) Für jede Teilmenge S von X gilt: A ist τ1-dicht in S ⇔ A ist τ2-dicht in S.

1.2.6 Lokal dicht. Sei X ein topologischer Raum, A ⊆ X und x0 ∈ X. A heißt
bei x0 lokal dicht, wenn eine Umgebung U von x0 existiert, so dass A dicht in
U ist. Mit dieser Terminologie ist somit A genau dann dicht (in X), wenn A bei
jedem x ∈ X lokal dicht ist.

Beweis. Sei A dicht in X. Dann ist offensichtlich U := X für jedes x ∈ X eine
Umgebung von x, so dass A dicht in U ist.

Sei nun umgekehrt A bei jedem x ∈ X lokal dicht. Für jedes x ∈ X existiert
also eine Umgebung U(x) mit U(x) ⊆ cl(A). Insbesondere ist also jedes x ∈ X
ein Berührungspunkt von A, das heißt, A ist in X dicht.

Folglich ist A genau dann nicht dicht (in X), wenn A nicht bei allen x ∈ X
lokal dicht ist. Existiert gar kein Punkt aus X, bei dem A lokal dicht ist, so heißt
A nirgends dicht (in X). Man überlegt sich leicht, dass A genau dann nirgends
dicht (in X) ist, wenn cl(A) keinen inneren Punkt enthält:

Beweis. Sei A nirgends dicht. Angenommen, cl(A) hätte einen inneren Punkt,
etwa x0. Dann gäbe es also eine Umgebung U(x0) von x0 mit U(x0) ⊆ cl(A),
das heißt, A wäre in der Umgebung U(x0) eines Punktes von X, nämlich ja von
x0, dicht, Widerspruch.

Enthalte nun umgekehrt cl(A) keinen inneren Punkt. Angenommen, A wäre
nicht nirgends dicht. Dann existierte ein x0 ∈ X bei dem A lokal dicht wäre.
Es gäbe also eine Umgebung U(x0) von x0, in der A dicht wäre, das heißt,
U(x0) ⊆ cl(A), Widerspruch.

1.2.7 Definition. Seien X und Y topologische Räume. Sei f : X → Y eine
Abbildung und x ∈ X. Die Abbildung f heißt stetig im Punkt x, wenn zu jeder
Umgebung V von f(x) eine Umgebung U von x existiert, so dass gilt: x ∈ U
impliziert f(x) ∈ V . Ist f in jedem Punkt x ∈ X stetig, so heißt f stetig. Die
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Abbildung f heißt offen, wenn das Bild unter f von jeder offenen Menge in X
offen in Y ist.

Eine bijektive Abbildung f : X → Y zwischen topologischen Räumen heißt
ein Homöomorphismus, wenn f und f−1 stetig sind; in diesem Fall heißen X
und Y homöomorph.

1.2.8 Halbstetige Abbildungen (Kuratowski [192](1966), Seite 173). Seien
X und Y zwei topologische Räume. Sei f : X → P(Y ) eine Abbildung und
x0 ∈ X.

Die Abbildung f heißt oberhalbstetig (auch nach oben halbstetig, von oben
halbstetig oder halbstetig von oben; im Englischen upper semi-continuous) im
Punkt x0, wenn für jede offene Teilmenge G von Y mit f(x0) ⊆ G der Punkt
x0 ein innerer Punkt von f−1(P(G)

)
= {x ∈ X : f(x) ⊆ G} ist. Die Abbildung

f ist also genau dann oberhalbstetig bei x0, wenn für jede offene Teilmenge G
von Y mit f(x0) ⊆ G eine Umgebung U von x0 existiert, so dass für alle x ∈ U
die Inklusion f(x) ⊆ G erfüllt ist. Ist f in jedem Punkt von X oberhalbstetig,
so heißt f oberhalbstetig.

Die Abbildung f heißt unterhalbstetig (auch nach unten halbstetig; im Eng-
lischen lower semi-continuous) im Punkt x0, wenn für jede abgeschlossene Teil-
menge K von Y , für die x0 ein Berührungspunkt der Menge f−1(P(K)

)
= {x ∈

X : f(x) ⊆ K} ist, die Inklusion f(x0) ⊆ K gilt; mit anderen Worten, wenn
für jede abgeschlossene Teilmenge K von Y der Punkt x0 genau dann in der
Menge f−1(P(K)

)
enthalten ist, wenn er ein Berührungspunkt dieser Menge

ist. Die Abbildung f ist genau dann unterhalbstetig bei x0, wenn für jede offene
Teilmenge G von Y mit f(x0) ∩ G ̸= ∅ eine Umgebung U von x0 existiert, so
dass für alle x ∈ U der Durchschnitt f(x) ∩ G nicht leer ist.

Beweis. Sei f unterhalbstetig bei x0. Sei G eine offene Teilmenge von Y mit
f(x0)∩G ̸= ∅. Das heißt, f(x0) ist keine Teilmenge von Y \G und dies wiederum
ist äquivalent zu x0 /∈ f−1(P(Y \ G)

)
. Nach Voraussetzung gilt also auch x0 /∈

cl f−1(P(Y \ G)
)
; das heißt, U := X \ cl f−1(P(Y \ G)

)
ist eine Umgebung von

x0. Nun sieht man leicht, dass für jedes x ∈ U auch jeweils die umgekehrten
Implikationen gelten, insbesondere also f(x) ∩ G ̸= ∅.

Existiere nun umgekehrt für jede offene Teilmenge G von Y mit f(x0) ∩
G ̸= ∅ eine Umgebung U von x0, so dass für alle x ∈ U die Ungleichung
f(x) ∩ G ̸= ∅ gelte. Sei K eine abgeschlossene Teilmenge von Y mit x0 /∈
f−1(P(K)

)
. Betrachte die offene Menge G := X \K. Dann gilt also f(x0) ⊈ K,

also f(x0) ∩ G ̸= ∅. Nach Voraussetzung gibt es eine Umgebung U von x0, so
dass für alle x ∈ U die Ungleichung f(x) ∩ G ̸= ∅ erfüllt ist. Das heißt, für alle
x ∈ U gilt f(x) ⊈ K, sprich x /∈ f−1(P(K)

)
. Somit ist U eine Umgebung von

x0, die einen leeren Durchschnitt mit der Menge f−1(P(K)
)

hat, das heißt, x0
ist kein Berührungspunkt dieser Menge, in Zeichen x0 /∈ cl f−1(P(K)

)
.

Ist f in jedem Punkt von X unterhalbstetig, so heißt f unterhalbstetig.
Die Abbildung f ist genau dann unterhalbstetig bei x0, wenn für jedes y ∈

f(x0) gilt: Für jede Umgebung V (y) von y existiert eine Umgebung U(x0) von
x0, so dass für alle x ∈ U(x0) der Durchschnitt f(x) ∩ V (y) nicht leer ist.

Beweis. Sei f unterhalbstetig bei x0. Sei y ∈ f(x0) und dann V (y) eine Umge-
bung von y. Dann sei G eine offene Menge von Y mit y ∈ G ⊆ V (y). Wegen
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y ∈ f(x0) ∩ G also f(x0) ∩ G ̸= ∅. Nach Voraussetzung gibt es dann eine Um-
gebung U(x0) von x0, so dass für alle x ∈ U(x0) die Ungleichung f(x) ∩ G ̸= ∅
und somit auch f(x) ∩ V (y) ̸= ∅ gilt. Dies zeigt, dass die Unterhalbstetigkeit
von f bei x0 hinreichend ist für die behauptete Eigenschaft.

Sie ist auch notwendig; dazu gelte nun die besagte Eigenschaft. Sei G ⊆ Y
offen mit f(x0)∩G ̸= ∅. Sei y ∈ f(x0)∩G. Dann ist V (y) := G eine Umgebung
von y und somit gibt es nach Voraussetzung eine Umgebung U(x0) von x0, so
dass für alle x ∈ U(x0) die Ungleichung f(x) ∩ V (y) ̸= ∅, sprich f(x) ∩ G ̸= ∅
gilt.

Die Abbildung f ist genau dann oberhalbstetig, wenn für jede offene Teil-
menge A von Y die Menge f−1(P(A)

)
, also die Menge {x ∈ X : f(x) ⊆ A},

offen ist; dies ist genau dann der Fall, wenn für jede abgeschlossene Teilmenge
A von Y die Menge X \f−1(P(X \A)

)
, also die Menge {x ∈ X : f(x)∩A ̸= ∅},

sprich f−−1(A), abgeschlossen ist; unterhalbstetig entsprechend mit „offen“ je-
weils vertauscht mit „abgeschlossen“.

Siehe auch 1.2.9 und 2.4.40.
1.2.9 Halbstetige Abbildungen nach geordneten Räumen (Choquet
[45](1969), Seite 29). Sei X ein topologischer Raum. Sei Y eine Menge, versehen
mit einer Totalordnung. Sei x0 ∈ X. Eine Abbildung f : X → Y heißt unter-
halbstetig (auch nach unten halbstetig; im Englischen lower semi-continuous)
im Punkt x0, wenn für jedes y ∈ Y mit f(x0) > y eine Umgebung U von x0
existiert, so dass für alle x ∈ U die Ungleichung f(x) > y gilt. Oberhalbstetig
(oder auch synonym nach oben halbstetig) im Punkt x0 wird entsprechend mit
jeweils < anstatt > definiert. Falls eine Abbildung f : X → Y in jedem Punkt
von X unterhalbstetig ist, heißt sie unterhalbstetig. Oberhalbstetig entsprechend.

Sei f : X → Y eine Abbildung. Dann ist f genau dann unterhalbstetig, wenn
für jedes y ∈ Y die Menge {x ∈ X : f(x) > y} offen ist.

Beweis. Sei f unterhalbstetig. Sei y ∈ Y . Setze A := {x ∈ X : f(x) > y}.
Liege der Fall vor, dass A nicht leer ist. Sei x0 ∈ A beliebig, aber fest. Nach
Voraussetzung existiert eine Umgebung U von x0 mit U ⊆ A, das heißt, x0 ist
ein innerer Punkt von A.

Sei nun umgekehrt für jedes y ∈ Y die Menge {x ∈ X : f(x) > y} offen. Sei
x0 ∈ X. Sei y ∈ Y mit f(x0) > y. Die Menge A := {x ∈ X : f(x) > y} enthält
also x0 und ist nach Voraussetzung offen. Es existiert also eine offene Menge
U ⊆ A mit x0 ∈ U .

Ganz analog gilt: f ist genau dann oberhalbstetig, wenn für jedes y ∈ Y die
Menge {x ∈ X : f(x) < y} offen ist.

Siehe auch 2.9.32.
1.2.10 Grenzwert einer Funktion. Seien X und Y topologische Räume,
sei A ⊆ X, f : A → Y eine Abbildung, a ∈ X ein Berührungspunkt von A
und y ∈ Y . Dann heißt das y ein Grenzwert von f bezüglich A im Punkt a ∈
cl(A), in Zeichen lim

x→a, x∈A
f(x) = y, wenn zu jeder Umgebung V von y in Y

derart eine Umgebung U von a in X existiert, dass f(U ∩ A) ⊆ V erfüllt ist.
Ist g die durch g|A := f, g(a) := y definierte Abbildung A ∪ {a} → Y , so
gilt genau dann g(a) = lim

x→a, x∈A
g(x) (was nach Definition von g äquivalent zu

y = lim
x→a, x∈A

f(x) ist), wenn g in a stetig ist.
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Somit gilt: Seien X und Y topologische Räume, sei g : X → Y eine Abbildung
und a ∈ X ein Berührungspunkt von X \ {a}. Dann ist die Abbildung g genau
dann in a stetig, wenn g(a) = lim

x→a, x∈X\{a}
g(x) gilt.

Die hier gegebene Definition des Grenzwertes einer Funktion findet sich zum
Beispiel bei den Autoren Bourbaki, Dieudonné, Serge Lang und Amann
und Escher. Bei manchen Autoren wie zum Beispiel Rudin, Heuser und
Königsberger findet man eine andere Definition des Grenzwertes einer Funk-
tion f : A → Y : Es wird a ∈ X als Häufungspunkt von A vorausgesetzt und
der Grenzwert definiert als lim

x→a
f(x) := lim

x→a, x∈A\{a}
f(x); diese Variante ist die

klassische Definition, die auf Weierstrass zurückgeht.

1.2.11 Definition. Sei (X, τ) ein topologischer Raum. Wenn B eine Familie
von Umgebungen eines x ∈ X (bzw. einer Teilmenge A von X) ist und für jede
Umgebung V von x (bzw. von A) ein U ∈ B mit U ⊆ V existiert, dann heißt
B eine Umgebungsbasis von x (bzw. von A) (im Englischen auch fundamental
system of neighborhoods of x (bzw. of A)) und wird mit B(x) (bzw. B(A))
bezeichnet; genauer schreibt man auch B(τ ; x) (bzw. B(τ ; A)). Falls für jedes
x ∈ X eine abzählbare Umgebungsbasis von x existiert, sagt man, X erfülle das
erste Abzählbarkeitsaxiom.

Ein β ⊆ P(X) heißt eine Basis der Topologie τ , falls β ⊆ τ und jedes Element
von τ eine Vereinigung von Elementen von β ist: ∀O ∈ τ ∃γ ⊆ β : O =

⋃
γ.

Falls X eine abzählbare Basis besitzt, sagt man, X erfülle das zweite Abzähl-
barkeitsaxiom. Ein σ ⊆ P(X) heißt eine Subbasis der Topologie τ , wenn das aus
allen endlichen Durchschnitten von Elementen aus σ gebildete Mengensystem
eine Basis von τ ist.

1.2.12 Definition. Sei (X, τ) ein topologischer Raum und x ∈ X. Ein S ⊆
P(X) heißt eine Umgebungssubbasis von x, falls {

⋂
F : F ⊆ S endlich } eine

Umgebungsbasis von x ist.

1.2.13. Sei (X, τ) ein topologischer Raum. Für β ⊆ P(X) sind äquivalent:

(a) β ist eine Basis von τ .

(b) β ⊆ τ und ∀x ∈ X ∀V Umg(x) ∃U ∈ β : x ∈ U ⊆ V .

(c) β ⊆ τ und ∀x ∈ X : {O ∈ β : x ∈ O} ist eine Umgebungsbasis von x.

Beweis. (a)⇒(b): Gelte (a). Sei x ∈ X und sei V eine Umgebung von x. Es gibt
also ein W ∈ τ mit x ∈ W ⊆ V . Nach Voraussetzung existiert ein γ ⊆ β mit
W =

⋃
γ, insbesondere also ein U ∈ γ mit x ∈ U , also x ∈ U ⊆ V .

(b)⇒(a): Gelte (b). Sei V ∈ τ . Setze γ := {O ∈ β : O ⊆ V }. Sei x ∈ V . Nach
Voraussetzung existiert ein U ∈ β mit x ∈ U ⊆ V . Somit ist U ∈ γ und x ∈

⋃
γ,

also V ⊆
⋃

γ. Da offensichtlich
⋃

γ ⊆ V , also V =
⋃

γ, das heißt, es gilt (a).
(b)⇒(c): Gelte (b). Sei x ∈ X und V eine Umgebung von x. Dann existiert

nach Voraussetzung ein U ∈ β mit x ∈ U ⊆ V , das heißt, ein Element U aus
der Menge {O ∈ β : x ∈ O} mit U ⊆ V und es gilt (c).

(c)⇒(b): Gelte (c). Sei x ∈ X und V eine Umgebung von x. Nach Voraus-
setzung existiert ein Element U aus der Menge {O ∈ β : x ∈ O} mit U ⊆ V , das
heißt, x ∈ U ⊆ V und es gilt (b).

Obwohl damit die Äquivalenz von (a), (b) und (c) gezeigt ist, sei hier noch
der direkte Beweis der Äquivalenz von (a) und (c) angefügt:
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(a)⇒(c): Gelte (a). Wörtlich wie bei (a)⇒(b) und dann beachte man noch,
dass U ein Element von {O ∈ β : x ∈ O} ist.

(c)⇒(a): Gelte (c). Sei O ∈ τ . Nach Voraussetzung existiert für jedes x ∈ O
ein Ux ∈ β mit x ∈ Ux ⊆ O. Somit ist O =

⋃
{Ux ∈ β : x ∈ O}, das heißt, es

gilt (a).

1.2.14. Sei X eine Menge. β ⊆ P(X) ist genau dann eine Basis einer Topologie
auf X, wenn X =

⋃
β und für alle endlichen F ⊆ β der Durchschnitt

⋂
F

Vereinigung von Mengen aus β oder leer ist.

1.2.15 Satz (Kelley [184](1955), Seite 47). Eine Familie β von Mengen ist
genau dann eine Basis für eine Topologie auf

⋃
β, wenn ∀U , V ∈ β ∀x ∈

U ∩ V ∃W ∈ β : x ∈ W ⊆ U ∩ V .

1.2.16 Satz und Definition (Preuß [243](1975), Seite 41, Lemma 1.3.19).
Sei X eine Menge und σ eine nicht leere Teilmenge von P(X). Dann ist σ eine
Subbasis einer eindeutig bestimmten Topologie auf X.

Beweis. Setze β = {
⋂

F : F ⊆ σ endlich }. Nach 1.1.2 ist X ∈ β, also
⋃

β = X.
Der Durchschnitt von je zwei Elementen von β ist wieder ein Element von β.
Nach Satz 1.2.15 ist β eine Basis einer Topologie τ auf X, mithin σ eine Subbasis
von τ . Da eine Topologie von X mit σ als Subbasis stets β als eine Basis besitzt,
ist die Topologie τ eindeutig bestimmt.

Die demonstrierte Topologie τ wird die von σ erzeugte Topologie genannt,
in Zeichen τ = (σ).

1.2.17. Sei X eine Menge und seien τ1 und τ2 zwei Topologien auf X. τ1 heißt
feiner als τ2, und τ2 gröber als τ1, wenn τ1 ⊇ τ2 gilt. Sei für i = 1, 2 βi eine
Basis für τi und σi eine Subbasis für τi. Sei für x ∈ X und i = 1, 2 B(τi; x) eine
Umgebungsbasis von x in (X, τi). Folgende Aussagen sind äquivalent:

(a) τ1 ist feiner als τ2.

(b) Die Abbildung (X, τ1) → (X, τ2), x 7→ x ist stetig.

(c) Es gibt eine Subbasis von τ2, die Teilmenge von τ1 ist.

(d) ∀x ∈ X ∀U ∈ B(τ2; x) : U ist Umg(τ1; x).

(e) Jede τ2-Umgebung ist eine τ1-Umgebung.

(f) ∀x ∈ X ∀V ∈ B(τ2; x) ∃U ∈ B(τ1; x) : U ⊆ V .

(g) ∀A ⊆ X : cl(τ1; A) ⊆ cl(τ2; A).

(h) ∀A ⊆ Xτ2-abg : A ist τ1-abg.

(i) ∀O2 ∈ β2 ∀x ∈ O2 ∃O1 ∈ β1 : x ∈ O1 ⊆ O2.

(j) ∀O2 ∈ σ2 ∀x ∈ O2 ∃O1 ∈ β1 : x ∈ O1 ⊆ O2.

(k) ∀A ⊆ X : int(τ1; A) ⊇ int(τ2; A).

(l) ∀A ⊆ X ∀B ⊆ X :
(

A τ1-dicht bzgl. B ⇒ A τ2-dicht bzgl. B
)

.
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Beweis. (a)⇒(i): Gelte (a). Sei O2 ∈ β2. Sei x ∈ O2. Nach Voraussetzung ist
O2 ∈ τ1 und daher existiert ein γ1 ⊆ β1 mit O2 =

⋃
γ1, insbesondere ein O1 ∈ γ1

mit x ∈ O1, also x ∈ O1 ⊆ O2 und O1 ∈ β1, das heißt, es gilt (i).
(i)⇒(a): Gelte (i). Sei U2 ∈ τ2. Dann existiert ein γ2 ⊆ β2 mit U2 =

⋃
γ2.

Sei O2 ∈ β2. Nach Voraussetzung existiert für jedes x ∈ O2 ein Ox ∈ β1 mit
x ∈ Ox ⊆ O2. Also ist O2 =

⋃
{Ox ∈ β1 : x ∈ O2}. Folglich lässt sich jedes

O2 ∈ β2, insbesondere jedes O2 ∈ γ2 und damit auch U2, als Vereinigung von
Elementen aus β1 darstellen, das heißt, U2 ∈ τ1 und es gilt (a).

1.2.18 Subbasis. Sei (X, τ) ein topologischer Raum. Für σ ⊆ P(X) sind äqui-
valent:

(a) σ ist eine Subbasis von τ . (Definition 1.2.11)

(b) {
⋂

F : F ⊆ σ endlich } ist eine Basis von τ .

(c) σ ⊆ τ und jedes Element von τ ist die Vereinigung von endlichen Schnitten
von Elementen aus σ.

(d) τ ist die von σ erzeugte Topologie. (Satz und Definition 1.2.16)

(e) τ ist die gröbste Topologie auf X mit σ ⊆ τ .

1.2.19. Seien (X1, τ1) und (X2, τ2) zwei topologische Räume. Ist f : X1 → X2
eine Abbildung und x ∈ X1. Sei für i = 1, 2 βi eine Basis für τi und σi eine
Subbasis für τi. Für i = 1, 2 und xi ∈ Xi bezeichne B(τi; xi) eine Umgebungs-
basis und S(τi, xi) ⊆ B(τi; xi) eine Umgebungssubbasis von xi in Xi. Dann
gilt:

(a) Die Abbildung f ist genau dann stetig, wenn für alle O2 ∈ σ2 ein O1 ∈ τ1
mit f(O1) ⊆ O2 existiert.

(b) Die Abbildung f ist genau dann in x stetig, wenn für alle V ∈ S(τ2; f(x))
ein U ∈ B(τ1; x) mit f(U) ⊆ V existiert.

Beweis. Dass für ein in x stetiges f die angegebene Bedingung folgt, ist klar.
Sei nun umgekehrt die angegebene Bedingung erfüllt. Sei V eine Umgebung von
f(x). Dann existieren für ein n ∈ N× V1, . . . , Vn ∈ S(τ2; f(x)) mit V1∩. . .∩Vn ⊆
V . Nach Voraussetzung existiert zu jedem Vi, i = 1, . . . , n, ein Ui ∈ B(τ1; x) mit
f(Ui) ⊆ Vi. Damit gilt: f(U1 ∩ . . . ∩ Un) ⊆ f(U1) ∩ . . . ∩ f(Un) ⊆ V1 ∩ . . . ∩ Vn ⊆
V .

1.2.20 Definition. Sei X ein topologischer Raum. X ist kompakt, wenn je-
de offene Überdeckung von X eine endliche Teilüberdeckung enthält. A ⊆ X
ist kompakt, wenn der Unterraum A kompakt ist. A ⊆ X ist relativ kompakt
(bei Dunford und Schwartz [78](1958) im Englischen conditionally compact),
wenn cl(A) kompakt ist. X ist abzählbar kompakt, wenn jede abzählbare offene
Überdeckung von X eine endliche Teilüberdeckung enthält. X ist ein Lindelöf-
Raum, wenn jede offene Überdeckung von X eine abzählbare Teilüberdeckung
enthält. X ist lokal kompakt, wenn jeder Punkt von X mindestens eine kompakte
Umgebung hat. X ist σ-kompakt, wenn X lokal kompakt ist und als eine Verei-
nigung von höchstens abzählbar vielen kompakten Räumen betrachtet werden
kann. Siehe auch die Bemerkungen 1.2.28 weiter unten.
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1.2.21 Definition. Seien Xν , ν ∈ I, I eine Indexmenge, topologische Räume.
Sei M eine Menge. Es sei an Bemerkung 1.2.2 erinnert.

(a) Für jedes ν ∈ I sei fν : M → Xν eine Abbildung. Die gröbste Topologie
auf M bezüglich der alle fν , ν ∈ I, stetig sind, heißt die Initialtopologie (von
M) bezüglich (der topologischen Räume Xν , ν ∈ I, und) der Familie fν , ν ∈ I.

(b) Für jedes ν ∈ I sei gν : Xν → M eine Abbildung. Die feinste Topologie
auf M bezüglich der alle gν , ν ∈ I, stetig sind, heißt die Finaltopologie (von M)
bezüglich (der topologischen Räume Xν , ν ∈ I, und) der Familie gν , ν ∈ I.

1.2.22 Produkttopologie (Carothers [43](2005), Seite 170). Seien Xν ,
ν ∈ I, I eine Indexmenge, topologische Räume. Die Tychonoff-Topologie oder
Produkttopologie auf dem kartesischen Produkt

∏
ν∈I Xν , aufgefasst als die Men-

ge aller mit I indizierten Familien x = (xν)ν∈I mit xν ∈ Xν für alle ν ∈ I,
ist die Initialtopologie der Funktionenfamilie aller kanonischen Abbildungen
πµ :

∏
ν∈I Xν → Xµ, (xν)ν∈I 7→ xµ, µ ∈ I. Gemäß 1.2.18 bilden die π−1

ν (Uν),
ν ∈ I, Uν offen in Xν , somit eine Subbasis im Produkt. Ist von einem karte-
sischen Produkt

∏
ν∈I Xν als topologischem Raum die Rede, so ist, falls keine

andere Topologie als die Produkttopologie näher spezifiziert ist, der Raum als
mit der Produkttopologie ausgestattet zu verstehen.

1.2.23 Würfel. Bezeichne I das abgeschlossene Einheitsintervall [0, 1] der re-
ellen Zahlengerade und sei J eine beliebige Indexmenge. Dann heißt IJ :=∏

ν∈J Iν mit Iν = I für alle ν ∈ J , versehen mit der Produkttopologie, ein
Würfel (im Englischen cube) oder ein Parallelotop. Es ist verbreitet, für J

eine Kardinalzahl m anzunehmen. Speziell nennt man einen Würfel Im einen
Tychonoff-Würfel, wenn m eine unendliche Kardinalzahl ist, und man nennt ihn
einen euklidischen Würfel, wenn m eine endliche Kardinalzahl ist.

1.2.24 Filter. In 1.1.16 wurden Filter auf Mengen X definiert. Sei nun X ein
topologischer Raum. Die Menge aller Umgebungen einer Menge A ⊆ X ist ein
Filter; er wird der Umgebungsfilter von A genannt; bei einelementigem A, etwa
A = {x}, sagt man einfach Umgebungsfilter von x. Für jedes x ∈ X ist der Um-
gebungsfilter von x ein fixierter Filter. Man sagt, ein Filter F auf X konvergiere
gegen x ∈ X, in Zeichen F → x, wenn F feiner als der Umgebungsfilter von
x ist; x heißt dann ein Limespunkt von F . Ist dabei x der einzige Limespunkt
von F , so schreibt man auch lim F = x. Diese Konvergenzbegriffe und -symbole
übertragen sich auf Netze, indem man deren Abschnittsfilter betrachtet.

Man sagt, dass eine indizierte Familie xν ∈ X, ν ∈ I, nach x bezüglich
eines Filters F konvergiere, in Zeichen x = limF xν , falls für jede offene Menge
G ⊆ X, die x enthält, die Menge {ν ∈ I : xν ∈ G} zu F gehört (Johnson und
Lindenstrauss [158](2001), Seite 55).

Die folgenden Trennungsaxiome und Äquivalenzen entstammen den Topo-
logie-Büchern von Boto von Querenburg, Kelley, Kuratowski und
Dugundji.

1.2.25 Trennungsaxiome. Sei (X; τ) ein topologischer Raum. X heißt ein

(a) T0-Raum

:⇔ Für je zwei verschiedene Punkte von X, hat mindestens einer der
beiden Punkte eine Umgebung, die nicht den anderen Punkt enthält.



1.2. Topologie 30

⇔ ∀x, y ∈ X, x ̸= y : x /∈ cl({y}) oder y /∈ cl({x}).
⇔ ∀x, y ∈ X, x ̸= y : cl({x}) ̸= cl({y}).

(b) T1-Raum

:⇔ Für je zwei verschiedene Punkte von X, hat jeder der beiden Punkte
eine Umgebung, die nicht die Umgebung des anderen Punktes enthält.

⇔ Jede einpunktige Menge ist abgeschlossen.
⇔ Jede Teilmenge A ⊆ X ist der Durchschnitt aller ihrer Umgebungen.

(c) T2-Raum oder Hausdorffraum

:⇔ ∀p, q ∈ X, p ̸= q ∃G, H ⊆ X offen, disjunkt: p ∈ G, q ∈ H.
⇔ Für jeden Punkt x ∈ X ist der Durchschnitt all seiner abgeschlosse-

nen Umgebungen gleich der Menge {x}.
⇔ Die Diagonale von X ist in X × X abgeschlossen.
⇔ Jeder konvergente Filter auf X besitzt genau einen Limespunkt.
⇔ Jedes Netz konvergiert zu höchstens einen Punkt.

(d) T3-Raum oder regulärer Raum

:⇔ ∀p ∈ X ∀F ⊆ X abg, p /∈ F ∃G1, G2 ⊆ X offen, disjunkt:
p ∈ G1, F ⊆ G2.

⇔ ∀p ∈ X ∀F ⊆ X abg, p /∈ F ∃G ⊆ X offen:
p ∈ G, cl(G) ∩ F = ∅.

⇔ ∀p ∈ X ∀G Umg(p) ∃F Umg(p), abg: F ⊆ G.

⇔ ∀p ∈ X : Die Menge aller abgeschlossenen Umgebungen von p ist
eine Umgebungsbasis von p.

(e) T3a-Raum oder vollständig regulärer Raum

:⇔ ∀p ∈ X ∀F ⊆ X abg, p /∈ F ∃f : X → [0, 1] stetig, f(p) = 0
∀x ∈ F : f(x) = 1.

⇔ Die Topologie von X besitzt als Basis das Mengensystem{
f−1(U) : U ⊆ R, f : X → R stetig

}
.

⇔ Die Nullstellenmengen der stetigen reellwertigen Funktionen auf X
bilden eine Basis für die abgeschlossenen Mengen von X.

⇔ ∀p ∈ X ∀U Umg(p) ∃f : X → [0, 1] stetig, f(p) = 0
∀x ∈ X \ U : f(x) = 1.

(f) Tychonoff-Raum

:⇔ X ist T1 und T3a.

⇔ X ist homöomorph zu einem Unterraum eines Würfels.
⇔ X ist homöomorph zu einem Unterraum eines kompakten Hausdorff-

raumes.
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(g) T4-Raum oder normaler Raum

:⇔ ∀F0, F1 ⊆ X abg, disjunkt ∃G0, G1 ⊆ X offen, disjunkt:
F0 ⊆ G0, F1 ⊆ G1.

⇔ ∀G0, G1 ⊆ X offen, X = G0 ∪ G1 ∃F0, F1 ⊆ X abg:
F0 ⊆ G0, F1 ⊆ G1, F0 ∪ F1 = X.

⇔ ∀F0, F1 ⊆ X abg, disjunkt, ̸= ∅ ∃f : X → [0, 1] stetig:
f(F0) = {0}, f(F1) = {1}.

⇔ ∀F ⊆ X abg, ∀G ⊆ X offen, F ⊆ G ∃A ⊆ X offen:
F ⊆ A ⊆ cl(A) ⊆ G.

1.2.26 Bemerkung. Manche Autoren verlangen bei der Definition von den
T3-, T3a- und T4-Räumen zusätzlich, dass sie T1- oder T2-Räume sind.

1.2.27 Satz. Sei X ein topologischer Raum. Dann gelten die folgenden Impli-
kationen: T1 + T4 ⇒ T1 + T3a, T3a ⇒ T3, T1 + T3 ⇒ T2 ⇒ T1 ⇒ T0.

1.2.28 Bemerkungen. (a) Manche Autoren verlangen bei der Definition von
kompakt, dass X ein Hausdorffraum ist. Üblicherweise wird dann das hier de-
finierte kompakt als präkompakt, bikompakt oder quasikompakt bezeichnet. Bei
diesen Autoren wird dann meist auch für die Definitionen von abzählbar kompakt
und lokal kompakt X als ein Hausdorffraum gefordert.

(b) Man beachte, dass eine kompakte Teilmenge eines topologischen Raumes
X nur dann mit Sicherheit abgeschlossen ist, wenn X Hausdorff’sch ist.

(c) Es gibt Autoren, die den Begriff relativ kompakt etwas schwächer definie-
ren, in dem sie eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X relativ kompakt
nennen, wenn jede offene Überdeckung von X eine endliche Teilüberdeckung von
A enthält; mit dieser Definition lässt sich dann zum Beispiel ein Hausdorffraum
X angeben, der eine in diesem Sinne relativ kompakte Teilmenge enthält, die
keine kompakte Obermenge in X hat. Siehe zum Beispiel Bartsch [14](2005).

1.2.29 Satz. Sei X ein topologischer Raum. Dann gelten die folgenden Impli-
kationen: T2+lokal kompakt ⇒ T1 + T3a, T2+kompakt ⇒ T1 + T4, T2+lokal
kompakt +σ-kompakt ⇒ T1 + T4, T3+Lindelöf ⇒ T4.

1.2.30 Zusammenhang (von Querenburg [244](1979); Jänich
[154](2004)). Sei X ein topologischer Raum. X heißt zusammenhängend,
wenn X nicht in zwei disjunkte, nicht leere, offene Mengen zerlegt werden kann.
Eine stetige Abbildung [0, 1] → X heißt ein Weg von X. Einen Weg f mit
f(0) = f(1) nennt man geschlossen. X heißt wegzusammenhängend, wenn es
zu je zwei Punkten x, y ∈ X einen Weg f mit f(0) = x und f(1) = y gibt.
X heißt lokal (weg)zusammenhängend, wenn es zu jedem Punkt x ∈ X und zu
jeder Umgebung U von x eine (weg)zusammenhängende Umgebung V von x
mit V ⊆ U gibt.

Zwei Wege f und g von X mit gemeinsamen Anfangspunkt x und gemein-
samen Endpunkt y in X heißen homotop, in Zeichen f ∼ g, wenn es zwischen
ihnen eine Homotopie gibt, das heißt, eine stetige Abbildung h : [0, 1]×[0, 1] → X
mit der Eigenschaft, dass für die einzelnen Wege hλ : [0, 1] → X, t 7→ h(t, λ),
λ ∈ [0, 1], gilt: h0 = f und h1 = g, und alle hλ haben den Anfangspunkt x und
den Endpunkt y.
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Ein geschlossener Weg f heißt nullhomotop, wenn f ∼
(
[0, 1] → X, t 7→

f(0)
)

gilt. X heißt einfach zusammenhängend, wenn X wegzusammenhängend
ist und alle geschlossenen Wege nullhomotop sind.

1.2.31. Jeder wegzusammenhängende Raum ist zusammenhängend.
Ein topologischer Raum X ist genau dann zusammenhängend, wenn jede

stetige Abbildung von X in einen diskreten topologischen Raum, der mindestens
zwei Punkte enthält, konstant ist (von Querenburg [244](1979), Seite 50,
A4.3).

Die leere Menge und jede einelementige Menge eines topologischen Raumes
ist zusammenhängend (Bourbaki [32](1966), I.11.1).

Ist X ein Hausdorffraum, so ist jede endliche Teilmenge von X mit mehr
als einem Element nicht zusammenhängend; allgemeiner ist jede Teilmenge von
X mit mehr als einem Element und mindestens einem isolierten Punkt nicht
zusammenhängend (Bourbaki [32](1966), I.11.1).



Kapitel 2

Algebren und topologische
Vektorräume

2.1 Ringe
2.1.1 Definition (Schulze [258](2006); Goldhaber und Ehrlich [115]
(1970)). Seien X und Y zwei Mengen. Eine Abbildung f : Y × X → X heißt
eine Verknüpfung auf X (genauer eine zweistellige Verknüpfung auf X). Im Fall
von Y ̸= X heißt f eine äußere Verknüpfung auf X mit Operatorenbereich Y .
Im Fall von Y = X heißt f eine innere Verknüpfung auf X. Wie üblich wird für
x ∈ X, y ∈ Y das Verknüpfungsergebnis f(y, x) meist als yfx geschrieben, was
wiederum bei Verwendung einer multiplikativen Schreibweise auch einfach nur
als yx geschrieben wird.

Sei (X, ◦) eine Menge X mit einer zweistelligen Verknüpfung ◦. Seien A und
B zwei Teilmengen von X. Dann wird mit A ◦ B die Menge {a ◦ b ∈ X : a ∈ A,
b ∈ B} bezeichnet; sie heißt das Komplexprodukt von A, B. Ist eine der Mengen
A oder B einelementig, etwa A = {a}, dann schreibt man a ◦ B anstelle von
{a} ◦ B. Man beachte 2.1.13.

Sei X eine nicht leere Menge, I eine nicht leere Indexmenge und V := {fν :
ν ∈ I} eine nicht leere Menge von nicht notwendig zweistelligen Verknüpfungen
auf X. Dann heißt (X, V ) eine algebraische Struktur . Für endliches V , etwa
V = {f1, . . . , fn}, schreibt man für (X, V ) auch (X, f1, . . . , fn). Ist (A, ◦) eine
algebraische Struktur, deren Verknüpfung ◦ eine innere zweistellige Verknüpfung
ist, so heißt (A, ◦) ein Magma (im Englischen magma; bei Kurosch [193](1964)
ein Gruppoid).

Sei (M, ◦) ein Magma. Die Verknüpfung ◦ heißt assoziativ, wenn für alle x,
y, z ∈ M die Gleichung (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z) gilt — die beiden Ausdrücke
(x ◦ y) ◦ z und x ◦ (y ◦ z) also auch klammerfrei als x ◦ y ◦ z geschrieben werden
dürfen; in diesem Fall heißt (M, ◦) eine Halbgruppe (im Englischen semigroup).
Die Verknüpfung ◦ heißt kommutativ, wenn für alle x, y ∈ M die Gleichung
x ◦ y = y ◦ x gilt; in diesem Fall heißt (M, ◦) kommutativ oder auch abelsch. Ein
ℓ ∈ M heißt ein linksneutrales Element oder eine Linkseins von (M, ◦), wenn
ℓ ◦ a = a für alle a ∈ M gilt. Ein r ∈ M heißt ein rechtsneutrales Element oder
eine Rechtseins von (M, ◦), wenn a ◦ r = a für alle a ∈ M gilt. Ein Element
e ∈ M heißt ein neutrales Element oder eine (beidseitige) Eins von (M, ◦),
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falls es sowohl ein links- als auch ein rechtsneutrales Element von (M, ◦) ist.
Sei nun e ∈ M eine Links-, Rechts- oder beidseitige Eins von (M, ◦); für die
dann vorliegende Konstellation schreibt man dann auch genauer (M, ◦, e). Gilt
für zwei Elemente a und b aus M die Gleichung a ◦ b = e, so heißt a eine
Linksinverse von b und b eine Rechtsinverse von a. In diesem Fall sagt man
auch, dass a rechts-invertierbar ist, und dass b links-invertierbar ist. Hat ein
a ∈ M sowohl eine Links- als auch eine Rechtsinverse, so heißt a invertierbar .

Sei (M, ◦) ein Magma mit einem neutralen Element e. Das neutrale Ele-
ment heißt auch die Verknüpfung einer leeren Familie von Elementen aus M .
Man bemerke, dass damit automatisch Summen und Produkte über eine leere
Indexmenge erklärt sind, siehe Bourbaki [34](1974), I.2.1, Seite 13.

Eine Halbgruppe (H, ◦) mit einem neutralen Element e heißt ein Monoid
und wird mit (H, ◦, e) bezeichnet.

Sei (H, ◦, e) ein Monoid mit einem invertierbaren h ∈ H. Sei ℓ ∈ H eine
Linksinverse und r ∈ H eine Rechtsinverse von h. Da dann die Gleichungskette
ℓ = ℓ ◦ e = ℓ ◦ (h ◦ r) = (ℓ ◦ h) ◦ r = e ◦ r = r gilt, definiert man: Sei (M, ◦, e)
ein Magma mit neutralem Element e. Stimmt für ein invertierbares m ∈ M die
Linksinverse von m mit der Rechtsinversen von m überein — was, wie eben
gesehen, der Fall ist, wenn (M, ◦, e) ein Monoid ist —, so heißt die (somit ein-
deutig bestimmte) Linksinverse von m die Inverse von m; sie wird meist mit
m−1 bezeichnet und speziell, wenn die Verknüpfung ◦ additiv, also zum Beispiel
als +, geschrieben wird (was oftmals (nur) der Fall ist, wenn die Verknüpfung
kommutativ ist), mit −m bezeichnet.

Eine Halbgruppe (H, ◦) heißt eine Gruppe, wenn einerseits eine Linkseins
e von H existiert und andererseits zu jedem h ∈ H eine Linksinverse von h
bezüglich e existiert, soll heißen, ein g ∈ H mit g ◦ h = e existiert.

Sei (G, ◦) eine Gruppe und U ⊆ G. (U, U ↾ ◦) heißt eine Untergruppe von
(G, ◦), falls (U, U ↾ ◦) eine Gruppe ist.

Eine Untergruppe U einer Gruppe (G, ◦) heißt Normalteiler von G, wenn
für alle g ∈ G die Gleichung g ◦ U = U ◦ g gilt.

2.1.2 Bemerkung. Sei (M, ◦) ein Magma. Enthält M sowohl eine Linkseins
ℓ als auch eine Rechtseins r, so stimmen ℓ und r wegen ℓ = ℓ ◦ r = r überein.
M hat also dann eine Eins e mit e = ℓ = r. Insbesondere stimmen daher zwei
Einsen immer überein, so dass M nicht mehr als eine Eins haben kann. Somit
sei die Eins eines Magmas M mit Eins immer einheitlich mit e bezeichnet, falls
nicht etwas anderes ausdrücklich vereinbart ist.

2.1.3 Definition. Für n ∈ N× wird die Gruppe aller Permutationen von
{1, . . . , n} mit Sn bezeichnet; sie heißt die symmetrische Gruppe vom Grad
n oder auch vom Index n. S∞ :=

⋃∞
n=1Sn bezeichnet die Gruppe aller Permu-

tationen von N×, die jeweils nur endlich viele Zahlen permutieren.

2.1.4 Annihilatorsysteme. Seien X und Y zwei Mengen und sei (Z, p) ei-
ne punktierte Menge. Sei B eine Abbildung X × Y → Z. Die so vorliegende
Konstellation von Mengen, punktierter Menge und Abbildung heißt ein Annihi-
latorsystem, in Zeichen (X, Y ; B; (Z, p)) oder kurz (X, Y ; B; Z), wenn klar ist,
was der Basispunkt ist, und wird bei klarem Kontext auch einfach nur System
genannt. In diesem Zusammenhang heißt B die zu dem System (X, Y ; B; Z)
gehörende Abbildung (wenn man möchte, auch Systemabbildung oder genauer
Annihilatorabbildung).



2.1. Ringe 35

Wenn klar ist, was Z ist, wird anstelle von (X, Y ; B; Z) einfach nur (X, Y ; B)
geschrieben. Dies tritt vor allem in der Dualitätstheorie per Z = K, p = 0 (siehe
in Abschnitt 2.4) und in der Darstellungstheorie per Z = Y (siehe Abschnitt 2.8)
auf. Wenn klar ist, welche Abbildung B gemeint ist, wird das Symbol für diese
Abbildung weggelassen, also nur (X, Y ; Z), oder einfach nur (X, Y ) geschrieben.
Es ist manchmal praktisch, das verwendete System dem Abbildungssymbol als
Index anzufügen, wobei man im Index dann natürlich auf das Abbildungssym-
bol selbst verzichten kann. Ist x ∈ X und y ∈ Y , so verwendet man dann
also anstelle von B(x, y) die Schreibweise B(X,Y ;Z)(x, y) bzw. B(X,Y )(x, y) oder,
falls X = Y , B(X;Z)(x, y) bzw. BX(x, y). Oftmals wird anstelle von B das Ab-
bildungssymbol ⟨·, ·⟩ verwendet; anstelle von zum Beispiel B(X,Y ;Z)(x, y) wird
dann also ⟨x, y⟩(X,Y ;Z) geschrieben.

Die Abbildung B heißt rechts ausgeartet, wenn Y eine punktierte Menge ist
und ein y ∈ Y × existiert, so dass für alle x ∈ X die Gleichung B(x, y) = p gilt.
Analog heißt die Abbildung B links ausgeartet, wenn X eine punktierte Menge
ist und ein x ∈ X× existiert, so dass für alle y ∈ Y die Gleichung B(x, y) = p
gilt. Die Abbildung B heißt ausgeartet, wenn sie links ausgeartet oder rechts
ausgeartet ist.

Sprachlich synonym wird für den Begriff ausgeartet der Ausdruck nicht tren-
nend verwendet. Dementsprechend ist der Ausdruck nicht ausgeartet synonym
zu dem Begriff trennend. Durch Verwenden der beiden Begriffe ausgeartet und
trennend ist es somit möglich, das Wort nicht gezielt vermeiden oder verwenden
zu können, wodurch manches klarer ausgedrückt werden kann.

Ebenfalls sprachlich synonym werden die Begriffe links und in X verwendet.
Analog sind die Begriffe rechts und in Y synonym. Man kann also zum Beispiel
anstelle von rechts nicht ausgeartet auch in Y trennend sagen.

Die oben eingeführte Terminologie der Entartung von Abbildungen wird auf
das entsprechende System übertragen. Es ist also zum Beispiel äquivalent zu
sagen, die Abbildung B : X × Y → K sei trennend, oder zu sagen, das System
(X,Y;B) sei trennend.

Sei (X, Y ; B; (Z, p)) ein Annihilatorsystem. Das System (X, Y ; B; Z) heißt
orthosymmetrisch, falls für alle x ∈ X ∩ Y und alle y ∈ X ∩ Y aus B(x, y) = p
stets B(y, x) = p folgt.

Betrachte die Relation

R := {(x, y) ∈ X × Y : B(x, y) = p}

von X nach Y . Das heißt, für alle x ∈ X, y ∈ Y ist genau dann (x, y) ∈ R,
wenn B(x, y) = p ist. Es sei an die in 1.1.3 definierte Bildung der rechten und
linken Träger bezüglich einer Relation erinnert. Sei M ⊆ X und N ⊆ Y . Dann
heißt der rechte Träger von M bezüglich der Relation R der Rechtsannihilator
von M oder im orthosymmetrischen Fall einfach auch nur der Annihilator von
M ; es ist also

M⊥ =
{

y ∈ Y : B(m, y) = p für alle m ∈ M
}

.

Entsprechend heißt der linke Träger von N bezüglich der Relation R der Links-
annihilator von N ; es ist also

N⊥ =
{

x ∈ X : B(x, n) = p für alle n ∈ N
}

.
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Gemäß 1.1.18(i) bildet das Paar (M 7→ M⊥, N 7→ N⊥) eine antitone Galois-
Verbindung zwischen (P(X), ⊆) und (P(Y ), ⊆). Wenn nicht etwas anderes ver-
einbart ist, ist dieses aus der Rechts- und Linksannihilatorbildung bestehende
Paar auch stets als eine solche antitone Galois-Verbindung bildend aufzufas-
sen. Ist das System (X, Y ; B; Z) orthosymmetrisch, so schreibt man für N⊥
auch N⊥ und nennt diese Menge ebenfalls einfach nur den Annihilator von N .
Aber auch sonst, wird anstelle von N⊥ einfach N⊥ geschrieben, wenn keine
Missverständnisse möglich sind. Der Vorteil der Unterscheidung von der Hoch-
und der Tiefstellung des Annihilatorsymbols zeigt sich aber zum Beispiel bei
sich überlappenden Annihilatorsystemen: Sind (X1, X2), (X2, X3), (X3, X4), . . .
Annihilatorsysteme, so braucht man nicht für jedes dieser Systeme ein eige-
nes Annihilatorsymbol zu definieren, sondern kann für alle das eine Symbol ⊥
verwenden, vorausgesetzt, dass man die Hoch- und Tiefstellung des Annihil-
atorsymbols konsequent verwendet. Falls M einelementig ist, etwa M = {m},
so wird bei klarem Kontext auch m⊥ anstelle von M⊥ geschrieben; M⊥ entspre-
chend; liegt des Weiteren eine Situation vor, wo klar ist, dass m⊥ einelementig
ist, also etwa m⊥ = {n}, so wird, falls keine Missverständnisse zu befürch-
ten sind, anstelle des Symbols n der Ausdruck m⊥ verwendet; Linksannihilator
entsprechend. Das Wort Annihilator heißt im Englischen durchweg annihilator,
aber im Deutschen findet sich dafür zeitweilen, besonders in der Theorie der
Ringe oder Moduln, auch das Wort Annulator .

Ein x ∈ X und ein y ∈ Y heißen orthogonal (zueinander), in Zeichen x ⊥ y,
falls B(x, y) = p gilt und im Fall von x, y ∈ X ∩ Y zusätzlich auch B(y, x) = p
erfüllt ist. Sind X und Y zwei punktierte Mengen mit demselben Basispunkt q,
so heißt eine Menge M ⊆ X ∩ Y orthogonal, falls q /∈ M und x ⊥ y für jedes x,
y ∈ M mit x ̸= y.

Im orthosymmetrischen Fall wird der Rechtsannihilator von M auch die
Orthogonalmenge von M genannt; Linksannihilator von N entsprechend.

M heißt annihilatorabgeschlossen, falls M bezüglich der Relation R träger-
abgeschlossen ist, sprich, M = M⊥

⊥ gilt. Die bezüglich der Relation R träger-
abgeschlossene Hülle von M , also M⊥

⊥, heißt die annihilatorabgeschlossene Hül-
le von M . N entsprechend. Ist das System (X, Y ; B; Z) orthosymmetrisch, so
verwendet man anstelle von annihilatorabgeschlossen den Ausdruck orthogo-
nalabgeschlossen und entsprechend bezeichnet man dann eine annihilatorabge-
schlossene Hülle als eine orthogonalabgeschlossene Hülle.

Sei G ⊆ X und weiterhin wie gehabt M ⊆ X und N ⊆ Y . Für jedes ν ∈ I,
I eine beliebige Indexmenge, sei Mν eine Teilmenge von X. Dann gelten alle in
1.1.19 gemachten Aussagen (a) bis (m) zeichengetreu auch hier. Speziell kann
man die dortige Aussage (d) zum Beispiel auch wie folgt formulieren:

(M × N ⊆ R) ⇔ (B(M, N) = {p}) ⇔ (M ⊆ N⊥) ⇔ (N ⊆ M⊥).
Da für M⊥ nach Definition die Inklusion M × M⊥ ⊆ R, also die Gleichung
B(M, M⊥) = {p} gilt, gilt insbesondere M ⊆ M⊥

⊥. Und wegen B(N⊥, N) =
{p} gilt analog N ⊆ N⊥

⊥.
Die Aussage 1.1.19(e) — also M⊥ = M⊥

⊥
⊥ und N⊥ = N⊥

⊥
⊥ — kann hier

auch wie folgt bewiesen werden:

Beweis. Der besseren Lesbarkeit halber sei hier nur der Beweis im orthosymme-
trischen Fall gezeigt. Der allgemeine Fall geht genauso, nur dass die ⊥, die im
orthosymmetrischen Fall oben geschrieben werden dürfen, in unterer Indexposi-
tion zu setzen sind. Nach 1.1.19(d) ist M ⊆ M⊥⊥, also gilt nach 1.1.19(c) die In-
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klusion M⊥⊥⊥ ⊆ M⊥. Ebenfalls nach 1.1.19(d) gilt M⊥ ⊆
(
M⊥)⊥⊥ = M⊥⊥⊥.

Für N entsprechend.

2.1.5 Homomorphismen. Eine Abbildung zwischen zwei Mengen mit gleich-
artiger Struktur, die mit diesen Strukturen verträglich ist, heißt Homomorphis-
mus. Ein Homomorphismus, der injektiv ist, heißt Monomorphismus. Ein Ho-
momorphismus, der surjektiv ist, heißt Epimorphismus. Ein Homomorphismus
von einer Menge in sich selbst heißt Endomorphismus. Eine bijektive Abbil-
dung, die sowohl selbst als auch ihre Umkehrabbildung ein Homomorphismus
ist, heißt Isomorphismus. Ein Endomorphismus, der bijektiv ist, heißt Automor-
phismus. Die Menge aller Automorphismen einer (strukturierten) Menge wird
mit Aut(M) bezeichnet.

Seien zum Beispiel (G, ◦) und (H,⊚) zwei Halbgruppen oder auch nur zwei
Monoide. Dann heißt eine Abbildung T : G → H ein Homomorphismus, falls
für alle x, y ∈ G die Gleichung T (x ◦ y) = T (x)⊚ T (y) gilt. Die expliziten De-
finitionen der Homomorphismen gängiger Strukturen werden als bekannt vor-
ausgesetzt, wobei hier in der Regel nicht gefordert wird, dass neutrale Elemente
aufeinander abgebildet werden.

2.1.6 Kern. Seien G und H zwei Monoide. Bezeichne eG bzw. eH das neutrale
Element von G bzw. H. Sei T : G → H ein Homomorphismus. Dann heißt die
Menge

{
g ∈ G : T (g) = T (eG)

}
der Kern von T und wird mit ker T bezeichnet.

Sind G und H zwei Gruppen mit eG und eH als ihre jeweiligen neutralen Ele-
mente und ist T ein Gruppenhomomorphismus, so ist der Kern von T definiert
als der Kern von der als Monoidhomomorphismus aufgefassten Abbildung T .
Man beachte, dass hier T als ein Gruppenhomomorphismus stets automatisch
das neutrale Element von G auf das neutrale Element von H abbildet. Der Kern
eines Gruppenhomomorphismus ist ein Normalteiler.

2.1.7 Inneres direktes Produkt (van der Waerden [285](1971), Seite 157).
Seien U1, . . . , Un Untergruppen einer Gruppe (G, ◦). Bezeichne e das neutrale
Element von G. Dann heißt G ein inneres direktes Produkt der Untergruppen
U1, . . . , Un, in Zeichen G = U1

.◦ · · · .◦ Un, wenn die folgenden drei Bedingungen
erfüllt sind:

(i) Alle Ui, i ∈ {1, . . . , n}, sind Normalteiler von G;
(ii) G = U1 ◦ · · · ◦ Un;
(iii) G = (U1 ◦ · · · ◦ Uk−1) ∩ Uk = {e} für alle k ∈ {2, 3, . . . , n}.
Ist ◦ kommutativ, speziell also, wenn ◦ additiv etwa als + geschrieben wird,

so spricht man entsprechend von einer inneren direkten Summe; speziell schreibt
man dann auch

∑⊕
i∈{1,...,n} Ui oder auch

∑n
i=1 ⊕Ui für U1

.◦ · · · .◦ Un.
Eine Gruppe (G, ◦) ist genau dann ein inneres direktes Produkt von Unter-

gruppen U1, . . . , Un von G, wenn einerseits jedes Element g ∈ G eindeutig als
Produkt g = u1 ◦ · · · ◦ un, uk ∈ Uk, k = 1, . . . , n, darstellbar ist und andererseits
jedes Element von Uk mit jedem von Uℓ, k ̸= ℓ, k, l ∈ {1, . . . , n}, kommutiert.

2.1.8 Definition. Ein nichtassoziativer Ring ist eine Menge R mit zwei Ver-
knüpfungen + und ·, so dass gilt:

(a) (R, +) ist eine abelsche Gruppe,

(b) a(b + c) = ab + ac und
(b + c)a = ba + ca für alle a, b, c ∈ R;



2.1. Ringe 38

er wird wieder mit R bezeichnet, oder gemäß 2.1.1 auch genauer mit (R, +, ·).
Dabei ist wie üblich das Zeichen für die Multiplikation stärker bindend zu ver-
stehen als das für die Addition (wobei hier in (b) gemäß 2.1.1 das Multiplika-
tionszeichen gar nicht mehr erst explizit hingeschrieben wurde). Das neutrale
Element von (R, +) wird mit 0 bezeichnet. Soweit nicht etwas anderes verein-
bart ist, wird jeder nichtassoziative Ring (R, +, ·) stets auch als die punktierte
Menge R mit Basispunkt 0 betrachtet. Ein nichtassoziativer Ring (R, +, ·) heißt
kommutativ, wenn die Verknüpfung · kommutativ ist. Ist (R, +, ·) ein nichtas-
soziativer Ring, so heißt eine Teilmenge U von R ein Unterring von R, falls
U , versehen mit den beiden auf U eingeschränkten Verknüpfungen von R, also
(U, + ↾ U, · ↾ U), ein nichtassoziativer Ring ist.

Ein Ring (R, +, ·) ist ein nichtassoziativer Ring, so dass (R, ·) eine Halbgrup-
pe ist, mit anderen Worten, dass die Verknüpfung · assoziativ ist.

2.1.9 Definition. (a) Sei (R, +, ·) ein nichtassoziativer Ring. Ein ℓ ∈ R heißt
Linkseins, wenn ℓ eine Linkseins des R zugrunde liegenden Magmas (R, ·) ist.
Rechtseins und Eins entsprechend. Insoweit in R vorhanden, wird die Eins mit
dem Symbol e bezeichnet. Ein r ∈ R heißt idempotent oder auch ein Idempotent
von R, wenn r2 = r gilt. Die Menge aller Idempotente von R wird mit Idem(R)
bezeichnet.

Mit der Ringverknüpfung als Systemabbildung ist (R, R; ·; R) ein Annihi-
latorsystem; es heißt das zu R kanonisch assoziierte Annihilatorsystem. Zwei
Elemente r und s von R heißen orthogonal (zueinander), wenn sie es bezüglich
des zu R kanonisch assoziierten Annihilatorsystems sind. (Besonderes Interesse
erfahren meist die idempotenten Elemente von R, die zueinander orthogonal
sind.)

(b) Sei R ein nichtassoziativer Ring und S eine Teilmenge von R. Die Menge
{r ∈ R : rs = sr für alle s ∈ S} heißt die Kommutante von S und wird mit
S′ bezeichnet. S heißt kommutativ, wenn jedes seiner Elemente mit jedem Ele-
ment von S kommutiert. S heißt maximal kommutativ, wenn es in der durch die
Mengeninklusion prägeordneten Menge aller kommutativen Teilmengen von R
ein maximales Element ist. (Ein kommutatives S ist also genau dann maximal
kommutativ, wenn es keine echte Teilmenge einer kommutativen Teilmenge von
R ist. Siehe auch Satz 2.3.26.) Die Menge S ∩ S′ heißt das Zentrum (im Engli-
schen center) von S. Ein Element r ∈ S∩S′ heißt zentral in S. Ein idempotentes
r ∈ R′ heißt zentral idempotent (in R).

(c) Sei (R, +, ·) ein nichtassoziativer Ring mit Eins e. Ein idempotentes
r ∈ R heißt echt (im Englischen proper), wenn r ̸= e. Ein Element r ∈ R heißt
links-invertierbar , wenn r bezüglich des zugrunde liegenden Magmas (R, ·, e)
links-invertierbar ist. Linksinverse, rechts-invertierbar , Rechtsinverse, Inverse
und invertierbar entsprechend. Die Menge aller invertierbaren Elemente in R
wird mit G(R) bezeichnet. Siehe auch 2.1.20. Auch wenn ein nichtassoziativer
Ring keine Eins hat, so kann man aber immer die hier als (multiplikative) mne-
motechnische Eins bezeichnete 1 verwenden; mit ihr schreibt sich zum Beispiel
der Ausdruck y − xy als (1 − x)y. Insofern ein nichtassoziativer Ring eine Eins
aufweist, gilt für die mnemotechnische Eins natürlich stets 1 = e.

(d) (Palmer [231](1994), Seite 192). Sei (R, +, ·) ein nichtassoziativer Ring.
Dann ist das sogenannte Quasi-Produkt ◦ auf R definiert als:

r ◦ s := r + s − rs für alle r, s ∈ R.
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Dann ist (R, ◦) ein Magma mit 0 als neutralem Element. Ein Element r des
nichtassoziativen Ringes (R, +, ·) heißt links-quasi-invertierbar , wenn r bezüg-
lich des Magmas (R, ◦, 0) links-invertierbar ist. Links-quasi-Inverse, rechts-
quasi-invertierbar , Rechts-quasi-Inverse, Quasi-Inverse und quasi-invertierbar
entsprechend, wobei man bemerke, dass (R, +, ·) genau dann assoziativ ist, wenn
(R, ◦, 0) assoziativ ist. Insofern existent, wird die Quasi-Inverse von r mit rq be-
zeichnet. Die Menge aller quasi-invertierbaren Elemente in R wird mit Gq(R)
bezeichnet.

In der Literatur ist noch ein anderes Quasi-Produkt verbreitet: r • s :=
r +s+rs für alle r, s ∈ R; die Unterschiede der beiden Quasi-Produkte ◦ und •
sind rein technischer Natur, siehe dazu die Bemerkung bei Rickart [246](1960),
Seite 19. Wenn nicht ausdrücklich etwas anderes vereinbart ist, ist mit dem
Quasi-Produkt hier immer das mit ◦ bezeichnete gemeint.

(e) (Bourbaki [34](1974), I.8.1). Sei R ein nichtassoziativer Ring. Auf R
definiere man die folgenden (im Allgemeinen nicht transitiven) Relationen:

a|ℓb :⇔ ∃c ∈ R : ac = b,
a|rb :⇔ ∃c ∈ R : ca = b,
a|b :⇔ ∃c ∈ R : (a|ℓb oder a|rb), a, b ∈ R.

a|ℓb liest sich als a ist Linksteiler von b, a|rb entsprechend als a ist Rechtsteiler
von b und a|b als a ist Teiler von b. Speziell für b = 0 gilt die folgende sprachliche
Übereinkunft: Es ist zwar jedes a ∈ R ein Teiler von 0, aber als Linksnullteiler
werden nur genau die a ∈ R bezeichnet, für die ein c ∈ R× mit ac = 0 existiert;
Rechtsnullteiler entsprechend. Und ein a ∈ R heißt ein Nullteiler , wenn er ein
Links- oder ein Rechtsnullteiler ist.

Ein nichtassoziativer Ring R, in dem es außer der Null keinen Nullteiler
gibt, das heißt, wenn für alle a, b ∈ R aus ab = 0 stets a = 0 oder b = 0
folgt, heißt nullteilerfrei (im Englischen without non-zero zero-divisors). Mit
anderen Worten ist ein nichtassoziativer Ring genau dann nullteilerfrei, wenn
das Produkt zweier Elemente aus R× stets ungleich 0 ist. Auch im Hinblick auf
die Definition 2.1.22 sei hier erwähnt, dass zum Beispiel Rowen [250](1988),
Seite 2, einen nullteilerfreien Ring R ̸= {0} im Englischen als domain bezeichnet,
und dass Jacobson [152](1974), Seite 87, einen nullteilerfreien Ring R ̸= {0}
mit Eins im Englischen als domain oder auch als integral domain bezeichnet.

2.1.10 Kronecker-Delta. Sei R ein nichtassoziativer Ring mit Eins. Sei I eine
Indexmenge. Das Symbol δij , i, j ∈ I, bezeichnet die 0 von R, falls i ̸= j, und
die Eins von R, falls i = j.

2.1.11 Bemerkung (Grove [122](1983), Seite 48). Sei R ein Ring mit Eins.
Weist ein Unterring S von R eine Eins auf, so kann diese von der Eins von R ver-
schieden sein. Als Beispiel betrachte für R den Matrizenring aller 2×2-Matrizen
mit Einträgen aus K und für S dessen Matrizenunterring

{(
x 0
0 0

)
: x ∈ K

}
.

2.1.12 Definition. Sei (R, +, ·) ein nichtassoziativer Ring und a eine Unter-
gruppe von (R, +). a heißt ein Linksideal von R, wenn R · a ⊆ a gilt. a heißt
ein Rechtsideal von R, wenn a · R ⊆ a gilt. a heißt ein Ideal, wenn es sowohl ein
Links- als auch ein Rechtsideal ist. Gelegentlich wird der Deutlichkeit halber ein
Ideal als ein beidseitiges Ideal bezeichnet und dementsprechend die Links- und
Rechtsideale allgemein als einseitige Ideale.
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Ist A eine nicht leere Teilmenge von R, dann bezeichnet (A)ℓ oder auch
(A| das kleinste Linksideal in R mit A ⊆ (A)ℓ; es heißt das von A erzeugte
Linksideal. Analog bezeichnet (A)r oder |A) das kleinste Rechtsideal in R mit
A ⊆ (A)r; es heißt das von A erzeugte Rechtsideal. Und (A) bezeichnet das
kleinste beidseitige Ideal in R mit A ⊆ (A); es heißt das von A erzeugte Ideal.
Ist A endlich, so heißt das jeweils erzeugte Links-, Rechts- oder beidseitige Ideal
endlich erzeugt.

Ist A einelementig, etwa A = {a}, so schreibt man (a) anstelle von ({a}); es
heißt das von a erzeugte Hauptideal (im Englischen principal ideal).

2.1.13 Produkte von Teilmengen (Dales [56](2000), Seite 29). Sei (R, +, ·)
ein nichtassoziativer Ring. Seien A und B zwei nicht leere Teilmengen von R.
Dann ist mit dem sogenannten mit AB bezeichneten Produkt von A und B
die Menge aller Elemente der Form a1b1 + · · · + anbn mit ak ∈ A, bk ∈ B,
k ∈ {1, . . . , n}, n ∈ N× gemeint. Mit A2 ist AA gemeint. Und falls nicht aus-
drücklich etwas anderes vereinbart ist, meint A3 den Ausdruck A(A2) und all-
gemeiner für n ∈ N mit n > 2 meint An den Ausdruck A(An−1) — durch den
jeweiligen Kontext wird dabei eine Verwechslung mit dem kartesischen Produkt
An vermieden werden.

Es sei an das in 2.1.1 definierte Komplexprodukt erinnert. Wieder wird für
einelementige Mengen nur das Element selber geschrieben. Man beachte, dass
für a ∈ R zwar immer a · R = aR gilt, aber bereits für assoziatives R im
Allgemeinen R ·a ·R ̸= RaR gilt, da sich nicht notwendig jedes Element von der
Form r1as1 + · · · + rnasn mit rk, sk ∈ R, k ∈ {1, . . . , n}, n ∈ N× als ein ras mit
r, s ∈ R schreiben lassen muss. Ist speziell R ein Ring und sind a und b zwei
Linksideale in R, so gilt ab = (a · b)ℓ ⊆ b; siehe McCoy [209](1964), Seite 31.

2.1.14 Summen von Idealen (McCoy [209](1964), Seiten 27 und 33). Sei
R ein nichtassoziativer Ring. Seien a und b zwei Linksideale von R. Dann gilt
a+b = (a∪b)ℓ; man schreibt daher anstelle von a+b auch (a, b)ℓ. Ist aν , ν ∈ I, eine
Familie von Linksidealen von R, so schreibt man für (

⋃
ν∈I aν)ℓ den Ausdruck∑

ν∈I aν ; er heißt die von den aν , ν ∈ I, erzeugte Summe oder auch einfach nur
die Summe der aν , ν ∈ I. Für Rechtsideale und Ideale entsprechend. Ist speziell
R ein Ring, so gilt: Für r1, . . . , rn ∈ R gilt: (r1, . . . , rn)ℓ = (r1)ℓ +. . .+(rn)ℓ. Für
Rechtsideale und Ideale gilt die analoge Gleichung. Sind a, b und c Linksideale
eines Ringes, so gilt a(b+ c) = ab+ ac.

2.1.15 Definition. Sei R ein nichtassoziativer Ring mit Eins eR und sei S ein
nichtassoziativer Ring mit Eins eS . Eine Abbildung T : R → S heißt unital,
wenn T (eR) = eS gilt.

2.1.16 Definition. Seien R und S zwei nichtassoziative Ringe. Ein Homomor-
phismus T : R → S ist ein Homomorphismus zwischen den additiven Gruppen,
der multiplikativ ist: T (rs) = T (r)T (s) für alle r, s ∈ R.

Ein Antihomomorphismus T : R → S ist ein Homomorphismus zwischen
den additiven Gruppen, der antimultiplikativ ist:

T (rs) = T (s)T (r) für alle r, s ∈ R.

Analog wie in 2.1.5 bildet man Termini wie zum Beispiel Antiautomorphismus.
Ist T : R → S ein Homomorphismus, so heißt das mit ker T bezeichnete

beidseitige Ideal {r ∈ R : T (r) = 0} der Kern von T .
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Falls R und S jeweils eine Eins besitzen und T : R → S ein Homomorphismus
oder ein Antihomomorphismus ist, so wird nicht gefordert, dass er unital zu sein
hat.

2.1.17 Bemerkung. Jeder surjektive Endomorphismus und jeder surjektive
Antiendomorphismus eines nichtassoziativen Ringes mit Eins ist unital, das
heißt, hat die Eins als Fixpunkt.

2.1.18 Definition. Sei A ein nichtassoziativer Ring und a ∈ A. Die durch a
bestimmte Links-Multiplikation in A ist die Abbildung La : x 7→ ax für alle x ∈
A. Analog ist die durch a bestimmte Rechts-Multiplikation in A die Abbildung
Ra : x 7→ xa für alle x ∈ A.

2.1.19 Innere direkte Summe (Divinsky [72](1965), Seite 25). Sei R ein
nichtassoziativer Ring. Ist R = R1 + · · · + Rn für Unterringe R1, . . . , Rn von
R mit Ri ∩ (

∑
j ̸=i Rj) = {0} für alle i ∈ {1, . . . , n}, so heißt R eine direkte

Summe (genauer innere direkte Summe) der Unterringe R1, . . . , Rn, in Zeichen
R = R1 ∔ · · ·∔Rn oder R =

∑n
i=1 ⊕Ri.

Dabei sind alle Ri, i ∈ {1, . . . , n}, genau dann Ideale von R, wenn Ri · Rj =
{0} für alle i ̸= j gilt. Gilt nämlich letzteres, so sind wegen R · Ri = (R1 + . . . +
Rn) · Ri ⊆ R1 · Ri + . . . + Rn · Ri = Ri · Ri ⊆ Ri und analog Ri · R ⊆ Ri die
Ri, i = 1, . . . , n, Ideale von R. Sind andererseits die ai := Ri, i = 1, . . . , n, Ideale
von R, so ist wegen ai · aj ⊆ ai ∩ aj auch ai · aj = 0 für alle i ̸= j. Da für zwei
Ideale a und b eines Ringes genau dann ab = {0} ist, wenn a · b = {0} ist, sind
also die Unterringe R1, . . . , Rn der direkten Summe R = R1 ∔ · · · ∔ Rn genau
dann allesamt Ideale, wenn sie multiplikativ separiert sind; in diesem Fall sagt
man, R sei die (innere) direkte Summe der Ideale a1, . . . , an.

R = R1 + · · · + Rn ist genau dann eine innere direkte Summe von den Un-
terringen R1, . . . , Rn, wenn die 0 sich eindeutig als eine Summe von Elementen
der R1, . . . , Rn darstellen lässt.

Die eingangs erwähnte Durchschnittsbedingung Ri ∩ (
∑

j ̸=i Rj) = {0} für
alle i ∈ {1, . . . , n} ist offensichtlich zwar hinreichend, aber im Allgemeinen nicht
notwendig dafür, dass Ri ∩ Rj = {0} für alle i ̸= j gilt.

Ist aν , ν ∈ I, eine Familie von Linksidealen von R mit R =
∑

ν∈I aν und gilt
aν ∩ (

∑
µ∈I\{ν} aµ) = {0} für alle ν ∈ I, so sagt man entsprechend, dass R die

innere direkte Summe der aν , ν ∈ I, sei, in Zeichen R =
∑⊕

ν∈I aν . Rechtsideale
und Ideale entsprechend.

2.1.20 Bemerkungen. (a) Sei R ein Ring mit Eins. Zusammen mit der Ring-
multiplikation ist G(R) eine Gruppe. Da ein invertierbares Element eines Ringes
mit Eins auch Einheit genannt wird, heißt G(R) auch die Einheitengruppe von
R.

(b) Sei R ein Ring. Zusammen mit dem Quasi-Produkt ist Gq(R) eine Grup-
pe mit 0 als neutralem Element.

(c) Sei R ein Ring mit Eins. Dann ist die Abbildung G(R) → Gq(R), r 7→
e − r ein Gruppenisomorphismus. (Siehe auch Satz 2.1.41.)

(d) (Rickart [246](1960), Seite 2). Sei R ein Ring und bezeichne ◦ und •
die beiden in Definition 2.1.9 erklärten Quasi-Produkte auf R. Dann gelten für
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alle x, y, z ∈ R die folgenden Gleichungen:

(1 − x)(1 − y) = 1 − (x ◦ y), (2.1)
(1 + x)(1 + y) = 1 + (x • y), (2.2)
(x ◦ y)(1 − x) = (1 − x)(y ◦ x), (2.3)
(x • y)(1 + x) = (1 + x)(y • x), (2.4)

x ◦ (y + z) = x ◦ y + x ◦ z − x, (2.5)
x • (y + z) = x • y + x • z − x. (2.6)

(e) Ist a ein Rechtsideal von R und x ∈ a rechts-quasi-invertierbar, so ist
wegen x ◦ y = 0, x + y − xy = 0, y = xy − x auch die Rechts-quasi-Inverse von
x in a.

2.1.21 Bezeichnungen. Der Begriff positiv schließt, wenn nicht anderes ex-
plizit erwähnt ist, die Möglichkeit »gleich Null« immer mit ein. Soll diese Mög-
lichkeit explizit ausgeschlossen sein, wird der Begriff echt positiv (im Englischen
strictly positiv) verwendet.

2.1.22 Definition. Ein nullteilerfreier, kommutativer Ring R mit R ̸= {0}
heißt Integritätsbereich (im Englischen integral domain oder auch domain of
integrity; siehe aber auch die Bemerkung in Definition 2.1.9(e)).

Ein Hauptidealring (im Englischen principal ideal ring) ist ein kommutativer
Ring R ̸= {0} mit Eins, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist. Ein Integritäts-
bereich mit Eins, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, heißt Hauptidealbereich
(im Englischen principal ideal domain). Man beachte, dass in der deutschen Li-
teratur mit einem Hauptidealring durchaus ein Hauptidealbereich gemeint sein
kann (so etwa bei Artin [10](1993), van der Waerden [285](1971), Horn-
feck [141](1976), Meyberg [214](1980) und Schulze [258](2006)), aber im
Englischen ein principal ideal ring eher den hier definierten Hauptidealring mei-
nen kann.

Sei R ein Integritätsbereich mit Eins. Ein nicht invertierbares p ∈ R× heißt
Primelement (in R), wenn für alle a, b ∈ R aus p|ab stets p|a oder p|b folgt.

2.1.23 Definition. Sei (R, +, ·) ein nichtassoziativer Ring mit Eins, R ̸= {0}.
Dann heißt R ein nichtassoziativer Schiefkörper , wenn die beiden Gleichungen
ax = b und ya = b für alle a ∈ R×, b ∈ R eindeutige (!) Lösungen x, y ∈ A
haben. Entsprechend heißt ein Ring (R, +, ·) Schiefkörper (im Englischen skew
field oder sfield), wenn (R×, ·) eine Gruppe ist. Ein kommutativer Schiefkörper
heißt Körper . Anstelle des Wortes Schiefkörper kann man synonym auch die
Worte Divisorenring oder Divisionsring (im Englischen division ring) verwen-
den.

2.1.24 Zahlen. Der Ring der ganzen Zahlen wird mit Z bezeichnet. Der Körper
der reellen beziehungsweise komplexen Zahlen wird mit R beziehungsweise C
bezeichnet. R+ bezeichnet die Menge aller positiven reellen Zahlen. K steht im
Allgemeinen für R oder C, falls nicht etwas anderes ausdrücklich vereinbart ist.

Die erweiterte reelle Zahlengerade (im Englischen extended real line) R :=
R∪ {−∞, ∞} wird hier wie bei Fremlin [99](2004), 112Ba und Abschnitt 135,
aufgefasst. Insbesondere ist also R mit einer algebraischen, einer Ordnungs- und
einer topologischen Struktur versehen, per dem Areatangens Hyperbolicus eine
zwei-Punkt-Kompaktifizierung von R und es gilt −∞ · 0 = ∞ · 0 = 0 · (−∞) =
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0·∞ = 0. Die Ausdrücke ∞−∞ und −∞+∞ sind nicht definiert. Man bemerke,
dass in R die beiden Gleichungen sup∅ = −∞ und inf ∅ = ∞ gelten, ohne dass
dies hier explizit definiert werden müsste. Die Elemente von R heißen erweiterte
reelle Zahlen.

2.1.25 Limes inferior und Limes superior (Dunford und Schwartz
[78](1958), Seite 4; Megginson [211](1998), Seite 217). Sei (xν)ν∈I ein Netz
von reellen Zahlen. Für jedes ν ∈ I setze iν := inf{xµ : ν ≦ µ} und
sν := sup{xµ : ν ≦ µ}, wobei das Infimum und das Supremum in der er-
weiterten reellen Zahlengerade genommen werden. Für ν ≦ µ gilt dann iν ≦ iµ

und sν ≧ sµ. Somit sind (iν)ν∈I und (sν)ν∈I zwei in R konvergente Netze; de-
ren Grenzwerte werden wie folgt benannt: limν iν heißt der Limes inferior des
Netzes (xν), in Zeichen lim infν(xν), und limν sν heißt der Limes superior des
Netzes (xν), in Zeichen lim supν(xν). Eine Liste von Rechenregeln findet man
bei Megginson [211](1998), Seite 221, Übung 2.55.

Sei A eine unendliche Teilmenge von R. Dann definiert man den Limes
superior der Menge A, in Zeichen lim sup A, als das in R genommene Infi-
mum aller x ∈ R, für die es jeweils nur eine endliche Menge von Elementen
a ∈ A mit x < a gibt: lim sup A = inf{x ∈ R : a ≦ x für fast alle a ∈ A};
der entsprechende Ausdruck für den Limes inferior von A ist definiert durch
lim inf A = sup{x ∈ R : x ≦ a für fast alle a ∈ A}.

2.1.26 Metrischer Raum (Pitts [241](1972)). Sei X eine Menge. Sei d : X ×
X → R eine Abbildung. Weist die Abbildung d die beiden Eigenschaften

(a) d(x, y) = 0 ⇔ x = y und
(b) d(x, z) ≦ d(y, x) + d(y, z)

für alle x, y, z ∈ X auf, so heißt das Paar (X, d) ein metrischer Raum und die
Abbildung d die Metrik (im Französischen distance) von (X, d). Die Abbildung
d ist genau dann eine Metrik auf X, wenn die folgenden drei Bedingungen für
alle x, y, z ∈ X erfüllt sind: (i) d(x, y) ≧ 0, wobei Gleichheit nur für x = y
vorliegt, (ii) d(x, y) = d(y, x) und (iii) d(x, z) ≦ d(x, y) + d(y, z).

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Für jedes x0 ∈ X und r > 0 setzt man
U(x0; r) := {x ∈ X : d(x0, x) < r}. Für jedes x0 ∈ X und r ≧ 0 setzt man
B(x0; r) := {x ∈ X : d(x0, x) ≦ r}.

Die Menge aller U(x; r) bilden die Basis einer Topologie von X. Wenn nicht
etwas anderes vereinbart ist, ist jeder metrische Raum stets als mit dieser To-
pologie ausgestattet aufzufassen.

Seien A und B zwei Teilmengen von X. Dann nennt man die erweiterte
reelle Zahl dist(A, B) := inf {d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B} den Abstand der beiden
Mengen. Ist A einelementig, etwa A = {x}, so schreibt man dist(x, B) anstatt
dist({x}, B); B entsprechend.

Jeder metrische Raum erfüllt die Trennungsaxiome Tn für n = 1, 2, 3, 3a, 4.

2.1.27 Epigraph (van Tiel [277](1984))). Sei X eine Menge und f : X → R
eine Abbildung. Dann heißt die Menge

epi(f) := {(x, y) ∈ X × R : y ≧ f(x)}

der Epigraph von f .

2.1.28 Ringe mit Operatorenbereich (Divinsky und Suliński [73](1965);
Kurosch [193](1964), Seite 172; Hazewinkel [129](1988-2001)).
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Sei (R, +, ·) ein nichtassoziativer Ring. Eine Menge K heißt ein Operatoren-
bereich für R (im Englischen operator domain), wenn jedes Element k ∈ K als
ein Gruppenendomorphismus auf (R, +) wirkt mit

k(r · s) = k(r) · s = r · k(s) für alle r, s ∈ R.

Die Elemente von K heißen dann Operatoren. Ist K ein Operatorenbereich für R,
so heißt R ein nichtassoziativer Ring mit Operatoren, genauer ein nichtassozia-
tiver Ring mit Operatorenbereich K und nennt ihn auch einen nichtassoziativen
K-Operator-Ring oder einfach nur einen nichtassoziativen K-Ring. Ist dabei R
ein Ring, so gelten die entsprechenden Begriffe unter Weglassung des Wortes
nichtassoziativ. Jeder nichtassoziative Ring ist ein nichtassoziativer Z-Ring.

Ein Ring mit einem Ring von Operatoren ist ein Ring R mit einem Operato-
renbereich K, wobei K ein Ring ist und für alle k1, k2 ∈ K, r ∈ R die folgenden
beiden Gleichungen gelten:

(k1 + k2)(r) = k1(r) + k2(r) und (k1k2)(r) = k1
(
k2(r)

)
.

Für nichtassoziative Ringe R entsprechend.
Wenn nicht ausdrücklich etwas anderes vereinbart ist, wird im vorliegenden

Text ein nichtassoziativer Ring mit Operatorenbereich K mit K ∈ {Z,R,C}
immer stillschweigend als ein nichtassoziativer Ring mit einem Ring von Ope-
ratoren verstanden.

Sei R ein nichtassoziativer Ring mit einem Operatorenbereich K. Eine Teil-
menge M von R heißt K-zulässig (im Englischen K-admissible), wenn die
Inklusion

⋃
k∈K k(M) ⊆ M gilt. Falls R eine Eins hat, so ist dann wegen

k(a) = k(e · a) = k(e) · a ⊆ R · a ⊆ a jedes Ideal a von R K-zulässig.
Man hat also neben der algebraischen Struktur der nichtassoziativen Ringe

die algebraische Struktur der nichtassoziativen Ringe mit einem Operatorenbe-
reich und in dieser Struktur definiert man wie folgt den Begriff des Ideals:

Ist R ein nichtassoziativer Ring mit einem Operatorenbereich K, so heißt
ein a ⊆ R genau dann bezüglich der algebraischen Struktur der nichtassoziati-
ven Ringe mit einem Operatorenbereich ein Ideal (im weiteren Verlauf meist in
solch einem Zusammenhang als ein Ideal des nichtassoziativen K-Ringes ange-
sprochen), wenn es bezüglich der algebraischen Struktur der nichtassoziativen
Ringe ein Ideal des nichtassoziativen Ringes R ist, das K-zulässig ist. Die ein-
seitigen Ideale und Unterringe werden entsprechend definiert.

2.1.29 Definition. Der Kommutator auf einem nichtassoziativen Ring R mit
Operatorenbereich K, K ∈ {Z,R,C}, wird mit [·, ·] bezeichnet; also [r, s] =
rs − sr für alle r, s ∈ R.

Analog wie der Kommutator als Maß dafür dienen kann, wie weit zwei Ele-
mente davon entfernt sind, zu kommutieren, definiert man als ein gewisses Maß
für die Assoziativität:

2.1.30 Definition (Schafer [256](1966), Seite 5). Der Assoziator auf einem
nichtassoziativen Ring R mit Operatorenbereich K, K ∈ {Z,R,C}, ist die Ab-
bildung

(·, ·, ·) : R × R × R → R, (x, y, z) 7→ (xy)z − x(yz).
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2.1.31 Definition. Sei K ∈ {Z,R,C}. Ein alternativer Ring mit Operatoren-
bereich K (auch alternativer K-Ring genannt) ist ein nichtassoziativer Ring R
mit Operatorenbereich K mit

(x, x, y) = (y, x, x) = 0 für alle x, y ∈ R.

2.1.32 Bemerkungen. Sei K ∈ {Z,R,C}. Dann ist jeder K-Ring ein alterna-
tiver K-Ring. Man kann also die alternativen K-Ringe als eine geringe Verall-
gemeinerung der K-Ringe betrachten, in dem Sinne, dass das Assoziativgesetz
abgeschwächt worden ist.

Die Definition eines alternativen Ringes mit Operatorenbereich K, lässt sich
auch mit den Links- und Rechts-Multiplikationen von 2.1.18 formulieren: Ein
nichtassoziativer Ring R mit Operatorenbereich K ist genau dann ein alterna-
tiver Ring mit Operatorenbereich K, wenn gilt:

Lx2 = (Lx)2 und Rx2 = (Rx)2 für alle x ∈ R.

Mit Kurosch [193](1964), Seite 205, hat man die Bemerkung: Ein nichtas-
soziativer Ring mit Operatorenbereich K, ist genau dann ein Ring mit Opera-
torenbereich K, wenn sämtliche aus drei Elementen erzeugten nichtassoziativen
Unterringe mit Operatorenbereich K assoziativ sind. Gemäß Kurosch, ebd.,
und Schafer [256](1966), Seite 29, gilt der sogenannte Satz von Artin: Ein
nichtassoziativer Ring mit Operatorenbereich K ist genau dann ein alternativer
Ring mit Operatorenbereich K, wenn sämtliche aus zwei Elementen erzeugten
nichtassoziativen Unterringe mit Operatorenbereich K assoziativ sind.

Der Assoziator ist in gewissen Sinne alternierend: Sei R ein nichtassoziativer
Ring mit Operatorenbereich K und π eine Permutation auf {1, 2, 3}. Dann gilt
für alle x1, x2, x3 ∈ R die Gleichung (xπ(1), xπ(2), xπ(3)) = (sgn π) (x1, x2, x3).

2.1.33 Peirce-Zerlegung I (Albert [6](1961), Seite 24; Dickson [63](1923),
Seite 98; Jacobson [150](1964), Seite 48; McCoy [209](1964), Seite 24;
Palmer [231](1994), Seite 667).

Sei R ein Ring und a ∈ R. Dann gilt (a)ℓ = Za + Ra und (a)r = Za + aR.
Ra ist ein Linksideal und aR ist ein Rechtsideal. Dies trifft im Allgemeinen für
nichtassoziative Ringe nicht zu. aRa ist zwar im Allgemeinen kein beidseitiges
Ideal, aber ein Unterring von R.

Sei p ein idempotentes Element von R. Dann gelten die folgenden Gleichun-
gen:

pR = {x ∈ R : px = x} , (2.7)
(1 − p)R = {x ∈ R : px = 0} , (2.8)

Rp = {x ∈ R : xp = x} , (2.9)
R(1 − p) = {x ∈ R : xp = 0} . (2.10)

Beweis. Zum Beispiel Gleichung (2.9): Sei x ∈ Rp, also x = yp für ein y ∈
R. Dann ist x = yp = ypp = xp; das zeigt „⊆“. „⊇“ ist klar. Die anderen
Gleichungen gehen genauso.

Betrachtet man also zum Beispiel die in Definition 2.1.18 erklärte durch p
bestimmte Links-Multiplikation Lp im Ring R, aufgefasst als ein Endomorphis-
mus der dem Ring zugrunde liegenden additiven Gruppe, so ist das Rechtsideal
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Lp(R) = pR gleich der Fixpunktmenge von Lp und das Rechtsideal (1 − p)R
gleich dem Kern von Lp.

Weiterhin gilt

p1Rp2 = p1R ∩ Rp2 für alle p1, p2 ∈ {p, 1 − p}, (2.11)

das heißt,

pRp = {x ∈ R : px = x, xp = x} , (2.12)
pRp = {x ∈ R : pxp = x} , (2.13)

(1 − p)Rp = {x ∈ R : px = 0, xp = x} , (2.14)
pR(1 − p) = {x ∈ R : px = x, xp = 0} , (2.15)

(1 − p)R(1 − p) = {x ∈ R : px = 0, xp = 0} . (2.16)

Der Gleichung (2.16) entnimmt man, dass genau die Elemente des Unterringes
J := (1 − p)R(1 − p) die zu p orthogonalen Elemente sind und diese wiederum
sind — wie man leicht nachrechnet — genau die zu allen Elementen von pRp
orthogonalen Elemente. Insbesondere bemerke man, dass pJ = Jp = {0} gilt.
Dieser Unterring J heißt auch der durch p zerstörte Teil von R (Dickson, ebd.).
pRp ist ein Unterring mit p als Eins, aber im Allgemeinen kein einseitiges Ideal
von R; er wird im Englischen manchmal auch der zum Idempotent p assoziierte
corner ring bezeichnet, siehe Lam [194](2001), Seite 309. Die R zugrunde liegen-
de additive Gruppe (R, +) ist gleich den folgenden inneren direkten Summen:

R = pR∔ (1 − p)R, (2.17)
R = Rp∔R(1 − p), (2.18)
R = pRp∔ pR(1 − p)∔ (1 − p)Rp∔ (1 − p)R(1 − p). (2.19)

Die Zerlegungen (2.17), (2.18) und (2.19) heißen jeweils die rechte, linke und
beidseitige Peirce-Zerlegung von R bezüglich des idempotenten Elementes p.
Sie ist nach dem amerikanischen Algebraiker Benjamin Peirce benannt. Der
Name Peirce wird in etwa so ausgesprochen, wie man im Englischen die Buch-
stabenkombination purss aussprechen würde; der Anfang also ähnlich dem eng-
lischen Wort purse.

Setzt man
A := {x ∈ R : ∃r ∈ R : x = pr − rp},

so gilt
pA = pR(1 − p), Ap = (1 − p)Rp, pAp = {0}.

Zum Anschluss siehe auch 2.1.46 und 2.7.7.

2.1.34 Moduln. (Wahrig [286](1982). Für das vom lateinischen Wort modulus
für Maß, Maßstab kommende Wort Modul gibt es in der deutschen Sprache
sowohl das Modul mit dem Plural die Module als auch der Modul mit dem
Plural die Moduln; letzterer wird auf der ersten Silbe betont und ist der im
Folgenden definierte in der Algebra übliche Begriff.

(Bourbaki [34](1974), II.1.1, Seite 191; Behrens [23](1975), Seite 18). Sei
R ein Ring. Ein Linksmodul über R (auch R-Linksmodul) ist eine abelsche
Gruppe (M, +), die mit einer Verknüpfung φ : R ×M → M versehen ist, die für
alle r, s ∈ R und m, n ∈ M die folgenden drei Gleichungen erfüllt:
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(i) φ(r, m + n) = φ(r, m) + φ(r, n),
(ii) φ(r + s, m) = φ(r, m) + φ(s, m),
(iii) φ(r, φ(s, m)) = φ(rs, m).
Ein Rechtsmodul über R (auch R-Rechtsmodul) wird bis auf (iii) genauso

definiert; (iii) lautet dann:
(iii)’ φ(r, φ(s, m)) = φ(sr, m).
Solange nicht etwas anderes vereinbart ist, gelte fortan die folgende Verein-

barung: Ist M ein Links- oder ein Rechtsmodul, so ist M auch stets aufzufassen
als die punktierte Menge M mit dem neutralen Element von (M, +) als Basis-
punkt. Insofern von einem R-Links- oder einem R-Rechtsmodul M die Rede ist,
werden bisweilen die Elemente des Ringes R auch Skalare genannt und R auch
der Skalarenring von M .

Besitzt der Ring R eine Eins und ist M ein R-Links- oder ein R-Rechtsmodul,
so heißt M unital, falls für alle m ∈ M die Gleichung φ(e, m) = m erfüllt ist.
Als Sprechweise wird festgesetzt: Ist von einem unitalen Modul über einen Ring
R die Rede, so ist dabei automatisch R als ein Ring mit Eins vorausgesetzt.

Ist M ein Linksmodul über R, so schreibt man anstelle von φ(r, m) üblicher-
weise den Ausdruck rm; ist M ein Rechtsmodul über R, dann anstelle von
φ(r, m) den Ausdruck mr.

Mit dem nicht mit einem der Adverbien links oder rechts in Komposition ste-
henden Wort Modul (im Englischen module, Plural modules) ist ab hier immer
das Wort Linksmodul gemeint. Nichtsdestotrotz ist es für manche Formulierun-
gen dem Verständnis dienlicher, explizit das Wort Linksmodul zu verwenden,
zum Beispiel im Zusammenhang mit Aussagen über Idealen. Jedenfalls sind
Aussagen über Moduln als Aussagen über Linksmoduln aufzufassen und wenn
nicht etwas anderes ausdrücklich erwähnt wird, gilt jeweils auch die Aussage,
mutatis mutandis, über Rechtsmoduln.

Ein Untermodul eines Moduls (M, +, φ) über R ist eine additive Untergruppe
von (M, +), die bezüglich der Abbildung φ abgeschlossen ist. Jeder Ring R kann
kanonisch als ein Modul über sich aufgefasst werden. Dann sind die Unterlinks-
moduln genau gleich den Linksidealen. Man beachte aber (Grove [122](1983),
Seite 126): Ist S ein Unterring von R, dann ist zwar R stets ein Modul über S,
aber selbst wenn R und S beide Ringe mit Eins sind, muss dieser Modul nicht
unital sein, da die beiden Einsen verschieden sein können, siehe 2.1.11.

(Rowen [250](1988), Seiten 6, 7, 22; Jacobson [152](1980), Seite 101). Sei
M ein R-Linksmodul. Die Menge aller Unterlinksmoduln von M versehe man
mit der partiellen Ordnung ≦,

M1 ≦M2 :⇔ M1 ist ein Unterlinksmodul von M2. (2.20)

Es liegt dann ein Verband vor. Erfüllt (P(M),≦) die DCC, so heißt M links-
artinsch (im Englischen left Artinian). Rechtsmoduln entsprechend. Erfüllt
(P(M),≦) die ACC, so heißt M linksnoethersch (im Englischen left Noetherian).
Rechtsmoduln entsprechend. Die in 1.1.13 präsentierten Äquivalenzen sind im
Rahmen von kommutativen, noetherschen Ringen bei van der Waerden
[284](1967) als sogenannte Teilerkettensätze aufgeführt.

Ein Linksmodul M ̸= {0} heißt einfach (genauer linkseinfach, im Eng-
lischen (left-)simple), falls nur {0} und M selbst Unterlinksmoduln von M
sind. Dementsprechend heißt ein Ring R ̸= {0} linkseinfach, falls R, aufgefasst
als Linksmodul über sich, linkseinfach ist, also außer {0} und R kein Links-
ideal enthält. Rechtseinfach entsprechend. Ein Ring R ̸= {0} heißt einfach
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(im Englischen simple), wenn er kein von {0} und R verschiedenes beidseiti-
ges Ideal enthält. Direkt über die Formulierung mit einseitigen oder beidseiti-
gen Idealen ist die Definition eines linkseinfachen, rechtseinfachen oder einfa-
chen nichtassoziativen Ringes mit Operatorenbereich K, K ∈ {Z,R,C}, ent-
sprechend. Diese Definition von einfachen Ringen findet sich zum Beispiel in
Divinsky [72](1965), Goodearl [116](1976), Jacobson [152](1974), McCoy
[209](1964) und Rowen [250](1988). Bei dieser Definition ist zwar ein einfacher
Ring R immer ungleich {0}, aber es kann durchaus R · R = {0} vorkommen;
letztere Gleichung ist dann äquivalent zu R2 ̸= R. Es gibt aber auch Litera-
turstellen, wie zum Beispiel Behrens [23](1975), Jacobson [150](1956) und
Schafer [256](1966), bei der in der Definition noch zusätzlich die Bedingung
R2 ̸= {0} gefordert wird.

Sei M ein Linksmodul über einen Ring R, S eine Teilmenge von R und U
eine Teilmenge von M . Dann ist mit S · U die Menge {su ∈ M : s ∈ S, u ∈ U}
gemeint. Analog wie in 2.1.13 meint SU die Menge aller Elemente der Form
s1u1 + · · · + snun mit sk ∈ S, uk ∈ U , k ∈ {1, . . . , n}, n ∈ N×. Ist einer der
beiden Faktoren S oder U einelementig, etwa S = {s} (bzw. U = {u}), so
schreibt man statt S · U bzw. SU einfach nur s · U bzw. sU (bzw. S · u bzw.
Su). Für Rechtsmoduln alles entsprechend mit U · S bzw. US.

2.1.35 Definition (Klingenberg und Klein [186](1972), §22). Sei Ψ: R → S
ein Ringhomomorphismus zwischen zwei Ringen R und S. Sei (X, +, ·) ein R-
Linksmodul und sei (Y, +, ·) ein S-Linksmodul. Eine Abbildung T : X → Y
heißt Ψ-semilinear , wenn gilt: T ist ein Gruppenhomomorphismus von (X, +)
nach (Y, +) und

T (rx) = Ψ(r)T (x) für alle r ∈ R, x ∈ X.

In gewissen Situationen kann es sinnvoll sein, Ψ als unital zu fordern.
Im Fall, dass R = S gilt und Ψ die identische Abbildung auf R ist, heißt

eine Ψ-semilineare Abbildung X → Y ein R-Linksmodulhomomorphismus oder
R-linear , wobei man je nach vorliegendem Kontext das Ringsymbol R oder das
Wort Linksmodul oder Modul weglässt.

Gilt R = S = C und ist Ψ die komplexe Konjugation in C, dann wird anstelle
von Ψ-semilinear die Bezeichnung konjugiert-linear verwendet.

Bei allgemeinen Betrachtungen mit R = S = K meint semilinear , dass die
Abbildung Ψ im Fall von K = C die konjugiert-komplexe Konjugation in C und
im Fall von K = R die identische Abbildung in R ist. Des Weiteren bezeichnet
z̄ für z ∈ K im Fall von K = R die Zahl z selbst und im Fall von K = C die zu
z konjugiert-komplexe Zahl.

2.1.36 Definition. Sei R ein Ring, seien Mν , ν ∈ I, I eine Indexmenge, Links-
moduln über R. Das kartesische Produkt

∏
ν∈I Mν , versehen mit komponen-

tenweiser Addition und Skalarmultiplikation, ist ein Linksmodul über R und
heißt das direkte Produkt der Mν , ν ∈ I, und wird wieder mit

∏
ν∈I Mν bezeich-

net. Wie bereits in 1.1.2 definiert, gilt: Sind alle Mν , ν ∈ I, gleich, so wird für
I = {1, . . . , n} mit n ∈ N× wie üblich anstelle von

∏
ν∈I Mν mit M := M1 auch

die Bezeichnung Mn verwendet. Aber im Hinblick auf die Bezeichnungsweise in
Definition 2.2.18 wird für den konkreten Fall n = 1 nicht M1 für

∏
ν∈{1} Mν ,

sondern immer einfach nur M geschrieben.
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Die Teilmenge der I-Tupel (xν)ν∈I des kartesischen Produktes
∏

ν∈I Mν mit
xν = 0 für fast alle ν ∈ I ist ein Linksmodul über R und heißt die direkte Summe
(genauer die äußere direkte Summe) der Mν , ν ∈ I, in Zeichen

⊕
ν∈I Mν .

2.1.37 Definition mit Bemerkungen. Sei R ein Ring und seien M und N
zwei Linksmoduln über R. Sei S eine Teilmenge von M . Dann wird mit span(S)
der kleinste Untermodul von M bezeichnet, der S enthält; dieser Untermodul
heißt der von der Menge S erzeugte (oder auch aufgespannte) Untermodul von
M . Für nichtleeres S gilt

span(S) = RS + ZS;

also span(S) = RS, falls M dabei unital ist. Falls R ein Schiefkörper ist, so
nennt man span(S) auch die lineare Hülle von S. Falls span(S) = M gilt, heißt
S ein Erzeugendensystem von M .

Existiert ein K-Isomorphismus von M auf N , so wird dies durch M ≃ N
symbolisiert.

Sei n ∈ N×. Sind S1, . . . , Sn Teilmengen von M , so ist der Ausdruck
S1 + . . . + Sn definiert; er wird auch mit

∑n
i=1 Si bezeichnet. Ist Sν , ν ∈ I,

eine Familie von Teilmengen von M , so setzt man
∑

ν∈I Sν :=
⋃

{
∑

i∈F Si :
F ⊆ I endlich, F ̸= ∅}.

∑
ν∈I Sν wird die algebraische Summe der Sν ,

ν ∈ I, genannt. Sind alle Uν := Sν , ν ∈ I, Untermoduln von M , so bezeich-
ne man für alle ν ∈ I mit Mν den Linksmodul Uν und betrachte dann die
Abbildung φ :

⊕
ν∈I Mν → M , (xν)ν∈I 7→

∑
ν∈I xν . Dann ist offensichtlich∑

ν∈I Uν = ran(φ) und φ eine R-lineare Abbildung; und falls φ dann auch noch
injektiv ist, induziert φ eine Isomorphie

⊕
ν∈I Mν ≃

∑
ν∈I Uν . Man sagt dann,

die Untermoduln Uν , ν ∈ I, seien R-linear unabhängig und die Summe
∑

ν∈I Uν

der Untermoduln Uν , ν ∈ I, sei eine direkte algebraische Summe (genauer eine
innere direkte algebraische Summe) und dieser Untermodul von M wird mit∑⊕

ν∈I Uν oder auch mit
∑

ν∈I ⊕Uν bezeichnet. Falls keine Verwechslung mit
der äußeren direkten Summe der Mν , ν ∈ I, zu befürchten ist, wird anstelle
von

∑⊕
ν∈I Uν auch die Bezeichnung

⊕
ν∈I Uν verwendet. Ist die Indexmenge I

endlich und nicht leer, etwa I = {1, . . . , n} für ein ∈ N×, so wird anstelle von∑⊕
i∈I Ui auch U1∔. . .∔Un geschrieben, was wiederum, wenn keine Verwechslung

möglich ist, auch als U1 ⊕ · · · ⊕ Un geschrieben wird.

2.1.38 Torsion. Sei M ein Linksmodul über einen Ring R. Betrachte das An-
nihilatorsystem (R, M ; ·; M). Wenn es in R trennend ist — mit anderen Worten,
wenn M⊥ = {0} gilt —, heißt M treu. Ein x ∈ M heißt ein Torsionselement,
wenn {x}⊥ ̸= {0} gilt. Hat M kein von Null verschiedenes Torsionselement, so
heißt M torsionsfrei (und R ist dann auch notwendigerweise nullteilerfrei).

Falls R eine Eins hat, dann ist M wegen x = ex + (x − ex), x ∈ M , gleich
der inneren direkten Summe M = (eM) ∔ R⊥; falls also M unital ist, folgt
R⊥ = {0}, das heißt, (R, M ; ·; M) ist in M trennend.

2.1.39 Freie Moduln (Goldhaber und Ehrlich [115](1970), Seite 156).
Sei M ein Linksmodul über einen Ring R, I eine Menge und α eine Abbil-
dung I → M . Dann heißt M := (M, α) ein freier Linksmodul über R (auf
I), wenn die folgende Bedingung erfüllt ist: Zu jedem Linksmodul N über R
und zu jeder Abbildung γ : I → N , gibt es einen eindeutig bestimmten R-
Modulhomomorphismus µ : M → N mit µ ◦ α = γ.
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Als Folgerungen dieser Definition hat man für einen beliebigen Ring R (siehe
ebd.):

(a) Ist (M, α) ein freier R-Linksmodul auf einer Menge I, dann ist α injektiv
und span(α(I)) = M .

(b) Sind (M, α) und (N, β) freie R-Linksmoduln auf einer Menge I, so gibt
es einen eindeutig bestimmten R-Isomorphismus µ : M → N mit µ ◦ α = β.

(c) Jedes isomorphe Bild eines freien R-Linksmoduls ist frei. Genauer: Sei
(M, α) ein freier R-Linksmodul auf einer Menge I, β eine Abbildung von I nach
einem R-Linksmodul N und µ : M → N ein R-Isomorphismus mit µ ◦ α = β.
Dann ist (N, β) auch ein freier R-Linksmodul auf I.

Des Weiteren gilt (siehe ebd.): Für jede Menge I und jeden Ring R existiert
ein freier R-Linksmodul auf I. Folglich ist jeder R-Linksmodul ein homomorphes
Bild eines freien R-Linksmoduls.

Sei nun M ein unitaler Linksmodul über einen Ring R, I eine Menge und
α eine Abbildung I → M . Dann ist M = (M, α) genau dann ein freier R-
Linksmodul auf I, wenn sowohl M =

∑⊕
ν∈I Rα(ν) gilt als auch α(ν) für keines

der ν ∈ I ein Torsionselement ist.
Nun gilt (siehe ebd., Seite 155): Sei R ein Ring und M ein R-Linksmodul mit

M = span({x}) für ein x ∈ M . Dann ist die Abbildung µx : R → M , r 7→ rx,
mit R aufgefasst als ein Linksmodul über sich, ein R-Homomorphismus. Falls
x kein Torsionselement ist, ist µx injektiv. Falls M unital ist, ist µx surjektiv.
Also: Ist M ein unitaler Linksmodul über einen Ring R, wobei M von einem
Element erzeugt wird, welches kein Torsionselement ist, so ist M gleich Rx und
isomorph zu R als einem R-Linksmodul.

Es folgt (siehe ebd.): Ein unitaler Linksmodul über einen Ring R ist genau
dann frei, wenn es eine Menge I gibt, so dass M =

∑⊕
ν∈I Rν ist, wobei für

jedes ν ∈ I Rν ein zu R, aufgefasst als ein Linksmodul über sich, isomorphes
Untermodul von M ist.

Man kann also sagen: Ein unitaler Linksmodul über einen Ring R ist genau
dann frei, wenn er isomorph zu einer äußeren direkten Summe von Kopien von
R ist.

Man beachte: Hat man ein Linksmodul über einen Ring R vorliegen, wo-
bei R zwar eine Eins hat, der Linksmodul aber nicht unital ist, so kann der
Linksmodul zwar frei sein, muss aber nicht mehr notwendig isomorph zu einer
äußeren direkten Summe von Kopien von R sein. Ein konkretes Beispiel für diese
Situation findet man bei Hungerford [143](1980), Seite 188, Übung 2.

(Goldhaber und Ehrlich, ebd., Seite 158)). Ist (M, α) ein freier Links-
modul über einen Ring R auf einer Menge I und ε : α(I) ↪→ M die kanonische
Einbettung von α(I) in M , so ist (M, ε) ein freier R-Linksmodul auf α(I).

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es zu jeder Abbildung γ : I → N , N ein R-
Linksmodul, einen eindeutig bestimmten R-Homomorphismus µ = µγ : M → N .
Bezeichne ↿ α die Astriktion I → α(I) von α auf ihrem Bild. Dann gilt: µγ ◦α =
µγ◦ε◦(↿ α) = γ, also µγ◦ε = γ◦(↿ α)−1 und da zu jeder Abbildung γ′ : α(I) → N
per γγ′ := γ′ ◦ (↿ α) eine Abbildung I → N mit γγ′ ◦ (↿ α)−1 = γ′ existiert, gilt
µγγ′ ◦ ε = γ′. Somit ist µγ′◦(↿α) der zu jeder Abbildung γ′ : α(I) → N eindeutig
bestimmte R-Modulhomomorphismus M → N .

Folglich ist M ein freier R-Linksmodul auf einer ihn selbst erzeugenden Teil-
menge von sich. Somit definiert man:
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Sei M ein Linksmodul über einen Ring R. Eine Teilmenge B von M heißt
eine Basis für M , wenn (M, ε) ein freier R-Linksmodul auf B ist, wobei ε die
kanonische Einbettung von B in M ist. Eine Teilmenge S von M heißt frei für
M , wenn S eine Basis für span(S) ist. Eine Teilmenge S von M heißt linear
unabhängig, wenn für jedes n ∈ N× für beliebige, aber paarweise verschiedene
x1, . . . , xn ∈ S für alle r1, . . . , rn ∈ R aus r1x1 + . . . + rnxn = 0 stets r1 = . . . =
rn = 0 folgt.

Man bemerke, dass die leere Menge eine Basis für M = {0} ist und gemäß
Definition 2.1.1 linear unabhängig ist. Offensichtlich kann eine linear unabhängi-
ge Menge kein Torsionselement enthalten. Ist B eine Basis eines R-Linksmoduls
M , so gilt span(B) = M . Somit gilt:

Eine (notwendig nicht leere) Teilmenge B von M ist genau dann eine Basis
eines R-Linksmoduls M mit M ̸= {0}, wenn B eine freie, M erzeugende Menge
ist.

Sei M ein unitaler Linksmodul über einen Ring R. Dann ist eine Teilmenge
S von M genau dann frei, wenn sie linear unabhängig ist.

Beweis. Setze N := span(S) und sei ε die kanonische Einbettung von S in N .
Dann ist S genau dann frei für N , wenn (N, ε) ein freier R-Linksmodul auf S
ist. Da mit M auch N unital ist, ist gemäß der ersten oben angegebenen äquiva-
lenten Formulierung eines freien unitalen Linksmoduls dies genau dann der Fall,
wenn N =

∑⊕
s∈S Rε(s) =

∑⊕
s∈S Rs, wobei jedes s ∈ S kein Torsionselement ist.

Die Existenz solch einer Zerlegung von N ist nun aber äquivalent zu der linearen
Unabhängigkeit von S.

Gemäß Hungerford [143](1980), Seite 181, hat man, ähnlich wie für Ringe,
die nicht notwendig eine Eins haben, die folgende Charakterisierung im Falle von
unitalen Linksmoduln:

Ein unitaler R-Linksmodul M mit M ̸= {0} ist genau dann frei, wenn eine
Menge I und eine Abbildung α : I → M existiert, so dass zu jedem unitalen
R-Linksmodul N und zu jeder Abbildung γ : I → N ein eindeutig bestimmter
R-Modulhomomorphismus µ : M → N mit µ ◦ α = γ existiert.

Sei M ein freier Linksmodul über einen Ring R. Falls alle Basen von M
dieselbe Kardinalität aufweisen, heißt M dimensioniert (im Englischen dimen-
sional) und in diesem Fall heißt die besagte Kardinalität die Dimension von
M . Ein Ring R mit der Eigenschaft, dass jeder freie R-Linksmodul M — der
im Fall, dass R eine Eins hat, unital sein soll — dimensioniert ist, heißt ein
dimensionierter Ring.

Jeder unitale freie Linksmodul, der eine unendlichdimensionale Basis hat, ist
dimensioniert. Es existieren freie Linksmoduln, die endliche Basen verschiedener
Kardinalität haben.

Jeder Ring mit Eins, der ein homomorphes Bild hat, welches ein Schief-
körper ist, ist dimensioniert. Da jeder von {0} verschiedene Ring mit Eins ein
maximales Linksideal (zur Definition siehe 2.1.50) hat, hat man als Spezialfall,
dass ein Ring mit Eins dimensioniert ist, falls er ein homomorphes Bild hat,
welches ein von {0} verschiedener kommutativer Ring ist.

2.1.40 Bemerkung und Definition. Sei R ein nichtassoziativer Ring. Dann
ist die Menge R × Z, versehen mit komponentenweise definierter Addition

(r1, z1) + (r2, z2) := (r1 + r2, z1 + z2) für alle r1, r2 ∈ R, z1, z2 ∈ Z,
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additivem neutralen Element 0 := (0, 0) und Multiplikation

(r1, z1)(r2, z2) := (r1r2 + z1r2 + z2r1, z1z2) für alle r1, r2 ∈ R, z1, z2 ∈ Z

ein nichtassoziativer Ring mit Eins (0, 1), der mit R1 bezeichnet wird.
Die Abbildung R → R1, r 7→ (r, 0) ist ein Ringmonomorphismus. Ist R

assoziativ, so ist auch R1 assoziativ. Jedes Linksideal (bzw. Rechtsideal) von R
ist auch ein Linksideal (bzw. Rechtsideal) von R1.

Siehe auch 2.3.19.

2.1.41 Satz. Sei R ein nichtassoziativer Ring ohne Eins. Dann ist r ∈ R genau
dann quasi-invertierbar, wenn e − r ∈ R1 invertierbar ist.

2.1.42 Definition. Sei R ein nichtassoziativer Ring mit Operatorenbereich K,
K ∈ {Z,R,C}. Ein Linksideal a von R heißt nilpotent, wenn es ein n ∈ N× gibt,
so dass für alle a1, . . . , an ∈ a das Produkt a1 · · · an für jede Assoziation, sprich
Beklammerung, gleich Null ist. Ein r ∈ R heißt nilpotent, wenn ein n ∈ N×

existiert, so dass für mindestens eine Beklammerung rn = 0 gilt (Behrens
[22](1954), Seite 442). Ein Linksideal a von R heißt nil (oder genauer auch ein
niles Linksideal), wenn jedes a ∈ a nilpotent ist. Entsprechend für Rechtsideal
und Ideal. Der K-Ring R heißt halbprim (im Englischen semiprime), wenn R
kein nilpotentes Ideal a ̸= {0} enthält. Siehe auch die Anmerkung in 2.1.44!
Ein Ideal a des K-Ringes R heißt halbprim (im Englischen semiprime), falls der
K-Ring R/a halbprim ist (Palmer [231](1994), Seite 482).

2.1.43 Primideale und Primringe (McCoy [209](1964), Seite 62). Sei R
ein Ring mit Operatorenbereich K, K ∈ {Z,R,C}, und p ein Ideal von R. Die
folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) Für alle Ideale a und b von R mit ab ⊆ p gilt a ⊆ p oder b ⊆ p.
(ii) Für alle a, b ∈ R mit aRb ⊆ p gilt a ∈ p oder b ∈ p.
(ii’) Für alle a, b ∈ R \ p existiert ein x ∈ R mit axb ∈ R \ p.
(iii) Für alle Hauptideale (a) und (b) von R mit (a)(b) ⊆ p gilt a ∈ p

oder b ∈ p.
(iv) Für alle Linksideale a und b von R mit ab ⊆ p gilt a ⊆ p oder b ⊆ p.
(v) Für alle Rechtsideale a und b von R mit ab ⊆ p gilt a ⊆ p oder b ⊆ p.

Beweis. (i) ⇒ (ii): Gelte (i) und sei aRb ⊆ p. Insbesonders ist dann aRRb ⊆ p
und da p ein Ideal ist, auch RaRRbR ⊆ p. Nach Voraussetzung somit RaR ⊆ p
oder RbR ⊆ p. Liege der Fall RaR ⊆ p vor. Setze c := (a). Dann gilt ccc ⊆
RcR ⊆ RaR ⊆ p. Nach Voraussetzung also c ⊆ p, also a ∈ p. Hätte der andere
Fall vorgelegen, also RbR ⊆ p, so wäre analog b ∈ p gefolgt.

(ii) ⇔ (ii’): Klar.
(ii) ⇒ (iii): Gelte (ii) und sei (a)(b) ⊆ p. Dann gilt wegen aRb ⊆ aR(b) ⊆

a(b) ⊆ (a)(b) die Inklusion aRb ⊆ p, also nach Voraussetzung a ∈ p oder b ∈ p.
(iii) ⇒ (iv): Gelte (iii) und seien a und b Linksideale von R mit ab ⊆ p. Liege

der Fall vor, dass a ⊈ p. Dann gibt es ein a ∈ a \ p. Sei b ∈ b. (a)(b) ist eine
Teilmenge der Menge aller endlichen Summen von Termen der Form r1ar2br3
mit r1, r2, r3 ∈ R ∪ K. Da a und b Linksideale sind, sind die Elemente des
Produkts ab endliche Summen von Termen der Form r1ar2b mit r1, r2 ∈ R ∪ K.
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Also (a)(b) ⊆ ab+ abR ⊆ p. Da a /∈ p, muss nach Voraussetzung b ∈ p gelten, im
vorliegenden Fall also b ⊆ p. Hätte der andere Fall vorgelegen, so wäre analog
a ⊆ p gefolgt.

(iii) ⇒ (v): Geht analog wie (iii) ⇒ (iv).
(iv) ⇒ (i) und (v) ⇒ (i) sind klar.

Liegt eine (und damit alle) der vorstehenden äquivalenten Aussagen vor,
so heißt p ein Primideal (im Englischen prime ideal). Liegt der spezielle Fall
vor, dass p := {0} ein Primideal von R ist, so heißt R ein Prim-K-Ring (im
Englischen prime K-ring). Mit dieser Bezeichnung hat man zusätzlich die zu
jeder der Aussagen (i) bis (v) äquivalente Aussage:

(vi) R/p ist ein Prim-K-Ring.

Man bemerke, dass ein Prim-K-Ring keine von {0} verschiedenen nilpotenten
Ideale besitzen kann, und dass jeder einfache, nicht nilpotente K-Ring ein Prim-
K-Ring ist.

(Gray [120](1970), Seite 13). Ist speziell R ein kommutativer Ring mit Eins,
so ist ein Ideal p von R genau dann ein Primideal, wenn ab ∈ p immer a ∈ p
oder b ∈ p impliziert. Dass diese Äquivalenz im nichtkommutativen Fall nicht
stimmen muss, sieht man zum Beispiel am Ring der 2×2-Matrizen über K: Dort
ist {0} ein Primideal, aber es gibt von der Nullmatrix verschiedene Matrizen,
deren Produkt die Nullmatrix ist (Divinsky [72](1965), Seite 60).

Man beachte, dass nach der hier gegebenen Definition jeder K-Ring R ein
Primideal von R ist. Diese Eigenschaft wird in den entsprechenden Definitio-
nen eines Primideals in den folgenden Literaturstellen zugelassen: Behrens
[23](1975), Seite 81, Divinsky [72](1965), Seite 59, Hornfeck [141](1976),
Seite 149, Jacobson [150](1956), Seite 194, McCoy [209](1964), Seite 64 und
Rowen [250](1988), Seite 163.

Im Zahlenring Z gilt für jedes p ∈ Z× \ {−1, 1}, dass das Hauptideal (p)
genau dann ein Primideal von Z ist, wenn p eine Primzahl ist.

Ein gewisser Makel der oben gegebenen Definition des Primideals ist somit,
dass zwar (1) = Z ein Primideal ist, aber 1 keine Primzahl ist. Damit ist nachzu-
vollziehen, dass bei einigen Autoren, wie zum Beispiel Artin [10](1993), Dales
[56](2000), Gray [120](1970), Meyberg [214](1980), Palmer [231](1994),
Pierce [239](1982) und Schulze [258](2006), der Ring R als Primideal ausge-
schlossen wird, also selbst kein Primideal sein kann. Trotzdem ist die gegebene
Definition, wo R immer ein Primideal ist, keine Einschränkung; man braucht bei
den zuletzt genannten Autoren nur an entsprechender Stelle den Zusatz „ ̸= R“
einfügen. So gilt zum Beispiel, siehe Schulze [258](2006), Seite 79, der folgende
Satz:

Ist R ein Integritätsbereich mit Eins und p ∈ R× ein nicht invertierbares
Element von R, so ist p genau dann ein Primelement, wenn (p) ein von R
verschiedenes Primideal ist.

(Gray [120](1970), Seite 14). Sei R ein kommutativer Ring und a ein Ideal
von R. Dann wird als Radikal von a, in Zeichen

√
a, die Menge {x ∈ R : ∃n ∈

N× : xn ∈ a} bezeichnet; es ist ein Ideal von R mit a ⊆
√
a.

2.1.44 Halbprim (McCoy [209](1964), Seite 66; Palmer [231](1994), Sei-
te 483). Sei R ein Ring mit Operatorenbereich K, K ∈ {Z,R,C}, und p ein
Ideal in R. Dann sind äquivalent:
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(i) Für alle Ideale a von R mit a2 ⊆ p gilt a ⊆ p.
(ii) Für alle a ∈ R mit aRa ⊆ p gilt a ∈ p.
(ii’) Für alle a ∈ R \ p existiert ein x ∈ R mit axa ∈ R \ p.
(iii) Für alle Hauptideale (a) von R mit (a)2 ⊆ p gilt a ∈ p.
(iv) Für alle einseitigen Ideale a von R mit a2 ⊆ p gilt a ⊆ p.
(v) Für alle einseitigen Ideale a von R für die ein n ∈ N× existiert

mit an ⊆ p gilt a ⊆ p.
(vi) p ist ein halbprimes Ideal von R. (Definition 2.1.42)

Beweis. Bis auf (i) ⇒ (v) ⇒ (vi) alles analog wie in 2.1.43.
(i) ⇒ (v): Sei a ein Linksideal mit an ⊆ p. Dann ist a(R1) ein Ideal mit

(aR1)n ⊆ a(R1a)n−1R1 ⊆ anR1 ⊆ pR1 = p. Sei m ∈ N× die kleinste Zahl mit
(aR1)m ⊆ p. Angenommen, es wäre m > 1, so würde

(
(aR1)m−1)2 ⊆ p gelten

und nach (a) würde (aR1)m−1 ⊆ p folgen, Widerspruch zur Minimalität. Also
ist m = 1 und a ⊆ aR1 ⊆ p.

(v) ⇒ (vi): Gelte (v), dann ist zu zeigen, dass R/a kein nilpotentes Ideal
b ̸= {0} enthält. Sei bn = {0}. Als eine Folge des Homomorphiesatzes für Ringe
lässt sich jedes Ideal von R/a eindeutig in der Form c/a schreiben, wobei c ein
Ideal von R ist, das a umfasst (McCoy [209](1964), Seite 46, Theorem 2.45(iv)).
Es ist hier also b = c/a für ein eindeutig bestimmtes Ideal c von R mit a ⊆ c.
Somit gilt in R/a die Gleichung (c/a)n = {a}, also cn ⊆ a. Nach Voraussetzung
folgt c ⊆ a, das heißt, c/a ist bereits gleich a in R/a, mit anderen Worten ist
b = {0}.

Da für K ∈ {Z,R,C} in jedem halbprimen K-Ring das Ideal {0} halbprim
ist, bemerke man, dass wegen (v) jeder halbprime K-Ring keine nilpotenten,
einseitigen Ideale a mit a ̸= {0} enthalten kann.

2.1.45 Ringordnungen I. Sei R ein Ring. Auf der Menge der idempotenten
Elemente von R wird durch

x ≦r y :⇔ yx = x,

x ≦ℓ y :⇔ xy = x

jeweils eine Präordnung und durch

x ≦ℓr y :⇔ xy = yx = x

eine partielle Ordnung definiert. Im vorliegenden Abschnitt wird anstelle von
≦ℓr einfach nur das Symbol ≦ verwendet.

Beweis. Wegen x ≦r x ⇔ x2 = x ist ≦r reflexiv. Seien x, y, z idempotente
Elemente aus R mit x ≦r y und y ≦r z; also yx = x und zy = y. Somit
zx = zyx = yx = x, das heißt, x ≦r z und ≦r ist transitiv. „≦ℓ“ und „≦“ gehen
analog.

Es gelten die beiden Äquivalenzen x ≦r y ⇔ xR ⊆ yR und x ≦ℓ y ⇔ Rx ⊆
Ry.
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Beweis. Seien x, y idempotente Elemente aus R mit x ≦r y. Sei a ∈ R. Dann
ist xa = yxa ∈ yR; das zeigt xR ⊆ yR. Gelte nun xR ⊆ yR mit x, y ∈ R
idempotent. Dann gilt insbesondere xx = yb für ein b ∈ R. Somit: yx = yyb =
yb = x, das heißt, x ≦r y. „≦ℓ“ geht analog.

Somit ist zum Beispiel für x, y ∈ Idem(R) genau dann Rx = Ry, wenn sowohl
xy = x als auch yx = y gilt. Dies sieht man auch direkt mit Gleichung (2.9) aus
2.1.33. Auf Idem(R) ist dadurch eine Äquivalenzrelation ≡ℓ erklärt. (Und auch
auf der Menge der weiter unten in 2.1.47 definierten schiefminimal idempotenten
Elemente.) Die p enthaltende Äquivalenzklasse wird mit [p]ℓ bezeichnet. Die
Äquivalenzrelation ≡r definiert sich entsprechend.

Seien x, y ∈ Idem(R). Dann gilt die Äquivalenz

x ≦ y ⇔ y − x ∈ Idem(R) und x ⊥ y − x, (2.21)

mit anderen Worten also

x ≦ y ⇔ ∃z ∈ x⊥ ∩ Idem(R) : y = x + z.

Beweis. Sei x ≦ y, also xy = yx = x und somit (y−x)2 = y−yx−xy+x = y−x;
des Weiteren x(y−x) = xy−x = 0 = yx−x = (y−x)x. Sei nun umgekehrt y−x
idempotent und orthogonal zu x. Dann gilt xy = xy+x(x−y) = x(y+x−y) = x
und yx = (x − y)x + yx = x.

(Jacobson [150](1964), Seite 49). Wenn p1, . . . , pn paarweise orthogonale,
idempotente Elemente von R sind, dann ist auch p := p1 + · · · + pn idempotent.
Es ist pi ≦ p für alle i ∈ {1, . . . , n}. Ist q ein idempotentes Element von R, so
gilt dann genau dann pi ≦ q für alle i ∈ {1, . . . , n}, wenn p ≦ q gilt.

Seien p und q zwei kommutative, idempotente Elemente von R. Sei ◦ das
Quasi-Produkt aus 2.1.9(d). Dann sind auch ℓ := pq und u := p ◦ q idempotent.
Bezüglich ≦ ist ℓ gleich dem Infimum inf{p, q} und u ist gleich dem Supremum
sup{p, q}. Allgemeiner gilt: Sind p1, . . . , pn kommutative Idempotente, so sind
p1p2 · · · pn und p1 ◦p2 ◦ · · · ◦pn idempotent mit p1p2 · · · pn = inf{p1, . . . , pn} und
p1 ◦ p2 ◦ · · · ◦ pn = sup{p1, . . . , pn}.

Seien p1, . . . , pn Idempotente mit pipj = 0 für alle i, j ∈ {1, . . . , n} mit i > j.
Dann ist p1 ◦ p2 = sup{p1, p2}, . . . , p1 ◦ · · · ◦ pn = sup{p1, . . . , pn}.

2.1.46 Peirce-Zerlegung II (Jacobson [150](1964), Seite 49). Sei R ein Ring
und P eine endliche Menge von paarweise orthogonalen Idempotenten aus R,
etwa P = {p1, . . . , pn}. Setze p := p1 + · · · + pn. Dann gelten die folgenden
inneren direkten Summenzerlegungen von R:

R = p1R∔ · · ·∔ pnR∔ (1 − p)R, (2.22)
R = Rp1 ∔ · · ·∔Rpn ∔R(1 − p), (2.23)

R =
∑
i,j

⊕piRpj ∔ pR(1 − p)∔ (1 − p)Rp∔ (1 − p)R(1 − p). (2.24)

Der Fall n = 1 wurde in 2.1.33 behandelt. Falls R eine Eins hat und diese gleich
p ist, vereinfachen sich die drei vorstehenden Gleichungen offenbar zu

R =
n∑

i=1
⊕piR, R =

n∑
i=1

⊕Rpi, und R =
∑
i,j

⊕piRpj .



2.1. Ringe 56

Die Zerlegungen (2.22), (2.23) und (2.24) heißen jeweils die rechte, linke und
beidseitige (verallgemeinerte) Peirce-Zerlegung von R bezüglich der endlichen
Menge P = {p1, . . . , pn} von paarweise orthogonalen Idempotenten von R. Es
gilt der folgende Satz (ebd., Seite 50):

Sei R ein Ring mit Eins. Bezüglich der R zugrunde liegenden additiven
Gruppe (R, +) sei R = a1∔· · ·∔an eine innere direkte Summe von Rechtsidealen
a1, . . . , an. Dann gibt es eine endliche Menge P = {p1, . . . , pn} von paarweise
orthogonalen Idempotenten von R mit ai = piR für alle i ∈ {1, . . . , n}.

Beweis. Sei a ∈ R. Es ist a = a1 + · · · + an für eindeutig bestimmte ai ∈ ai,
insbesondere ist e = r1 + · · ·+rn für eindeutig bestimmte ri ∈ ai. Also a = ea =
r1a+· · ·+rna mit ria ∈ ai. Somit ai = ria. Also riri = ri(0+· · ·+ri+· · ·+0) = ri

und rirj = ri(0+· · ·+rj +· · ·+0) = 0 für i ̸= j. Die r1, . . . , rn sind also paarweise
orthogonale Idempotente und ai = riR.

Siehe weiter bei 2.3.14.

2.1.47 Minimale und schiefminimale Idempotente.
Sei R ein Ring und gelten die Bezeichnungen der in 2.1.45 definierten Präord-

nungen und partiellen Ordnung. Sei x ein von Null verschiedenes, idempotentes
Element von R. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) Es gibt keine zwei orthogonale u, v ∈ Idem(R)× mit x = u + v; mit
anderen Worten gibt es keine orthogonale, nicht triviale Zerlegung von
x (im Englischen orthogonal decomposition).

(b) Idem(xRx)× = {x}, das heißt in Worten, dass x das einzige von
Null verschiedene idempotente Element in xRx ist.

(c) x ist ein minimales Element in
(

Idem(R)×,≦
)
.

(c’) Es gibt kein y ∈ Idem(R)× mit y ̸= x und y ≦ x.

Beweis. (b)⇔(c’) (Dickson [64](1927), Seite 105, Hilfssatz). „⇒“: Per Kon-
traposition; sei also y ∈ Idem(R)× mit y ̸= x und y ≦ x. Dann ist y =
xy = yx = xyx ∈ Idem(xRx)× \ {x}. „⇐“: Per Kontraposition; sei also y ∈
Idem(xRx)× \ {x}, etwa y = xrx für ein r ∈ R. Dann ist xy = xxrx = xrx =
y = xrx = xrxx = yx, also y ≦ x.

(a)⇔(c’) Wegen der in 2.1.45 aufgeführten Äquivalenz (2.21) im Grunde ge-
nommen klar. Nichtsdestotrotz sei hier der elementare Beweis, wie er in Divins-
ky [72](1965), Seite 29, Lemma 21, zu finden ist, präsentiert: „⇒“: Gelte (a). An-
genommen, es existiert ein u ∈ Idem(R)× mit u ̸= x und u ≦ x. Setze v := x−u.
Dann gilt v2 = (x − u)(x − u) = x − xu − ux + u = x − u − u + u = x − u = v,
also v ∈ Idem(R)×. Des Weiteren uv = u(x − u) = ux − u = u − u = 0 und
vu = (x − u)u = xu − u = u − u = 0, Widerspruch. „⇐“: Per Kontrapositi-
on; sei also x = y + v mit zwei orthogonalen y, v ∈ Idem(R)×. Also y ̸= x,
xy = (y + v)y = y und yx = y(y + v) = y, das heißt y ≦ x.

Die Äquivalenz von (c) und (c’) ist klar wegen 1.1.12.

Ist ein Element aus Idem(R) von Null verschieden und erfüllt es eine —
und damit alle — der vorstehenden äquivalenten Aussagen, so heißt es mini-
mal idempotent. Diese Bezeichnung steht in Einklang mit der üblichen weiter
unten in 2.1.50 gegebenen Definition von minimalen Idealen. Eine andere Be-
zeichnung für ein minimal idempotentes Element ist primitiv idempotent oder
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wie bei Naimark [221](1972), Seite 164, auch irreduzibel idempotent; diese bei-
den Bezeichnungen werden besonders dann verwendet, wenn die Eigenschaft (a)
betont werden soll.

Ein zentral idempotentes p ∈ R× heißt halbprimitiv, falls es keine zwei or-
thogonale zentral idempotente u, v ∈ R× mit x = u + v gibt. Ein zentral
idempotentes p ∈ R× ist genau dann halbprimitiv, wenn es das einzige zen-
tral idempotente Element in R× ist, welches im Ideal pR enthalten ist (mit der
Symbolik von 2.1.45 also genau dann, wenn kein q ∈ R′× mit q <r p existiert).

Beweis. (Divinsky [72](1965), Seite 26). Vorab sei an die für idempotente Ele-
mente eines Ringes gültige Gleichung (2.7) aus 2.1.33 erinnert.

Sei p halbprimitiv. Angenommen, es existiert ein zentral idempotentes q ∈
R×, q ̸= p, mit q = pq (also q <r p). Setze d := p − q. Dann ist d2 = (p − q)2 =
p2 − pq − qp + q2 = p − 2q + q = p − q = d, also d ∈ R× idempotent. Und
für alle r ∈ R ist dr = (p − q)r = pr − qr = rp − rq = r(p − q) = rd, also d
zentral. Des Weiteren ist qd = q(p − q) = qp − qq = pq − q = q − q = 0 und
p = p − q + q = q + d im Widerspruch zur Halbprimitivität von p.

Sei nun p nicht halbprimitiv. Dann gibt es also zwei orthogonale zentral
idempotente u, v ∈ R× mit p = u + v. Dann ist u ̸= p und pu = (u + v)u =
u2 + vu = u, also p ∈ pR.

Ein idempotentes Element x von R heißt schiefminimal idempotent (also im
Englischen etwa skew minimal idempotent), wenn xRx ein Schiefkörper ist. Man
bemerke, dass jedes schiefminimal idempotente Element x von R notwendiger-
weise von 0 verschieden und wegen x = xxx die Eins des Schiefkörpers xRx ist.
Siehe auch 2.1.33.

Sei nun x ein schiefminimal idempotentes Element von R und y ein idem-
potentes Element von R. Ist y ≦r x, so folgt x ≦ y oder yx = 0. Ist y ≦ℓ x, so
folgt x ≦ y oder xy = 0. Ist y ≦ x, so folgt x ≦ y oder y = 0.

Beweis. Sei x ∈ R schiefminimal idempotent und y ∈ R idempotent mit y ≦r x,
das heißt xy = y. Es gilt yxyx = yyx = yx und xyx = yx, also ist yx ein
idempotentes Element in dem Schiefkörper xRx. Ist yx ̸= 0, dann folgen aus
yxyx = xyx die Gleichungen yx(yx)(yx)−1 = x(yx)(yx)−1, yxx = xx, yx = x,
also x ≦r y. „≦ℓ“ geht analog.

Somit ist ein schiefminimal idempotentes Element x immer auch ein mini-
males Element in der Präordnung „≦r“ all der idempotenten Elemente y, die
yx ̸= 0 erfüllen, insbesondere also in Präordnung „≦r“ all der idempotenten Ele-
mente y, die nicht orthogonal zu x sind. Für ein Beispiel, dass die Umkehrung
im Allgemeinen aber nicht gilt, siehe 2.4.18.

Insbesondere folgt, dass jedes schiefminimal idempotente Element von R
auch ein minimal idempotentes Element von R ist.

2.1.48 Ring-Radikale (Divinsky [72](1965)). Eine übliche Methode zur Klas-
sifizierung von Ringen ist das Abwerfen (im Englischen to discard) eines be-
stimmten Teiles der Struktur, so dass nur der im gewissen Sinne sich gut verhal-
tende Teil zurückbleibt. Der abgeworfene Teil wird Radikal genannt. Je nachdem
nach welchen Kriterien dabei ausrangiert wird, erhält man verschiedene Radi-
kale.
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Sei S eine Eigenschaft, die ein Ring aufweisen kann. Ein Ring R, der die
Eigenschaft S hat, wird dann als ein S-Ring bezeichnet. Die Klasse aller S-
Ringe wird mit σ(S) bezeichnet. Ein Ring, der kein Ideal a ̸= {0} mit a ∈ σ(S)
enthält, wird S-halbeinfach (im Englischen S-semi-simple) genannt.

Ob eine Eigenschaft S geeignet ist, als ein Kriterium zu dienen, was gewis-
sermaßen Ausschuss eines Ringes sein soll, wird mit der folgenden Definition
festgelegt:

Eine Eigenschaft S heißt eine Radikal-Eigenschaft (nach Kurosch, 1953),
wenn die folgenden drei Bedingungen erfüllt sind:

(i) (vernünftig). Das Bild eines Homomorphismus eines S-Ringes ist wieder
ein S-Ring.

(ii) (eindämmbar). Jeder Ring R enthält ein Ideal R(R) ∈ σ(S), das jedes
Ideal a ∈ σ(S) von R enthält.

(iii) (abwerfbar). Der Quotientenring R/R(R) ist S-halbeinfach, das heißt,
R(R/R(R)) = {0}.

Das Ideal R(R) eines Ringes R heißt das S-Radikal von R und wird genauer
auch mit S-R(R) bezeichnet; anschaulich misst es, wie weit ein Ring davon
entfernt ist, halbeinfach zu sein. Ist R = R(R), so heißt R ein S-Radikalring;
man sagt auch, R sei S-radikal.

Ist S eine Radikal-Eigenschaft, so ist wegen (ii) der Ring {0} ein S-Ring.
Daher kann man die S-halbeinfachen Ringe als die Ringe auffassen, deren S-
Radikal gleich dem Ideal {0} ist. Jeder S-Ring ist gleich seinem S-Radikal.

Der so für Ringe erhaltene Radikalbegriff definiert sich ganz analog auch für
nichtassoziative Ringe.

Um festzustellen, ob eine Eigenschaft eine Radikal-Eigenschaft ist, ist die fol-
gende Äquivalenz nützlich: Eine Ring-Eigenschaft S ist genau dann eine Radikal-
Eigenschaft, wenn sie einerseits die oben aufgeführte Bedingung (i) erfüllt und
andererseits gilt:

(iv) Wenn jedes Bild ungleich {0} eines Homomorphismus eines Ringes R
ein Ideal a ̸= {0} mit a ∈ σ(S) enthält, dann ist R ein S-Ring.

Um für eine Radikal-Eigenschaft S festzustellen, ob ein Ring ein S-Radikal
ist, ist die folgende Äquivalenz nützlich: Ein Ring R ist genau dann ein S-
Radikal, wenn R nicht homomorph auf einen von {0} verschiedenen S-halbein-
fachen Ring abgebildet werden kann.

Die Eigenschaft eines Ringes, nil zu sein, ist eine Radikal-Eigenschaft. Dage-
gen ist nilpotent keine Radikal-Eigenschaft, da im Allgemeinen (ii) nicht erfüllt
ist: Ist Lν , ν ∈ I, die Familie aller nilpotenten Linksideale eines Ringes R, Rν ,
ν ∈ J , die Familie aller nilpotenten Rechtsideale von R und Nν , ν ∈ K, die Fa-
milie aller nilpotenten Ideale von R, so gilt mit Nℓ :=

∑
ν∈I Lν , Nr :=

∑
ν∈J Rν

und N :=
∑

ν∈K Nν die Gleichungskette Nℓ = Nr = N ; das Ideal N ist nun
zwar nil, aber im Allgemeinen nicht nilpotent (Gray [120](1970), Seite 28).

Ist R ein kommutativer Ring, so ist sein nil-Radikal gleich
√

{0}, dem Radi-
kal des Ideals {0} (siehe 2.1.43); mit anderen Worten ist dann das nil-Radikal
gleich der Menge aller Wurzeln von Null. Von da rührt auch der Begriff Radi-
kal für den zu ignorierenden Teil eines Ringes her und nicht etwa von einem
aufmüpfigen (im Englischen obstreperous) Verhalten.

2.1.49 K-Ring-Radikale (Divinsky und Suliński [73](1965)). Indem man
in 2.1.48 den Terminus Ring durch den Terminus nichtassoziativer K-Ring
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austauscht, sind für eine Eigenschaft S, die ein nichtassoziativer Ring mit ei-
nem Operatorenbereich K haben kann, die Begriffe nichtassoziativer S-K-Ring,
σ(S), S-halbeinfach, Radikal-Eigenschaft und S-Radikal für nichtassoziative K-
Ringe definiert. Insbesondere ist entsprechend für K-Ringe der Terminus S-K-
Ring definiert.

Es gilt das folgende Theorem:
Sei R ein nichtassoziativer Ring mit einem Operatorenbereich K und S

eine Radikal-Eigenschaft des nichtassoziativen Ringes R. Dann existiert das
S-Radikal des nichtassoziativen K-Ringes R und stimmt überein mit dem S-
Radikal des nichtassoziativen Ringes R.

2.1.50 Ringordnungen II (Divinsky [72](1965)). Sei R ein Ring. Für R,
aufgefasst als Linksmodul über sich selbst, sei ≦ die auf der Potenzmenge von
R in 2.1.34 definierte partielle Ordnung (2.20). Mit anderen Worten bezeichnet
≦ die durch

a ≦ b :⇔ a ⊆ b, (2.25)
a, b Linksideale von R, definierte partielle Ordnung auf der Potenzmenge von
R. Der Ring R heißt dann linksartinsch, wenn der R-Linksmodul R linksar-
tinsch ist, also mit anderen Worten, wenn (P(R),≦) artinsch ist. Der Begriff
rechtsartinsch definiert sich entsprechend mit Rechtsidealen a, b von R in (2.25).
Und für den Begriff artinsch wird (2.25) mit a, b als Ideale von R formu-
liert. Für die Begriffe linksnoethersch, rechtsnoethersch und noethersch verfah-
re man entsprechend. Für nichtassoziative Ringe verwende man entsprechend
direkt nur (2.25). Für nichtassoziative Ringe mit Operatorenbereich K definie-
ren sich die Begriffe ganz entsprechend. Für einen linksartinschen nichtasso-
ziativen Ring mit Operatorenbereich sagt man auch, er erfülle die DCC auf
Linksidealen. Die anderen Begriffe entsprechend. Mit diesen Definitionen ist
klar, dass ein links- oder rechtsartinscher nichtassoziativer Ring artinsch ist,
und dass ein links- oder rechtsnoetherscher nichtassoziativer Ring noethersch
ist. Entsprechendes gilt für nichtassoziative Ringe mit Operatorenbereich K,
K = Z oder K. Der Ring

{(
q 0
x y

)
: q ∈ Q, x, y ∈ R

}
ist ein linksartin-

scher Ring, der nicht rechtsartinsch ist (Gray [120](1970), Seite 13). Der Ring{(
z r
0 q

)
: z ∈ Z, r, q ∈ Q

}
ist ein rechtsnoetherscher Ring, der nicht links-

noethersch ist (Goodearl und Warfield [118](2004), Seite 6). In diesem Zu-
sammenhang sei hier erwähnt, dass es Autoren gibt, die einen Ring als artinsch
bezeichnen, wenn er sowohl links- als auch rechtsartinsch ist; und für noethersch
entsprechend.

(McCoy [209](1964), Seite 34). Sei R ein nichtassoziativer Ring mit einem
Operatorenbereich K. Ein minimales (bzw. maximales) Element in (P(R) \
{{0}, R},≦) heißt ein minimales (bzw. maximales) Linksideal von R. Rechts-
ideale und Ideale entsprechend. Ein Linksideal a ̸= {0} von R ist genau dann
ein minimales Linksideal von R, wenn für alle x ∈ a die Gleichung (x)ℓ = a gilt.
Ein Linksideal a ̸= R von R ist genau dann ein maximales Linksideal von R,
wenn R für alle x ∈ R \ a gleich (a ∪ {x})ℓ (also gleich a+ (x)ℓ) ist.

Mit dem Lemma von Zorn zeigt man (Gray [120](1970), Seite 7) (oder auch
wie McCoy [209](1964), Seite 54, mit dem Maximal-Prinzip): Ist R ein Ring
mit Eins und a ̸= R ein Ideal von R, so existiert ein maximales Ideal m von R
mit a ⊆ m.
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(Divinsky [72](1965), Seiten 22 und 51-54). Ist R ein linksartinscher Ring, so
ist jedes Linksideal, das nil ist, auch nilpotent; R enthält dann ein idempotentes
Element p ̸= 0. Folglich ist das nil-Radikal — das ja als ein Ideal insbesondere
ein Linksideal ist — eines linksartinschen Ringes nilpotent; genauer ist in einem
linksartinschen Ring R das nil-Radikal gleich der Summe aller nilpotenten Ideale
von R (mit der Bezeichnung von 2.1.48 also gleich N und damit, siehe ebd., auch
gleich Nℓ und gleich Nr). Ist R ein linksnoetherscher Ring, so ist sowohl jedes
Linksideal, das nil ist, als auch jedes Rechtsideal, das nil ist, auch nilpotent.

(Divinsky [72](1965), Seite 135). Ist m ein minimales Linksideal eines Ringes
R, dann ist m entweder ein nicht trivialer, einfacher Ring oder es ist m2 = {0}.

2.1.51. Sei R ein Ring mit Operatorenbereich K ∈ {Z,R,C}. Sei p ∈ R× ein
idempotentes Element. Ist dann Rp ein minimales Linksideal von R, so ist p
schiefminimal idempotent.

Beweis. (Palmer [231](1994), Seite 668, Satz 8.2.2). Liege der Fall vor, dass
p ∈ Idem(R) mit m := Rp ein minimales Linksideal von R. Dann ist p = pp ein
Element von m. Betrachte den Unterring pRp. Sei x ∈ (pRp)×, etwa x = pap
für ein a ∈ R×. Dann ist offensichtlich xp = px = x, das heißt, p ist eine Eins
des Unterringes pRp. Des Weiteren gilt {ppxp} ⊆ Rpxp ⊆ Rm ⊆ m, wegen der
Minimalität also m = Rpxp. Es gibt also ein b ∈ R mit p = bpxp, also wegen
p = pp mit p = (pbp)(pxp). Somit hat also jedes Element x ∈ (pRp)× eine
Linksinverse und damit erfüllt (pRp)× die Bedingungen einer multiplikativen
Gruppe, das heißt, pRp ist ein Schiefkörper und p ist schiefminimal idempotent.

Da jedes schiefminimal idempotente Element auch minimal idempotent ist,
gilt folglich auch: Ist Rp für ein idempotentes p ∈ R× ein minimales Linksideal
von R, so ist p minimal idempotent. Diese Aussage kann auch direkt gezeigt
werden:

Beweis. Sei p nicht primitiv; es existieren also zwei orthogonale Idempotente u,
v ∈ R× mit p = u + v. Wegen up = u(u + v) = u ist dann Au = Aup ⊆ Ap.
Wegen p = p2 ist p ∈ Ap. Es ist aber p /∈ Au, denn: Wäre p = xu für ein x ∈ A,
dann pv = xuv = 0, aber pv = (u+v)v = v und man hätte v = 0, Widerspruch.
Also {0} ⫋ Au ⫋ Ap, das heißt, Ap ist kein minimales Linksideal.

2.1.52 (Palmer [231](1994), Seite 668, Satz 8.2.2). Sei m ein minimales Links-
ideal eines Ringes R mit Operatorenbereich K ∈ {Z,R,C}. Ist m2 ̸= {0} (also
zum Beispiel, wenn R ein halbprimer K-Ring ist), so existiert ein Idempotent
p ∈ R mit m = Rp (womit also insbesondere p ∈ m ist); jedes solche p ist
schiefminimal idempotent. Ist umgekehrt der K-Ring R halbprim und p ∈ R
schiefminimal idempotent in R, so ist Rp ein minimales Linksideal (das offen-
sichtlich p enthält). Entsprechendes gilt für Rechtsideale.

Beweis. Sei m ein minimales Linksideal mit m2 ̸= {0}. Es existiert also ein
a ∈ m× mit ma ̸= {0}. ma ist ein Linksideal mit ma ⊆ m. Wegen der Minimalität
von m gilt ma = m. Da a ∈ m×, existiert also ein p ∈ m× mit pa = a. m(p − 1)
ist ein Linksideal, das von m umfasst wird. Wegen der Minimalität ist entweder
m(p − 1) = m oder m(p − 1) = {0}. Die erste Gleichung ist aber unmöglich,
denn sie würde die Existenz eines b ∈ m implizieren mit b(p − 1) = p, und diese
Gleichung wiederum würde den Widerspruch a = pa = b(p − 1)a = b(pa − a) =
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bpa − ba = ba − ba = 0 implizieren. Also gilt m(p − 1) = {0}. Somit auch
p(p − 1) = 0, p2 − p = 0 und p ist idempotent. Da p ∈ m und m ein Linksideal
ist, gilt Rp ⊆ m. Insbesondere ist p = pp ∈ Rp und wegen der Minimalität also
m = Rp.

Dass jedes solche p schiefminimal idempotent ist, wurde in 2.1.51 gezeigt.
Sei nun umgekehrt der K-Ring R halbprim und p ∈ R schiefminimal idem-

potent. Sei a ⊆ Rp ein Linksideal mit a ̸= {0}. Nach Voraussetzung und wegen
der Bemerkung in 2.1.44 ist a2 ̸= {0}. Also ist wegen a2 ⊆ Rpa auch pa ̸= {0}.
Es existiert also ein x ∈ a, etwa x = ap für ein a ∈ R, mit px ̸= 0, also pap ̸= 0.
Da pRp ein Schiefkörper ist mit p als Eins, existiert ein b ∈ R mit pbpap = p;
also p = (pbp)x. Da a ein Linksideal ist, folgt p ∈ a und Rp ⊆ a. Und es gilt
a = Rp.

In halbprimen Ringen R mit Operatorenbereich K ∈ {Z,R,C} ist also ein
Idempotent p ∈ R× genau dann schiefminimal idempotent, wenn Rp ein mini-
males Linksideal von R ist. Somit ist dann die zwischen den in 2.1.45 durch ≡ℓ

definierten Äquivalenzklassen aus schiefminimal idempotenten Elementen und
den minimalen Linksidealen erklärte Abbildung [p]ℓ 7→ Rp bijektiv.

2.1.53 Nil-halbeinfacher linksartinscher Ring (Divinsky [72](1965)). Sei
R ein nil-halbeinfacher linksartinscher Ring.

(ebd., Seite 23). Für jedes Linksideal a ̸= {0} von R existiert ein p ∈
Idem(R)× mit a = Rp. Für jedes beidseitige Ideal a ̸= {0} von R existiert
genau ein p ∈ Idem(R)× mit a = Rp = pR; dieses p ist eine Eins von a; insbe-
sondere hat also R selbst eine Eins. Ein p ∈ Idem(R)× ist genau dann zentral
in R, wenn es die Eins eines Ideals von R ist. Ist a ein Ideal von R, so ist jedes
Linksideal (bzw. Rechtsideal, bzw. Ideal) von a ein Linksideal (bzw. Rechts-
ideal, bzw. Ideal) von R. Folglich erfüllt jedes Ideal von R auch die DCC auf
Linksideale, und jedes Ideal von R ist ebenfalls nil-halbeinfach.

(ebd., Seite 27). Ein zentral idempotentes p ∈ R× ist genau dann halbprimi-
tiv, wenn das Ideal Rp einfach ist. Jedes zentral idempotente, nicht halbprimitive
p ∈ R× ist eine Summe von endlich vielen paarweise orthogonalen halbprimi-
tiven Elementen aus Idem(R)×. Es gilt das folgende Strukturtheorem: Im Fall
von R ̸= {0} hat R nur eine endliche Anzahl von einfachen Idealen; diese Ideale
sind linksartinsche, nicht nilpotente Ringe und R ist die innere direkte Summe
dieser Ideale.

(ebd., Seiten 29-32). Ein p ∈ Idem(R)× ist genau dann minimal idempo-
tent, wenn Rp ein minimales Linksideal von R ist und dies ist genau dann der
Fall, wenn p schiefminimal idempotent ist. Jedes idempotente, nicht minimal
idempotente p ∈ R× kann als eine endliche Summe von paarweise orthogonalen
minimal idempotenten Elementen aus R× ausgedrückt werden.

(ebd., Seite 37). Sei R ein nil-halbeinfacher Ring. Dann ist R genau dann
linksartinsch, wenn er rechtsartinsch ist. Dies gilt im Allgemeinen nicht für nicht
nil-halbeinfache Ringe.

(ebd., Seite 39). Sei R ein linksartinscher Ring und N sein nil-Radikal. Dann
ist R/N ein nil-halbeinfacher linksartinscher Ring.

2.1.54 (Divinsky [72](1965), Seite 32, 55-56). Mittels des sogenannten Jordan-
Hölder-Theorems aus der Gruppentheorie zeigt man das folgende Strukturtheo-
rem: Ein Ring R ist genau dann einfach, linksartinsch und nicht nilpotent, wenn



2.1. Ringe 62

es ein n ∈ N× und einen Schiefkörper D derart gibt, dass der Ring R isomorph
ist zu der Menge aller n × n-Matrizen mit Elementen aus D.

Das Analogon dieses Strukturtheorems für linksnoethersche Ringe gilt nicht:
Es gibt einen einfachen, linksnoetherschen, nicht nilpotenten Ring, der kein
Matrizenring über einen Schiefkörper ist. Bezüglich gültiger Struktursätze über
linksnoethersche, (halb)Primringe siehe Divinsky [72](1965), Seite 88.

Man bemerke, dass jeder einfache, linksartinsche, nicht nilpotente Ring ein
nil-halbeinfacher linksartinscher Ring ist.

Allgemeiner gilt das Wedderburn-Artin-Theorem:
Ist R ein linksartinscher Ring mit R ̸= {0}, so ist R genau dann nil-

halbeinfach, wenn R isomorph zu einer inneren direkten Summe von endlich
vielen Matrizenringen über Schiefkörper ist.

Beweis. Das eben genannte Strukturtheorem ist ein Baustein für beide Be-
weisrichtungen. Zusammen mit dem Strukturtheorem in 2.1.53 liefert es den
„genau-dann“-Teil. Und zusammen mit der Tatsache, dass die innere Summe
von endlich vielen einfachen, linksartinschen Ringen nil-halbeinfach ist, siehe
Gray [120](1970), Seite 40, Theorem 17, folgt mit ihm der „wenn“-Teil.

2.1.55 (Divinsky [72](1965), Seite 47). Sei R ein Ring und ≦ die in 2.1.50
definierte partielle Ordnung (2.25) auf P(R). Dann ist R genau dann links-
noethersch, wenn jedes Linksideal von R endlich erzeugt ist.

Beweis. Sei R linksnoethersch und a ein Linksideal von R. Sei x1 ∈ a. Dann
ist (x1)ℓ ⊆ a und falls diese Inklusion echt ist, gibt es ein x2 ∈ a \ (x1)ℓ. Dann
ist (x1, x2)ℓ ⊆ a. Gilt hierbei wieder keine Gleichheit, so existiert ein x3 ∈ a \
(x1, x2)ℓ. So fortfahrend erhält man eine aufsteigende Kette (x1)ℓ ≦ (x1, x2)ℓ ≦
(x1, x2, x3)ℓ ≦ · · · , die nach Voraussetzung endlich sein muss, das heißt, a =
(x1, . . . , xn)ℓ.

Sei nun R ein Ring, in dem jedes Linksideal endlich erzeugt ist. Sei K =
(aν)ν∈I eine Kette in P(R). Setze b :=

⋃
ν∈I aν . Dann ist b ein Linksideal

von R, also nach Voraussetzung endlich erzeugt, etwa von x1, . . . , xn. Also
x1, . . . , xn ∈ b und daher xi ∈ aνi

für gewisse νi ∈ I, i = 1, . . . , n. Setze
m := max{ν1, . . . , νn}. Dann also xi ∈ am für alle i ∈ {1, . . . , n} und wegen
b = (x1, . . . , xn) also b ⊆ am. Folglich am = b, am = am+1 = . . . und R ist
linksnoethersch.

2.1.56 (Divinsky [72](1965), Seiten 47, 48; Gray [120](1970), Seiten 13, 31).
Im Allgemeinen sind die beiden Eigenschaften artinsch und noethersch vonein-
ander unabhängig. Es gibt artinsche Ringe, die nicht noethersch sind. Wieder
mittels des Jordan-Hölder-Theorems gilt aber zumindest das Theorem, dass je-
der linksartinsche Ring mit Linkseins linksnoethersch ist. Insbesondere ist somit
jeder nil-halbeinfache linksartinsche Ring linksnoethersch. Jeder Hauptidealring
ist noethersch, aber zum Beispiel ist Z nicht artinsch. Für ein Beispiel eines nicht
noetherschen Ringes siehe Gray, ebd., Seite 13.

2.1.57 (van der Waerden [284](1967), Seite 122). Sei R ein kommutativer
Ring mit Eins. Ist R noethersch, so ist auch der Ring R[x1, . . . , xn] über endlich
vielen unabhängigen Unbestimmten x1, . . . , xn noethersch. Insbesondere sind
somit die Ringe Z[x1, . . . , xn] und K[x1, . . . , xn], K ein Körper, noethersch.
Bezüglich des Falles, dass R ein Körper ist, siehe auch Cox, Little und O′Shea
[54](1997), Seite 74, Theorem 2.5.4.
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2.1.58 (Divinsky [72](1965), Seiten 40, 44, 61, 88). Ist R ein Ring, so ist der
Durchschnitt P aller Primideale von R ein Radikal. Ist dieses Radikal gleich dem
ganzen Ring, so ist dieser Ring ein nil-Radikalring. Ansonsten stimmt dieses Ra-
dikal in linksartinschen Ringen mit dem nil-Radikal überein. In Untersuchungen
in linksnoetherschen Ringen nimmt dieses Radikal die Rolle des bei linksartin-
schen Ringen betrachteten nil-Radikals ein.

Ist R ein linksnoetherscher Ring und P das eben erwähnte Radikal, so ist
R/P ein Unterring eines Ringes, der isomorph zu einer endlichen Summe von
Matrizenringen über Schiefkörpern ist. Ist R ein linksnoetherscher Primring,
so ist R ein Unterring eines Ringes, der für ein n ∈ N× isomorph ist zu dem
n × n-Matrizenring über einen Schiefkörper.

2.1.59 Jacobson-Radikal (Behrens [23](1975), Seite 74; Divinsky [72]
(1965), Seiten 40, 44, 93-95, 107, 108, 120; Jacobson [150](1956), Seiten 5,
7, 9, 10, 38; McCoy [209](1964), Seiten 112, 115).

Sei R ein Ring und x ∈ R. Man betrachte das Rechtsideal (1 − x)R. Ein
Rechtsideal a von R wird modular genannt, falls ein y ∈ R mit (1 − y)R ⊆ a
existiert; solch ein y heißt dann eine Linkseins modulo a. Diese Bezeichnung ist
klar, wenn man bemerkt, dass ein Rechtsideal a von R genau dann modular
mit x als Linkseins modulo a ist, wenn für alle r ∈ R die Kongruenz r ≡ xr
(mod a) gilt, also genau dann, wenn x+a eine Linkseins in R/a ist. Somit ist ein
Ideal a genau dann modular, wenn der Restklassenring R/a eine Eins hat. Hat
R eine Rechtseins, so ist jedes Rechtsideal modular. Offenbar ist (1 − x)R das
kleinste modulare Rechtsideal mit x als Linkseins modulo (1−x)R. Mit anderen
Worten enthält jedes modulare Rechtsideal a mit x als Linkseins modulo a das
Rechtsideal (1 − x)R.

Nun kann es ja auch vorkommen, dass (1 − x)R = R ist. In diesem Fall
ist dann insbesondere −x ∈ (1 − x)R, also −x = (1 − x)y für ein y ∈ R, also
−x = y − xy, x + y − xy = 0, x ◦ y = 0, wobei ◦ das in 2.1.9 definierte Quasi-
Produkt ist. Ist umgekehrt x rechts-quasi-invertierbar, gilt also x ◦ y = 0 für
ein y ∈ R, so folgt mit den gleichen Gleichungen wieder −x ∈ (1 − x)R, also
x ∈ (1 − x)R. Sei nun r ∈ R beliebig. Dann ist xr = (1 − x)(−y)r auch in
(1 − x)R enthalten. Es ist r − xr = (1 − x)r ∈ (1 − x)R, also r = (r − xr) + xr ∈
(1 − x)R. Somit gilt also: x ist genau dann rechts-quasi-invertierbar, wenn es
ein Element von (1 − x)R ist, und dies wiederum ist genau dann der Fall, wenn
(1 − x)R = R ist. Analog ist ein x ∈ R genau dann links-quasi-invertierbar,
wenn es ein Element von R(1−x) ist, und dies wiederum nur genau dann, wenn
R = R(1 − x) gilt. (Möchte man das Quasi-Produkt • verwenden, so braucht
man nur alle Aussagen auf dem Rechtsideal (1 + x)R anstelle des Rechtsideals
(1 − x)R aufbauend formulieren.) Insbesondere folgt, falls R eine Eins hat, dass
ein r ∈ R genau dann rechts-invertierbar ist, wenn rR = R gilt, also genau
dann, wenn r in keinem echten Rechtsideal von R enthalten ist.

Sei x ∈ R ein nicht rechts-quasi-invertierbares Element von R. Dann existiert
ein maximales Rechtsideal a von R, das modular ist und die Eigenschaft hat,
dass x eine Linkseins modulo a mit x /∈ a ist.

Beweis. Nach Voraussetzung ist x /∈ (1 − x)R. Würde ein Rechtsideal a von R
sowohl (1 − x)R als auch {x} umfassen, so wäre (1 − x)R + xR eine Teilmenge
von a und daher jedes r ∈ R zumindest als r = r − xr + xr auch in a enthalten,
das heißt, a wäre ganz R.
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Wenn man alle Rechtsideale betrachtet, die zwar (1 − x)R umfassen, aber
nicht das Element x enthalten, und diese per Mengeninklusion wie in (2.25)
partiell ordnet, so erhält man mit dem Lemma von Zorn ein Rechtsideal, welches
bezüglich sowohl der Ausschließung von x als auch der Umfassung von (1 − x)R
maximal ist. Dieses Rechtsideal ist ein maximales Rechtsideal von R; denn, gäbe
es ein Rechtsideal b ̸= R mit a ⫋ b, so müsste x ∈ b gelten, dann wäre aber, wie
schon bemerkt, b = R, Widerspruch.

Sei a ein Linksideal oder ein Rechtsideal von R. Dann nennt man a links-
quasi-regulär (im Englischen left quasi-regular), falls jedes Element von a links-
quasi-invertierbar ist. Entsprechend nennt man a rechts-quasi-regulär (im Eng-
lischen right quasi-regular), falls jedes Element von a rechts-quasi-invertierbar
ist. Und man nennt a quasi-regulär (im Englischen quasi-regular), falls jedes
Element von a quasi-invertierbar ist. Jedes rechts-quasi-reguläre Rechtsideal a
von R ist eine Untergruppe von Gq(R), insbesondere also quasi-regulär.

Sei r ∈ R ein nilpotentes Element, also rn = 0 für ein n ∈ N×. Setze
s := −r − r2 − · · · − rn−1. Dann ist s wegen r ◦ s = s ◦ r = rn die Quasi-Inverse
von r. Somit ist jedes nile Rechtsideal und jedes nile Linksideal quasi-regulär.
Die Eigenschaft rechts-quasi-regulär ist eine Radikaleigenschaft. Das zugehörige
Radikal ist die Vereinigung aller rechts-quasi-regulären Rechtsideale von R; es
ist ein quasi-reguläres, beidseitiges Ideal und heißt das Jacobson-Radikal, in
Zeichen J(R) oder einfach nur J.

Wie das folgende Beispiel zeigt, ist nicht unbedingt jedes rechts-quasi-inver-
tierbare Element eines Ringes auch ein Element des Jacobson-Radikals. Betrach-
te dazu den Zahlenring Z. Nach Bemerkung 2.1.20, Gleichung (2.1), ist ein x ∈ Z
genau dann rechts-quasi-invertierbar, wenn ein y ∈ Z mit (1 − x)(1 − y) = 1
existiert. Das heißt, in Z sind nur die beiden Zahlen 0 und 2 rechts-quasi-
invertierbar. Insbesondere ist das aus allen geraden Zahlen bestehende Haupt-
ideal (2) nicht rechts-quasi-regulär. Somit ist {0} das Jacobson-Radikal von Z,
welches offensichtlich nicht die rechts-quasi-invertierbare 2 enthält.
J(R) ist gleich der Menge aller x ∈ R, für die xR rechts-quasi-regulär ist.

Und analog ist J(R) auch gleich der Menge aller x ∈ R, für die Rx links-quasi-
regulär ist.

Ist R ̸= J(R), so existiert ein x ∈ R, welches nicht rechts-quasi-invertierbar
in R ist. Oben wurde bewiesen, dass dann ein modulares, maximales Rechts-
ideal existiert. Für jeden Ring R gilt: J(R) ist gleich dem Durchschnitt von
allen modularen, maximalen Rechtsidealen von R; dabei sei an 1.1.2 erinnert,
wonach hier der Durchschnitt über eine leere Indexmenge gleich ganz R ist.
Diese Aussage gilt auch analog für Linksideale. Falls also zum Beispiel R ein
kommutativer Ring mit einer Eins ist, so ist J(R) gleich dem Durchschnitt von
allen maximalen Idealen.
J(R) umfasst alle nilen Linksideale und alle nilen Rechtsideale. Grund-

sätzlich umfasst das Jacobson-Radikal das nil-Radikal. Bei artinschen Ringen
stimmt das nil-Radikal mit dem Jacobson-Radikal überein. In linksartinschen
Ringen ist das Jacobson-Radikal nilpotent und folglich ist in linksartinschen
Ringen auch jedes nile Links- und nile Rechtsideal nilpotent.

Ist a ein Ideal von R, so gilt, für a aufgefasst als ein Ring, die Gleichung
J(a) = a ∩ J(R). Aber im Allgemeinen muss nicht jeder Unterring eines
Jacobson-Radikal-Ringes wieder ein Jacobson-Radikal-Ring sein.

Des Weiteren gilt J(R) = J(R1).
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Es sei angemerkt, dass jeder einfache, unitale Ring mit Operatorenbereich
K, K ∈ {Z,R,C}, Jacobson-halbeinfach ist.

2.1.60 Sockel (Palmer [231](1994), Seite 671). Sei R ein Ring mit Operato-
renbereich K, K ∈ {Z,R,C}. Der Linkssockel ist die Summe aller minimalen
Linksideale von R. Rechtssockel entsprechend. Stimmen der Links- und Rechts-
sockel von R überein, so heißt ihr gemeinsamer Wert der Sockel (im Englischen
socle) von A, in Zeichen soc(R). Man bemerke, dass jede solcher Summen —
für R aufgefasst als ein Ring — eine innere direkte Summe ist. Des Weiteren
beachte man, dass im Fall einer leeren Indexmenge die Summe gleich {0} ist.

(a) Ist m ein minimales Linksideal und a ∈ R, so ist ma entweder {0} oder ein
minimales Linksideal. Minimales Rechtsideal entsprechend. Folglich ist sowohl
der Links- als auch der Rechtssockel ein beidseitiges Ideal.

Beweis. Das der Linkssockel ein Linksideal ist, ist klar. Sei m ein minimales
Linksideal und a ∈ R. Dann ist ma ein Linksideal. Falls a ein Linksideal mit
a ⊆ ma ist, so ist {m ∈ m : ma ∈ a} ein Linksideal, das von m umfasst wird
und somit gleich {0} oder m ist; das heißt, a ist gleich {0} oder gleich ma, mit
anderen Worten ist ma entweder {0} oder ein minimales Linksideal. Somit ist
der Linkssockel abgeschlossen unter der Multiplikation von rechts und er ist ein
Ideal.

(b) Falls der K-Ring R halbprim ist, so stimmen Links- und Rechtssockel
überein, das heißt, R hat einen Sockel. Dieser Sockel ist gleich dem Linksideal,
Rechtsideal und Ideal, welches von der Menge der schiefminimal idempotenten
Elemente von R erzeugt wird.

Beweis. Ist der K-Ring R halbprim, so zeigt 2.1.52, dass der Linkssockel gleich
dem Linksideal ist, das von der Menge aller schiefminimal Idempotente erzeugt
wird. Entsprechend ist der Rechtssockel das Rechtsideal, das von dieser Menge
erzeugt wird. Nach (a) ist also sowohl der Linkssockel als auch der Rechtssockel
das Ideal, das von der Menge der schiefminimal idempotenten Elementen erzeugt
wird. Somit stimmen sie überein und R hat einen Sockel.

(c) Bezeichne J(R) das Jacobson-Radikal von R. Dann gilt

Idem(R) ∩J(R) = {0}.

Beweis. Sei p ∈ J(R) idempotent. Dann ist p rechts-quasi-invertierbar und es
gilt p = p + (pq − ppq) − (pq − ppq) = p ◦ pq + ppq − pq = ppq − ppq = 0.

(d) Falls der K-Ring R halbprim ist, so gilt

soc(R) ∩J(R) = {0}.

Beweis. Angenommen, a ∈ soc(R) ∩ J(R) mit a ̸= 0. Bezeichne M die Menge
aller schiefminimal idempotenten Elemente von R. soc(R) ist ein Ideal, also ist
mit a ∈ soc(R) für jedes p ∈ M auch ap ∈ soc(R), genauer ist ap ∈ Rp. Da nach
(b) soc(R) =

∑
p∈M ⊕Rp gilt, ist somit a =

∑
p∈M ap, wobei nur für endlich

viele p ∈ M der Ausdruck ap ungleich Null ist. Da a ̸= 0 ist, muss demnach
für ein p ∈ M die Ungleichung ap ̸= 0 gelten. Da soc(R) ∩ J(R) ein Ideal ist,
enthält es dieses von Null verschiedene ap. Insbesondere ist soc(R) ∩ J(R) ein
Linksideal, das ap enthält. Nun ist Rp ein minimales Linksideal, das ap enthält.



2.2. Vektorräume 66

Somit ist Rp ∩
(
soc(R) ∩ J(R)

)
⊆ Rp auch ein Linksideal, das ap enthält und

wegen der Minimalität gilt Rp = Rp ∩
(
soc(R) ∩J(R)

)
. Das heißt insbesondere

Rp ⊆ Rp ∩
(
soc(R) ∩ J(R)

)
und damit ist wegen pp = p auch p ∈ J(R), im

Widerspruch zu (c).

2.2 Vektorräume
2.2.1 Definition. Ein unitaler Linksmodul (bzw. Rechtsmodul) X über einen
Schiefkörper D heißt ein Linksvektorraum (bzw. Rechtsvektorraum) über D; die
Elemente von X heißen dann Vektoren und die Untermoduln von X Unter-
vektorräume oder einfach Unterräume. Falls nicht ausdrücklich etwas anderes
vereinbart ist, meint ein Vektorraum über einen Schiefkörper D stets einen Links-
vektorraum über D.

2.2.2 Definition. Sei X ein Vektorraum über K. Eine Abbildung p : X → R
heißt eine Halbnorm, wenn die beiden folgenden Aussagen gelten:

(a) p(λx) = |λ|p(x) für alle λ ∈ K, x ∈ X, (absolute Homogenität)

(b) p(x + y) ≦ p(x) + p(y) für alle x, y ∈ X. (Subadditivität)

Gilt zusätzlich

(c) p(x) = 0 ⇒ x = 0, (Treue)

so heißt p eine Norm.

2.2.3 Bemerkung. Sei X ein Vektorraum über K und p : X → R eine Halb-
norm. Dann gilt p(0) = 0 und für alle x ∈ X ist p(x) ≧ 0 (denn: 0 = p(x − x) ≦
p(x) + p(−x) = p(x) + p(x) = 2p(x)); des Weiteren gilt für alle x, y ∈ X die
Ungleichung |p(x)−p(y)| ≦ p(x−y) (denn: p(x) = p(x−y+y) ≦ p(x−y)+p(y),
also p(x) − p(y) ≦ p(x − y). Analog auch p(y) − p(x) ≦ p(x − y)).

Eine Halbnorm kann man daher auch direkt als eine Abbildung X → R+

definieren oder betrachten.

2.2.4. Sei X ein Vektorraum über K und p eine Halbnorm auf X. Seien x,
y ∈ X mit p(x + y) = p(x) + p(y). Dann gilt für alle λ, µ ∈ R+ die Gleichung
p(λx + µy) = λp(x) + µp(y).

Beweis. Seien λ, µ ∈ R+, wobei ohne Einschränkung λ ≧ µ angenommen wer-
den kann. Dann gilt: λp(x) + µp(y) ≧ p

(
λx + µy

)
= p

(
λ(x + y) − (λ − µ)y

)
≧

λp(x + y) − (λ − µ)p(y) = λ
(
p(x) + p(y)

)
− (λ − µ)p(y) = λp(x) + µp(y).

2.2.5 Bezeichnungen. Seien X und Y zwei normierte Vektorräume über K
und sei ∥ · ∥ die Norm von X. Mit BX beziehungsweise SX wird durchgehend
die Menge {x ∈ X : ∥x∥ ≤ 1} (abgeschlossene Einheitskugel) beziehungswei-
se {x ∈ X : ∥x∥ = 1} (Einheitssphäre) bezeichnet. BX wird stets auch als
eine punktierte Menge mit Basispunkt 0 aufgefasst. Die Menge aller 1

n
· BX ,

n ∈ N×, ist eine Nullumgebungsbasis der sogenannten Norm-Topologie von X;
wie üblich, ist jeder normierte Vektorraum über K, falls nicht ausdrücklich et-
was anderes vereinbart ist, stets mit dieser Topologie versehen. Als Symbol für
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die Norm-Topologie wird das Symbol der Norm oder der Buchstabe n verwen-
det. Jeder normierte Vektorraum X über K wird auch stets, falls nicht etwas
anderes vereinbart ist, per der Metrik (x, y) 7→ ∥x − y∥ als ein metrischer Raum
aufgefasst.

Sei T eine lineare Abbildung von X nach Y . T heißt ein Homomorphis-
mus, wenn T stetig und offen ist. Dementsprechend ist T ein Isomorphismus,
wenn T auch ein Homöomorphismus ist und dann heißen X und Y isomorph,
in Zeichen X ≃ Y . Eine Abbildung von X nach Y heißt eine Isometrie oder
auch isometrisch, falls ∥Tx∥ = ∥x∥ für alle x ∈ X gilt. Existiert ein isometri-
scher Isomorphismus von X auf Y , so heißen X und Y isometrisch isomorph, in
Zeichen X ∼= Y .

2.2.6 Definition. (Bourbaki [35](1987), II.2.5; Schaefer [255](1966);
Megginson [211](1998)). Sei X ein Vektorraum über R. Zusammen mit
einer Präordnung ≦ auf X heißt X, oder genauer (X,≦), ein prägeordneter
Vektorraum, wenn die beiden folgenden Verträglichkeitsbedingungen erfüllt
sind:

(a) x, y, z ∈ X, x ≦ y ⇒ x + z ≦ y + z,

(b) x, y ∈ X, x ≦ y, λ ∈ R+× ⇒ λx ≦ λy.

(Jameson [153](1970)). Für einen prägeordneten Vektorraum X und a, b ∈
X mit a ≦ b heißt die Menge {x ∈ X : a ≦ x ≦ b} ein Ordnungsintervall, in
Zeichen [a, b]; siehe auch 2.2.43.

Ist die Ordnungsrelation eines prägeordneten Vektorraumes X antisymme-
trisch — also eine partielle Ordnung —, dann heißt X ein geordneter Vektor-
raum. Ein geordneter Vektorraum, der zugleich ein Verband ist, heißt ein Vek-
torverband oder auch ein Riesz’scher Raum.

2.2.7. Fremlin [99](2004), 352B, zeigt: Ein geordneter Vektorraum X ist genau
dann auch ein Verband, also ein Vektorverband, wenn für alle x ∈ X sup{0, x}
definiert ist.

2.2.8 Definition mit Bemerkungen (Bourbaki [35](1987); Köthe [187]
(1966)). Sei X ein Vektorraum über K und seien A und B Teilmengen von X.

Bezüglich der im Folgenden verwendeten Ausdrücke der Gestalt K · A für
K ⊆ K sei an die Definition am Ende von 2.1.34 erinnert.

A heißt konvex, wenn gilt:

∀λ ∈ R, 0 < λ < 1 ∀x, y ∈ A : λx + (1 − λ)y ∈ A.

A heißt zirkulär (im Englischen circular, im Französischen cerclé), wenn gilt:

SK · A ⊆ A und 0 ∈ A.

A heißt kreisförmig (auch äquilibriert; im Englischen balanced oder auch circled
oder equilibrated; im Französischen équilibré), wenn gilt:

BK · A ⊆ A.

A heißt absolutkonvex, wenn A konvex und kreisförmig ist.
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Die konvexe Hülle co(A) von A ist die kleinste konvexe Teilmenge von X,
die A enthält; sie ist gleich dem Durchschnitt aller A enthaltenden konvexen
Teilmengen von X; für nicht leeres A ist sie gleich der Menge{

n∑
ν=1

λνxν : λ1, . . . , λn ∈ R+,

n∑
ν=1

λν = 1, x1, . . . , xn ∈ A, n ∈ N×

}
.

Die kreisförmige Hülle von A ist gleich der Menge

BK · A.

Die absolutkonvexe Hülle |co|(A) (auch mit Γ(A) oder mit aco(A) bezeichnet)
von A ist der Durchschnitt aller A enthaltenden absolutkonvexen Teilmengen
von X; für nicht leeres A ist sie gleich der Menge{

n∑
ν=1

λνxν : λ1, . . . , λn ∈ K,

n∑
ν=1

|λν | ≦ 1, x1, . . . , xn ∈ A, n ∈ N×

}
.

Ist τ eine Topologie auf X, so wird anstelle von cl(τ ; co(A)) auch coτ (A), oder,
falls τ klar ist, einfach nur co(A) geschrieben; absolutkonvexe Hülle entspre-
chend.

Die Abbildung

pA : X → [0, ∞], x 7→ inf {λ > 0 : x ∈ λ · A}

heißt das Minkowski-Funktional (im Englischen auch Minkowski gauge) oder
auch die Distanzfunktion von A.

Man sagt, A absorbiere B, wenn ein λ0 > 0 existiert, so dass λ · A ⊇ B für
alle λ ∈ K mit |λ| ≧ λ0. Dies liegt genau dann vor, falls gilt:

∃λ > 0 : B×
K · B ⊆ λ · A.

A heißt absorbierend (oder auch radial (bei 0)), wenn es jede einelementige
Teilmenge von X absorbiert. A ist also genau dann absorbierend, wenn ∀x ∈
X ∃λ0 > 0 ∀λ ∈ K, |λ| ≧ λ0 : x ∈ λ · A; dies ist genau dann der Fall, falls gilt:

∀x ∈ X ∃λ > 0 : BK · x ⊆ λ · A.

A heißt ausgeglichen, falls gilt:

∀x ∈ X ∃λ > 0 : x ∈ λ · A.

Dies ist im Englischen nicht als balanced zu übersetzen, da dies bereits für den
Begriff kreisförmig verwendet wird.

2.2.9 Bemerkungen. Sei X ein Vektorraum über K und A eine Teilmenge
von X. A ist genau dann absolutkonvex, wenn ∀λ, µ ∈ K, |λ| + |µ| ≦ 1 ∀x,
y ∈ A : λx + µy ∈ A.

Die absolutkonvexe Hülle von A ist gleich der konvexen Hülle der kreis-
förmigen Hülle von A.

Äquivalent zur Definition in 2.2.8 sagt man: A absorbiere B, wenn ein λ0 > 0
existiert, so dass λ · B ⊆ A für alle λ ∈ K× mit |λ| ≦ λ0.

A ist genau dann ausgeglichen, wenn für alle x ∈ X pA(x) < ∞ ist.
Aus A absorbierend folgt stets, dass A ausgeglichen ist. Ist A kreisförmig, so

gilt auch die Umkehrung.
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2.2.10 Bemerkung (Heuser [134](2002), Satz 161.4). Eine offene Teilmenge
eines normierten Vektorraumes über K ist genau dann wegzusammenhängend,
wenn sie zusammenhängend ist.

2.2.11. Die Definitionen der Termini Kegel und Keil sind in der Literatur nicht
einheitlich. Die in 2.2.12 erfolgende Definition eines Kegels und eines Keils und
auch die sich daran anschließenden beiden Nummern sind den folgenden Li-
teraturstellen entlehnt: Bourbaki [35](1987), II.2.4-5; Schaefer [255](1966),
Seite 38; Reed und Simon [245](1980); Edwards [88](1965).

2.2.12 Definition. Sei X ein Vektorraum über K. Ein Kegel (im Englischen
cone, im Französischen un cône) K in X ist eine Teilmenge von X, für die R+× ·
K ⊆ K gilt. Ein Kegel K in X heißt punktiert (im Englischen pointed), falls 0 ∈
K gilt, andernfalls unpunktiert (im Englischen non-pointed, im Französischen
épointé). Ein Kegel K in X heißt spitz (im Englischen salient, im Französischen
saillant) oder auch echt (im Englischen proper), falls K ∩ (−K) ⊆ {0} gilt. Ein
Kegel K in X heißt erzeugend (im Englischen generating), falls X = K − K
gilt. Ein konvexer Kegel wird auch ein Keil (im Englischen wedge) genannt.

2.2.13 Bemerkung. Sei X ein Vektorraum über K. Ein Kegel K in X ist
genau dann konvex, wenn K + K ⊆ K gilt.

2.2.14 Ordnungen und Kegel. Sei X ein Vektorraum über R. Ist X prä-
geordnet, so ist die Menge {x ∈ X : x ≧ 0} ein punktierter, konvexer Kegel
in X. Ist umgekehrt K ein punktierter, konvexer Kegel in X, so wird X per
x ≦ y :⇔ y − x ∈ K zu einem prägeordneten Vektorraum, der genau dann ein
geordneter Vektorraum ist, wenn K auch spitz ist. Demgemäß sagt man, dass
ein punktierter, konvexer Kegel K in X eine Präordnung auf X induziere und,
dass ein punktierter, spitzer, konvexer Kegel K in X eine partielle Ordnung
auf X induziere. In beiden Fällen schreibt man (X, K) für den so entstandenen
(prä)geordneten Vektorraum über R.

2.2.15. Es sei an die im Zusammenhang von monotonen Netzen in 1.1.15 einge-
führte Terminologie erinnert. Sei X ein geordneter Vektorraum, U ein monoton
steigend vollständiger Untervektorraum von X und (xν)ν∈I ein nach unten ord-
nungsbeschränktes, monoton fallendes Netz mit xν ∈ U für alle ν ∈ I. Setze
yν := −xν für alle ν ∈ I. Dann ist (yν)ν∈I ein nach oben ordnungsbeschränktes,
monoton steigendes Netz. Nach Voraussetzung hat es ein in U liegendes Supre-
mum y. Somit hat das Netz (xν)ν∈I das in U liegende Infimum −y. U ist also
auch monoton fallend vollständig.

Man erkennt, dass ein Untervektorraum eines geordneten Vektorraumes ge-
nau dann monoton steigend vollständig ist, wenn er monoton fallend vollständig
ist und definiert dementsprechend:

2.2.16 Definition. Sei X ein geordneter Vektorraum und U ein Untervektor-
raum von X. U heißt monoton vollständig, wenn U monoton steigend vollständig
ist.

2.2.17 Bemerkung. Sei X ein geordneter Vektorraum, U ein Untervektor-
raum von X. Kadison und Ringrose [167](1992) und Takesaki [274](2001),
Seite 137, verlangen in ihrer, der monotonen Vollständigkeit entsprechenden
Definition, dass nicht jedes nach oben beschränkte, monoton steigende Netz,
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sondern nur, dass jedes beschränkte, monoton steigende Netz in U ein Supre-
mum in U hat. Liegt dies letzteres vor, so sei dies im Folgenden bezeichnet als
monoton vollständig nach KRT , wobei die Buchstaben K, R und T die Anfangs-
buchstaben der Namen der eben genannten Autoren seien. Nichtsdestotrotz ist
die hier gegebene Definition 2.2.16 äquivalent zu der von Kadison, Ringrose und
Takesaki.

Beweis. Dass aus der monotonen Vollständigkeit die monotone Vollständigkeit
nach KRT folgt, ist klar. Sei also U monoton vollständig nach KRT. Sei (xν)ν∈I

ein nach oben ordnungsbeschränktes, monoton steigendes Netz in U . Sei ν0 ∈ I
beliebig, aber fest. Betrachte das Netz (xν)ν∈J mit J := {ν ∈ I : ν ≧ ν0}. Dieses
Netz ist durch xν0 nach unten ordnungsbeschränkt, also ordnungsbeschränkt
und nach Voraussetzung hat es ein Supremum x ∈ U . Falls I \ J ̸= ∅, sei
µ ∈ I\J . Da I eine gerichtete Menge ist, existiert ein ξ ∈ I mit µ ≦ ξ und ν0 ≦ ξ.
Aus der ersten Ungleichung folgt xµ ≦ xξ und aus der zweiten Ungleichung folgt
ξ ∈ J ; also ist xµ ≦ x, x auch das Supremum des Ausgangsnetzes (xν)ν∈I und
U ist monoton vollständig.

2.2.18 Bemerkung und Definition. (a) Sei X ein Vektorraum über K.
Mit K, aufgefasst als Vektorraum über K, bezeichnet X1 das direkte Produkt
X × K.

(b) Sei X ein normierter Vektorraum über K. Im Allgemeinen gibt es ver-
schiedene Möglichkeiten die Norm von X auf X1 fortzusetzen. Zum Beispiel ist
auf X1 per

∥(x, µ)∥ := ∥x∥ + |µ| für alle x ∈ X, µ ∈ K

eine Norm definiert, die genau dann vollständig ist, wenn die Norm von X
vollständig ist (Definition 2.4.6). Der so erhaltene normierte Vektorraum über
K wird wieder mit X1 bezeichnet. Die Abbildung x 7→ (x, 0) ist ein isometrischer
Isomorphismus von X auf einem Untervektorraum von X1.

2.2.19 Lineare Abbildungen. Seien X und Y zwei Vektorräume über K.
Mit L(X, Y ) wird der Vektorraum über K aller K-linearen Abbildungen von

X nach Y bezeichnet. Speziell heißt L(X,K) der algebraische Dualraum von
X und wird mit X# bezeichnet. Elemente von X# werden wie allgemeinhin
üblich suggestiv meist als x#, y#, . . . notiert; des Weiteren wird dazu auch
hier das Symbol ℓ verwendet. Die per x 7→ (x# 7→ x#x) definierte kanonische
Inklusionsabbildung von X nach X## wird mit iX bezeichnet; man nennt sie
auch die kanonische Einbettung (im Englischen canonical imbedding) oder die
Auswertungsabbildung (im Englischen evaluation map) von X in X##; genauer
spricht man sie auch an als die kanonische algebraische Inklusionsabbildung, die
anderen Benennungen entsprechend. Ist U ein Unterraum von X#, so wird mit
iX,U die Abbildung

X → U#, x 7→ iX(x) ↾ U

bezeichnet. Für x ∈ X schreibt man für das Auswertungsfunktional iX(x) das
Symbol x̂. Für T ∈ L(X, Y ) ist die algebraische duale Abbildung von T die mit
T # bezeichnete lineare Abbildung

Y # → X#, y# 7→ y# ◦ T.

Es gilt also ⟨x, T #y#⟩ = ⟨Tx, y#⟩ für alle x ∈ X, y# ∈ Y #.
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Anstelle von L(X, X) schreibt man L(X).
Soll deutlich gemacht werden, dass der Skalarenkörper der Vektorräume K

ist, so wird zum Beispiel die Bezeichnung LK(X) anstelle von L(X) verwendet.
Ein T ∈ L(X, Y ) heißt Rang-Eins (im Englischen rank-one) oder auch vom

Rang-Eins, falls T (X) eindimensional ist. Ein T ∈ L(X, Y ) heißt vom endlichen
Rang (im Englischen finite rank), falls T (X) endlichdimensional ist. Der Vek-
torraum über K, der aus allen T ∈ L(X, Y ) vom endlichen Rang besteht, wird
mit F (X, Y ) bezeichnet. Statt F (X, X) wird F (X) geschrieben.

Ist T ∈ L(X, Y ), so wird als Kern von T , in Zeichen ker T , der Untervektor-
raum {x ∈ X : T (x) = 0} bezeichnet.

Sei T ∈ L(X) und λ ∈ K. λ heißt Eigenwert von T , wenn es ein x ∈ X×

mit Tx = λx gibt; solch ein x heißt dann ein Eigenvektor von T zum Eigenwert
λ. Der Unterraum ker(λ · IdX − T ) heißt der Eigenraum von T und wird mit
Eig(T, λ) oder EigT (λ) bezeichnet.

2.2.20 Lemma. Sei X ein Vektorraum über K, ℓ ∈ X# und seien p1, . . . , pn

Halbnormen auf X mit |ℓ(x)| ≦ p1(x) + · · · + pn(x) für alle x ∈ X. Dann
existieren ℓ1, . . . , ℓn ∈ X# mit ℓ = ℓ1 + · · · + ℓn und |ℓν(x)| ≦ pν(x) für alle
x ∈ X und ν = 1, . . . , n.

Beweis. (Strătilă und Zsidó [270](1979), Seite 13; Kadison und Ringrose
[167](1991), Band III, Seite 1.) Sei Xn das direkte Produkt von n Kopien von
X und D der „diagonale“ Untervektorraum {(x, . . . , x) ∈ Xn : x ∈ X}. Auf Xn

definiere man eine Halbnorm p per p(x1, . . . , xn) := p1(x1) + . . . + pn(xn) für
alle (x1, . . . , xn) ∈ Xn. Auf D definiere man ℓD ∈ D# per ℓD(x, . . . , x) := ℓ(x)
für alle x ∈ X. Nach Voraussetzung gilt |ℓD(x, . . . , x)| = |ℓ(x)| ≦ p1(x) + · · · +
pn(x) = p(x, . . . , x) für alle x ∈ X, das heißt, die Linearform ℓD wird auf dem
Untervektorraum D von der Halbnorm p majorisiert. Nach dem Satz von Hahn-
Banach kann ℓD zu einem ℓ̃ ∈ (Xn)# mit |ℓ̃(x1, . . . , xn)| ≦ p(x1, . . . , xn), für
alle (x1, . . . , xn) ∈ Xn, erweitert werden.

Man definiere für ν = 1, . . . , n : ℓν(x) := ℓ̃(0, . . . , x, . . . , 0) für alle x ∈ X,
wobei auf der rechten Seite an der ν-ten Position das x steht und an allen
anderen Positionen 0 steht. Dann hat man: ℓ1(x) + · · · + ℓn(x) = ℓ̃(x, . . . , x) =
ℓD(x, . . . , x) = ℓ(x) und |ℓν(x)| = |ℓ̃(0, . . . , x, . . . , 0)| ≦ p(0, . . . , x, . . . , 0) =
p1(0) + . . . + pν(x) + . . . + pn(0) = pν(x) für alle x ∈ X und ν = 1, . . . , n.

2.2.21 n-lineare Abbildungen. Sei n ∈ N× und seien X1, . . . , Xn, Y Vektor-
räume über den gleichen Körper K. Eine Abbildung T : X1 × . . .×Xn → Y heißt
n-linear , wenn für jedes (a1, . . . , an) ∈ X1×. . .×Xn und jedes k ∈ {1, . . . , n} die
durch Xk → Y, x 7→ T (a1, . . . , ak−1, x, ak+1, . . . , an) definierte Abbildung linear
ist. Der Vektorraum über K aller n-linearen Abbildungen von X1 × . . . × Xn

nach Y wird mit L(X1, . . . , Xn; Y ) bezeichnet. Gilt X1 = · · · = Xn so wird
mit X := X1 anstelle von L(X1, . . . , Xn; Y ) die Bezeichnung Ln(X, Y ) verwen-
det. L0(X, Y ) wird als Y definiert. Ist X = Y , so wird anstelle von Ln(X, Y )
einfach nur Ln(X) geschrieben. Für Abbildungen T ∈ Ln(X, Y ) und Permuta-
tionen σ ∈ Sn sei dann σT definiert als σT (x1, . . . , xn) := T (xσ(1), . . . , xσ(n))
für alle x1, . . . , xn ∈ X; σ heißt in diesem Zusammenhang auch Permutations-
operator . Dann ist auch σT ∈ Ln(X, Y ). Eine Abbildung T ∈ Ln(X, Y ) heißt
symmetrisch, wenn σT = T für alle σ ∈ Sn gilt. 2-lineare Abbildungen wer-
den bevorzugt bilinear und 3-lineare Abbildungen werden bevorzugt trilinear
genannt.
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2.2.22 Bilineare Abbildungen. Seien X, Y und Z drei Vektorräume über
K. Sei B ∈ L(X, Y ; Z). Für Z = K wird die Abbildung B eine Bilinearform ge-
nannt. Für spätere Bezugnahmen definiere man hier die folgenden zwei linearen
Abbildungen:

S : X → L(Y, Z), x 7→
(
y 7→ B(x, y)

)
;

R : Y → L(X, Z), y 7→
(
x 7→ B(x, y)

)
.

Es ist also S(x) = B(x, ·) für alle x ∈ X, und es ist R(y) = B(·, y) für alle
y ∈ Y .

Die Abbildung ⟨·, ·⟩ : X × X# → K mit ⟨x, x#⟩ := x#(x) für alle x ∈ X,
x# ∈ X# heißt die kanonische Bilinearform von X.

2.2.23 Bezeichnung. Der Buchstabe „S“ kommt von dem lateinischen Wort
„sinister“ für „links“. Er wird hier verwendet, da der Buchstabe „L“ hier zu
Missverständnissen bezüglich des Wertebereiches führen könnte. Da das Wort
„rechts“ auf lateinisch „dexter“ heißt, müsste man hier konsequenterweise die
Abbildung R mit D bezeichnen. Der Buchstabe „D“ wird aber im Kapitel 4 be-
reits in Anlehnung an das Wort „Derivation“ für gewisse Abbildungen verwendet
werden; außerdem steht D auch für den Differentialoperator (siehe 4.1.2).

2.2.24 Sesquilineare Abbildungen. Seien X, Y und Z drei Vektorräume
über K. Eine Abbildung B : X × Y → Z heißt sesquilinear , wenn sie in der
ersten Komponente linear und in der zweiten Komponente semilinear ist. Für
Z = K wird eine sesquilineare Abbildung eine Sesquilinearform genannt.

Sei B : X×Y → K eine Sesquilinearform. Für spätere Bezugnahmen definiere
man hier die folgenden zwei semilinearen Abbildungen:

S : X → L(Y, Z), x 7→
(
y 7→ B(x, y)

)
;

R : Y → L(X, Z), y 7→
(
x 7→ B(x, y)

)
.

Es ist also S(x) = B(x, ·) für alle x ∈ X, und es ist R(y) = B(·, y) für alle
y ∈ Y .

Im Fall von X = Y heißt die Abbildung B hermitesch, wenn für alle x,
y ∈ X die Gleichung B(x, y) = B(y, x) gilt.

2.2.25 Definition. Seien X, Y und Z drei Vektorräume über K. Sei B : X ×
Y → Z eine bilineare oder eine sesquilineare Abbildung. Man betrachte das
somit vorliegende Annihilatorsystem (X, Y ; B; Z). Man nennt (X, Y ; B; Z) ein
Bilinearsystem (bzw. ein Sesquilinearsystem), wenn B bilinear (bzw. sesquiline-
ar) ist. Ist B eine Bilinearform, so heißt (X, Y ; B) ein Dualsystem.

Seien S und R die Abbildungen aus 2.2.22, falls B bilinear ist und aus 2.2.24,
falls B sesquilinear ist. Gemäß 2.1.4 ist die Abbildung B genau dann nicht rechts
ausgeartet, wenn die Abbildung R injektiv ist. Analog ist die Abbildung B genau
dann nicht links ausgeartet, wenn die Abbildung S injektiv ist. Dementsprechend
ist die Abbildung B nicht ausgeartet, wenn sowohl S als auch R injektiv sind.
Ist die Abbildung B symmetrisch oder hermitesch, dann gilt S = R und B ist
genau dann nicht ausgeartet, wenn R injektiv ist.

Sei Z = K und sei B nicht rechts ausgeartet. Dann heißt die inverse Ab-
bildung gradR := R−1 von ran(R) nach Y die rechte Gradientenabbildung. Für
Z = K und B nicht links ausgeartet, ist die linke Gradientenabbildung analog



2.2. Vektorräume 73

als gradS := S−1 definiert. Ist B sowohl symmetrisch oder hermitesch als auch
nicht ausgeartet, so heißt grad := gradR die Gradientenabbildung.

Sei X = Y und Z = K. Die Abbildung B heißt positiv, wenn für alle x ∈ X
die Ungleichung B(x, x) ≧ 0 gilt. Die Abbildung B heißt positiv definit, wenn für
alle x ∈ X× die Ungleichung B(x, x) > 0 gilt. Ist B eine positive, hermitesche
Sesquilinearform, so heißt B ein Semiskalarprodukt auf X. Die Abbildung X →
K, x 7→ B(x, x)1/2, ist dann eine Halbnorm und wenn nicht etwas anderes
vereinbart ist, ist X dann stets als mit dieser Halbnorm ausgestattet aufzufassen;
die durch diese Halbnorm induzierte Topologie ist genau dann Hausdorff’sch,
wenn diese Halbnorm eine Norm ist. Ist B eine positiv definite, hermitesche
Sesquilinearform, so heißt B ein Skalarprodukt auf X und X, ausgestattet mit
B, ein Prähilbertraum über K. Ist (X, B) := (X, X; B) ein Prähilbertraum über
K, so ist X, falls nicht ausdrücklich etwas anderes vereinbart ist, stets mit der
Norm ∥x∥ := B(x, x)1/2, x ∈ X, versehen. Es sei darauf hingewiesen, dass
Bourbaki [35](1987) unter einem Prähilbertraum einen Vektorraum, versehen
mit einem Semiskalarprodukt, versteht.

2.2.26 Rang-Eins Elemente. Sei (X, F ; B;K) ein Dualsystem und Y ein
Vektorraum über K. Sei f ∈ F und y ∈ Y . Dann wird mit y ⊗ f das durch

(y ⊗ f)(x) := B(x, f)y für alle x ∈ X

definierte Element aus L(X, Y ) bezeichnet.
Seien X und Y zwei Vektorräume über K. Jedes Rang-Eins Element von

L(X, Y ) lässt sich als ein y ⊗ x#, x# ∈ X#×, y ∈ Y ×, schreiben. Für eine
Erörterung bezüglich des Zusammenhanges mit dem Tensorprodukt, siehe Pal-
mer [231](1994), Kapitel 1.10.

2.2.27 Bemerkung und Definition (Köthe [187](1966), Seite 74). Sei (X, Y ;
B; Z) ein Bilinearsystem oder ein Sesquilinearsystem. Typische Beispiele für
orthosymmetrische Systeme liegen vor, wenn B symmetrisch bzw. hermitesch
oder die kanonische Bilinearform von X ist.

Sei M ⊆ X und N ⊆ Y . Dann ist der Rechtsannihilator von M ein Un-
tervektorraum von Y und entsprechend ist der Linksannihilator von N ein Un-
tervektorraum von X. Dementsprechend wird im orthosymmetrischen Fall die
Orthogonalmenge von M auch der Orthogonalraum von M genannt; Orthogo-
nalmenge von N entsprechend.

Es gilt:
M⊥ = (span M)⊥. (2.26)

Beweis. Sei y ∈ M⊥ und x ∈ span(M). Also x = a1m1 + . . . + anmn für
gewisse a1, . . . , an ∈ K, m1, . . . , mn ∈ M . Es ist B(x, y) = a1B(m1, y) + . . . +
anB(mn, y) = 0, also y ∈ (span M)⊥.

Für {0} ⊆ X gilt {0}⊥ = Y . Trivialerweise gilt zwar {0} ⊆ X⊥ und
{0} ⊆ Y⊥, aber bezüglich des Falles, wann jeweils auch Gleichheit gilt, siehe
die Bemerkungen 2.2.28 und 2.2.29.

Liegt der spezielle Fall X = Y = Z vor, so ist X, versehen mit B als eine
Verknüpfung auf X, ein nichtassoziativer Ring; er wird mit (X, B) bezeichnet.
Ist dabei noch spezieller B bilinear, so ist, die Definition 2.3.1 vorausgreifend,
X eine nichtassoziative Algebra über K.
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2.2.28 Bemerkung. Seien (X, x0) und (Z, z0) zwei punktierte Mengen. Sei A
ein Annihilatorsystem ((X, x0), Y ; B; (Z, z0)). Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

(a) A ist in X trennend.

(b) Für alle x ∈ X× existiert ein y ∈ Y mit B(x, y) ̸= z0.

Liegt nun der Fall vor, dass {x0}⊥ = Y gilt, so sind die folgenden vier Aussagen
zu jeder der beiden vorstehenden Aussagen äquivalent:

(c) Nur x = x0 erfüllt für alle y ∈ Y die Gleichung B(x, y) = z0.

(d)
⋂

y∈Y B(·, y)−1(z0) = {x0}.

(e) Y⊥ = {x0}.

(f) {x0} ⊆ X ist annihilatorabgeschlossen.

Ist das Annihilatorsystem A sogar ein Bilinearsystem oder ein Sesquilinearsys-
tem, so ist die folgende Aussage zu jeder der vorstehenden Aussagen (a) bis (f)
äquivalent:

(g) Die Abbildung S : X → L(Y, Z), x 7→ B(x, ·) ist injektiv.

Beweis. (a) ⇔ A ist nicht links ausgeartet ⇔ ¬
(
∃x ∈ X× ∀y ∈ Y : B(x, y) =

z0
)

⇔ (b).
Liege nun der Fall vor, dass für alle y ∈ Y die Gleichung B(x0, y) = z0 gelte.

Dann ist die Implikation (b) ⇒ (c) klar. Gelte (c) und sei x ∈ X×. Nun bemerke
nur die Äquivalenz ¬(∀y ∈ Y : B(x, y) = z0) ⇔ ∃y ∈ Y : B(x, y) ̸= z0. Das
heißt, es gilt (b).

Das (c) jeweils zu (d) und (e) äquivalent ist, ist klar.
Die Implikation (e) ⇒ (f) ist wegen 1.1.19(e) klar. Die umgekehrte Implika-

tion folgt sofort aus der vorausgesetzten Bedingung {x0}⊥ = Y .
Zu (g): Man bemerke nur die folgenden Äquivalenzen: S injektiv ⇔ ker S =

{0} und x ∈ ker S ⇔ S(x) = B(x, ·) = (Y → Z, y 7→ 0) ⇔ ∀y ∈ Y : B(x, y) =
0. Mit ihnen sieht man sofort die Äquivalenz von (c) und (g).

2.2.29 Bemerkung. Seien (Y, y0) und (Z, z0) zwei punktierte Mengen. Sei A
ein Annihilatorsystem (X, (Y, y0); B; (Z, z0)). Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

(a) A ist in Y trennend.

(b) Für alle y ∈ Y × existiert ein x ∈ X mit B(x, y) ̸= z0.

Liegt nun der Fall vor, dass {y0}⊥ = X gilt, so sind die folgenden vier Aussagen
zu jeder der beiden vorstehenden Aussagen äquivalent:

(c) Nur y = y0 erfüllt für alle x ∈ X die Gleichung B(x, y) = z0.

(d)
⋂

x∈X B(x, ·)−1(z0) = {y0}.

(e) X⊥ = {y0}.

(f) {y0} ⊆ Y ist annihilatorabgeschlossen.
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Ist das Annihilatorsystem A sogar ein Bilinearsystem oder ein Sesquilinearsys-
tem, so ist die folgende Aussage zu jeder der vorstehenden Aussagen (a) bis (f)
äquivalent:

(g) Die Abbildung R : Y → L(X, Z), y 7→ B(·, y) ist injektiv.

Beweis. Ganz analog wie in 2.2.28.

2.2.30 Bemerkung. Ist R surjektiv, dann ordnet also gradR jedem Funktional
ℓ aus X# genau das eine Element y ∈ Y zu, so dass für alle x ∈ X die Gleichung
ℓ(x) = B(x, y) gilt. Entsprechendes gilt, wenn B nicht links ausgeartet ist.

2.2.31 Dualsysteme (Bourbaki [35](1987), II.6.1). Sei (X, Y ; B) ein Du-
alsystem. Andere übliche sprachliche Ausdrucksformen für das Dualsystem
(X, Y ; B) sind zum Beispiel, dass man sagt, dass die Bilinearform B die Vek-
torräume X und Y in Dualität setze, dass X und Y (bezüglich B) in Dualität
seien, oder auch, dass das geordnete Paar (X, Y ) eine Paarung (im Englischen
pairing) oder ein duales Paar (bezüglich B) sei.

Ist (X, Y ; B) ein trennendes Dualsystem, dann kann X per S aus 2.2.22
mit einem Unterraum über K von Y # identifiziert werden. Identifiziert man wie
üblich Y mit iY (Y ), so kann dann des Weiteren B identifiziert werden mit der
Restriktion der kanonischen Bilinearform von Y # auf X × Y :

X × Y → K, (y#, y) 7→ ⟨y, y#⟩.

Analog kann Y per R aus 2.2.22 mit einem Unterraum über K von X#

identifiziert werden. Dann kann man B identifizieren mit der Restriktion der
kanonischen Bilinearform von X auf X × Y :

X × Y → K, (x, x#) 7→ ⟨x, x#⟩.

2.2.32 Bemerkung. Heuser [133] nennt ein links trennendes Dualsystem ein
rechtes Dualsystem und entsprechend ein rechts trennendes Dualsystem ein lin-
kes Dualsystem. Diese Bezeichnung von Heuser wird hier nicht verwendet.

Köthe [187](1966) definiert Dualsysteme direkt so, dass sie trennend sind.

2.2.33 Bemerkung und Definition. Sei X eine Menge und F eine Menge
von Funktionen auf X. Man sagt, F trenne die Punkte von X, wenn es für je
zwei verschiedene Punkte s, t ∈ X ein f ∈ F gibt mit f(s) ̸= f(t). Dementspre-
chend hat man speziell für Vektorräume: Sei X ein Vektorraum über K und S
eine Teilmenge von X#. Man sagt, S trenne die Punkte von X, oder auch, dass
S total sei (über X), wenn für jedes x ∈ X× ein ℓ ∈ S existiert mit ℓ(x) ̸= 0. S
trennt also genau dann die Punkte von X, wenn das Dualsystem (X, span(S))
trennend in X ist. Dies ist nach 2.2.28(e) und Gleichung (2.26) aus 2.2.27 äqui-
valent zu S⊥ = {0} bezüglich des Dualsystems (X, span(S)). Wie man leicht
sieht, ist dies wiederum dazu äquivalent, dass S⊥ = {0} gilt bezüglich eines
beliebigen Dualsystems (X, Y ), solange nur S ⊆ Y ⊆ X# erfüllt ist.

2.2.34 Bemerkungen (Bourbaki [35](1987), II.6.1). Sei X ein Vektorraum
über K. Dann ist (X, X#) ein trennendes Dualsystem. Für jeden Untervektor-
raum U von X# ist das Dualsystem (X, U) trennend in U . Ist Xendlichdimen-
sional, so ist der einzige Untervektorraum U von X#, mit dem (X, U) ein tren-
nendes Dualsystem ist, der Raum X# selbst. Ist X unendlichdimensional und ist
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U ein Untervektorraum von X#, so kann das Dualsystem (X, U) in X trennend
sein, selbst wenn U ̸= X# ist.

Ist U ein Untervektorraum von X# und ist (X, U) ein trennendes Dual-
system, dann ist auch für jeden Untervektorraum V von X# mit U ⊆ V das
Dualsystem (X, V ) trennend.

2.2.35 Definition (Taylor und Lay [275](1980), Seiten 122, 125). Sei X ein
Vektorraum über K und M eine Teilmenge von X. Ein Untervektorraum U
von X heißt maximal, wenn er in der durch die Mengeninklusion prägeordneten
Menge aller echten Untervektorräume von X ein maximales Element ist. M heißt
ein affiner Untervektorraum von X, wenn es ein x ∈ X und ein Untervektorraum
U von X mit M = x + U gibt; ist dabei U ein maximaler Untervektorraum von
X, dann heißt M eine Hyperebene.

Sei x# ∈ X#× und λ ∈ R. Durch die Menge
(
Re x#)−1(λ) (eine Hyperebene

in XR) sind vier sogenannte Halbräume (im Englischen half spaces) erklärt:{x ∈
X : Re x#x < λ}, {x ∈ X : Re x#x > λ}, {x ∈ X : Re x#x ≦ λ} und
{x ∈ X : Re x#x ≧ λ}. Der Durchschnitt einer konvexen Teilmenge von X mit
einem Halbraum von X wird Kalotte (im Englischen calotte) genannt.

2.2.36 (Köthe [187](1966), Seite 74). Man betrachte das Dualsystem
(X, X#) für einen Vektorraum X über K. Jeder Unterraum von X ist or-
thogonalabgeschlossen. Wenn X unendlichdimensional ist, so gibt es in X#

stets Unterräume, insbesondere Hyperebenen, die nicht orthogonalabgeschlossen
sind. Jeder endlichdimensionale Unterraum U von X# ist orthogonalabgeschlos-
sen. Orthogonalabgeschlossene Unterräume von X# werden auch als algebraisch
gesättigt bezeichnet.

Zwei Unterräume U und V von X sind genau dann gleich, wenn U⊥ = V ⊥

gilt. Die analoge Aussage für Unterräume von X# gilt im Allgemeinen nicht,
siehe zum Beispiel Taylor und Lay [275](1980), Seite 46.

Ist X = U1 ⊕ U2, so ist X# = U⊥
1 ⊕ U⊥

2 . Ist X# = V1 ⊕ V2 mit orthogonal-
abgeschlossenen V1 und V2, so ist X = V ⊥

1 ⊕ V ⊥
2 .

Ist U ein Unterraum von X, so gilt per y# 7→
(
x 7→ y#(x + U)

)
die Isomor-

phie (X/U)# ≃ U⊥ und per x# + U⊥ 7→ x# ↾ U die Isomorphie X#/U⊥ ≃ U#

(Taylor und Lay [275](1980), Seite 48). Für die entsprechende Aussage in
topologischen Vektorräumen siehe Satz 2.4.36

2.2.37 (Bourbaki [35](1987), II.6.5). Sei (X, Y ) ein Dualsystem. Sei U ein
Untervektorraum von X und V ein Untervektorraum von Y mit ⟨U, V ⟩ = {0}.
Dann gilt: Das in kanonischer Weise gebildete Dualsystem (U, Y/V ) ist genau
dann in U trennend, wenn Y ⊥∩U = {0} gilt; es ist genau dann in Y/V trennend,
wenn V = U⊥ gilt.

2.2.38 Definition. Seien X und Y zwei Vektorräume über K. Eine Abbildung
Q : X → Y heißt quadratisch, wenn die folgenden beiden Bedingungen gelten:

(a) Q(λx) = λ2Q(x) für alle λ ∈ K, x ∈ X,

(b) die Abbildung B : X × X → Y ,

(x, y) 7→ Q(x + y) − Q(x) − Q(y)

ist bilinear.
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Die Abbildung B heißt die zu Q assoziierte bilineare Abbildung. Wenn B nicht
ausgeartet ist, so heißt Q nicht ausgeartet.

Sei Q eine quadratische Abbildung von X nach Y mit Y = K. Dann wird
Q eine quadratische Form auf X genannt und die zu Q assoziierte bilineare
Abbildung B heißt die Bilinearform bezüglich Q.

2.2.39. In der Situation von Definition 2.2.38 ist die Abbildung B symmetrisch.
Des Weiteren gilt für alle x ∈ X: B(x, x) = 2Q(x). Man kann also aus B die
quadratische Form Q zurückerhalten.

2.2.40 n-homogene Polynome. Sei n ∈ N× und seien X und Y zwei Vek-
torräume über K. Eine Abbildung p : X → Y heißt ein n-homogenes Polynom
(oder homogenes Polynom vom Grad n), wenn ein T ∈ Ln(X, Y ) existiert mit
p(x) = T (x, . . . , x) für alle x ∈ X; in diesem Fall ist

∼
p:= 1

n!
∑

σ∈Sn
σT die

eindeutig bestimmte, symmetrische Abbildung mit p(x) =
∼
p (x, . . . , x) für alle

x ∈ X; falls nicht ausdrücklich etwas anderes vereinbart ist, ist die aufgesetzte
Tilde im vorliegenden Text immer in diesem Sinne zu verstehen. Der Vektor-
raum aller n-homogenen Polynome von X nach Y wird mit P n(X, Y ) bezeich-
net. P 0(X, Y ) ist der Vektorraum aller konstanten Abbildungen von X nach Y .
Es ist P 1(X, Y ) = L(X, Y ).

Speziell mit den Bezeichnungen von Definition 2.2.38 gilt, dass wegen Q(x) =
1
2B(x, x) für alle x ∈ X, eine Abbildung Q : X → Y genau dann quadratisch
ist, wenn Q ein 2-homogenes Polynom ist.

Sei F ∈ Ln(X, Y ), dann wird die Abbildung F̂ ∈ L(X, Y ), die durch
F̂ (x) := F (x, . . . , x), x ∈ X, definiert ist, das zu F assoziierte n-homogene
Polynom genannt; speziell für n = 2 heißt dann Q := F̂ die zu F assoziier-
te quadratische Abbildung, bzw., wenn dabei auch noch Y = K gilt, die zu F
assoziierte quadratische Form.

2.2.41. Sei n ∈ N×, seien X, Y zwei Vektorräume über K und F ∈ Ln(X, Y ).
Dann ist Fsym := 1

n!
∑

σ∈Sn
σF ∈ Ln(X, Y ) symmetrisch und mit der Bezeich-

nung von 2.2.40 gilt F̂sym = F̂ und die folgende Polarisationsgleichung:

Fsym(x1, . . . , xn) = 1
2nn!

∑
t1=±1

. . .
∑

tn=±1

F̂ (t1x1 + · · · + tnxn)
t1 · · · · tn

für alle x1, . . . , xn ∈ X. Ist also F symmetrisch, so ist F durch F̂ eindeutig
bestimmt und unter anderem lässt sich dann F aus F̂ zurückgewinnen.

Speziell für n = 2 und beliebigem F ∈ L2(X, Y ) gilt mit Q := F̂ für alle x,
y ∈ X:

Fsym(x, y) = 1
8
(
Q(x + y) − Q(−x + y) − Q(x − y) + Q(−x − y)

)
= 1

4
(
Q(x + y) − Q(x − y)

)
= 1

2
(
F (x, y) + F (y, x)

)
,

also Fsym = 1
2 B, wenn B die zu Q = F̂ assoziierte bilineare Abbildung bezeich-

net.
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2.2.42 Bemerkung (Weidmann [287](1976), Seite 13; [288](2000), Seite 21).
Seien X und Y zwei Vektorräume über K. Ist B : X ×X → Y eine sesquilineare
Abbildung, so kann man die Abbildung K : X → Y, x 7→ B(x, x) definieren.
Dann gilt K(λx) = |λ|2K(x) für alle λ ∈ K, x ∈ X. Die Abbildung F : X ×X →
Y, (x, y) 7→ K(x + y) − K(x) − K(y) ist für K = R bilinear und für K = C im
Allgemeinen weder bilinear noch sesquilinear.

Für K = C lässt sich die sesquilineare Abbildung B sowohl aus der Abbildung
K als auch aus der Abbildung F per Polarisierung zurückgewinnen:

B(x, y) = 1
4

(
K(x + y) − K(x − y) + iK(x + iy) − iK(x − iy)

)
= 1

4
∑
ϵ4=1

ϵK(x + ϵy)

= 1
2

(
K(x + y) − K(x) − K(y)

)
+ 1

2 i

(
K(x + iy) − K(x) − K(y)

)
= 1

2

(
F (x, y) + iF (x, iy)

)
für alle x, y ∈ X.

Dies ist bei K = R nicht immer möglich. Zum Beispiel ist auf R2 für die Sesqui-
linearform B : (x, y) 7→ xtAy mit A =

(
0 1

−1 0

)
, also

((
x1
x2

)
,

(
y1
y2

))
7→

x1y2 − x2y1, die Abbildung K : x 7→ B(x, x) identisch Null. (Siehe auch 3.4.9.)

2.2.43 Strecken. Sei X ein Vektorraum über K und a, b ∈ X. Dann heißt die
Menge {λa + (1 − λ)b ∈ X : 0 ≦ λ ≦ 1} die Strecke (genauer abgeschlossene
Strecke und noch genauer algebraisch abgeschlossene Strecke) mit den Endpunk-
ten a und b, in Zeichen [a, b]. Verbreitet dafür sind auch die Begriffe Intervall
und Segment. Analog wie für Intervalle auf der reellen Zahlengerade bezeichne
(a, b] := [a, b] \ {a} und [a, b) := [a, b] \ {b} die beiden halboffenen Strecken und
(a, b) := [a, b] \ {a, b} die offene Strecke mit den Endpunkten a und b. (Die
genaueren Bezeichnungen entsprechend.)

Man beachte, dass für das in 2.2.6 im Rahmen von geordneten Vektorräu-
men definierte Ordnungsintervall dieselbe Symbolik verwendet wird. Aus dem
jeweiligen Zusammenhang wird immer klar sein, was mit [a, b], etc. gemeint ist.

Sei A ⊆ X und a ∈ A. Dann heißt A sternförmig bezüglich a (im Englischen
starshaped relative to a oder auch starlike about a), falls für jedes x ∈ A die
abgeschlossene Strecke [a, x] eine Teilmenge von A ist. Offensichtlich ist somit
A genau dann sternförmig bezüglich a, wenn es Punkte aν ∈ X, ν ∈ I, I eine
Indexmenge, gibt, so dass A =

⋃
ν∈I [a, aν ] gilt.

2.2.44 Extremale Teilmengen (Giles [109](1982), Seite 85; Rudin [251]
(1973), Seite 70; Taylor [275](1980), Seite 181). Sei X ein Vektorraum über
K. Seien A und K zwei Teilmengen von X mit A ⊆ K. (Man bemerke, dass
hierbei die leere Menge nicht ausgeschlossen wird.) Die Menge A heißt eine
extremale Teilmenge von K (im Englischen extreme set), wenn gilt:

∀a, b ∈ K ∀λ ∈ R, 0 < λ < 1 :
(
λa + (1 − λ)b ∈ A ⇒ a, b ∈ A

)
.

Diese Bedingung schreibt sich unter Verwendung der in 2.2.43 erklärten offenen
Strecken als

∀a, b ∈ K :
(
(a, b) ∩ A ̸= ∅ ⇒ a, b ∈ A

)
,
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in Worten also: Jede offene Strecke (a, b) mit Endpunkten a, b ∈ K, die einen
Punkt aus A enthält, hat ihre beiden Endpunkte in A liegen. Offensichtlich ist
eine weitere äquivalente Formulierung:

∀a, b ∈ K ∀λ ∈ R, 0 < λ < 1 :
(
(a /∈ A oder b /∈ A) ⇒ λa + (1 − λ)b /∈ A

)
,

geschrieben mit offenen Strecken:

∀a, b ∈ K mit a /∈ A oder b /∈ A : (a, b) ∩ A = ∅,

in Worten: Jede offene Strecke (a, b) mit Endpunkten a, b ∈ K, die nicht beide
gleichzeitig in A liegen, enthält keinen Punkt aus A.

Man bemerke die folgende Kompatibilitätseigenschaft: Sei G eine Teilmenge
von X, F eine extremale Teilmenge von G und weiter E eine extremale Teilmen-
ge von F . Dann ist auch E eine extremale Teilmenge von G, denn: Betrachte
eine in X liegende offene Strecke mit Endpunkten aus G. Ist nun ein Punkt
dieser offenen Strecke ein Element von E, so auch von F und nach der an F
gemachten Voraussetzung müssen die beiden Endpunkte in F liegen, woraus
wiederum nach der an E gemachten Voraussetzung folgt, dass sie auch in E
liegen müssen.

Ist eine extremale Teilmenge von K konvex, so wird sie eine Seite (im Eng-
lischen face) von K genannt. Mit diesen Definitionen ist also die leere Menge
stets eine Seite von K, und für konvexes K ist auch K selbst eine Seite von K.

Ist A eine einelementige extremale Teilmenge von K, etwa A = {x}, so
heißt x ein Extremalpunkt von K (bei manchen Autoren auch Extrempunkt; im
Englischen analog extremal point bzw. extreme point). Die Menge der Extre-
malpunkte von K wird mit ex(K) bezeichnet. Speziell gilt aufgrund der oben
erwähnten Kompatibilitätseigenschaft: Sei G eine Teilmenge von X und F eine
extremale Teilmenge von G. Dann gilt ex F = F ∩ ex G.

Ein x ∈ K heißt ein reeller Extremalpunkt (im Englischen real extremal
point) von K, falls gilt: Ist y ∈ X und gilt dann für alle t ∈ R mit |t| ≦ 1
die Aussage x + ty ∈ K, so ist y = 0. Formuliert man diese Definition eines
reellen Extremalpunktes anstatt mit t ∈ R mit t ∈ C, so liegt die Definition
eines komplexen Extremalpunktes (im Englischen complex extremal point) von
K vor. Die Menge der reellen Extremalpunkte von K wird mit ex R(K), die der
komplexen mit ex C(K) bezeichnet.

Offensichtlich ist jeder reelle Extremalpunkt von K ein komplexer Extremal-
punkt von K, insofern K = C vorliegt. Des Weiteren gilt: Jeder Extremalpunkt
von K ist ein reeller Extremalpunkt von K, und falls K konvex ist, gilt auch
die Umkehrung.

Beweis. Sei x ein Extremalpunkt von K. Also x ∈ K und für alle a, b ∈ K und
für alle λ ∈ R mit 0 < λ < 1 gilt die Implikation x = b + λ(a − b) ⇒ a = b = x.
Sei y ∈ X derart, dass für alle t ∈ R mit |t| ≦ 1 die Aussage x + ty ∈ K
gelte. Insbesondere ist also zum Beispiel z := x − 0.5y ∈ K, also x = z + 0.5y.
Setze b := z und a := y + b; also b ∈ K und x = b + 0.5(a − b). Wegen
a = y+z = y+x−0.5y = x+0.5y ist auch a ∈ K. Somit ist nach Voraussetzung
x = a = b, also y = a − b = 0, das heißt, x ist ein reeller Extremalpunkt von K.

Sei nun K als konvex vorausgesetzt und x ein reeller Extremalpunkt von K.
Sei λ ∈ R, 0 < λ < 1 und a, b ∈ K mit λa + (1 − λ)b = x. Also x = b + λ(a − b),
x − λ(a − b) = b, x + λ(b − a) = b ∈ K und a − a + λa + (1 − λ)b = x,
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x + (1 − λ)a − (1 − λ)b = a, x + (1 − λ)(a − b) = a, x + (λ − 1)(b − a) =
a ∈ K. Da K konvex ist, liegt die Strecke x + [λ − 1, λ] · (b − a) in K. Setze
µ := min{λ, |λ − 1|}. Insbesondere liegt also die Strecke x + [−µ, µ] · (b − a) in
K. Da nach Voraussetzung an λ das µ von Null verschieden ist, liegt somit auch
die Strecke x + [−1, 1] · (b−a)

µ in K. Nach Voraussetzung muss (b−a)
µ = 0, also

a = b gelten. Somit x = a = b und x ist ein Extremalpunkt von K.

Falls K konvex ist, ist ein Punkt x ∈ K genau dann ein Extremalpunkt von
K, wenn K \ {x} konvex ist (Holmes [137](1975)).

Beispiele für Banachräume X mit ex(BX) = ∅ sind der Nullfolgenraum
c0 über K (siehe 2.4.19) und die Funktionenräume L1([0, 1]) und L1(C)([0, 1])
(Mukherjea und Pothoven [216](1986), Seite 110, Übung 6.6.36). Zugleich
gilt aber für den zuletzt genannten Funktionenraum auch exC (BX) = SX

(Dineen [69](1981), Seite 161).

2.3 Algebren
2.3.1 Definition (Schafer [256](1966)). Eine nichtassoziative Algebra A über
K ist ein Vektorraum über K, ausgestattet mit einer K-bilinearen Multiplikation
A × A → A. Ein Untervektorraum einer nichtassoziativen Algebra A heißt eine
Unteralgebra von A, falls er auch ein Unterring von A ist. Eine Algebra A über K
ist eine nichtassoziative Algebra über K, die ein Ring ist. Eine nichtassoziative
Algebra A über K, A ̸= {0}, heißt eine nichtassoziative Divisionsalgebra über
K, wenn deren zugrunde liegender nichtassoziativer Ring ein nichtassoziativer
Schiefkörper ist. Entsprechend heißt eine Algebra A über K, A ̸= {0}, eine
Divisionsalgebra über K, wenn deren zugrunde liegender Ring ein Schiefkörper
ist.

Existiert auf dem Vektorraum einer (nichtassoziativen) Algebra A über K
eine Halbnorm p, die die submultiplikative Bedingung

p(ab) ≤ p(a) p(b) für alle a, b ∈ A (2.27)

erfüllt, dann heißt solch eine Halbnorm eine Algebrahalbnorm und solch eine
(nichtassoziative) Algebra halbnormierbar ; ist dabei p eine Norm, so heißt p
eine Algebranorm und die (nichtassoziative) Algebra normierbar . (Bezüglich des
Falles, dass für alle a, b ∈ A die Gleichung ∥ab∥ = ∥a∥ ∥b∥ gilt, siehe 3.3.2.) Eine
(nichtassoziative) Algebra A über K zusammen mit einer Algebranorm auf A
heißt eine normierte (nichtassoziative) Algebra. Eine unitale (nichtassoziative)
Algebra über K ist eine normierte (nichtassoziative) Algebra über K mit Eins e
und ∥e∥ = 1. Eine (nichtassoziative) Banachalgebra über K ist eine normierte
(nichtassoziative) Algebra über K, deren Norm vollständig ist (Definition 2.4.6).
Als Erweiterung von 2.1.34 heißt eine nichtassoziative normierte Algebra A über
K einfach, falls {0} und A die einzigen abgeschlossenen Ideale von A sind.

Sei (A, +, ·) eine nichtassoziative Algebra über K und seien M und N zwei
nicht leere Teilmengen von A. Dann bezeichnet MN in Fortsetzung der Definiti-
on 2.1.13 den Untervektorraum span(M · N) von A. Entsprechend ist dann Mn

für n ∈ N, n ≧ 2, definiert — der jeweilige Kontext wird dabei eine Verwechslung
mit dem kartesischen Produkt Mn ausschließen.



2.3. Algebren 81

2.3.2 Bemerkungen. (a) Eine nichtassoziative Algebra A über K ist also
genau ein nichtassoziativer Ring, der auch ein Vektorraum über K mit derselben
Addition ist, so dass gilt

λ(ab) = (λa)b = a(λb) für alle λ ∈ K, a, b ∈ A.

Ein A ist genau dann eine nichtassoziative Algebra über K, wenn A ein nichtas-
soziativer Ring mit dem Ring K ist, siehe 2.1.28. Obwohl der Idealbegriff für
nichtassoziative Algebren über K bereits in 2.1.28 enthalten ist, sei er der Deut-
lichkeit halber im Folgenden explizit ausformuliert:

Sei A eine nichtassoziative Algebra über K. Ein Links- bzw. Rechtsideal
bzw. beidseitiges Ideal von A oder im letzten Fall einfach nur Ideal von A ist
eine Unteralgebra von A, die die entsprechende Idealeigenschaft bezüglich des
A zugrunde liegenden nichtassoziativen Ringes aufweist.

Und nochmals mit anderen Worten:
Sei A eine nichtassoziative Algebra über K. Ein Ring-Linksideal a von A —

soll heißen, ein Linksideal des A zugrunde liegenden nichtassoziativen Ringes —
ist genau dann ein Algebra-Linksideal von A — soll entsprechend ein Linksideal
der nichtassoziativen Algebra A meinen —, wenn es bezüglich der Multiplikation
des Skalarenkörpers K abgeschlossen ist, wenn also K·a ⊆ a gilt. Für Rechtsideale
und Ideale entsprechend.

(b) (Naimark [221](1972), Seite 174). Sei A eine normierte nichtassoziative
Algebra über K. Dann ist die Multiplikation A × A → A, (x, y) 7→ xy stetig.
Denn: Für alle x, y, x0, y0 ∈ A gilt: ∥xy − x0y0∥ = ∥xy − xy0 − x0y + x0y0 +
xy0 − x0y0 + x0y − x0y0∥ = ∥(x − x0)(y − y0) + (x − x0)y0 + x0(y − y0)∥ ≦
∥x − x0∥∥y − y0∥ + ∥x − x0∥∥y0∥ + ∥x0∥∥y − y0∥.

(c) Auf die Definition 2.4.6 vorgreifend gilt: Letztlich äquivalent zu der De-
finition 2.3.1 kann man eine Banachalgebra auch definieren als eine Algebra mit
einer Banachraumtopologie, so dass die Multiplikation A × A → A (getrennt
oder gemeinsam) stetig ist, da dann eine zu der vorgegebenen Banachraumnorm
äquivalente Algebranorm auf A existiert. Siehe Upmeier [279](1985), Seiten 22
und 24, Palmer [231](1994), Seite 15, Żelasko [297](1973), Seiten 8-11, und
Larsen [196](1973), Seite 23.

(d) Ist p ein schiefminimal idempotentes Element einer Algebra A über K,
so ist pAp eine Divisionsalgebra über K. Siehe auch 3.3.3.

(e) Ein Untervektorraum U einer nichtassoziativen Algebra A ist genau dann
eine Unteralgebra von A, wenn U · U ⊆ U gilt.

2.3.3 Algebra-Radikale. Genauso wie in 2.1.49 für nichtassoziative K-Ringe
durchgeführt, erklärt man den Radikal-Begriff für nichtassoziative Algebren
über einen Körper K. Da jede nichtassoziative Algebra über einen Körper K
ein nichtassoziativer Ring mit Operatorenbereich K ist, gilt für diesen nichtas-
soziativen K-Ring auch das ebenfalls in 2.1.49 aufgeführte Theorem. Da genau
die Ideale einer nichtassoziativen Algebra über einen Körper K die K-zulässigen
Ideale des der nichtassoziativen Algebra zugrunde liegenden nichtassoziativen
Ringes sind, formuliert sich das besagte Theorem für nichtassoziative Algebren
über einen Körper K wie folgt:

Sei A eine nichtassoziative Algebra über einen Körper K und bezeichne R
den A zugrunde liegenden nichtassoziativen Ring. Ist dann S eine Radikal-
Eigenschaft von R, so existiert das S-Radikal von A und stimmt überein mit
dem S-Radikal von R.
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2.3.4 Algebra-Ordnungen. Alle in 2.1.50 erklärten Begriffe für nichtasso-
ziative Ringe, wie etwa artinsch, noethersch, minimales und maximales Ideal,
werden für nichtassoziative Algebren über K ganz entsprechend definiert; dabei
ist nur darauf zu achten, dass nur die ein- und beidseitigen Ideale bezüglich
der algebraischen Struktur der nichtassoziativen Algebren über K in Betracht
gezogen werden dürfen.

2.3.5. Da die ein- und beidseitigen Ideale von nichtassoziativen Algebren über
K Vektorräume über K sind, erfüllt jede endlichdimensionale nichtassoziative
Algebra über K sowohl die DCC als auch die ACC auf ein- und beidseitigen
Idealen. Das heißt, jede endlichdimensionale nichtassoziative Algebra über K ist
linksartinsch, rechtsartinsch, linksnoethersch und rechtsnoethersch.

2.3.6 (Gray [120](1970), Seite 39, Theorem 16). Sei n ∈ N×, D ein Schiefkör-
per und dann R der Ring der n × n-Matrizen mit Einträgen aus D. Dann ist R
ein einfacher, linksartinscher Ring mit R2 ̸= {0}.

2.3.7 Definition. Eine (Banach-)Lie-Algebra über K ist eine nichtassoziative
(Banach-)Algebra A über K, deren Multiplikation die folgenden beiden Bedin-
gungen erfüllt:

(a) x2 = 0 für alle x ∈ A.

(b) (xy)z + (yz)x + (zx)y = 0 für alle x, y, z ∈ A. (Jacobi-Gleichung)

2.3.8. Die Bedingung x2 = 0 für alle x ∈ A in der Definition 2.3.7 einer Lie-
Algebra A zieht die Anti-Kommutativität, das heißt xy = −yx für alle x, y ∈ A,
des Produktes nach sich: 0 = (x + y)2 = x2 + xy + yx + y2 = xy + yx, x, y ∈ A.
Da hier keine Algebren über Körpern betrachtet werden, deren Charakteristik 2
ist, gilt auch die Umkehrung, das heißt, die Bedingung x2 = 0 für alle x ∈ A ist
äquivalent zur Anti-Kommutativität von A. (Jacobson [152](1974), Seite 413.)

2.3.9. Jede Algebra A über K, ausgestattet mit dem Kommutator als Produkt,
ist eine Lie-Algebra. Das sieht man, indem man die folgenden Gleichungen ad-
diert und dann durch Verwenden der Assoziativität von A sich paarweise Terme
aufheben lässt.

[[x, y], z] = [xy − yx, z] = (xy)z − (yx)z − z(xy) + z(yx),
[[y, z], x] = [yz − zy, x] = (yz)x − (zy)x − x(yz) + x(zy),
[[z, x], y] = [zx − xz, y] = (zx)y − (xz)y − y(zx) + y(xz).

Diese Lie-Algebra heißt die zu A assoziierte Lie-Algebra und wird mit A⊖

bezeichnet.
(McCrimmon [210](2004), Seite 11). Zu jeder Lie-Algebra A gibt es eine

Algebra B, so dass A ein unter dem Kommutatorprodukt abgeschlossener Un-
terraum von B⊖ ist.

2.3.10 Beispiel (Hall [123](2003), Seite 54). Sei X = R3 versehen mit dem

Kreuzprodukt

 x1
x2
x3

 ×

 y1
y2
y3

 =

 x2y3 − x3y2
x3y1 − x1y3
x1y2 − x2y1

 . Dann ist X eine Lie-

Algebra. Man beachte, dass sie ein Beispiel für eine Lie-Algebra ist, auf der es
kein Produkt (x, y) 7→ xy gibt mit x×y = xy −yx für alle x, y ∈ X. X ist nicht
assoziativ.
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2.3.11. Sei X eine nichtassoziative Algebra über K, deren Produkt antikommu-
tativ ist (siehe 2.3.8), das heißt, es gilt xy = −yx für alle x, y ∈ X. Bezeichne
Lx ∈ L(X) die durch x ∈ X bestimmte Links-Multiplikation in X (Definition
2.1.18). Dann lässt sich die Jacobi-Gleichung in L(X)⊖ schreiben als

Lxy = LxLy für alle x, y ∈ X.

(In L(X) schreibt sie sich also als Lxy = [Lx, Ly] für alle x, y ∈ X.)

Beweis. Sei x, y, z ∈ X. Dann gilt in L(X) : (Lxy − [Lx, Ly])(z) = (xy)z −
(LxLy − LyLx)(z) = (xy)z − x(yz) + y(xz) = (xy)z + (yz)x + (zx)y, also die
Behauptung.

Mit der Rechts-Multiplikation in X schreibt sich die Jacobi-Gleichung in
L(X)⊖ fast analog als

Ryx = RxRy für alle x, y ∈ X.

(In L(X) schreibt sie sich also als Ryx = [Rx, Ry] für alle x, y ∈ X.)

Beweis. Sei x, y, z ∈ X. Dann gilt in L(X) : (Ryx − [Rx, Ry])(z) = z(yx) −
(RxRy −RyRx)(z) = z(yx)− (zy)x+(zx)y = −z(xy)+(yz)x+(zx)y = (xy)z +
(yz)x + (zx)y, also die Behauptung.

2.3.12 Definition (Upmeier [279](1985), Seite 63). Sei A eine Lie-Algebra
über K. Sei S ⊆ C. Eine direkte Summen-Zerlegung A =

⊕
n∈S An heißt eine

additive Graduierung von A, wenn Am · An ⊆ Am+n für alle m, n ∈ S gilt,
wobei An := {0} für n ∈ C \ S gesetzt wird.

Sei S ⊆ C×. Eine direkte Summen-Zerlegung A =
⊕

n∈S An heißt eine
multiplikative Graduierung von A, wenn Am · An ⊆ Amn für alle m, n ∈ S gilt,
wobei An := {0} für n ∈ C× \ S gesetzt wird.

2.3.13 Definition (Schafer [256](1966), Seite 27). Eine alternative Algebra
über K ist eine nichtassoziative Algebra A über K mit (x, x, y) = (y, x, x) = 0
für alle x, y ∈ A, die Klammer den Assoziator von Definition 2.1.30 bezeichnend.

2.3.14 Peirce-Zerlegung III (Schafer [256](1966), Seite 32). Sei A eine
alternative Algebra über K und P = {p1, . . . , pn} eine endliche Menge von
paarweise orthogonalen Idempotenten aus A. Genau wie für Ringe (siehe 2.1.46)
hat man dann die Peirce-Zerlegung von A bezüglich P . Konkret setze man dazu,
dabei das Kronecker-Delta verwendend,

Uij :=
{

x ∈ A : pkx = δkix, xpk = δjkx für alle k ∈ {1, . . . , n}
}

(2.28)

für alle i, j ∈ {0, 1, . . . , n}. Für A, betrachtet als Vektorraum über K, sind dann
alle diese Uij Untervektorräume von A und der Vektorraum A ist gleich der
inneren direkten Summe

A =
n∑

i,j=0
⊕Uij .

Manchmal ist es praktisch, die Elemente von Uij mit xij zu bezeichnen. Ins-
besondere kann man mittels dieser Bezeichnung jedes x ∈ A als eine Matrix
(xij)n

i, j=0 auffassen.
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Bezeichnet Li (bzw. Ri) die durch pi bestimmte Links-Multiplikation (bzw.
Rechts-Multiplikation), so kann man offensichtlich jedes Uij als Durchschnitt
von gewissen Eigenräumen ansehen:

Uij =
n⋂

k=1
Eig(Lk, δki) ∩ Eig(Rk, δjk)

für alle i, j ∈ {0, 1, . . . , n}.
Die Zerlegung (2.28) kann man als eine Verfeinerung der Peirce-Zerlegung

von A bezüglich des Idempotentes p := p1 + · · · + pn auffassen: Für alle x ∈ A
gilt

x =
n∑

i,j=0
xij

=
n∑

i,j=1
pixpj +

n∑
i=1

pix(1 − p) +
n∑

j=1
(1 − p)xpj + (1 − p)x(1 − p),

wobei für alle i, j ∈ {1, . . . , n} gilt:

pixpj ∈ Uij , pix(1 − p) ∈ Ui0, (1 − p)xpj ∈ U0j und (1 − p)x(1 − p) ∈ U00;

es sei an Gleichung (2.19) aus 2.1.33 erinnert.
Im Folgenden sind einige Eigenschaften der Uij aufgelistet:

UijUjk ⊆ Uik für alle i, j, k ∈ {0, 1, . . . , n},

UijUij ⊆ Uji für alle i, j ∈ {0, 1, . . . , n},

UijUkℓ ⊆ {0} für alle i, j, k, ℓ ∈ {0, 1, . . . , n} mit j ̸= k, (i, j) ̸= (k, ℓ),
x2

ij = 0 für alle xij ∈ Uij und i, j ∈ {0, 1, . . . , n} mit i ̸= j.

Liege nun der Fall vor, dass A assoziativ ist, also eine Algebra über K ist.
Dann ist der Assoziator identisch Null und damit entnimmt man dem Beweis
in Schafer, ebd., Seite 36, die Gültigkeit der Inklusion

UijUkl ⊆ δjkUil für alle i, j, k, l ∈ {0, 1, . . . , n}, (2.29)

die sogenannten assoziativen Peirce-Multiplikationsregeln (McCrimmon [210]
(2004), Seite 241). Somit kann man sich die Multiplikation in assoziativem A
als eine Matrix-Multiplikation vorstellen: Sind x = (xij) und y = (yij) zwei
Elemente von A, so gilt

xy =
( n∑

k=0
xikykj

)n

i,j=0
.

Es sei auf eine Gleichung hingewiesen, die ähnlich der Inklusion (2.29) ist. Be-
zeichne dazu MatK(n) die Algebra der n × n-Matrizen über K. Des Weiteren
bezeichne für i, j = 1, . . . , n mit Eij die Matrix aus MatK(n), deren sämtliche
Koeffizienten Null sind mit Ausnahme des Koeffizienten in der i-ten Zeile und
der j-ten Spalte, der gleich 1 ist. Dann ist Eij , (i, j) ∈ {1, . . . , n}2, eine Basis
(die sogenannte Standardbasis) des Vektorraumes MatK(n) über K und es gilt

EijEkl = δjkEil für alle i, j, k, l ∈ {1, . . . , n}.
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2.3.15 Definition. Eine Jordan-Algebra über K ist eine kommutative nichtas-
soziative Algebra A über K mit(

x, y, x2) = 0 für alle x, y ∈ A, (2.30)

wobei die Klammer der mit Definition 2.1.30 eingeführte Assoziator ist. Eine
Jordan-Algebra, die zugleich eine nichtassoziative Banachalgebra ist, heißt eine
Banach-Jordan-Algebra. Sei A eine Jordan-Algebra über K mit Eins. Ein x ∈ A
heißt invertierbar , wenn ein y ∈ A existiert mit xy = e und x2y = x. Eine
Divisions-Jordan-Algebra über K (im Englischen division Jordan algebra) ist
eine von {0} verschiedene, unitale Jordan-Algebra über K, deren alle von Null
verschiedenen Elemente invertierbar sind.

2.3.16. Benannt sind die Jordan-Algebren nach Pascual Jordan.
Jede Algebra A über K, ausgestattet mit dem Produkt x • y := 1

2
(
xy + yx

)
für alle x, y ∈ A (das sogenannte Anti-Kommutator-Produkt), ist eine Jordan-
Algebra über K und wird mit A⊕ bezeichnet. (Für allgemeine Betrachtungen, in
denen K ein Körper mit Charakteristik 2 sein kann, lässt man in der Produkt-
Definition den Vorfaktor 1

2 weg.) Siehe auch Definition 3.2.14. Eine nichtasso-
ziative Algebra B über K heißt eine spezielle Jordan-Algebra (im Englischen
special Jordan algebra) über K, wenn es eine Algebra A über K gibt, so dass B
isomorph zu einer Unteralgebra von A⊕ ist. Eine Jordan-Algebra über K heißt
exzeptionell (im Englischen exceptional Jordan algebra), wenn sie nicht speziell
ist.

In jeder alternativen Algebra A über K gilt Gleichung (2.30) aus 2.3.15
(Braun und Koecher [38](1966), Seite 209). Für jede alternative Algebra A
über K ist A⊕ eine spezielle Jordan-Algebra über K (ebd., Seite 215, Satz 2.7).

2.3.17 Peirce-Zerlegung IV (Jacobson [151](1968), Seite 120). Sei J ei-
ne Jordan-Algebra über K mit Eins. Sei p ein idempotentes Element von J .
Bezeichne Rp die durch p bestimmte Rechtsmultiplikation in J . Dann gilt

2R3
p − 3R2

p + Rp = Rp(2Rp − 1)(Rp − 1) = 0.

Seien p1, . . . , pn paarweise orthogonale Idempotente von J mit e = p1 + · · ·+
pn. Bezeichne Li die durch pi bestimmte Linksmultiplikation, i = 1, . . . , n. Dann
hat man die Peirce-Zerlegung

J =
∑
i≦j

⊕Jij

der nichtassoziativen Algebra J in eine innere direkte Summe von Peirce-Unter-
räumen, wobei

Jii := Eig
(
Li, 1

)
, i = 1, . . . , n,

die sogenannten diagonalen Peirce-Unteralgebren sind, und

Jij = Jji := Eig
(

Li,
1
2

)
∩ Eig

(
Lj ,

1
2

)
, i, j = 1, . . . , n mit i ̸= j,

die nicht-diagonalen (im Englischen off-diagonal) Peirce-Räume sind.
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Es gelten die folgenden Rechenregeln:

JiiJii ⊆ Jii, JijJii ⊆ Jij ,
JijJij ⊆ Jii + Jjj , JiiJjj = {0},
JijJjk ⊆ Jik, JijJkk = {0},
JijJkl = {0}.

für alle paarweise verschiedenen i, j, k, l ∈ {1, . . . , n}.
Sei A eine Algebra über K und p ein idempotentes Element von A. Setze

J := A⊕ (siehe 2.3.16), p1 := p und p2 := 1 − p. (Es sei an Gleichung (2.19) aus
2.1.33 erinnert.) Dann gilt (siehe McCrimmon [210](2004), Seite 241):

J11 = pAp, J12 = J21 = pA(1 − p)∔ (1 − p)Ap, J22 = (1 − p)A(1 − p).

2.3.18 Approximative Eins (Palmer [231](1994), Seite 520). Sei A eine
normierte Algebra über K. Eine approximative Linkseins (im Englischen left
approximate identity) von A ist ein Netz (aν) in A, so dass für jedes x ∈ A
das Netz (∥aνx − x∥) gegen Null konvergiert, sprich, das Netz (aνx) in Norm
gegen x konvergiert. Approximative Rechtseins entsprechend mit (xaν). Eine
approximative Eins von A ist ein Netz in A, das sowohl eine approximative
Links- als auch eine approximative Rechtseins ist. Eine approximative Linkseins
(aν) von A heißt beschränkt durch λ ∈ R+, wenn supν ∥aν∥ ≦ λ gilt, und
beschränkt, wenn sie durch ein λ ∈ R+ beschränkt ist. Approximative Rechtseins
und approximative Eins entsprechend. Man bemerke, dass im Fall von A ̸= {0}
für eine durch ein λ ∈ R+ beschränkte approximative Linkseins stets λ ≧ 1 gilt;
des Weiteren existiert dann für jedes x ∈ A und jedes ε > 0 ein y ∈ A mit
∥y∥ < λ mit ∥yx − x∥ < ε; für approximative Rechtseins und approximative
Eins entsprechend.

Beweis. Sei A ̸= {0} und (aν) eine durch ein λ ∈ R+ beschränkte approximative
Linkseins von A. Zuerst bemerke man, dass die Ungleichung ∥aνx − x∥ < ε
äquivalent ist zu der Ungleichungskette ∥x∥−ε < ∥aνx∥ < ∥x∥+ε. Für beliebig
(kleines) ε > 0 und für x ̸= 0 gilt somit 1− ε

∥x∥
< ∥aν∥, also λ ≧ 1. Des Weiteren

sieht man, dass stets ein µ mit 0 < µ < 1 existiert, so dass mit ∥aνx − x∥ < ε
auch ∥(µaν)x − x∥ < ε gilt; setze also nur noch y := µaν .

2.3.19 Bemerkung und Definition (Schafer [256](1966), Seite 11. Erwei-
terung einer nichtassoziativen Algebra durch Anknüpfen des Skalarbereiches).
Es sei an 2.1.40 und 2.2.18(a) erinnert. Sei A eine nichtassoziative Algebra über
K. Durch Ausstatten des Vektorraumes A1 mit dem Produkt

(a, η)(b, µ) := (ab + ηb + µa, ηµ) für alle a, b ∈ A, η, µ ∈ K,

liegt eine nichtassoziative Algebra über K mit (0, 1) als Eins vor, die wieder mit
A1 bezeichnet wird und assoziativ ist, wenn A assoziativ ist.

2.3.20 Bemerkungen. (a) (Schafer [256](1966), Seite 11). Die Menge
{(a, 0) : a ∈ A} ist ein Ideal von A1.

(b) (Rickart [246](1960), Seite 2). Ist A eine normierte Algebra über K,
dann ist A1 gemäß den Bemerkungen und Definitionen 2.2.18 und 2.3.19 eine
unitale Algebra über K und die Abbildung a 7→ (a, 0) ist eine isometrische
Isomorphie von A auf eine Unteralgebra von A1.
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Für die Bemerkung 3.7.15 wird die folgende Bemerkung gebraucht werden.

2.3.21 Bemerkung. Sei A eine nichtassoziative Algebra über K mit einer Eins
e. Dann gilt A =

{
a ∈ A1 : ae = a

}
=
{

a ∈ A1 : ea = a
}

= {a ∈ A1 : eae = a}.
A ist also die Fixpunktmenge der zu der Eins von A bestimmten Links- und
Rechts-Multiplikation in A1.

Beweis. Es genügt das erste Gleichheitszeichen zu zeigen, da die beiden anderen
analog bewiesen werden. „⊆“ ist klar. Zu „⊇“: Sei (a, η) ∈ A1 mit (a, η)e =
(a, η). Also (a, η) = (ae + ηe + a · 0, η · 0) = (ae + ηe, 0), η = 0.

2.3.22 Definition (Palmer [231](1994), Seite 19). Sei ∥ · ∥ eine Algebranorm
auf einer Algebra A über K.

(a) Gilt ∥a∥ = sup{∥ab∥, ∥ba∥ : b ∈ BA} für alle a ∈ A, dann heißt ∥ · ∥ eine
reguläre Norm.

(b) Hat A keine Eins und ist ∥ · ∥ regulär, dann sei die mit ∥ · ∥R bezeichnete
Norm auf A1 wie folgt definiert:

∥(a, λ)∥R := sup{∥ab + λb∥, ∥ba + λb∥ : b ∈ BA} für alle a ∈ A, λ ∈ K.

2.3.23 Bemerkung (Palmer [231](1994), Seite 19). Betrachtet man in der
Situation von Definition 2.3.22 die Abbildung

p : A1 → K, (a, λ) 7→ sup{∥ab + λb∥ : b ∈ BA}

und ist ein a ∈ A zum Beispiel zwar eine Linkseins, aber keine Rechtseins in A,
dann ist p(a, −1) = 0, so dass p keine Norm ist.

2.3.24 Satz (Palmer [231](1994), Seite 20). Sei ∥ · ∥ eine Algebranorm auf
einer Algebra A über K.

(a) Wenn A eine Eins hat, dann ist ∥ · ∥ genau dann regulär, wenn A unital
ist.

(b) Wenn A keine Eins hat, dann ist die Norm von Definition 2.2.18 (b),
(a, λ) 7→ ∥a∥ + |λ|, a ∈ A, λ ∈ K, eine reguläre Norm auf A1, welche die
Norm ∥·∥ fortsetzt. Für jede reguläre Norm ∥·∥r auf A1, welche die Norm
∥ · ∥ fortsetzt, gilt:

∥(a, λ)∥r ≦ ∥a∥ + |λ| für alle a ∈ A, λ ∈ K.

(c) Wenn A keine Eins hat und ∥ · ∥ regulär ist, dann ist ∥ · ∥R eine reguläre
Norm auf A1, welche die Norm ∥·∥ fortsetzt. Für jede reguläre Norm ∥·∥r

auf A1, welche die Norm ∥ · ∥ fortsetzt, gilt:

∥(a, λ)∥R ≦ ∥(a, λ)∥r ≦ ∥a∥ + |λ| für alle a ∈ A, λ ∈ K.

Ist K = C und die Norm ∥ · ∥ vollständig (Definition 2.4.6), dann gilt
zusätzlich:

∥a∥ + |λ| ≦ (1 + 2 exp(1))∥(a, λ)∥R für alle a ∈ A, λ ∈ K.
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2.3.25 Annihilator und Kommutante. Sei A eine nichtassoziative Algebra
über K. Da der Kommutator bilinear ist, kann man das orthosymmetrische
Bilinearsystem (A, A; [·, ·]; A) betrachten. Für M ⊆ A gilt dann bezüglich dieses
Bilinearsystems M⊥ = {x ∈ A : [m, x] = 0 für alle m ∈ M} = {x ∈ A : mx =
xm für alle m ∈ M}, das heißt,

M⊥ = M ′.

Dadurch sind insbesondere die Aussagen von 2.1.4 und 2.2.27 direkt auf die
Kommutante übertragbar, siehe den folgenden Satz 2.3.26. Ist A eine Algebra,
so ist mit der Bezeichnung von 2.1.4 die Algebra (A; [·, ·]) offensichtlich gerade
genau die zu A assoziierte Lie-Algebra A⊖; salopp formuliert, ist dann genau
das, was in A kommutativ ist, in A⊖ orthogonal.

Nebenbei sei angemerkt, dass das Bilinearsystem (A, A; [·, ·]; A) genau dann
trennend ist, wenn nur das Nullelement von A mit allen Elementen von A kom-
mutiert; des Weiteren ist es zwar stets positiv, aber für A ̸= {0} weder symme-
trisch noch positiv definit.

2.3.26 Satz (Palmer [231](1994), Seite 9; Mathieu [208](1998), Seite 192).
Sei A eine Algebra über K. Seien S und T Teilmengen von A; ebenso seien für
alle ν ∈ I, I eine beliebige Indexmenge, Sν Teilmengen von A. Dann gilt:

(a) S′ ist eine Unteralgebra über K von A.

(b) S ⊆ S′′.

(c) S ⊆ T ⇒ T ′ ⊆ S′.

(d) S ⊆ S′ ⇔ S ist kommutativ ⇔ S ⊆ S′′ ⊆ S′.

(e) S′ = S′′′.

(f) S ist unter der ⊆-Ordnung genau dann eine maximal kommutative Teil-
menge von A, wenn S = S′ gilt. Insbesondere kann S nur dann maximal
kommutativ sein, wenn S = S′′ gilt.

(g) Jede kommutative Teilmenge von A ist in einer maximal kommutativen
Unteralgebra enthalten.

(h) Hat A eine Eins, dann ist diese in S′ enthalten. Insbesondere folgt damit,
dass mit jedem invertierbaren x ∈ S′ auch x−1 ∈ S′ ist.

(i) Hat A eine Eins e, dann gilt S′ = (S + Ke)′.

(j) S′ \
(
X ′) ⊆ A \

((
A \ S

)′
)

.

(k) S′ =
⋂

s∈S

{s}′ =
⋂

s∈S

ker (Ls − Rs) (siehe Definition 2.1.18),

also
( ⋃

ν∈I

Sν

)′

=
⋂

ν∈I

(S′
ν), speziell (S ∪ T )′ = S′ ∩ T ′.

(l) S′ = (span S)′.

(m) S′ ∪ T ′ ⊆ (S ∩ T )′.
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Beweis. (a) ist klar. Gemäß 2.3.25 sind (b), (c), (e), (j), (k) ein Spezialfall von
2.1.4 und (ℓ) ist ein Spezialfall der Gleichung (2.26) aus 2.2.27.

(d): Erste Äquivalenz: S ⊆ S′ ⇔ ∀x ∈ S ∀y ∈ S : xy = yx ⇔ S ist
kommutativ. Zweite Äquivalenz: S ⊆ S′ ⇒ S′′ ⊆ S′.

(h): Für alle s ∈ S gilt nach Definition der Eins: s = es = se.
(i): a ∈ (S +Ke)′ ⇔ ∀s ∈ S, λ ∈ K : a(s + λe) = (s + λe)a ⇔ ∀s ∈ S, λ ∈ K :

as + λa = sa + λa ⇔ ∀s ∈ S : as = sa ⇔ a ∈ S′.

2.3.27. Im Hinblick auf Satz 2.3.26(a) wird die Kommutante S′ einer Teilmenge
S einer Algebra von manchen Autoren auch die kommutierende Algebra von S
genannt; man beachte aber 3.2.38.

2.3.28 Bezeichnung. Ist X ein Vektorraum über K, dann ist L(X) mit der
Komposition als Multiplikation eine Algebra über K. Wenn nicht ausdrücklich
etwas anderes vereinbart ist, ist mit L(X) immer diese Algebra gemeint. Die
idempotenten Elemente von L(X) heißen Projektionen. Ist p ∈ L(X) eine Pro-
jektion, so wird die mit p⊥ bezeichnete Abbildung IdX − p ∈ L(X) die zu
p komplementäre Projektion genannt. Ein zentral idempotentes Element von
L(X) heißt zentrale Projektion.

2.3.29 (Naimark [221](1972), Seite 164). Sei X ein Vektorraum über K. Ist
A ⊆ L(X) eine von {0} verschiedene Algebra, so dass für keinen von {0} und X
verschiedenen Untervektorraum U von X für alle T ∈ A die Inklusion T (U) ⊆ U
gilt, so ist A Jacobson-halbeinfach. (Naimark nennt solche Algebren irreduzibel.)

2.3.30 Definition (Jacobson [152](1974), Seite 413). Sei A eine nichtasso-
ziative Algebra über K. Eine Derivation von A ist ein Element δ ∈ L(A) mit
δ(xy) = (δx)y + x(δy) für alle x, y ∈ A. Die Menge aller Derivationen von A
wird mit Der(A) bezeichnet.

2.3.31. Sei A eine nichtassoziative Algebra über K. Der(A) ist eine Unteralgebra
der Lie-Algebra

(
L(A)

)⊖ und heißt die Derivationen-Algebra von A (Jacobson
[152](1974), Seite 414 und Schafer [256](1966), Seite 4).

Falls A eine Banachalgebra über K ist, so ist Der(A) eine abgeschlossene Un-
teralgebra von

(
L(A)

)⊖ und somit eine Banach-Lie-Algebra über K (Upmeier
[279](1985), Seite 33).

Sei A eine Lie-Algebra über K und bezeichne [·, ·] das Produkt auf A. Mit
ad wird die Abbildung A → Der(A), ad(x)y := [x, y] für alle x, y ∈ A, be-
zeichnet; sie heißt die adjungierte Abbildung von A und ist ein Lie-Algebra-
Homomorphismus; ad(x) heißt die Adjungierte von x. Falls A eine Banach-Lie-
Algebra über K ist, dann ist ad stetig. Insbesondere ist somit für jede Banach-
algebra X über K der Lie-Algebra-Homomorphismus ad : X⊖ → Der(X) per
ad(x)y := xy − yx, x, y ∈ X, definiert. (Upmeier [279](1985), Seite 34)

2.3.32 Positivität. Es gibt verschiedene Konzepte, ein Element einer Algebra
als positiv aufzufassen; deren Bezeichnungsweisen sind in der Literatur nicht
einheitlich. Um im vorliegenden Text für eine gegebene Menge A — meist ei-
ne Algebra — ein Positivitätskonzept zu erklären, wird eine Teilmenge von A
definiert, die genau aus den Elementen von A besteht, die als positiv bezüglich
des gewählten Positivitätskonzeptes verstanden werden sollen; diese Teilmengen
werden hier immer nach dem folgenden Schema bezeichnet:

Pos(Schlüssel; A).
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Schlüssel steht dabei für eine abkürzende Bezeichnung des verwendeten Kon-
zeptes von Positivität. Wenn die Menge Pos(Schlüssel; A) ein Keil ist, dann
wird gemäß den Bemerkungen 2.2.14 anstelle von y − x ∈ Pos(Schlüssel; A) die
Schreibweise x ≦Schlüssel y verwendet. Wenn klar ist, welches Konzept von Posi-
tivität gemeint ist, wird der Index Schlüssel weggelassen, also einfach nur x ≦ y
geschrieben.

2.3.33. Sei A eine Algebra über K. Da für die in 2.1.45 definierten Präordnun-
gen für alle idempotenten Elemente p von A die Ungleichungen 0 ≦ℓ p, 0 ≦r p
und 0 ≦ p gelten, ist das folgende Konzept von Positivität naheliegend:

Pos(idem; A) := Idem(A).

Für alle x, y ∈ Idem(A) gilt die Implikation x ≦ℓr y ⇒ x ≦idem y.

Beweis. x ≦ y ⇒ xy + yx = 2x ⇔ −yx − xy + x = −x ⇔ yy − yx − xy + xx =
y − x ⇔ (y − x)2 = y − x ⇔ y − x idempotent ⇔ y − x ∈ Pos(idem; A) ⇔
x ≦idem y.

2.4 Topologische Vektorräume
2.4.1 Summen I (Bourbaki [32](1966), III.5; Kadison und Ringrose [167]
(1983), Seite 25). Sei X ein topologischer Raum, der Hausdorff’sch ist und
mit einer additiv geschriebenen Verknüpfung versehen ist, die assoziativ und
kommutativ ist. Sei {aν ∈ X : ν ∈ I} eine Menge von Elementen aus X, die über
eine Indexmenge I indiziert sind. Sei F die per Mengeninklusion A ≦ B :⇔ A ⊆
B prägeordnete Menge aller endlichen Teilmengen von I. Konvergiert dann das
Netz

( ∑
ν∈F

aν

)
F ∈F

, so wird die Menge {aν ∈ X : ν ∈ I} summierbar genannt

und der Grenzwert mit
∑

ν∈I aν oder mit
∑

{aν ∈ X : ν ∈ I} bezeichnet.
Ist die Menge {aν ∈ X : ν ∈ I} summierbar und ist φ eine Bijektion von

einer Menge J auf I, so ist auch die Menge
{

aφ(µ) ∈ X : µ ∈ J
}

summierbar
und es gilt

∑
µ∈J

aφ(µ) =
∑
ν∈I

aν .

2.4.2 Definition. Sei (G, ◦) eine Gruppe, die mit einer Topologie versehen ist.
G heißt eine topologische Gruppe, wenn die Abbildungen G × G → G, (x, y) 7→
x◦y und G → G, x 7→ x−1 stetig sind, wobei G×G die Produkttopologie trägt.

Ein topologischer Vektorraum über K ist ein Vektorraum X über K mit
einer Topologie τ , so dass die Abbildungen X × X → X, (x, y) 7→ x + y und
K×X → X, (λ, x) 7→ λx stetig sind, wobei X ×X und K×X mit der jeweiligen
Produkttopologie versehen sind; genauer schreibt man dann auch (X, τ) anstelle
von X, um die Topologie kenntlich zu machen. Eine lineare stetige Abbildung
zwischen zwei topologischen Vektorräumen heißt ein Homomorphismus, wenn
sie offen ist.

Ein topologischer Vektorraum über K heißt lokal konvex, wenn er eine Null-
umgebungsbasis hat, die aus konvexen Mengen besteht.

Sei X ein topologischer Vektorraum. Trägt X eine Norm ∥ · ∥, dann ist mit
cl(A) immer cl(∥·∥; A) gemeint, falls nicht ausdrücklich etwas anderes vereinbart
ist.
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2.4.3 Bemerkungen. (a) Ein topologischer Vektorraum X über K ist genau
dann Hausdorff’sch, wenn für alle x ∈ X× eine Nullumgebung existiert, welche
nicht x enthält. Köthe [187](1966) definiert topologische Vektorräume direkt
als Hausdorffräume.

(b) Jeder topologische Vektorraum (X, +, ·K) über K ist wegen −x = (−1)x
für alle x ∈ X auch eine topologische Gruppe (X, +). Somit kann man einen
topologischen Vektorraum über K auch definieren als einen Vektorraum (X, +)
über K, der eine topologische Gruppe ist, so dass die Skalarmultiplikation stetig
ist.

(c) Sei Xν , ν ∈ I, eine Familie von topologischen Vektorräumen, alle über
den gleichen Körper K. Dann ist X :=

∏
ν∈I Xν , versehen mit der Produktto-

pologie, ein topologischer Vektorraum über K. X ist genau dann Hausdorff’sch,
wenn alle Xν Hausdorff’sch sind.

(d) (Robertson und Robertson [247](1967), Seite 17). Sei X ein topolo-
gischer Vektorraum über K, B eine Nullumgebungsbasis in X und dann U ∈ B.
Als eine Folge der in der Definition eines topologischen Vektorraumes geforder-
ten Stetigkeit der Vektoraddition und der Skalarmultiplikation ist U absorbie-
rend, es existiert ein V ∈ B mit V + V ⊆ U und es existiert eine kreisförmige
Nullumgebung W in X mit W ⊆ U .

2.4.4. Sei X ein topologischer Vektorraum über K. Sei K ⊆ X kompakt und
G ⊆ X offen mit K ⊆ G. Dann existiert eine Nullumgebung U mit K + U ⊆ G.

Beweis. Zu jedem x ∈ K sei Ux eine Nullumgebung mit x + Ux ⊆ G. Für
jedes x ∈ K sei dann Vx eine Nullumgebung mit Vx + Vx ⊆ Ux. Die x + Vx,
x ∈ K, bilden eine offene Überdeckung von K. Es gibt x1, . . . , xn aus K, so
dass die xi + Vxi , i = 1, . . . n, eine endliche offene Überdeckung von K bilden.
V := Vx1 ∩ . . . ∩ Vxn ist eine Nullumgebung mit K + V ⊆ G, denn: Ist x ∈ K,
so ist x ∈ xj + Vxj

für ein j ∈ {1, . . . , n} und es gilt x + V ⊆ xj + Vxj
+ V ⊆

xj + Vxj
+ Vxj

⊆ xj + Uxj
⊆ G.

Alternativ sei hier noch ein zweiter Beweis angeführt, siehe Kelley und
Namioka [185](1963), Seite 35, 5.2(vi): Angenommen, es gebe keine solche
Nullumgebung. Dann gibt es also zu jeder Nullumgebung U ein xU ∈ K mit
(xU + U) ∩ (X \ G) ̸= ∅. Betrachte das Netz {xU , U Nullumgebung, ⊇}. Da
K kompakt ist, hat dieses Netz einen Häufungspunkt x0 ∈ K, heißt, für jede
Umgebung W von x0 und für jede Nullumgebung A gibt es eine Nullumgebung
B mit A ⊇ B und xB ∈ W . Sei Z eine Umgebung von x0. Z ist von der Gestalt
x0 + V , V eine Nullumgebung. Es gibt eine Nullumgebung A mit A + A ⊆ V .
Zur Umgebung W := x0 + A existiert eine Nullumgebung B mit A ⊇ B und
xB ∈ W . Somit xB + B ⊆ xB + A ⊆ W + A = x0 + A + A ⊆ x0 + V = Z.
Da aber xB + B in X \ G reinschneidet, tut dies auch Z. Somit schneidet jede
Umgebung von x0 in X \ G hinein, im Widerspruch dazu, dass x0 ein innerer
Punkt von G ist.

Allgemeiner gilt sogar, siehe Rudin [251](1973), Seite 9, Theorem 1.10: Ist
K ⊆ X kompakt und C ⊆ X abgeschlossen mit K ∩ C = ∅, so existiert eine
Nullumgebung U mit (K + U) ∩ (C + U) = ∅.

2.4.5 Cauchy-Filter (Horváth [142](1966), Seite 128). Sei X ein topologi-
scher Vektorraum über K und M ⊆ X. Ein Filter F auf M heißt ein Cauchy-
Filter (auf M), wenn für jede Nullumgebung U in X ein A ∈ F mit A − A ⊆ U
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existiert. Jeder Filter auf M , der zu einem Punkt von M konvergiert, ist ein
Cauchy-Filter. M heißt vollständig, wenn jeder Cauchy-Filter auf M zu einem
Punkt von M konvergiert. Ein Netz (xν)ν∈I in X heißt ein Cauchy-Netz, wenn
der zu dem Netz (xν)ν∈I gehörige Abschnittsfilter ein Cauchy-Filter ist; ist da-
bei das Netz (xν)ν∈I eine Folge in X, so heißt (xν)ν∈I eine Cauchy-Folge. M
heißt folgenvollständig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert. Da es für je-
de Nullumgebung U eine kreisförmige Nullumgebung A in X mit A + A ⊆ U ,
also auch A − A ⊆ U , gibt, ist ein Netz (xν)ν∈I in X genau dann ein Cauchy-
Netz, wenn für jede Nullumgebung V in X ein γ ∈ I existiert, so dass aus dem
gleichzeitigen Vorliegen von sowohl ν ≧ γ als auch µ ≧ γ stets xν − xµ ∈ V
folgt.
2.4.6 Definition. Ein Banachraum über K ist ein normierter Vektorraum über
K, der bezüglich seiner Normtopologie vollständig ist. Man sagt dann auch, dass
die Norm vollständig sei. Ein Hilbertraum über K ist ein Prähilbertraum über
K (siehe Definition 2.2.25), der bezüglich seiner Normtopologie vollständig ist.
2.4.7 Summen II. (Bourbaki [32](1966), III.5). Sei X eine additiv geschrie-
bene kommutative topologische Gruppe, die Hausdorff’sch ist. Ist

{
aν ∈ X : ν ∈

I
}

eine summierbare Menge, so ist die Menge der ν ∈ I mit aν ̸= 0 abzählbar,
falls X eine abzählbare Nullumgebungsbasis hat.

Sei (an)n∈N eine Folge in X. Setze sn :=
∑n

k=0 ak für alle n ∈ N. Die durch
die Folge (an)n∈N definierte Reihe, in Zeichen (an)n∈N oder

∑∞
n=0 an, ist das

Paar der beiden Folgen (an)n∈N und (sn)n∈N; diese Reihe heißt konvergent,
wenn die Folge (sn)n∈N konvergent ist; und dann heißt der Grenzwert der Folge
(sn)n∈N die Summe der Reihe und wird mit

∑∞
n=0 an bezeichnet. an heißt das

n-te Glied der Reihe; sn heißt die n-te Partialsumme der Reihe. Man spricht
auch von der Reihe (an)n∈N als die Reihe mit dem allgemeinen Glied an.

Ist die Folge (an)n∈N summierbar — womit natürlich gemeint ist, dass die
Menge {an ∈ X : n ∈ N} summierbar ist —, so ist die Reihe

∑∞
n=0 an konvergent

und es gilt
∑

n∈N an =
∑∞

n=0 an. Die Umkehrung stimmt im Allgemeinen nicht.
Eine Reihe

∑∞
n=0 an heißt kommutativ konvergent, wenn für jede Permu-

tation σ von N die Reihe
∑∞

n=0 aσ(n) konvergiert. Eine Reihe
∑∞

n=0 an ist ge-
nau dann kommutativ konvergent, wenn die Folge (an)n∈N summierbar ist. Ist
dabei X ein Hausdorff’scher topologischer Vektorraum, so ist es üblich, statt
kommutativ konvergent die Bezeichnung unbedingt konvergent (im Englischen
unconditionally convergent) zu verwenden. Ist X ein normierter Vektorraum,
so heißt eine Menge {aν ∈ X : ν ∈ I} absolut summierbar , wenn die Menge
{∥aν∥ ∈ R : ν ∈ I} in R summierbar ist; in der Theorie der normierten Vektor-
räume wird dies durch die Formulierung „die Reihe

∑
ν∈I aν konvergiert absolut“

ausgedrückt.
Speziell für lokal konvexe Vektorräume und I = N findet man bei Day

[61](1973), Kapitel IV, noch weitere Arten von Reihen-Konvergenz; dort findet
sich der Begriff „summierbar“ als unordered convergent (im Deutschen also et-
wa „ungeordnet konvergent“) wieder, und der Begriff „kommutativ konvergent“
als reordered convergent (im Deutschen also etwa „umgeordnet konvergent“);
ist X ein lokal konvexer Vektorraum, der Hausdorff’sch ist, so heißt eine Men-
ge {an ∈ X : n ∈ N} absolut konvergent, wenn für jede Nullumgebung U in X
die Reihe

∑
n∈N pU (an) konvergiert, wobei pU das Minkowski-Funktional von

U ist. Für folgenvollständige lokal konvexe Hausdorffräume X ist jede absolut
konvergente Menge {an ∈ X : n ∈ N} summierbar; ist X endlichdimensional,
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so gilt auch die Umkehrung. Ist dagegen X ein unendlichdimensionaler Banach-
raum, so gilt die Umkehrung nicht mehr, da Dvoretsky und Rogers 1950 zeigten:
Sei X ein unendlichdimensionaler Banachraum und sei (an)n∈N eine beliebige
Folge positiver Zahlen mit

∑
n∈N a2

n < ∞, dann existiert in X eine summier-
bare Folge (xn)n∈N mit ∥xn∥ = an für alle n ∈ N. (Einfaches Beispiel: Setze
X := c0, an := 1

n
, xn := 1

n
(δnm)m∈N (Kronecker-Delta), n ∈ N.) Im dazu gehö-

rigen Beweis werden die xn, n ∈ N, als „approximativ orthogonal“ konstruiert.
Dvoretsky hat diese beinahe-Orthogonalität weiter verbessert: Sei X ein unend-
lichdimensionaler normierter Vektorraum, n ∈ N und ε > 0. Dann existiert eine
bijektive lineare Abbildung T von Rn, versehen mit der euklidischen Norm, auf
einen Unterraum U = U(n, ε) von X mit ∥T∥∥T −1∥ < 1 + ε; man sagt: Je-
der unendlichdimensionale normierte Vektorraum imitiert einen Hilbertraum.
So imitiert zum Beispiel c0 jeden normierten Raum und jeder Raum X imitiert
seinen Bidualraum X∗∗; siehe Day [61](1973), Seite 168.

Ist X = K, {aν ∈ K : ν ∈ I} eine Menge positiver Zahlen und bezeichnet

s das Element sup
{ ∑

ν∈F

aν ∈ K : F ⊆ I endlich
}

aus [0, ∞], so ist die Menge

{aν ∈ K : ν ∈ I} genau dann summierbar, wenn s < ∞ ist, und in diesem Fall
gilt

∑
ν∈I

aν = s.

Einen einführenden Überblick über die Konvergenz von Reihen in Haus-
dorff’schen topologischen Vektorräumen geben Kamthan und Gupta [169]
(1981), Kapitel 3. Dort findet man unter anderem die folgenden Aussagen: (a)
Ist X ein metrisierbarer lokal konvexer Raum, in dem jede absolut konvergen-
te Reihe konvergiert, so ist X vollständig (also ein sogenannter Fréchet-Raum)
(ebd., Seite 142). (b) Ein metrisierbarer vollständiger topologischer Vektorraum
ist genau dann lokal konvex (also wieder ein sogenannter Fréchet-Raum), wenn
jede absolut konvergente Reihe summierbar ist (ebd., Seite 161). (c) Ein me-
trisierbarer, vollständiger, lokal konvexer Vektorraum (also abermals ein soge-
nannter Fréchet-Raum) ist genau dann ein sogenannter nuklearer Raum, wenn
jede summierbare Reihe absolut konvergent ist (ebd., Seite 162).

2.4.8 Satz (Bourbaki [35](1987), I.2.3). Sei X ein topologischer Vektorraum
über K. Sei U ein abgeschlossener Unterraum von X und F ein endlichdimen-
sionaler Unterraum von X. Dann ist der Unterraum U + F abgeschlossen in
X.

Beweis. Sei T : X → X/U , x 7→ x + U , die kanonische Quotientenabbildung
und sei X/U mit der Quotiententopologie versehen, das heißt, mit der finalen
Topologie von X/U bezüglich X und T (Grotemeyer: Topologie, 1969; Rudin
[251](1973)). Es gilt: T −1(T (F )

)
= T −1 (⋃

x∈F (x + U)
)

=
⋃

x∈F T −1(x + U) =⋃
x∈F (x+U) = F +U . Da ein Unterraum S eines topologischen Raumes Y genau

dann in Y abgeschlossen ist, wenn Y/S Hausdorff’sch ist (Holmes [137](1975),
Seite 51, Theorem 9D; Robertson und Robertson [247](1967), Seite 87),
ist hier der Quotientenraum X/U Hausdorff’sch. Da jeder endlichdimensionale
Unterraum eines Hausdorff’schen topologischen Vektorraumes abgeschlossen ist,
ist der endlichdimensionale Unterraum T (F ) in X/U abgeschlossen. Somit ist
F + U = T −1(T (F )

)
abgeschlossen in X.
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2.4.9 Definition. Seien X und Y zwei topologische Vektorräume über K. Mit
L(X, Y ) wird der Vektorraum über K aller stetigen linearen Abbildungen von
X nach Y bezeichnet. L(X,K) heißt der stetige Dualraum von X oder meist
einfach nur der Dualraum von X und wird mit X∗ bezeichnet. Analog wie bei
X# werden die Elemente von X∗ suggestiv meist als x∗, y∗, . . . notiert; gele-
gentlich wird auch hier das Symbol ℓ für Elemente von X∗ verwendet. Die per
x 7→ (x∗ 7→ x∗x) definierte kanonische Inklusionsabbildung von X nach X∗∗

wird (wieder) mit iX bezeichnet; sie kann auch genauer als die kanonische to-
pologische Inklusionsabbildung angesprochen werden. Für x ∈ X schreibt man
für das Auswertungsfunktional iX(x) auch hier das Symbol x̂. Ist U ein Un-
terraum von X∗ so wird ebenfalls wieder mit iX,U die Abbildung X → U∗,
x 7→ (ℓ 7→ ℓ(x)) bezeichnet. Aus dem jeweiligen Zusammenhang wird immer
klar hervorgehen, ob mit iX beziehungsweise iX,U die algebraische oder die to-
pologische Variante gemeint ist. So ist, falls nicht etwas anderes vereinbart ist,
im Rahmen von topologischen Vektorräumen immer die topologische Variante
gemeint.

Für T ∈ L(X, Y ) ist die duale Abbildung von T die mit T ∗ bezeichnete
Astriktion und Restriktion X∗ ↿ T # ↾ Y ∗ von T # auf X∗ und Y ∗. L(X) :=
L(X, X) wird als eine Unteralgebra von L(X) aufgefasst.

Des Weiteren setzt man F(X, Y ) := F (X, Y ) ∩ L(X, Y ) und F(X) :=
F(X, X).

Eine Abbildung T ∈ L(X, Y ) heißt kompakt, wenn es eine Nullumgebung
von X gibt, deren Bild unter T in Y relativ kompakt ist. (Folglich ist dann T
auch stetig.) Die Menge aller kompakten Abbildungen von X nach Y wird mit
K(X, Y ) bezeichnet. Man setzt K(X) := K(X, X).

Sei X ein normierter Vektorraum über K und U ein abgeschlossener Unter-
raum von X∗. Dann heißt U Norm-bestimmend oder normierend oder duxial
(für X), wenn für alle x ∈ X die Gleichung ∥x∥ = sup {|ℓ(x)| : ℓ ∈ BU } gilt —
mit anderen Worten, wenn die Abbildung iX,U : X → U∗ isometrisch ist.

2.4.10. Ist X ein Banachraum über K, dann ist K(X) ein abgeschlossenes Ideal
in L(X).

Sind X und Y zwei Banachräume über K, so gilt F(X, Y ) = F (X, Y ) ∩
K(X, Y ) (Megginson [211](1998), Seite 320).

Sind X und Y zwei Hausdorff’sche lokal konvexe topologische Vektorräume
über K, so gilt F(X, Y ) ⊆ K(X, Y ) (Schaefer [255](1967), Seite 98).

Ist X ein Banachraum über K mit X ̸= {0}, dann ist F(X) ein minimales
Ideal von L(X) (Dales [56](2000), Seite 41; Rickart [246](1960), Seite 278).

Es sei an 2.2.26 erinnert. Sind X und Y zwei normierte Vektorräume über
K, so gilt

F(X, Y ) =
{ n∑

i=1
yi ⊗ x∗

i ∈ L(X, Y ) : n ∈ N, yi ∈ Y, x∗
i ∈ X∗

}
.

2.4.11 Definition. Seien X, Y und V drei normierte Vektorräume über K.
Ein T ∈ L(X, Y ) heißt den Raum V fixierend, wenn X eine isomorphe Kopie
W von V enthält, so dass T (W ) ↿ T ↾W ein Isomorphismus ist.

2.4.12 Stetige n-lineare Abbildungen. In Analogie zu 2.2.21 definiert man
weiter: Sei n ∈ N× und seien X1, . . . , Xn, Y normierte Vektorräume über den
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gleichen Körper K. Dann ist durch

∥T∥ := sup
max{∥x1∥,...,∥xn∥}≦1

∥T (x1, . . . , xn)∥ für alle T ∈ L(X1, . . . , Xn; Y )

eine Abbildung L(X1, . . . , Xn; Y ) → R ∪ {∞} definiert. Die Menge aller T ∈
L(X1, . . . , Xn; Y ) mit ∥T∥ < ∞ bildet einen Unterraum von L(X1, . . . , Xn; Y ),
auf dem die soeben definierte Abbildung ∥ · ∥ eine Norm ist; versehen mit dieser
Norm ist dieser Unterraum also ein normierter Vektorraum über K — er wird
mit L(X1, . . . , Xn; Y ) bezeichnet; er ist vollständig, wenn Y vollständig ist. Sind
alle X1, . . . , Xn von {0} verschieden, so gilt

∥T∥ = sup
x1,...,xn ̸=0

∥T (x1, . . . , xn)∥
∥x1∥ · · · ∥xn∥

für alle T ∈ L(X1, . . . , Xn; Y ).

Gilt X1 = · · · = Xn so wird mit X := X1 anstelle von L(X1, . . . , Xn; Y ) die
Bezeichnung Ln(X, Y ) verwendet. L0(X, Y ) wird als Y definiert. Ist dann auch
noch X = Y , so wird anstelle von Ln(X, Y ) einfach nur Ln(X) geschrieben.

Die Abbildung L(X1, X2; Y ) → L
(
X1, L(X2, Y )

)
, T 7→

(
x1 7→ T (x1, ·)

)
mit der Umkehrabbildung R 7→

(
(x1, x2) 7→ (Rx1)(x2)

)
ist ein isometrischer

Isomorphismus.

2.4.13 Stetige n-homogene Polynome. Als Fortsetzung von 2.2.40 hat man:
Sei n ∈ N× und seien X, Y normierte Vektorräume über K. Eine Abbildung
p : X → Y heißt stetiges n-homogenes Polynom (oder stetiges homogenes Po-
lynom vom Grad n), wenn ein T ∈ Ln(X, Y ) existiert mit p(x) = T (x, . . . , x)
für alle x ∈ X. Der Vektorraum aller stetigen n-homogenen Polynome wird
mit Pn(X, Y ) bezeichnet und mit der Norm ∥p∥ := sup{∥p(x)∥ : x ∈ BX},
p ∈ Pn(X, Y ), versehen; diese Norm ist vollständig, wenn Y vollständig ist; im

Fall von X ̸= {0} gilt ∥p∥ = sup
x ̸=0

∥p(x)∥
∥x∥n

. P0(X, Y ) ist der Vektorraum P 0(X, Y )

aller konstanten Abbildungen von X nach Y . Es ist P1(X, Y ) = L(X, Y ). Für
n ∈ N ist Pn(X) als Pn(X, X) definiert.

2.4.14 (Schaefer [255](1966), Seite 19). Sei Xν , ν ∈ I, eine Familie von topo-
logischen Vektorräumen, alle über den gleichen Körper K. Dann ist das direkte
Produkt

∏
ν∈I Xν , versehen mit der Produkttopologie, wieder ein topologischer

Vektorraum über K; er wird wieder mit
∏

ν∈I Xν bezeichnet und ist genau dann
Hausdorff’sch, wenn alle Xν , ν ∈ I, Hausdorff’sch sind.

2.4.15 Innere topologische direkte Summe (Schaefer [255](1966)). Sei
X ein topologischer Vektorraum über K, n ∈ N× und seien U1, . . . , Un Untervek-
torräume über K von X mit X =

∑⊕n
i=1 Ui. Für jedes i ∈ {1, . . . , n} bezeichne

Xi den Vektorraum Ui, versehen mit der von X induzierten Relativtopologie.
Für jedes i ∈ {1, . . . , n} sei pi die Abbildung X → X, x1 + . . . + xn 7→ xi,
wobei xj ∈ Uj für alle j ∈ {1, . . . , n} gilt. Dann ist jedes pi, i ∈ {1, . . . , n}, eine
Projektion aus L(X). Für jedes i ∈ {1, . . . , n} bezeichne qi die Astriktion von pi

auf Ui, also die surjektive und offene Abbildung X → Xi, x 7→ qi(x) := pi(x).
Für alle i ∈ {1, . . . , n} gilt, dass die Projektion pi genau dann stetig ist,

wenn die Abbildung qi stetig ist.

Beweis. Sei i ∈ {1, . . . , n}. Sei pi stetig und Vi eine Nullumgebung von Xi. Dann
gibt es eine Nullumgebung V von X mit Vi = V ∩ Ui. Da pi stetig ist, gibt es



2.4. Topologische Vektorräume 96

eine Nullumgebung U von X mit pi(U) ⊆ V . Wegen pi(X) ⊆ Ui also pi(U) ⊆ Vi

und qi ist stetig. Sei nun umgekehrt qi stetig und V eine Nullumgebung von X.
Dann ist Vi := V ∩ Ui eine Nullumgebung von Xi. Da qi stetig ist, existiert eine
Nullumgebung U von X mit qi(U) ⊆ Vi, also pi(U) ⊆ Vi, pi(U) ⊆ V und pi ist
stetig.

Die bijektive Abbildung S :
∏n

i=1 Xi →
∑⊕n

i=1 Ui, (x1, . . . , xn) 7→
∑n

i=1 xi

ist stetig. Falls S ein Isomorphismus, das heißt, ein Homöomorphismus ist,
dann wird X die topologische direkte Summe (genauer innere topologische di-
rekte Summe, im Englischen internal topological direct sum) der U1, . . . , Un ge-
nannt. Diese Homöomorphie liegt genau dann vor, wenn alle Projektionen pi,
i ∈ {1, . . . , n}, stetig sind; dazu beachte man nur, dass die Umkehrabbildung
von S gleich S−1 : X →

∏n
i=1 Xi, x 7→ (q1(x), . . . , qn(x)), ist.

Ist X die topologische direkte Summe zweier Untervektorräume U und V
von X, dann sagt man, dass U das topologische Komplement von V in X sei.
Eine dafür notwendige, aber im Allgemeinen nicht hinreichende Bedingung ist,
dass U und V beide abgeschlossen sind. Ist X die innere direkte algebraische
Summe einer Familie von abgeschlossenen Unterräumen Uν , ν ∈ I, so sagt man,
dass der topologische Vektorraum X über K die direkte Summe (genauer innere
direkte Summe) der Uν , ν ∈ I, sei. Ist speziell ein topologischer Vektorraum X
über K die innere direkte Summe zweier Untervektorräume U und V von X, so
sagt man, dass U das Komplement von V in X sei.

Die beiden Begriffe „topologisches Komplement“ und „Komplement“ fallen
zum Beispiel für alle Fréchet-Räume — soll heißen, die metrisierbaren, vollstän-
digen lokal konvexen Vektorräume über K — zusammen (Edwards [88](1965),
Seite 458, Übung 6.2).

Selbst endlichdimensionale Unterräume eines topologischen Vektorraumes
über K müssen keinen topologischen Komplementärraum besitzen. Zum Beispiel
besitzt im Funktionenraum Lp(µ), 0 < p < 1, kein endlichdimensionaler Unter-
vektorraum einen topologischen Komplementärraum, siehe Köthe [187](1966),
Seite 162. Ist aber X ein lokal konvexer Vektorraum über K, der Hausdorff’sch
ist, so besitzt jeder endlichdimensionale Untervektorraum von X einen topolo-
gischen Komplementärraum (Köthe [187](1966), Seite 242).

Ein Beispiel eines normierten Raumes mit einem komplementierten Un-
terraum, der nicht topologisch komplementiert ist, findet sich bei Meggin-
son [211](1998), Seite 299, Beispiel 3.2.13.

Für die Situation, dass X die topologische direkte Summe zweier Untervek-
torräume U und V von X ist, gibt es mehrere zueinander äquivalente Sprech-
weisen, beispielsweise: (a) U ist topologisch komplementierbar (im Englischen
topological complementable) in X; (b) U ist topologisch komplementiert (im Eng-
lischen topological complemented); (c) U und V sind topologisch komplementär ;
(d) Upmeier [279](1985), Seite 42, nennt solch ein U im Englischen auch split,
wo dieses Wort je nach Verwendung ein Nomen, Adjektiv oder Verb sein kann.
Er schreibt dann X =

(
U
V

)
.

Ist X ein normierter Vektorraum mit einem topologisch komplementierten
Untervektorraum U von X und p ∈ L(X) die (eindeutig bestimmte) Projektion
auf U , so sagt man im Fall von ∥p∥ = 1, dass U Norm-1-komplementiert sei,
oder einfach auch nur, dass U 1-komplementiert sei.
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2.4.16 Äußere topologische direkte Summe (Robertson und Robertson
[247] (1967); Bourbaki [35](1987), II.4.5; Edwards [88](1965), Seite 430;
Köthe [187](1966), Seite 217).

Sei Xν , ν ∈ I, eine Familie von topologischen Vektorräumen, wobei alle Xν

Hausdorff’sch und Vektorräume über den gleichen Körper K sind. Sei Uν für
jedes ν ∈ I die Menge aller offenen Nullumgebungen in Xν . Dann bildet die
Menge

Bδ :=
{⊕

ν∈I

Uν ⊆
⊕
ν∈I

Xν : (Uν)ν∈I ∈
∏
ν∈I

Uν

}
eine Nullumgebungsbasis einer Topologie δ auf der direkten Summe

⊕
ν∈I Xν .

Bezeichne π die von der Produkttopologie auf
∏

ν∈I Xν auf der direkten
Summe

⊕
ν∈I Xν induzierte Topologie. Dann ist die Menge Sπ := {(

∏
ν∈I Yν)∩⊕

ν∈I Xν ⊆
⊕

ν∈I Xν : ∃µ ∈ I ∀ν ∈ I \ {µ} : Yµ ∈ Uµ, Yν = Xν}, also

Sπ =
{⊕

ν∈I

Yν ⊆
⊕
ν∈I

Xν : ∃µ ∈ I ∀ν ∈ I \ {µ} : Yµ ∈ Uµ, Yν = Xν

}
,

eine Nullumgebungssubbasis für die Topologie π. Folglich ist die Menge

Bπ :=
{⊕

ν∈I

Yν ⊆
⊕
ν∈I

Xν : ∃F ⊆ I endlich :∀µ ∈ F : Yµ ∈ Uµ,

∀ν ∈ I \ F : Yν = Xν

}

eine Nullumgebungsbasis von π.
Offensichtlich gilt Sπ ⊆ Bπ ⊆ Bδ, so dass also nach 1.2.17(c) die Relativto-

pologie π gröber als die Topologie δ ist.
In Anlehnung an Robertson und Robertson wird die Topologie π hier

als die Produkttopologie auf
⊕

ν∈I Xν bezeichnet.
⊕

ν∈I Xν , versehen mit der
Topologie δ, nennt Köthe die topologische direkte Summe der Xν .

Sind die Xν alle lokal konvex und Hausdorff’sch, so ist die Topologie δ eben-
falls lokal konvex und vollständig für vollständige Xν .

Im Rest des vorliegenden Abschnittes 2.4.16 seien ab hier alle Xν lokal kon-
vex. Sowohl die Produkttopologie π als auch die Topologie δ auf

⊕
ν∈I Xν be-

sitzen noch zwei ästhetische Mängel. Erstens zeigen diese Topologien in der
Theorie der Dualität nicht unbedingt immer die Eigenschaften, die man gerne
hätte. So gilt zum Beispiel für die Topologie δ, falls alle Xν Hausdorff’sch sind,
dass der duale Raum von

⊕
ν∈I Xν nur der Teilraum ist von

∏
ν∈I X∗

ν , der alle
(x∗

ν)ν∈I , x∗
ν ∈ X∗

ν , mit höchstens abzählbar vielen x∗
ν ̸= 0 enthält. Und zweitens

wird zwar durch jeweils beide Topologien auf jedem Xν die ursprüngliche To-
pologie induziert, aber im Allgemeinen ist die Topologie δ auf

⊕
ν∈I Xν nicht

die feinste, die das leistet.
Bezeichnet man für jedes ν ∈ I mit iν die kanonische Injektion von Xν

in
⊕

ν∈I Xν , so nennt man die finale lokal konvexe Topologie τ auf
⊕

ν∈I Xν

bezüglich der Funktionenfamilie iν , ν ∈ I, die Topologie der lokal konvexen di-
rekten Summe oder lokal konvexe direkte Summen-Topologie auf

⊕
ν∈I Xν und
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⊕
ν∈I Xν heißt dann die lokal konvexe direkte Summe der lokal konvexen Räu-

me Xν , ν ∈ I; der Deutlichkeit halber schreibt man sie auch als
(⊕

ν∈I Xν

)
f
,

wobei der Index „f“ für „final“ steht. Bourbaki nennt diese Topologie τ die
direkte Summe der Topologien der Xν , ν ∈ I, oder einfach auch nur die direkte
Summen-Topologie. Es sei hier nur angemerkt, dass diese Topologie τ gleich dem
sogenannten induktiven Limes der Topologien der Xν , ν ∈ I, unter der Funktio-
nenfamilie iν , ν ∈ I, ist. Sei Aν für jedes ν ∈ I eine Basis aus absolutkonvexen
Umgebungen in Xν . Dann bildet auf

⊕
ν∈I Xν die Menge{

|co|
( ⋃

ν∈I

iν

(
Aν

))
⊆
⊕
ν∈I

Xν : (Aν)ν∈I ∈
∏
ν∈I

Aν

}

eine Umgebungsbasis der lokal konvexen direkten Summen-Topologie τ .
Diese Topologie hat die folgenden Eigenschaften. Auf jedem Xν induziert

die lokal konvexe direkte Summen-Topologie τ die ursprüngliche Topologie. Die
lokal konvexe direkte Summen-Topologie τ auf

⊕
ν∈I Xν ist feiner als die To-

pologie δ auf
⊕

ν∈I Xν . Für jede endliche Teilmenge J von der Indexmenge
I fallen die lokal konvexe direkte Summen-Topologie τ , die Topologie δ und
die Produkttopologie π auf

⊕
ν∈J Xν , betrachtet als Unterraum von

⊕
ν∈I Xν ,

zusammen. Für abzählbar viele Summanden Xν , alle Xν Hausdorff’sch, stim-
men die lokal konvexe direkte Summen-Topologie τ und die Topologie δ auf⊕∞

n=1 Xn überein. Ist die Indexmenge I unendlich und enthält jedes Xν , ν ∈ I,
eine von Xν verschiedene Nullumgebung Uν , so ist die Topologie δ echt feiner
als die Produkttopologie π. Denn:

⊕
ν∈I Uν ist zwar dann ein Element von Bδ,

aber es gibt kein Element
⊕

ν∈I Yν aus Bπ mit
⊕

ν∈I Yν ⊆
⊕

ν∈I Uν , so dass
also aus 1.2.17(f) die Behauptung mit x = 0 folgt.

Die lokal konvexe direkte Summen-Topologie τ auf
⊕

ν∈I Xν ist genau dann
Hausdorff’sch, wenn jedes Xν Hausdorff’sch ist und in diesem Fall ist einerseits
jedes Xν in

⊕
ν∈I Xν abgeschlossen und andererseits die lokal konvexe direk-

te Summen-Topologie τ auf
⊕

ν∈I Xν genau dann vollständig, wenn jeder der
Räume Xν vollständig ist.

Die lokal konvexe direkte Summen-Topologie τ auf
⊕

ν∈I Xν zeigt beson-
ders angenehme Eigenschaften hinsichtlich der Bildung von Dualräumen. Einer-
seits ist nämlich der topologische Dualraum der lokal konvexen direkten Summe⊕

ν∈I Xν das Produkt der topologischen Dualräume und andererseits ist der to-
pologische Dualraum des topologischen Produktes

∏
ν∈I Xν die lokal konvexe

direkte Summe der topologischen Dualräume:(⊕
ν∈I

Xν

)∗
=
∏
ν∈I

X∗
ν und

(∏
ν∈I

Xν

)∗
=
⊕
ν∈I

X∗
ν .

Siehe dazu auch 2.4.37 und 2.4.38.

2.4.17 Funktionenräume. Sei X ein topologischer Raum. Im Folgenden wer-
den einige Funktionenräume genannt, die man mit komponentenweise definierter
Addition und gegebenenfalls Multiplikation von auf X definierten Funktionen
erhalten kann.

(a) Sei Y ein topologischer Vektorraum über K. Dann bezeichnet C(X, Y )
den Vektorraum über K aller stetigen Funktionen von X nach Y . Ist Y eine
Algebra über K, dann ist auch C(X, Y ) eine Algebra über K.
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(b) Sei Y ein normierter Vektorraum über K. Dann bezeichnet Cb(X, Y )
den Vektorraum über K aller stetigen Y -wertigen Funktionen f auf X, die be-
schränkt sind, das heißt, für die gilt ∥f∥∞ := sup{∥f(x)∥ : x ∈ X} < ∞. Ist Y
eine normierte Algebra über K, dann ist auch Cb(X, Y ) eine normierte Algebra
über K.

(c) Mit C0(X,K) wird die Unteralgebra über K von Cb(X,K) der im Un-
endlichen verschwindenden Funktionen bezeichnet. Dabei heißt eine Funktion
f ∈ Cb(X,K) im Unendlichen verschwindend, wenn für jedes ε > 0 eine kom-
pakte Teilmenge K von X existiert mit |f(x)| < ε für alle x außerhalb von
K.

(d) Versehen mit der Supremumsnorm ∥ · ∥∞, sind Cb(X,K) und C0(X,K)
kommutative Banachalgebren über K. Ist X kompakt, dann gilt C(X,K) =
Cb(X,K) = C0(X,K).

(e) (Dales [56](2000), Seite 157). C0(X,K) ist genau dann unital, wenn X
kompakt ist.

(f) Die Definitionen von im vorliegenden Text zwar verwendeten, aber nicht
definierten Begriffen aus der Maßtheorie finden sich bei Fremlin [99](2000-
2008); so etwa σ-Algebra von Teilmengen einer vorgegebenen Menge (ebd.,
111A), Maßraum (X, Σ, µ), messbare Mengen, Maß µ auf X (ebd., 112A), Borel-
σ-Algebra (ebd., 4A3A), Lebesguemaß (ebd., 115E); des Weiteren für beliebige
Maßräume (X, Σ, µ) und p ∈ {0} ∪ [1, ∞] mit hier unten geschriebenem In-
dex „p“ die Räume Lp(X, Σ, µ), kurz Lp(µ), und Lp(X, Σ, µ), kurz Lp(µ), und
deren Komplexifizierungen Lp(C)(X, Σ, µ), kurz Lp(C)(µ), und Lp(C)(X, Σ, µ),
kurz Lp(C)(µ), (ebd., Kapitel 24; Komplexifizierungen: ebd., 241J, 242P, 243K;
siehe auch 354Yl). Die ebd. in der dortigen Symbolik konsequent angewandte
Unterscheidung von Funktionen und deren Äquivalenzklassen wird hier nicht
verwendet. Bezüglich des Falles 0 < p < 1 sei an die Bemerkung in 2.4.15 er-
innert. Falls nicht ausdrücklich etwas anderes vereinbart ist, meint für X = Rn

der Ausdruck Lp(X) stets Lp(X, Σ, λ) mit Σ die σ-Algebra der Lebesgue-
messbaren Teilmengen des Rn und λ das Lebesguemaß auf Rn; insbesondere
ist dann für jedes A ∈ Σ mit dem Ausdruck Lp(A) der Raum Lp(A, ΣA, λA)
mit ΣA := {E ∈ Σ : E ⊆ A} und λA := λ ↾ ΣA (ebd., 131B) gemeint. Lp(C)(A),
Lp(A) und Lp(C)(A) entsprechend.

2.4.18 Minimale, aber nicht schiefminimale Idempotente. Wie das fol-
gende Beispiel zeigt, muss ein minimal idempotentes Element eines Ringes nicht
notwendig auch schiefminimal idempotent sein.

Sei dazu X ein zusammenhängender, nicht leerer topologischer Raum und
sei Z mit der diskreten Topologie versehen. Dann betrachte den Ring C(X,Z),
versehen mit der in 2.1.45 definierten partiellen Ordnung ≦. Bezeichne e seine
Eins X → Z, x 7→ 1. Da C(X,Z) nur aus den konstanten Abbildungen von
X nach Z besteht, gilt C(X,Z) ≃ Z. Wegen eC(X,Z)e = C(X,Z) ist e nicht
schiefminimal idempotent. e ist aber minimal idempotent, denn: Es gilt zwar für
jedes f ∈ C(X,Z) offensichtlich f = ef = fe. Da in Z aber x2 = x äquivalent
zu x ∈ {0, 1} ist, sind nur die Nullfunktion X → Z, x 7→ 0 und e idempotent.

Ein weiteres Beispiel liefert der Funktionenraum C([0, 1],K). Offensichtlich
ist in ihm das einzige, von der Nullfunktion verschiedene, idempotente Element
die konstante Abbildung x 7→ 1 und dieses ist somit minimal idempotent, aber
zweifellos nicht schiefminimal idempotent.
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2.4.19 Produkte von normierten Räumen (Abramovich und Aliprantis
[2](2002), Seite 281; Conway [52](1990), Seite 72; Mathieu [208](1998), Sei-
te 68; Megginson [211](1998), Seiten 61 und 491; Pedersen [233](1979), Sei-
te 6; Pedersen [234](1989), Seite 49).

Sei Xν , ν ∈ I, eine Familie von normierten Vektorräumen, alle über den
gleichen Körper K. Für jedes p ∈ R, 1 ≦ p < ∞, definiert man die Abbildung∏

ν∈I Xν → R ∪ {∞},

∥x∥p :=
(

sup
{∑

ν∈F

∥xν∥p : F ⊆ I endlich
})1/p

für alle x := (xν)ν∈I ∈
∏

ν∈I Xν , wobei natürlich ∞1/p als ∞ gesetzt wird. Die
entsprechende Abbildung

∏
ν∈I Xν → R ∪ {∞} für p = ∞ definiert man als

∥x∥∞ := sup
ν∈I

∥xν∥

für alle x := (xν)ν∈I ∈
∏

ν∈I Xν .
Auf dem Vektorraum

⊕
ν∈I Xν ist für jedes 1 ≦ p ≦∞ die Abbildung ∥ · ∥p

eine Norm; sie wird p-Norm genannt.
Für jedes 1 ≦ p ≦∞ definiert man den Vektorraum

ℓp

(⊕
ν∈I

Xν

)
:=
(⊕

ν∈I

Xν

)
p

:=
{

x ∈
∏
ν∈I

Xν : ∥x∥p < ∞
}

.

Für jedes 1 ≦ p ≦∞ ist die Abbildung ∥ · ∥p auf ℓp

(⊕
ν∈I Xν

)
eine Norm und

der dadurch entstehende normierte Vektorraum ℓp

(⊕
ν∈I Xν

)
ist genau dann

vollständig, wenn alle Xν , ν ∈ I, vollständig sind.
Des Weiteren setzt man:

c0

(⊕
ν∈I

Xν

)
:=
(⊕

ν∈I

Xν

)
0

:=
{

(xν)ν∈I ∈
∏
ν∈I

Xν :
(

I → R,
ν 7→ ∥xν∥

)
∈ C0(I,R)

}
,

wobei die Indexmenge I mit der diskreten Topologie versehen sei. Als ein Unter-
raum von ℓ∞

(⊕
ν∈I Xν

)
trägt der Raum c0(

⊕
ν∈I Xν) die ∞-Norm. Ist I = N,

so hat man

c0

(⊕
n∈N

Xn

)
=
{

(xn)n∈N ∈
∏
n∈N

Xn : lim
n→∞

∥xn∥ = 0
}

;

auch dieser Vektorraum ist genau dann vollständig, wenn alle Xn, n ∈ N, voll-
ständig sind.

Sind alle Xν , ν ∈ I, vollständig, dann ist für jedes 1 ≦ p < ∞ der Ba-
nachraum ℓp(

⊕
ν∈I Xν) die Vervollständigung von (

⊕
ν∈I Xν , ∥ · ∥p), während

c0(
⊕

ν∈I Xν) die Vervollständigung von (
⊕

ν∈I Xν , ∥ · ∥∞) ist.
Sei X ein Banachraum über K. Dann gilt für jede beliebige Indexmenge I,

wenn man Xν := X für alle ν ∈ I setzt:

ℓ∞

(⊕
ν∈I

Xν

)
= Cb(I, X) und c0

(⊕
ν∈I

Xν

)
= C0(I, X).

Speziell für X = K setzt man dann

ℓp(I) := ℓp

(⊕
ν∈I

Xν

)
für alle 1 ≦ p ≦∞ und c0(I) := c0

(⊕
ν∈I

Xν

)
;
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und weiter

ℓp := ℓp(N) für alle 1 ≦ p ≦∞ und c0 := c0(N),

um dabei übliche Folgenräume ℓp, 1 ≦ p ≦∞, und c0 zu erhalten. Bezeichnet v
das Element von ℓ∞ mit vn = 1 für alle n ∈ N, so wird wie üblich der Folgenraum
K · v + c0 aller konvergenten Folgen mit c bezeichnet.

Seien X1, . . . , Xn normierte Vektorräume, alle über den gleichen Körper K.
Ist 1 ≦ p ≦∞, so schreibt man anstelle von ℓp(

∏n
k=1 Xk) auch X1 ⊕p · · ·⊕p Xn.

Ist n ∈ N× beliebig, aber fest, so sind auf
∏n

k=1 Xk die Normen ∥ · ∥p, 1 ≦ p ≦
∞, alle zueinander äquivalent und induzieren jeweils die Produkttopologie. Für
n ∈ N×, 1 ≦ p ≦ ∞ und 1 ≦ j ≦ n ist die kanonische Einbettung von Xj in∏n

k=1 Xk isometrisch isomorph zu Xj und in ℓp(
∏n

k=1 Xk) abgeschlossen.
Sei Xn, n ∈ N, eine Folge von normierten Vektorräumen, alle über den

gleichen Körper K. Sei 1 ≦ p < ∞ und 1 < q ≦∞ mit p + q = pq. Dann gilt

ℓq

(⊕
n∈N

X∗
n

)
∼= ℓp

(⊕
n∈N

Xn

)∗
.

Für endliche Summen gilt dies auch für die Kombination p = ∞, q = 1.

2.4.20. Sei X ein normierter Vektorraum über K. Sei p ∈ R mit 1 ≦ p ≦ ∞.
Seien U und V zwei abgeschlossene Untervektorräume von X mit X = U ⊕p V .
Dann ist die Abbildung T : X/U → V , x + U 7→ v, wobei x = u + v, u ∈ U ,
v ∈ V gilt, eine lineare surjektive Isometrie. In Zeichen gilt also X/U ∼= V .

Beweis. Die Linearität und Surjektivität sind klar. Sei x ∈ X. Schreibe x = u+v
für gewisse u ∈ U , v ∈ V . Dann gilt: ∥x + U∥ = inf{∥x − w∥ : w ∈ U} =
inf{∥u + v − w∥ : w ∈ U} = inf{∥(u − w) + v∥ : w ∈ U} = inf{∥w + v∥ : w ∈ U}.
Der letzte Term ist für 1 ≦ p < ∞ gleich inf{(∥w∥p + ∥v∥p)1/p : w ∈ U} und für
p = ∞ gleich inf{max{∥w∥, ∥v∥} : w ∈ U}. Dies ist in beiden Fällen gleich ∥v∥,
also gleich ∥T (x + U)∥.

2.4.21 Extremalpunkte. Sei X ein normierter Vektorraum über K mit X =
U ⊕1 V für zwei jeweils von {0} verschiedenen Untervektorräumen U und V von
X. Dann gilt ex BX = ex BU ∪ ex BV .

Beweis. „⊆“: Sei x ∈ ex BX . Also x = u + v für zwei gewisse u ∈ BU und
v ∈ BV . x ist ein Punkt von SX . Angenommen, es wäre u ̸= 0 und v ̸= 0. Wegen
1 = ∥x∥ = ∥u∥ + ∥v∥, also 0 < ∥u∥ < 1 und 0 < ∥v∥ < 1. Dann könnte man
aber x schreiben als x = u+v = ∥u∥ u

∥u∥
+∥v∥ v

∥v∥
, also x = λ

u

∥u∥
+(1−λ) v

∥v∥
mit λ = ∥u∥, im Widerspruch dazu, dass x ein Extremalpunkt von BX ist. Es
ist also entweder u = 0 oder v = 0. Liege der Fall v = 0 vor. Also x ∈ BU .
Als Extremalpunkt von BX ist x nun a fortiori ein Extremalpunkt von BU . Der
andere Fall entsprechend.

„⊇“: Sei x ∈ ex BU . Seien a, b ∈ BX und sei 0 < λ < 1 mit x = λa+(1−λ)b.
Es ist a = aU + aV und b = bU + bV für gewisse aU , bU ∈ BU und aV , bV ∈ BV .
Somit x = λaU +(1−λ)bU +λaV +(1−λ)bV . Da x ∈ U , gilt λaV +(1−λ)bV = 0,
also x = λaU + (1 − λ)bU und nach Voraussetzung folgt x = aU = bU . Somit
∥aU ∥ = ∥bU ∥ = 1, ∥aV ∥ = ∥a∥ − ∥aU ∥ ≦ 1 − 1 = 0, aV = 0, analog bV = 0, also
x = a = b, das heißt, x ∈ ex BX . Für x ∈ ex BV entsprechend.
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2.4.22 Orthogonalität. Ist X ein topologischer Vektorraum über K, so bezieht
sich, wenn nicht ausdrücklich etwas anderes vereinbart ist, der in 2.1.4 definierte
Begriff orthogonal wie allgemeinhin üblich auf das Dualsystem (X, X∗).

In der Theorie der Banachräume ist auch die folgende Definition üblich: Ist
X ein normierter Vektorraum über K, so heißen x, y ∈ X orthogonal, wenn
für alle λ ∈ K die Ungleichung ∥x∥ ≦ ∥x + λy∥ gilt; siehe Diestel [65](1975),
Seite 24.

Alfsen und Shultz [8](2001) definieren zwei Elemente x und y des positi-
ven Kegels gewisser normierter Vektorräume über R (im Englischen sogenannte
base norm spaces, ebd., Seite 9) als orthogonal, wenn ∥x − y∥ = ∥x∥ + ∥y∥
gilt. Neal und Russo [223](2004) definieren zwei Elemente eines normierten
Vektorraumes über C als orthogonal, falls ∥x + y∥ = ∥x − y∥ = ∥x∥ + ∥y∥ gilt.

2.4.23 Ein Trennungskriterium. Man betrachte das Dualsystem (X, X∗)
für einen topologischen Vektorraum X über K. Gemäß Bemerkungen 2.2.34 ist
(X, X∗) in X∗ trennend. Ist X ein lokal konvexer Hausdorffraum, so ist nach
einem Korollar (Werner [291](2002), Seite 379, Korollar VIII.2.13) des Satzes
von Hahn-Banach das Dualsystem (X, X∗) auch in X trennend. Siehe auch
2.4.29.

2.4.24 Ultraprodukte (Heinrich [130](1980); Johnson und Lindenstrauss
[158](2001), Seiten 55 und 455). Sei I eine Menge und U ein Ultrafilter auf I. Sei
mit diesen I Xν , ν ∈ I, eine Familie von Banachräumen, alle über den gleichen
Körper K. Setze

NU :=
{

(xν)ν∈I ∈ ℓ∞

(⊕
ν∈I

Xν

)
: lim

U
∥xν∥ = 0

}
.

Ein (xν)ν∈I ∈ ℓ∞(
⊕

ν∈I Xν) ist also genau dann in NU , wenn für jede Null-
umgebung U ⊆ R die Menge {ν ∈ I : ∥xν∥ ∈ U} ein Element des Filters
U ist. NU ist ein abgeschlossener Unterraum von ℓ∞(

⊕
ν∈I Xν). Der Quotient

ℓ∞(
⊕

ν∈I Xν)/NU , versehen mit der kanonischen Quotientennorm, heißt das
Ultraprodukt (genauer Banachraum-Ultraprodukt) (bezüglich NU ) und wird mit(∏

ν∈I Xν

)
U bezeichnet. Ist (xν)ν∈I ein Element von ℓ∞(

⊕
ν∈I Xν), so wird

die dazugehörende Äquivalenzklasse im Ultraprodukt
(∏

ν∈I Xν

)
U mit (xν)U

bezeichnet; es gilt ∥(xν)U ∥ = limU ∥xν∥. Sind alle Xν , ν ∈ I, gleich einem
Raum X, so wird dieses Ultraprodukt mit XI

U oder einfach auch nur mit XU
(bei Dineen XU ) bezeichnet und Ultrapotenz (im Englischen ultrapower, im
Deutschen aber üblicherweise auch Ultraprodukt) genannt.

2.4.25 Definition. Sei (X, Y ; B) ein Dualsystem. Mit den Bezeichnungen von
2.2.22 wird die Initialtopologie auf X für die Funktionenfamilie ran(R) die von
Y auf X erzeugte schwache Topologie (im Französischen la topologie faible)
genannt und wird mit σ(X, Y ) bezeichnet. Diese Topologie ist lokal konvex.

Wenn nicht etwas anderes vereinbart ist, ist für Y ⊆ X# die Bilinearform B
immer die Restriktion der kanonischen Bilinearform von X auf X × Y , und für
B wird dann auch ⟨·, ·⟩ geschrieben.

Ist X ein topologischer Vektorraum über K, so heißt die Topologie w :=
σ(X, X∗) die schwache Topologie von X und die Topologie w∗ := σ(X∗, X) die
schwach∗-Topologie von X∗.
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2.4.26 (Kelley und Namioka et al. [185](1963), Seite 138). Sei (X, Y ; B)
ein Dualsystem. Betrachte den Produktraum P :=

∏
ν∈Y Xν mit Xν = K für

alle ν ∈ Y , versehen mit der Produkttopologie. P ist der Vektorraum KY al-
ler K-wertigen Funktionen auf Y , versehen mit der Topologie der punktweisen
Konvergenz. P ist vollständig, lokal konvex und Hausdorff’sch mit Y # als einen
abgeschlossenen Unterraum. Sei S analog zu 2.2.22 die Abbildung X → P ,
x 7→ B(x, ·). Dann ist ein O ⊆ X genau dann σ(X, Y )-offen, wenn es ein offenes
U ⊆ P mit O = S−1(U) gibt.

Beweis. Sei R die Abbildung aus 2.2.22. Sei O ⊆ X ein Element der σ(X, Y )-
Subbasis von X. Dann existiert nach Definition 2.4.25 ein y ∈ Y und ein offenes
K ⊆ K mit O = R(y)−1(K). Also O = {x ∈ X : B(x, y) ∈ K}. Somit O = {x ∈
X : S(x) ∈ U} mit U = {f ∈ P : f(y) ∈ K}. Also O = S−1(U) und da U ein
typisches Element einer Subbasis von P ist, gilt die Behauptung.

Man beachte, dass für eine σ(X, Y )-abgeschlossene Menge A ⊆ X zwar S(A)
abgeschlossen in S(X) ist, aber nicht unbedingt S(A) in P abgeschlossen zu sein
braucht.
2.4.27 Schwache Umgebungen. (a) Sei (X, Y ; B) ein Dualsystem. Gemäß
Definition 2.4.25 ist für alle ε > 0, allen x ∈ X und allen y ∈ Y das Urbild unter
R(y) = B(·, y) von der offenen ε-Kugel um B(x, y) eine σ(X, Y )-Umgebung von
x; sie wird mit Uy,ε(x) bezeichnet.

(b) Sei (X, Y ; B) ein Dualsystem. Für jedes y ∈ Y ist py : x 7→ |B(x, y)| eine
Halbnorm auf X.

(c) Sei X ein Vektorraum über K. Sei P eine Menge von Halbnormen
auf X. Für jede endliche Teilmenge F ⊆ P und für jedes ε > 0 setze man
UF,ε := {x ∈ X : p(x) ≦ ε ∀p ∈ F} und VF,ε := {x ∈ X : p(x) < ε ∀p ∈ F}.
Dann bildet sowohl die Menge aller solcher UF,ε als auch die Menge aller sol-
cher VF,ε jeweils eine Nullumgebungssubbasis genau einer Vektorraumtopologie,
die die von P erzeugte Topologie heißt; diese Topologie wird mit σ(X, P ) be-
zeichnet, ist lokal konvex und gleich der Initialtopologie der Funktionenfamilie
{x 7→ p(x − y) : p ∈ P, y ∈ X}. Dass die UF,ε und die VF,ε Nullumgebungssub-
basen ein und derselben Topologie sind, wird in Taylor und Lay [275](1980),
Seite 107, bewiesen.

(d) Sei X ein Vektorraum über K, Q eine Menge von Halbnormen auf X
und dann P ⊆ Q. Dann gilt σ(X, P ) ⊆ σ(X, Q).

(e) Jede lokal konvexe Topologie auf einem Vektorraum X über K kann
durch eine Menge von stetigen Halbnormen auf X erzeugt werden.

(f) Als Folgerung hat man, siehe zum Beispiel Horváth [142](1966), Sei-
te 98: Seien X und Y zwei lokal konvexe Vektorräume über K. Sei P bzw. Q eine
Menge von stetigen Halbnormen auf X bzw. Y , die die lokal konvexe Topologie
von X bzw. Y erzeugt. Dann ist eine lineare Abbildung T : X → Y genau dann
stetig, wenn für alle q ∈ Q ein nicht leeres F ⊆ P und ein λ > 0 existiert, so
dass für alle x ∈ X die Ungleichung q(Tx) ≦ λ · max{p(x) : p ∈ F} erfüllt ist.
2.4.28 Schwach kompakte Abbildungen. Seien X und Y zwei lokal konvexe
Räume über K. Ein T ∈ L(X, Y ) heißt schwach kompakt, wenn es eine Null-
umgebung von X gibt, deren Bild unter T in Y relativ schwach kompakt ist.
Die Menge der schwach kompakten Elemente von L(X, Y ) wird mit Kw(X, Y )
bezeichnet. Man setzt Kw(X) := Kw(X, X). Es gilt K(X, Y ) ⊆ Kw(X, Y ) ⊆
L(X, Y ).
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2.4.29 Schwach und Hausdorff. (a) Sei (X, Y ; B) ein Dualsystem. Die
schwache Topologie σ(X, Y ) ist genau dann Hausdorff’sch, wenn das Dualsystem
trennend in X ist. Mit 2.4.23 folgt daher insbesondere: Für jeden topologischen
Vektorraum X über K ist die Topologie σ(X∗, X) auf X∗ Hausdorff’sch.

(b) (Heuser [133](1975), Seiten 333 und 353). Sei P eine Menge von Halb-
normen auf einen Vektorraum X über K. P wird total genannt, wenn aus
p(x) = 0 für alle p ∈ P stets x = 0 folgt. Die durch P erzeugte lokal kon-
vexe Topologie ist genau dann Hausdorff’sch, wenn P total ist.

(c) Sei (X, Y ; B) ein Dualsystem. Jede σ(X, Y )-stetige Linearform auf X
kann als B(·, y) für ein y ∈ Y geschrieben werden. Das y ist eindeutig, wenn
das Dualsystem in Y trennend ist, und in diesem Fall kann man also Y mit der
Menge aller σ(X, Y )-stetigen Linearformen auf X identifizieren. Insbesondere
gilt für den Fall, dass Y ein Untervektorraum von X∗ ist, dass ein Funktional
ℓ ∈ X# genau dann σ(X, Y )-stetig ist, wenn ℓ ∈ Y gilt. Siehe auch Satz 2.4.35.

(d) (Bourbaki [35](1987), II.6.2). Sei (X, Y ; B) ein Dualsystem und U ein
Untervektorraum von X. Dann ist U genau dann σ(X, Y )-dicht in X, wenn das
Dualsystem (U, Y ) in Y trennend ist. (Siehe auch 2.5.9.)

(e) (Kadison und Ringrose [167], Seite 29). Sei X ein Vektorraum über
K und S eine Teilmenge von X#. Die gemäß den Bemerkungen 2.4.27(b) und
(c) durch die Halbnormen x 7→ |⟨x, s⟩|, s ∈ S, erzeugte lokal konvexe Topologie
wird mit σ(X, S) bezeichnet. Es gilt: σ(X, S) = σ(X, span(S)). Trennt S die
Punkte von X, so gilt zusätzlich (X, σ(X, S))∗ = span(S).

(f) (Bourbaki [35](1987), II.6.2). Als eine Folgerung aus (d) hat man: Sei
X ein Vektorraum über K und U ein Unterraum über K von X#. Sei B die
Restriktion der kanonischen Bilinearform von X auf X × U . Dann gilt: Das
Dualsystem (X, U ; B) ist genau dann trennend, wenn U σ(X#, X)-dicht in X#

ist. Siehe auch 2.5.10.
(g) Als eine Folgerung von (c) und 2.4.23 hat man: Ist X ein lokal konve-

xer Hausdorffraum, so gilt X =
(
X∗, σ(X∗, X)

)∗. Insbesondere trägt also X

die schwach∗-Topologie σ
((

X∗, σ(X∗, X)
)∗

, X∗
)

; diese ist aber offensichtlich
identisch mit der schwachen Topologie von X.
2.4.30 Zueinander duale Abbildungen. Seien (X, Y ) und (V, W ) zwei Du-
alsysteme. Die beiden dazugehörenden Bilinearformen seien hier beide mit ⟨·, ·⟩
bezeichnet. Seien T : X → V und R : W → Y zwei lineare Abbildungen.

(a) (Kelley und Namioka [185](1963), Seite 199; Bourbaki [35](1987),
II.6.4). Die Abbildungen T und R heißen dual (zueinander), wenn für alle x ∈
X, w ∈ W die Gleichung

⟨T (x), w⟩ = ⟨x, R(w)⟩

erfüllt ist.
Zu der Abbildung T existiert genau dann eine Abbildung S, die dual zu T ist,

wenn T σ(X, Y )−σ(V, W )-stetig ist, und dies wiederum ist genau dann der Fall,
wenn für jedes w ∈ W das lineare Funktional x 7→ ⟨T (x), w⟩ σ(X, Y )-stetig ist.
Sind die Abbildungen T und R zueinander dual, so ist also R σ(W, V )−σ(Y, X)-
stetig; des Weiteren ist R genau dann die einzige Abbildung, die zu T dual ist,
wenn das Dualsystem (X, Y ) in Y trennend ist.

(b) (Schaefer [255](1967), Seite 128). Liege nun der Fall vor, dass das
Dualsystem (X, Y ) in Y und das Dualsystem (V, W ) in W trennend ist. Ge-
mäß 2.2.31 sei Y dann mit einem Untervektorraum von X# und W mit einem
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Untervektorraum von V # identifiziert. Dann ist die Abbildung T genau dann
σ(X, Y ) − σ(V, W )-stetig, wenn

T #(W ) ⊆ Y

gilt; offensichtlich ist in diesem Fall T # ↾W eine Abbildung, die zu T dual ist.

Beweis. Sei T #(W ) ⊆ Y und w ∈ W . Betrachte auf X die Funktion g : x 7→
⟨T (x), w⟩, also g(x) = ⟨x, (T # ↾ W )(w)⟩ = ⟨x, y⟩ für alle x ∈ X und für
y := T #(w). Nach Voraussetzung ist y ∈ Y , das heißt, die Funktion g ist
σ(X, Y )-stetig. Nach (a) ist somit die Abbildung T σ(X, Y ) − σ(V, W )-stetig.

Sei nun umgekehrt die Abbildung T σ(X, Y ) − σ(V, W )-stetig. Sei w ∈ W .
Betrachte auf X wieder die Funktion g : x 7→ ⟨T (x), w⟩, also g(x) = ⟨x, T #(w)⟩
für alle x ∈ X. Da T #(w) ∈ X#, ist die Funktion g σ(X, X#)-stetig, insbeson-
dere also σ(X, Y )-stetig und nach 2.4.29(c) ist somit T #(w) ∈ Y . Da dann of-
fensichtlich für alle x ∈ X, w ∈ W die Gleichung ⟨T (x), w⟩ = ⟨x, (T # ↾W )(w)⟩
gilt, ist nach (a) T # ↾W die Abbildung, die zu T dual ist.

2.4.31 Bemerkung. Seien X und Y zwei normierte Vektorräume über K und
sei M ein Untervektorraum von X∗. Sei T ein isometrischer Isomorphismus
von X auf Y . Setze N := (T ∗)−1 (M). Dann ist wegen (T ∗)−1 =

(
T −1)∗

(Megginson [211](1998), Satz 3.1.15) N =
(
T −1)∗ (M) ein Untervektorraum

von Y ∗ und man kann das Dualsystem (Y, N) betrachten. Für alle x ∈ X,
m ∈ M gilt: ⟨x, m⟩ = ⟨T −1Tx, m⟩ = ⟨Tx,

(
T −1)∗

m⟩.

2.4.32 Bemerkung und Definition. Seien X und Y zwei normierte Vektor-
räume über K. Ein Dualsystem (X, Y ; B) wird stetig genannt, wenn die Biline-
arform B stetig ist.

Ist (X, Y ; B) ein stetiges Dualsystem, so gilt für die Abbildungen S und R
von 2.2.22: ran(S) ⊆ Y ∗ und ran(R) ⊆ X∗. Daher definiert man für ein stetiges
Dualsystem (X, Y ; B) die Abbildungen S und R als:

S : X → Y ∗, x 7→ B(x, ·);
R : Y → X∗, y 7→ B(·, y).

Die Abbildungen S und R sind linear und stetig. Wenn die Abbildung S eine
surjektive Isometrie ist, dann heißt X ein Dual von Y bezüglich der Bilinearform
B. Analog heißt Y ein Dual von X bezüglich der Bilinearform B, wenn die
Abbildung R eine surjektive Isometrie ist.

2.4.33 Satz (Köthe [187](1966), Seite 238). Sei (X, τ) ein lokal konvexer
Hausdorffraum. Ist U ⊆ X ein τ -abgeschlossener Unterraum, so ist U ortho-
gonalabgeschlossen bezüglich des Dualsystems (X, X∗). Jeder bezüglich (X, X∗)
orthogonalabgeschlossene Unterraum U ⊆ X ist sogar σ(X, X∗)-abgeschlossen
in X. Speziell für normierte Vektorräume gilt also, dass genau die abgeschlos-
senen Unterräume die orthogonalabgeschlossenen Unterräume sind.

2.4.34 Lemma. Sei X ein normierter Vektorraum über K, U ⊆ X∗ ein Un-
tervektorraum und ℓ ∈ X#. Sei ℓ ↾ BX σ(X, U)-stetig. Dann ist ℓ ∈ X∗. Sei
ε > 0, dann gibt es ℓ1, . . . , ℓn ∈ U mit der Eigenschaft, dass für alle x ∈ BX

mit |ℓ1(x)| + . . . + |ℓn(x)| < 1 die Ungleichung |ℓ(x)| < ε gilt. Daraus folgt:
|ℓ(x)| ≦ ε∥x∥ + ∥ℓ∥ · (|ℓ1(x)| + . . . + |ℓn(x)|) für alle x ∈ X.

ℓ lässt sich darstellen als ℓ = φ1 + φ2 mit φ1 ∈ X∗, ∥φ1∥ ≦ ε und φ2 ∈ U .
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Beweis. (Kadison und Ringrose [167](1991), Übung 1.9.14.) Da ℓ ↾ BX

σ(X, U)-stetig ist, ist ℓ ↾ BX stetig. Insbesondere ist ℓ ↾ BX bei 0 stetig. Es
gibt also ein t > 0, so dass für alle x ∈ t · BX die Ungleichung |ℓ(x)| < 1
gilt. Somit gilt für alle x ∈ BX (also tx ∈ t · BX) die Ungleichung |ℓ(x)| < 1

t ,
das heißt, ∥ℓ∥ = sup {|ℓ(x)| : x ∈ BX} ≦ 1

t und somit ℓ ∈ X∗. Da ℓ ↾ BX bei
0 σ(X, U)-stetig ist, gibt es für gegebenes ε > 0 eine σ(X, U)-Nullumgebung
UF,δ = {x ∈ BX : |φ(x)| < δ, φ ∈ F} mit einem F = {f1, . . . , fn} ⊆ U , n ∈ N×,
und δ > 0, so dass aus x ∈ UF,δ die Ungleichung |ℓ(x)| < ε folgt, oder mit
anderen Worten, aus x ∈ U 1

nδ F, 1
n

die Ungleichung |ℓ(x)| < ε folgt. Die ℓν ,
ν = 1, . . . , n, in der Behauptung erhält man also per ℓν := 1

nδ fν , ν = 1, . . . , n.
Für die nächste Ungleichung genügt es wegen der Homogenität sie nur für

∥x∥ = 1 zu zeigen. Gilt dabei noch |ℓ1(x)|+. . .+|ℓn(x)| < 1, so folgt sie direkt aus
der davor gezeigten Ungleichung. Gilt neben ∥x∥ = 1 aber |ℓ1(x)|+. . .+|ℓn(x)| ≧
1, so ist sie sowieso klar.

Die durch p1(x) := ε∥x∥ und p2(x) := ∥ℓ∥·(|ℓ1(x)| + . . . + |ℓn(x)|) definierten
Halbnormen p1 und p2 erfüllen die Voraussetzungen des Lemmas 2.2.20, wonach
es also φ1, φ2 ∈ X# gibt mit ℓ = φ1 + φ2, |φ1(x)| ≦ ε∥x∥ und |φ2(x)| ≦
∥ℓ∥ · (|ℓ1(x)| + . . . + |ℓn(x)|) für alle x ∈ X. Somit φ1 ∈ X∗, ∥φ1∥ ≦ ε und,
da φ2 auf dem Durchschnitt aller Kerne der ℓ1, . . . , ℓn verschwindet, ist φ2
eine Linearkombination der ℓ1, . . . , ℓn (siehe zum Beispiel Werner [291](2002),
Seite 381, Lemma VIII.3.3), das heißt, φ2 ∈ U .

Anschließend an die Bemerkung 2.4.29(c) hat man:

2.4.35 Satz (Strătilă und Zsidó [270](1979), Seite 14). Sei X ein Banach-
raum über K, U ⊆ X∗ ein Unterraum und ℓ ∈ X#. Dann gilt:

(a) ℓ ↾ BX ist σ(X, U)-stetig ⇔ ℓ ∈ cl(U).

(b) Die Topologien σ(X, U) und σ(X, cl(U)) stimmen auf BX überein.

(c) Wenn U abgeschlossen ist und ℓ ↾ BX σ(X, U)-stetig ist, dann ist ℓ
σ(X, U)-stetig.

Beweis. (a): „⇒“: Sei ℓ ↾ BX σ(X, U)-stetig. Nach Lemma 2.4.34 ist ℓ ∈ X∗

und für jedes ε > 0 existiert ein φ1 ∈ X∗ mit ∥φ1∥ ≦ ε und ein φ2 ∈ U mit
ℓ = φ1 + φ2, das heißt, ∥ℓ − φ2∥ ≦ ε. Somit ist ℓ ein Berührungspunkt von
U und damit ein Element von cl(U). „⇐“: Sei ℓ ∈ cl(U). Es existiert also eine
Folge (ℓn)n∈N mit ℓn ∈ U für alle n ∈ N und sup

x∈BX

|ℓ(x) − ℓn(x)| → 0 für

n → ∞. Sei x0 ∈ BX und ε > 0. Sei n0 ∈ N derart, dass ∥ℓ − ℓn∥ <
ε

3 für alle
n ≧ n0. Sei V eine σ(X, U)-Umgebung von x0, so dass für alle x ∈ V ∩ BX die
Ungleichung |ℓn(x0)−ℓn(x)| <

ε

3 gilt. Dann gilt für alle x ∈ V ∩BX und n ≧ n0:
|ℓ(x0)− ℓ(x)| = |ℓ(x0)− ℓn(x)− ℓ(x)+ ℓn(x)| ≦ |ℓ(x0)− ℓn(x)|+ |ℓ(x)− ℓn(x)| =
|ℓ(x0) − ℓn(x0) − ℓn(x) + ℓn(x0)| + |ℓ(x) − ℓn(x)| < |ℓ(x0) − ℓn(x0)| + |ℓn(x0) −
ℓn(x)| + ε

3 <
ε

3 + ε

3 + ε

3 = ε, das heißt, ℓ ↾ BX ist σ(X, U)-stetig.
(b): Es ist zu zeigen, dass σ(X, U)|BX feiner als σ(X, cl(U))|BX ist. Betrach-

te gemäß Satz 1.2.17(j) eine Subbasis von σ(X, cl(U))|BX bei 0, etwa diejenige,
die aus allen Mengen der Form {x ∈ BX : |ℓ(x)| < 1}, ℓ ∈ cl(U), besteht. Sei
V solch ein Subbasiselement für ein ℓ ∈ cl(U). Nach (a) ist ℓ ↾ BX σ(X, U)-
stetig, insbesondere bei 0. Es existiert also eine σ(X, U)-Nullumgebung W mit
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|ℓ(0) − ℓ(x)| < 1 für alle x ∈ W ∩ BX , also |ℓ(x)| < 1 für alle x ∈ W ∩ BX . Das
heißt, W ∩ BX ⊆ V , und V umfasst ein Element einer σ(X, U)|BX -Basis bei
0.

2.4.36 Satz (Kelley und Namioka et al. [185](1963), Seite 120). Sei X ein
topologischer Vektorraum über K und U ein Unterraum von X. Dann gilt:

(a) Die Abbildung T : (X/U)∗ → U⊥, y∗ 7→ x∗ := (x 7→ y∗(x + U)) ist ein
Vektorraum-Isomorphismus. Es gilt x∗x = (Ty∗)(x) = y∗(x + U) für al-
le x ∈ X. Wenn X normiert und U abgeschlossen ist, dann ist T eine
Isometrie.

(b) Die Abbildung T : X∗/U⊥ → U∗, x∗ + U⊥ 7→ x∗ ↾ U ist ein Vektorraum-
Monomorphismus. Falls X lokal konvex ist, hat man als Fortsetzungsver-
sion des Satzes von Hahn-Banach die Aussage, dass T ein Vektorraum-
Isomorphismus ist. Wenn X normiert ist, dann ist T eine Isometrie.

Man beachte, dass die Abbildung T in (b) von Satz 2.4.36 für nicht lokal
konvexe Vektorräume über K im Allgemeinen nicht surjektiv ist, während die
analoge Abbildung des Dualsystems (X, X#) für jeden Vektorraum X über K
eine Vektorraum-Isomorphie ist; siehe 2.2.36.

2.4.37 Schwache Produkttopologien (Choquet [46](1969), Seite 56;
Bourbaki [35](1987), II.6.6). Sei (Xν , Yν), ν ∈ I, eine Familie von Dualsys-
temen, alle über den gleichen Körper K. Setze X :=

∏
ν∈I Xν , Y :=

⊕
ν∈I Yν

und ⟨x, y⟩ :=
∑

ν∈I⟨xν , yν⟩ für alle x = (xν)ν∈I ∈ X und y = (yν)ν∈I ∈ Y .
Dann ist (X, Y ; ⟨·, ·⟩) ein Dualsystem und σ(X, Y ) ist die Produkttopologie der
Topologien σ(Xν , Yν), ν ∈ I, auf den Xν , ν ∈ I. Im Allgemeinen ist σ(Y, X)
nicht die von

∏
ν∈I Yν induzierte Relativtopologie.

Das Dualsystem (X, Y ) ist genau dann trennend in X (bzw. Y ), wenn für
alle ν ∈ I die Dualsysteme (Xν , Yν) trennend in Xν (bzw. Yν) sind. Wenn das
Dualsystem (X, Y ) in X (bzw. in Y ) trennend ist, dann ist ein Untervektorraum
U von X (bzw. Y ), der orthogonal zu einem Yµ (bzw. Xµ) (kanonisch identi-
fiziert mit einem Untervektorraum von Y (bzw. X)) ist, ein Untervektorraum
von

∏
ν∈I\{µ} Xν (bzw.

⊕
ν∈I\{µ} Yν).

2.4.38 (Choquet [46](1969), Seite 57). Aus 2.4.37 folgt: Sei Xν , ν ∈ I, eine Fa-
milie von lokal konvexen Vektorräumen über K und X∗

ν , ν ∈ I, ihre Dualräume.
Dann ist der Dualraum von X :=

∏
ν∈I Xν , versehen mit der Produkttopologie,

gleich
⊕

ν∈I(X∗
ν ). Siehe auch 2.4.16.

2.4.39 (Bourbaki [35](1987), II.6.6). Ebenfalls aus 2.4.37 folgt: Sei (X, Y ) ein
trennendes Dualsystem. Wenn (X, σ(X, Y )) die topologische direkte Summe
zweier Unterräume U und V ist, dann ist (Y, σ(Y, X)) die topologische direkte
Summe der beiden Unterräume U⊥ und V ⊥.

2.4.40 (τX − τY )-halbstetig (Giles, Gregory und Sims [108](1978);
Kamenskii, Obukhovskii und Zecca [168](2001), Seite 6).

(a) Sei (X, τX) ein topologischer Raum, (Y, τY ) ein topologischer Vektor-
raum über K, D ⊆ X, x0 ∈ D und f : D → P(Y ) eine Abbildung. Die Abbildung
f heißt (τX − τY )-oberhalbstetig im Punkt x0, wenn für jede τY -Nullumgebung
V eine τX -Umgebung U von x0 existiert, so dass für alle x ∈ U ∩D die Inklusion
f(x) ⊆ f(x0) + V erfüllt ist.
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Die Abbildung f heißt (τX − τY )-unterhalbstetig im Punkt x0, wenn für
jede τY -Nullumgebung V eine τX -Umgebung U von x0 existiert, so dass für alle
x ∈ U ∩ D die Inklusion f(x0) ⊆ f(x) + V erfüllt ist.

Man bemerke: Falls Y mit einer Metrik d versehen ist, die die Topologie τY

induziert, dass dann, da die U(0; r), r > 0, eine Umgebungsbasis von Y bilden,
die Abbildung f genau dann (τX − τY )-oberhalbstetig im Punkt x0 ist, wenn
für jedes r > 0 eine τX -Umgebung U von x0 existiert, so dass für alle x ∈ U ∩D
die Inklusion f(x) ⊆ f(x0) + U(0; r) erfüllt ist.

(b) Sei wie bei (a) wieder (X, τX) ein topologischer Raum, (Y, τY ) ein topo-
logischer Vektorraum über K. Sei x0 ∈ X und f : X → P(Y ) eine Abbildung.
Es sei an 1.2.8 erinnert. Ist nun die Abbildung f oberhalbstetig im Punkt x0,
so ist sie auch (τX − τY )-oberhalbstetig im Punkt x0.

Beweis. Sei f oberhalbstetig im Punkt x0. Sei V eine τY -Nullumgebung. Dann
ist G := f(x0)+V eine offene Menge, für die offensichtlich f(x0) ⊆ G gilt. Nach
Voraussetzung existiert eine τX -Umgebung U von x0, so dass für alle x ∈ U
die Inklusion f(x) ⊆ G, also f(x) ⊆ f(x0) + V , erfüllt ist. Das heißt, f ist
(τX − τY )-oberhalbstetig im Punkt x0.

Falls f(x0) kompakt ist, gilt auch die umgekehrte Implikation.

Beweis. Sei f im Punkt x0 (τX − τY )-oberhalbstetig und f(x0) kompakt. Sei
G ⊆ Y offen mit f(x0) ⊆ G. Nach 2.4.4 existiert eine Nullumgebung V mit
f(x0)+V ⊆ G und somit nach Voraussetzung dazu auch eine Umgebung U von
x0, so dass für alle x ∈ U die Inklusion f(x) ⊆ f(x0) + V , insbesondere also
f(x) ⊆ G gilt.

(c) Sei (X, τX) ein topologischer Raum, (Y, d) ein metrischer Raum, D ⊆ X,
x0 ∈ D und f : D → P(Y ) eine Abbildung. Die Abbildung f heißt (τX − d)-
oberhalbstetig im Punkt x0, wenn für jedes ε > 0 eine τX -Umgebung U von x0
existiert, so dass für alle x ∈ U∩D die Inklusion f(x) ⊆ {y ∈ Y : dist(y, f(x0)) <
ε} erfüllt ist. Für die (τX − d)-Unterhalbstetigkeit bei x0 wird entsprechend die
Inklusion f(x0) ⊆ {y ∈ Y : dist(y, f(x)) < ε} gefordert.

(d) Sei wie bei (c) wieder (X, τX) ein topologischer Raum und (Y, d) ein
metrischer Raum. Sei x0 ∈ X und f : X → P(Y ) eine Abbildung. Ähnlich wie
bei (b) sieht man: Ist die Abbildung f oberhalbstetig im Punkt x0, so ist sie
auch (τX − d)-oberhalbstetig im Punkt x0.

Beweis. Sei f oberhalbstetig im Punkt x0 und ε > 0. Die Menge G := {y ∈ Y :
dist(y, f(x0)) < ε} ist offen und umfasst offensichtlich f(x0). Sofort wie bei (b)
sieht man hier die (τX − d)-Oberhalbstetigkeit von f im Punkte x0.

Falls f(x0) kompakt ist, gilt auch die umgekehrte Implikation.

Beweis. Sei f im Punkt x0 (τX −d)-oberhalbstetig und f(x0) kompakt. Sei G ⊆
Y offen mit f(x0) ⊆ G. Als eine abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge
f(x0) ist der Rand ∂(f(x0)) von f(x0) kompakt. Betrachte die Abstandsfunktion
g := dist(·, ∂G) ↾ ∂(f(x0)). Da jeder Punkt des Randes ∂(f(x0)) ein innerer
Punkt von G ist, gilt für alle y ∈ ∂(f(x0)) die Ungleichung g(y) > 0. Als eine
stetige Funktion auf einer kompakten Menge nimmt g ihr Minimum an, etwa ε0.
Wegen g > 0 ist ε0 > 0. Somit liegt die offene Menge {y ∈ Y : dist(y, f(x0)) <
ε0} in G. Nach Voraussetzung folgt, dass eine τX -Umgebung U von x0 existiert,
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so dass für alle x ∈ U die Inklusion f(x) ⊆ {y ∈ Y : dist(y, f(x0)) < ε0} erfüllt
ist, insbesondere also f(x) ⊆ G gilt. Das heißt, f ist oberhalbstetig im Punkt
x0.

(e) Sei wie bei (d) wieder (X, τX) ein topologischer Raum, (Y, d) ein metri-
scher Raum, x0 ∈ X, f : X → P(Y ) eine Abbildung. Dann gilt: Ist die Abbil-
dung f (τX − d)-unterhalbstetig im Punkt x0, so ist sie auch unterhalbstetig im
Punkt x0.

Beweis. Sei f (τX − d)-unterhalbstetig im Punkt x0. Sei G ⊆ Y offen mit
f(x0) ∩ G ̸= ∅. Sei y ∈ f(x0) ∩ G und dann ε > 0 derart, dass U(y; ε) ⊆ G.
Nach Voraussetzung gibt es eine τX -Umgebung U von x0, so dass für alle x ∈ U
die Inklusion f(x0) ⊆ {z ∈ Y : dist(z, f(x)) < ε} gilt. Wegen y ∈ f(x0), gilt also
für jedes x ∈ U die Ungleichung dist(y, f(x)) < ε, das heißt, f(x) ∩ U(y; ε) ̸= ∅
und somit auch f(x) ∩ G ̸= ∅.

Falls f(x0) kompakt ist, gilt auch die umgekehrte Implikation.

Beweis. Siehe Kamenskii, Obukhovskii und Zecca ebd.

2.5 Der Bipolarensatz
2.5.1 Definition (Holmes [137](1975); Köthe [187](1966); Reed und Simon
[245](1980); Werner [291](2002); Kelley und Namioka et al. [185](1963),
Seite 141; Robertson und Robertson [247](1967)).

Sei (X, Y ; B) ein Dualsystem, M ⊆ X und N ⊆ Y . Die Polare von M ist

M◦ :=
{

y ∈ Y : Re B(x, y) ≦ 1 ∀x ∈ M
}

,

die Polare von N ist

N◦ :=
{

x ∈ X : Re B(x, y) ≦ 1 ∀y ∈ N
}

.

Die Absolutpolare von M ist

M• :=
{

y ∈ Y : |B(x, y)| ≦ 1 ∀x ∈ M
}

,

die Absolutpolare von N ist

N• :=
{

x ∈ X : |B(x, y)| ≦ 1 ∀y ∈ N
}

.

2.5.2 Bemerkung. Es sei an die Definition 1.1.3 erinnert, wonach in der Situa-
tion von Definition 2.5.1 die Polaren die rechten und linken Träger bezüglich der
Relation {(x, y) ∈ X × Y : Re B(x, y) ≦ 1}, und die Absolutpolaren die rechten
und linken Träger bezüglich der Relation {(x, y) ∈ X × Y : |B(x, y)| ≦ 1} sind.
Des Weiteren sei auf die somit gemäß 1.1.19 geltenden Aussagen für die Polaren-
und Absolutpolarenbildung hingewiesen!

2.5.3 (Köthe [187](1966), Seite 246). Sei (X, Y ; B) ein Dualsystem und M ⊆
X. Es gilt M• ⊆ M◦. Gilt SK · M ⊆ M , was zum Beispiel der Fall ist, wenn M
kreisförmig ist oder gar absolutkonvex ist, so gilt M• = M◦.
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Beweis. Gelte SK ·M ⊆ M und sei x ∈ M und y ∈ M◦. Also Re B(x, y) ≦ 1, und
da für jedes λ ∈ SK auch λx in M ist, gilt Re B(λx, y) ≦ 1 für alle λ ∈ SK. Wegen
B(λx, y) = λB(x, y) gilt demnach |λB(x, y)| ≦ 1 für alle λ ∈ SK. Insbesondere
für λ = 1 folgt |B(x, y)| ≦ 1, das heißt, y ∈ M•.

2.5.4. Sei X ein normierter Vektorraum über K. Dann gilt B•
X = B◦

X = BX∗ .

2.5.5 (Köthe [187](1966), Seite 247; Bourbaki [35](1987), II.6.3; Taylor und
Lay [275](1980), Seite 161).

Sei (X, Y ; B) ein Dualsystem. Seien M und N Teilmengen von X. Offen-
sichtlich gilt M• = (BK · M)• und somit nach 2.5.3 folglich M• = (BK · M)◦,
das heißt, die Absolutpolare ist gleich der Polaren der kreisförmigen Hülle. M◦

ist stets konvex und M• ist stets absolutkonvex. Daraus folgt M•• = M•◦ =
(BK · M)◦◦. M◦ und M• sind σ(Y, X)-abgeschlosssen.

Für alle λ ∈ K× gilt (λ · M)◦ = 1
λ

· M◦ und (λ · M)• = 1
λ

· M•. Wenn M die
Menge N absorbiert, dann absorbiert N◦ die Menge M◦. Für jede Familie Mν ,
ν ∈ I, I eine Indexmenge, von Teilmengen von X gilt die Inklusion(⋂

ν∈I

Mν

)◦

⊇ cl
(

σ(Y, X); co
(⋃

ν∈I

M◦
ν

))
;

ein Kriterium für Gleichheit findet man in Korollar 2.5.7.

2.5.6 Bipolarensatz. Sei (X, Y ; B) ein Dualsystem und M ⊆ X. Dann gilt:
M◦◦ = cl

(
σ(X, Y ); co({0} ∪ M)

)
und M•• = cl (σ(X, Y ); co ({0} ∪ BK · M)),

mit anderen Worten ist M•• die kleinste absolutkonvexe σ(X, Y )-abgeschlossene
Menge, die M umfasst.

Beweis. Hier sei nur auf die Aussage „mit anderen Worten“ eingegangen: Sie
folgt aus der Tatsache, dass von einer kreisförmigen Menge sowohl der Abschluss
innerhalb eines topologischen Vektorraumes als auch die konvexe Hülle wieder
kreisförmig ist, siehe Taylor und Lay [275](1980), Seite 102.

2.5.7 Korollar (Kelley und Namioka et al. [185](1963), Seite 142). In der

Situation der letzten Mengeninklusion von 2.5.5 gilt Gleichheit, also
( ⋂

ν∈I

Mν

)◦

= cl
(

σ(Y, X); co
( ⋃

ν∈I

M◦
ν

))
, wenn alle Mν , ν ∈ I, I ̸= ∅, σ(X, Y )-abgeschlos-

sen und konvex sind und die 0 ∈ X enthalten.
Ist Mν , ν ∈ I, I eine nicht leere Indexmenge, eine Familie von absolutkon-

vexen σ(X, Y )-abgeschlossenen Teilmengen von X, so gilt
( ⋂

ν∈I

Mν

)•

=( ⋂
ν∈I

M••
ν

)•

=
(( ⋃

ν∈I

M•
ν

)•)•

=
( ⋃

ν∈I

M•
ν

)••

, also
( ⋂

ν∈I

Mν

)•

=(
BK ·

( ⋃
ν∈I

M•
ν

))◦◦

=
( ⋃

ν∈I

M•
ν

)◦◦

= cl
(

σ(Y, X); co
( ⋃

ν∈I

M•
ν

))
.

2.5.8 Normierender Unterraum. Sei X ein normierter Vektorraum über
K und U ein Untervektorraum von X∗. Dann ist U genau dann ein für X
normierender Raum, wenn BU schwach∗-dicht in BX∗ ist.
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Beweis. Betrachte das Dualsystem (X∗, X). Sei U normierend für X. Wegen der
Gleichungskette

(
BX∗

)
◦

◦ = B◦
X = BX∗ ist BX∗ schwach∗-abgeschlossen. Daher

ist cl(w∗; BU ) ⊆ BX∗ . Angenommen, es gäbe ein x∗ ∈ BX∗ mit x∗ /∈ cl(w∗; BU ).
Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es dann ein schwach∗-stetiges ℓ ∈ X∗∗, ein
c ∈ R und ein ε > 0 mit Re ℓ(u∗) ≦ c für alle u∗ ∈ cl(w∗; BU ) und Re ℓ(x∗) ≧
c + ε. Da (X∗, w∗)∗ = iX(X) gilt, existiert ein x ∈ X mit ℓ(y∗) = y∗(x) für alle
y∗ ∈ X∗. Insbesondere gilt also für alle u∗ ∈ BU die Ungleichung Re u∗(x) ≦ c,
und da BU zirkulär ist, sogar |u∗(x)| ≦ c. Da U als normierend vorausgesetzt
wurde, ist somit ∥x∥ ≦ c. Somit gilt |x∗(x)| ≦ c · ∥x∗∥ ≦ c im Widerspruch zu
Re x∗(x) ≧ c + ε.

Sei nun umgekehrt BU schwach∗-dicht in BX∗ . Sei x ∈ X. Wegen ∥x∥ =
max{|x∗(x)| : x∗ ∈ BX∗} existiert ein ξ∗ ∈ BX∗ mit ∥x∥ = ξ∗(x). Sei ε > 0. Da
BU schwach∗-dicht in BX∗ ist, existiert ein u∗ ∈ BU mit |u∗(x) − ξ∗(x)| < ε,
also

∣∣|u∗(x)| − |ξ∗(x)|
∣∣ < ε und somit

∣∣∥x∥ − |u∗(x)|
∣∣ < ε. Da sup{|x∗(x)| : x∗ ∈

BU } ≦ ∥x∥, folgt ∥x∥ = sup{|x∗(x)| : x∗ ∈ BU }.

Es sei angemerkt, dass, wenn U normierend ist, das Dualsystem (U, X) in X
trennend ist, was nach 2.4.29(d) äquivalent ist zu der schwach∗-Dichtheit von U
in X∗ (die ja auch unmittelbar aus der eben gezeigten schwach∗-Dichtheit von
BU in BX∗ folgt).

2.5.9 (Holmes [137](1975), Seite 68). Als eine einfache Folgerung aus dem Bi-
polarensatz hat man die bereits als Spezialfall in 2.4.29(d) enthaltende Aussage:

Sei X ein topologischer Vektorraum über K und A eine Teilmenge von X.
Dann ist span(A) genau dann σ(X, X∗)-dicht in X, wenn A⊥ = {0} bezüglich
des Dualsystems (X, X∗) gilt, mit anderen Worten also genau dann, wenn das
Dualsystem (span(A), X∗) in X∗ trennend ist.

Beweis. Setze M := span(A) und N := cl
(
σ(X, X∗); M

)
. Sei M σ(X, X∗)-

dicht in X, also N = X und damit auch N⊥ = X⊥. Da nach 2.4.23 (X, X∗)
in X∗ trennend ist, ist nach 2.2.29(e) N⊥ = {0}. Nach dem Bipolarensatz gilt
N = M⊥⊥, also M⊥ = M⊥⊥⊥ = N⊥ = {0} und nach Gleichung (2.26) aus
2.2.27 folgt A⊥ = {0}.

Ist nun umgekehrt A⊥ = {0}, so ist wegen M⊥ ⊆ A⊥ auch M⊥ = {0}. Also
M⊥⊥ = {0}⊥ = X und nach dem Bipolarensatz ist M σ(X, X∗)-dicht in X.

2.5.10. Sei X ein topologischer Vektorraum über K. Der Beweis der Folgerung
2.5.9 zeigt: Ist A eine Teilmenge von X∗, so folgt aus A⊥ = {0} bezüglich des
Dualsystems (X∗, X) die σ(X∗, X)-Dichtheit von span(A) in X∗. Hinreichend
dafür, dass auch hier die Umkehrung gilt, ist, dass das Dualsystem (X, X∗) in
X trennend ist, siehe dazu 2.4.23.

Eine an die Bemerkung 2.4.29(f) erinnernde Aussage für das Dualsystem
(X, X∗) bekommt man mit 2.2.33, wonach dann eine Teilmenge A von X∗ genau
dann die Punkte von X trennt, wenn A⊥ = {0} bezüglich des Dualsystems
(X∗, X) gilt.

2.5.11 Satz von Goldstine. Für jeden normierten Vektorraum X über K gilt:
(a) iX(BX) ist schwach∗-dicht in BX∗∗ .
(b) iX(X) ist schwach∗-dicht in X∗∗.

Beweis. Zu (a): (Taylor und Lay [275](1980), Seite 177, Theorem 10.7).
Betrachte das Dualsystem (X∗∗, X∗). Wegen iX(BX)◦ = BX∗ gilt mit 2.5.4
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iX(BX)◦◦ = BX∗∗ und mit dem Bipolarensatz folgt die Behauptung. Für einen
Beweis von (a) direkt mittels des Satzes von Hahn-Banach siehe Dunford und
Schwartz [78](1958), Seite 424, Theorem 5. (Die dort verwendete Idee wurde
hier bereits im Widerspruchsbeweis von 2.5.8 verwendet.)

Zu (b): Folgt unmittelbar aus (a) (ebd., Seite 425): Dazu bemerke man
nur, dass der schwach∗-Abschluss von iX(X) in X∗∗ ein Untervektorraum von
X∗∗ ist, der nach (a) BX∗∗ enthält. Man kann auch mit Netzen argumentie-
ren (Megginson [211](1998), Seite 233, Korollar 2.6.28): Gelte (a) und sei
x∗∗ ∈ X∗∗×. Setze y∗∗ := x∗∗/∥x∗∗∥. Dann existiert ein Netz (xν) in BX mit
iX(xν) w∗

−→ y∗∗, also iX(∥x∗∗∥ · xν) w∗

−→ x∗∗. Ein einfacher direkter Beweis von
(b) mittels des Bipolarensatzes geht wie folgt: Betrachte die beiden Dualsysteme
(X, X∗) und (X∗, X∗∗). Dann gilt X̂◦◦ = X̂ ⊥

⊥ = X⊥⊥ = {0}⊥ = X∗∗ und mit
dem Bipolarensatz folgt die die Aussage (b). (Oder alternativ: Wegen X̂⊥ = {0}
und dann mit der anfänglichen Folgerung von 2.5.10 mit A := iX(X) ⊆ (X∗)∗.)
Für eine andere Argumentation zu (b) siehe Edwards [88](1965), Seite 523.

2.5.12 Dualität und Annihilator. Besonders im Zusammenhang mit M -
Summanden in 2.5.17 ist die folgende Aussage von Interesse. Sei X ein Ba-
nachraum über K. Seien M und N abgeschlossene Unterräume von X. Dann
gilt

X = M ∔N ⇔ X∗ = M⊥ ∔N⊥.

Beweis. „⇒“: Nach 2.4.15 ist die Projektion P ∈ L(X) mit M = ran(P ) und
N = ker(P ) stetig; dann ist die zu P duale Abbildung P ∗ eine stetige Projektion
von X∗ mit ran(P ∗) = N⊥ und ker(P ∗) = M⊥.

„⇐“: Ist N⊥ = {0}, dann klar mit M = {0} und N = X. Seien im Folgenden
also M und N nichttriviale Unterräume von X.

(a) M ∩ N = {0}:
Sei x ∈ M ∩ N und x∗ ∈ X∗. Nach Voraussetzung ist x∗ = m⊥ + n⊥ mit

eindeutigen m⊥ ∈ M⊥ und n⊥ ∈ N⊥. Somit x∗(x) = m⊥(x)+n⊥(x) = 0+0 = 0.
Da das Dualsystem (X, X∗) in X trennend ist (2.4.23), muss mit Interpretation
2.2.28(c) x = 0 sein.

(b) M ∔N ist dicht in X:
Nach den beiden Korollaren 2.5.9 und 2.6.11 (der Vorgriff sei hier gestattet,

da es auch hier schon zeigbar ist; siehe die dortige Bemerkung im Beweis) ist
die Dichtheit von M ∔N in X äquivalent zu der Aussage (M ∔N)⊥ = {0}. Sei
also x∗ ∈ X∗ mit x∗ ↾ M ∔N = 0. Dann ist x∗ ↾ M = 0 und x∗ ↾ N = 0. Also
x∗ ∈ M⊥ ∩ N⊥ und nach Voraussetzung somit x∗ = 0.

(c) M ∔N ist abgeschlossen in X:
(i) Die Abbildungen X∗ → X∗, m⊥ + n⊥ 7→ m⊥ beziehungsweise n⊥ sind

stetig:
Es ist ∥m⊥ + n⊥∥ ≦ ∥m⊥∥ + ∥n⊥∥; also ist die Abbildung id : M⊥ ⊕1 N⊥ →

(M⊥∔N⊥, ∥·∥X∗) stetig. Nach einem Korollar (Werner [291](2002), Seite 153,
Korollar IV.3.4) des Satzes von der offenen Abbildung ist dann auch id−1 stetig,
id also eine Isomorphie und somit insbesondere nach unten beschränkt, das
heißt, es existiert ein c > 0 mit c · (∥m⊥∥ + ∥n⊥∥) ≦ ∥m⊥ + n⊥∥. Folglich gilt
∥m⊥∥ ≦ 1

c
∥m⊥ + n⊥∥ und ∥n⊥∥ ≦ 1

c
∥m⊥ + n⊥∥.

(ii) P : m + n 7→ m ist stetig auf M ∔N :
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∥m∥ = sup∥x∗∥=1 |x∗(m)| = sup∥x∗∥=1 |m⊥(m) + n⊥(m)| =
sup∥x∗∥=1 |n⊥(m)|

= sup∥x∗∥=1 |n⊥(m + n)| ≦ sup∥x∗∥=1 ∥n⊥∥∥m + n∥ ≦(i) sup∥x∗∥=1
1
c

∥m⊥ +

n⊥∥∥m + n∥ = 1
c

∥m + n∥.
(iii) (M ∔N, ∥ · ∥X) ≃ M ⊕1 N :
Sei m ∈ M , n ∈ N . Dann gilt ∥n∥ ≦ ∥m + n∥ + ∥m∥ ≦(ii) ∥m + n∥ + 1

c
∥m +

n∥ = (1 + 1
c

)∥m + n∥. Nochmals (ii) gibt ∥m∥ + ∥n∥ ≦ (1 + 2
c

)∥m + n∥. Also

(1 + 2
c

)−1(∥m∥ + ∥n∥) ≦ ∥m + n∥ ≦ ∥m∥ + ∥n∥.
(iv) Nach Werner [291](2002), Seite 35, Satz I.3.3, ist M ⊕1 N vollständig

und mit (iii) ist M ∔N in X vollständig, das heißt, mit Werner [291](2002),
Seite 4, Lemma I.1.3(b), ist M ∔N in X abgeschlossen.

Anmerkung zum Beweis: Hat man nicht nur X∗ = M⊥ ∔ N⊥ gegeben,
sondern sogar X∗ = M⊥ ⊕1 N⊥, so gilt natürlich (c)(i) ohne erst den Satz von
der offenen Abbildung bemühen zu müssen.

2.5.13 Satz von Alaoglu-Bourbaki. Sei X ein topologischer Vektorraum
über K und U eine Nullumgebung in X. Dann sind U• und U◦ σ(X∗, X)-
kompakt.

Beweis. Siehe zum Beispiel Heuser [133](1975), Seite 373. Dort wird die Aus-
sage für U• bewiesen. Daraus folgt die Aussage für U◦ wie folgt: Wegen Be-
merkung 2.4.3(d) enthält U eine kreisförmige Nullumgebung V ; V ◦ = V • ist
dann σ(X∗, X)-kompakt und umfasst die σ(X∗, X)-abgeschlossene Menge U◦

und somit ist U◦ ebenfalls σ(X∗, X)-kompakt.

Wegen 2.5.4 ist insbesondere für jeden normierten Vektorraum X über K
BX∗ σ(X∗, X)-kompakt.

2.5.14 Schwache Quotiententopologien (Bourbaki [35](1987), II.6.5 und
Kelley und Namioka et al. [185](1963), Seite 147). Sei (X, Y ) ein Dualsys-
tem. Sei U ein Untervektorraum von X und V ein Untervektorraum von Y mit
⟨U, V ⟩ = {0}. Dann sind in kanonischer Weise (U, Y/V ) und (X/U, V ) zwei
Dualsysteme (siehe auch 2.2.37) und es gilt:

(a) σ(X, Y )|U = σ(U, Y/V ).

(b) Die von σ(X, Y ) auf X/U induzierte Quotiententopologie ist σ(X/U, U⊥).

(c) Die von σ(Y, X) auf Y/V induzierte Quotiententopologie ist σ(Y/V, V ⊥).
Offensichtlich gilt σ(Y/V, U) = σ(Y/V, U + Y ⊥). Es gilt genau dann
σ(Y/V, U) = σ(Y/V, V ⊥), wenn U + Y ⊥ = V ⊥ gilt. Falls das Dualsys-
tem (X, Y ) in X trennend ist, so ist die Topologie σ(Y/U⊥, U) genau
dann gleich der von σ(Y, X) auf Y/U⊥ induzierten Quotiententopologie,
wenn U σ(X, Y )-abgeschlossen ist.

(d) Speziell für U = V ⊥ hat man also: Die Quotiententopologie auf X/V ⊥ ist
gleich σ

(
X/V ⊥, cl

(
σ(Y, X); V

))
.
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Gemäß (c) ist σ(X/V ⊥, V ) echt schwächer als die von σ(X, Y ) auf X/V ⊥ indu-
zierte Quotiententopologie, falls das Dualsystem (X, Y ) in Y trennend ist und
V nicht σ(Y, X)-abgeschlossen ist.

Ist X ein lokal konvexer Vektorraum, so hat man mit (a) und Satz 2.4.36(b)
wieder den Satz von Hahn-Banach vorliegen: σ(X, X∗)|U = σ(U, U∗).

2.5.15. Sei X ein Banachraum über K und U ein abgeschlossener Unterraum
des Dualraumes X∗. Ist U reflexiv, so ist U schwach∗-abgeschlossen.

Beweis. Sei U reflexiv. Nach Werner [291](2002), Theorem VIII.3.18 ist dies
äquivalent zu der σ(U, U∗)-Kompaktheit von BU . Nach der in 2.5.14 erwähn-
ten Formulierung des Satzes von Hahn-Banach ist dies wiederum äquivalent zu
der σ(X∗, X∗∗)-Kompaktheit von BU . Da σ(X∗, X) gröber als σ(X∗, X∗∗) ist,
folgt die schwach∗-Kompaktheit von BU . Nach Werner [291](2002), Korollar
VIII.3.16 zum Satz von Krein-Smuljan, ist BU schwach∗-abgeschlossen.

2.5.16 Kontraktionen. Seien X und Y ein normierter Vektorraum über K.
(a) Ein T ∈ L(X, Y ) mit ∥T∥ ≦ 1 heißt kontraktiv oder eine Kontraktion.

Ist p ∈ L(X) eine Projektion, so gilt bekanntlich wegen ∥p∥ = ∥p2∥ ≦ ∥p∥2

entweder ∥p∥ = 0 oder ∥p∥ ≧ 1. Eine Projektion p ∈ L(X) heißt bikontraktiv,
falls sowohl p als auch p⊥ kontraktiv sind.

(b) Für die in 2.4.9 definierte kanonische topologische Inklusionsabbildung
iX von X nach X∗∗, x 7→ (x∗ 7→ x∗x), hat man: Die Abbildung iX∗ ◦ iX

∗

ist die kanonische Projektion von X∗∗∗ auf X∗, wird mit πX∗ bezeichnet und
auch als die Dixmier-Projektion angesprochen. Ihr Kern ist gleich

(
iX(X)

)⊥,
bezogen auf das Dualsystem (X∗∗, X∗∗∗); siehe dazu auch Harmand, Werner
und Werner [126](1992), Seite 117, Lemma III.2.4. Es gilt

X∗∗∗ = iX∗(X∗)∔ iX(X)⊥, (2.31)

siehe Dixmier [74](1948), Seite 1066, Theorem 15. Vergleiche auch mit Glei-
chung (2.33) in 2.5.17. Des Weiteren siehe auch 2.11.13.

(c) Brown [39](1976) zeigt: Ist X der Folgenraum ℓ1, so gilt ∥(πX∗)⊥∥ = 2.
Der Folgenraum X = ℓ1 ist also ein Beispiel, in dem πX∗ nicht bikontraktiv ist.
Für Weiteres zu bikontraktiven Abbildungen siehe 3.1.11.

(d) (Holmes [137](1975), Seite 126; Megginson [211](1998), Seite 232).
Sei U ein Unterraum von X∗. Dann gilt ∥iX,U ∥ ≦ 1.

Beweis. ∥iX,U (x)∥ = ∥ℓx∥ für ℓx ∈ U∗ mit ℓx(u) = u(x) für alle u ∈ U . Also
∥iX,U (x)∥ = sup{|u(x)| : u ∈ BU } ≦ sup{|x∗x| : x∗ ∈ BX∗} = ∥x∥.

iX,U ist σ(X, X∗) − σ(U∗, U)-stetig, ja sogar σ(X, U) − σ(U∗, U)-stetig.

Beweis. Sei (xν) ein Netz in X und x ∈ X. Dann gilt: xν
w−→ x ⇔ ∀x∗ ∈ X∗ :

⟨xν , x∗⟩(X,X∗) → ⟨x, x∗⟩(X,X∗) ⇒ ∀u ∈ U : ⟨xν , u⟩ → ⟨x, u⟩ (sowohl in (X, X∗)
als auch in (X, U)) ⇔ iX,U (xν) w∗

−→ iX,U (x).

Sei S die Abbildung von 2.2.22 bezogen auf das Dualsystem (X, U). Da
dann die Abbildung iX,U gleich der Astriktion U∗ ↿ S ist, ist wegen Bemer-
kung 2.2.28(a)(b) die Abbildung iX,U genau dann injektiv, wenn U die Punkte
von X trennt und nach Korollar 2.5.9 ist dies wiederum genau dann der Fall,
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wenn U σ(X∗, X)-dicht in X∗ ist, oder dazu äquivalent, U⊥ = {0} im Dualsys-
tem (X∗, X) gilt. Da X ein Banachraum ist, gilt nach 2.4.23 (X, σ(X, X∗))∗ =
X∗. Setze V := ran(iX,U ). Nach 2.5.14(a) gilt σ(U∗, U)|V = σ(V, U). We-
gen V ⊆ U# ist nach 2.2.34 das Dualsystem (V, U) trennend in V . Daher
gilt gemäß 2.4.29(e) (V, σ(V, U))∗ = U . Somit ist die duale Abbildung von
V ↿ iX,U : (X, σ(X, X∗)) → (V, σ(V, U)) eine Abbildung von U nach X∗. Ist
nun V ↿ iX,U injektiv, so ist die besagte duale Abbildung (V ↿ iX,U )∗ eine
Bijektion von U auf X∗ und in diesem Fall gilt für die eine im letzten Beweis
vorkommende Implikation „⇒“ auch die Umkehrung „⇐“. Das heißt, falls iX,U

injektiv ist, ist nicht nur

ran(iX,U ) ↿ iX,U :
(
X, σ(X, U)

)
→
(
ran(iX,U ), σ(U∗, U)|ran(iX,U )

)
,

sondern auch

ran(iX,U ) ↿ iX,U :
(
X, σ(X, X∗)

)
→
(
ran(iX,U ), σ(U∗, U)|ran(iX,U )

)
ein Homöomorphismus.

2.5.17 L-Summanden und M-Ideale (Alfsen und Effros [7] (1972),
Behrends [21] (1979), Harmand, Werner und Werner [126](1992)).

Sei X ein Banachraum über K und P ∈ L(X) eine Projektion. Wie bereits
in 2.3.28 eingeführt, bezeichne dann P ⊥ die zu P komplementäre Projektion
IdX − P . Die Projektion P heißt eine L-Projektion, wenn für alle x ∈ X die
Gleichung ∥x∥ = ∥Px∥ + ∥P ⊥x∥ gilt. P heißt eine M -Projektion, wenn für alle
x ∈ X die Gleichung ∥x∥ = max{∥Px∥, ∥P ⊥x∥} gilt.

Genauso wie K im Allgemeinen als Platzhalter für R oder C steht, steht
forthin P für den Buchstaben L oder M . Des Weiteren bezeichnet Pq den Buch-
staben aus der Menge {L, M} \ {P}.

Jede P-Projektion ist bikontraktiv.

Beweis. Sei P eine L-Projektion, dann ist P kontraktiv: ∥x∥ = ∥Px∥ + ∥x −
Px∥ ≧ ∥Px∥ − ∥x∥ + ∥Px∥ ⇔ ∥Px∥ ≦ ∥x∥. Da für jede Projektion P ∈ L(X)
die Gleichung P = P ⊥⊥ gilt, ist mit jeder P-Projektion P auch P ⊥ eine P-
Projektion.

Ein Unterraum J ⊆ X heißt ein P-Summand, wenn er das Bild einer P-
Projektion P ∈ L(X) ist. U ist in diesem Fall notwendigerweise abgeschlossen.
Ein abgeschlossener Unterraum J ⊆ X ist also genau dann ein P-Summand,
wenn es einen abgeschlossenen Unterraum K ⊆ X gibt, so dass X isometrisch
isomorph zu J ⊕p K ist mit p = 1 im Fall von P = L und mit p = ∞ im Fall
von P = M ; nach Behrends [21](1979), Lemma 1.2(i), ist dabei der Raum
K eindeutig durch J bestimmt; er wird der zu J komplementäre P-Summand
genannt und mit J⌟ bezeichnet. Nach ebd., Lemma 1.2(ii), gilt die eben an-
geführte genau-dann-Aussage auch, wenn man die Räume J und K nicht als
abgeschlossen voraussetzt. Nach ebd., Lemma 1.4, stehen die P-Projektionen
von X in eineindeutiger Korrespondenz zu den P-Summanden von X.

Es gibt Banachräume, die außer den beiden trivialen M -Summanden {0}
und dem Raum selbst keine weiteren M -Summanden aufweisen. (Zum Beispiel
Hilberträume über R; Alfsen und Effros [7](1972), Seite 129.) Um in man-
chen Fällen trotzdem in X eine gewisse nicht triviale M -Struktur zu erkennen,
schwächt man die Definition eines M -Summanden etwas ab, indem man einen
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Unterraum J von X sich als ähnlich wie ein M -Summand verhaltend erwartet,
wenn der Annihilator J⊥ sich im Dualraum X∗ ähnlich verhält wie der Annihi-
lator eines M -Summanden. Dabei fällt besonders die folgende duale Eigenschaft
von P-Projektionen ins Auge (Behrends [21](1979), Seite 14, Satz 1.5): Eine
Projektion P ∈ L(X) ist genau dann eine P-Projektion, wenn die zu P duale
Abbildung P ∗ ∈ L(X∗) eine Pq-Projektion ist. Insbesondere gilt: Der Annihila-
tor eines P-Summanden ist ein Pq-Summand. Als abgeschwächte Version eines
M -Summanden definiert man:

Ein abgeschlossener Unterraum J ⊆ X heißt ein M -Ideal in X, wenn der
Annihilator von J ein L-Summand im Dualraum X∗ ist. Nach 2.4.20 (dort mit
p = 1) und Satz 2.4.36(b) ist ein Untervektorraum J von X genau dann ein
M -Ideal in X, wenn

X∗ ∼= J⊥ ⊕1 J∗ (2.32)

gilt; siehe dazu auch Behrends [21](1979), Seite 35, und Harmand, Werner
und Werner [126](1992), Seite 11, Satz I.1.12.

Folglich hat man: Ist J ein M -Ideal in X und ist J reflexiv, so ist, da all-
gemein ein Banachraum genau dann reflexiv ist, wenn sein Dualraum reflexiv
ist (Werner [291](2002), Seite 105, Satz III.3.4(b)), nach 2.5.15 J∗ schwach∗-
abgeschlossen (in J⊥ ⊕1 J∗).

M -Ideale lassen sich geometrisch charakterisieren (Alfsen und Effros
[7](1972), Seite 122, Theorem 5.9 und Behrends [21](1979), Seite 47, Theo-
rem 2.17): Ein abgeschlossener Unterraum J von X ist genau dann ein M -Ideal,
wenn er die sogenannte 3-Kugel-Eigenschaft erfüllt, soll heißen, immer wenn B1,
B2, B3 drei offene Kugeln mit B1 ∩ B2 ∩ B3 ̸= ∅ und Bi ∩ J ̸= ∅, i = 1, 2, 3,
sind, gilt B1 ∩ B2 ∩ B3 ∩ J ̸= ∅.

Ist J ein M -Ideal in X, so sind die folgenden vier Aussagen äquivalent
(Behrends [21](1979), Seite 34, Satz 2.2):

(i) J ist ein M -Summand.
(ii) J⊥⌟ ist schwach∗-abgeschlossen.
(iii) Die L-Projektion auf J⊥ ist schwach∗-stetig.
(iv) Für jedes x ∈ X existiert ein y ∈ J , so dass für alle ℓ ∈ J⊥⌟ die Gleichung

ℓ(x) = ℓ(y) gilt.

Beweis. Interessant ist hier die Implikation (ii) ⇒ (i) und nur diese wird
hier bewiesen. Gelte also (ii). Betrachte die beiden Dualsysteme (X, X∗) und
(X∗, X∗∗). Nach dem Bipolarensatz 2.5.6 ist J⊥⌟ = J⊥⌟

⊥
⊥, insbesondere ist

J⊥⌟
⊥ ⊆ X schwach∗-abgeschlossen, also auch abgeschlossen. Nach 2.5.12 ist

X = J ∔ J⊥⌟
⊥. Man beachte die allgemeine Tatsache iX(U) ⊆ U⊥⊥ für al-

le U ⊆ X. (Denn: x ∈ U ⇒ ∀y ∈ U⊥ : y(x) = 0 ⇔ ∀y ∈ U⊥ : x̂(y) = 0
⇔ x̂ ∈ U⊥⊥.) Hier also iX(J) ⊆ J⊥⊥ und iX(J⊥⌟

⊥) ⊆ J⊥⌟
⊥

⊥⊥ = J⊥⌟⊥.
Somit iX(X) = iX(J ∔ J⊥⌟

⊥) ⊆ X∗∗ = J⊥⊥ ∔ J⊥⌟⊥. Da J⊥⊥ und J⊥⌟⊥

komplementäre M -Summanden sind, gilt auch X∗∗ ∼= J⊥⊥ ⊕∞ J⊥⌟⊥, also
iX(X) ∼= iX(J) ⊕∞ iX(J⊥⌟

⊥), das heißt, X ∼= J ⊕∞ J⌟ mit J⌟ = J⊥⌟
⊥ und J

ist ein M -Summand, womit die Implikation (ii) ⇒ (i) gezeigt ist.

Ist J ein M -Ideal in X und ist J reflexiv, so wurde vorhin bemerkt, dass
J⊥⌟ schwach∗-abgeschlossen ist; nach der vorstehenden Äquivalenz von (i) und
(ii) ist J dann also ein M -Summand.

Sei K ein M -Summand von X∗. Nach Behrends [21](1979), Seite 114,
Theorem 5.6, ist K schwach∗-abgeschlossen. Daraus folgt (ebd., Theorem 5.7(i)),
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dass bezüglich des Dualsystems (X, X∗) K⊥ ein L-Summand in X ist mit K =
K⊥⊥ und K⊥⌟ = K⌟⊥. Da somit ein Unterraum von X, dessen Annihilator
ein M -Summand ist, automatisch ein L-Summand ist, wird üblicherweise auf
eine analoge Definition eines L-Ideals verzichtet. Um aber einige Aussagen etwas
übersichtlicher formulieren zu können, wird der Begriff des L-Ideals trotzdem
verwendet und kann als synonym zu dem Begriff des L-Summanden aufgefasst
werden.

Ist X ein Banachraum über C, so ist ein Unterraum J von X genau dann
ein P-Ideal in X, wenn er ein P-Ideal in XR ist (Behrends [21](1979), Seite 22,
Theorem 1.12, Satz 2.3).

Ein Banachraum X über K heißt ein P-eingebetteter Raum, wenn iX(X) ein
P-Ideal im Bidualraum X∗∗ ist. Wegen Gleichung (2.32) ist X genau dann ein
M -eingebetter Raum, wenn bezüglich des Dualsystems (X∗∗, X∗∗∗)

X∗∗∗ = iX(X)⊥ ⊕1 iX∗(X∗) (2.33)

gilt. (Es sei an Gleichung (2.31) in 2.5.16(b) erinnert.)
Ist X ein Banachraum über C, so ist X genau dann P-eingebettet, wenn XR

P-eingebettet ist (Harmand, Werner und Werner [126](1992), Seite 101,
Bemerkung (c)).

Beispiele von M -eingebetteten Räumen sind c0(I), I eine beliebige Menge,
und K(H), H ein Hilbertraum über K. Beispiele von L-eingebetteten Räumen
sind die Funktionenräume L1(µ), Präduale (siehe Unterkapitel 2.10) von gewis-
sen Tripeln, siehe 4.7.57, und die Dualräume von M -eingebetteten Räumen.

2.6 Beschränkte Mengen
2.6.1 Definition (Heuser [133](1975), Seite 335). Sei X ein Vektorraum über
K und Y eine nicht leere Menge. Für jedes y ∈ Y sei ℓy ein Element aus X#.
Eine Teilmenge S ⊆ Y heißt X-beschränkt, wenn sup{|ℓy(x)| : y ∈ S} < ∞ ist
für alle x ∈ X.

2.6.2. Ist in der Situation von Definition 2.6.1 S ⊆ Y eine X-beschränkte Men-
ge, dann ist pS : x 7→ sup{|ℓy(x)| : y ∈ S} auf X eine Halbnorm. Ist S ein
System von X-beschränkten Mengen, dann erzeugt {pS : S ∈ S} eine Vekto-
raumtopologie auf X und diese Topologie wird die von S erzeugte Topologie
genannt.

Sei (X, Y ; B) ein Dualsystem. Setze ℓy := B(·, y) für alle y ∈ Y . Dann
erzeugt jedes System S X-beschränkter Teilmengen von Y vermöge den Halb-
normen pS : x 7→ sup{|ℓy(x)| : y ∈ S}, S ∈ S, eine Vektorraumtopologie auf X,
die man S-Topologie nennt; sie ist die Topologie der gleichmäßigen Konvergenz
auf den Mengen von S.

Die schwache Topologie σ(X, Y ) wird durch das System aller einpunktigen
Teilmengen von Y erzeugt. Weitere Beispiele anderer Mengensysteme S, die
die schwache Topologie σ(X, Y ) erzeugen, findet man bei Horváth [142](1966),
Seite 197, Beispiel 1.

Bezüglich der S-Topologie siehe auch Taylor und Lay [275](1980), Sei-
te 167.
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2.6.3 Definition (Bourbaki [35](1987), III.1.2). Sei X ein topologischer Vek-
torraum über K. Eine Teilmenge A ⊆ X heißt beschränkt, wenn sie von jeder
Nullumgebung in X absorbiert wird.

2.6.4. Gemäß der Anmerkung bei Bourbaki [35](1987), III.1.2, ist eine Teil-
menge A eines topologischen Vektorraumes X über K genau dann beschränkt,
wenn für jede Nullumgebung U von X ein λ > 0 existiert, so dass A ⊆ λ ·U gilt.
Äquivalent dazu genügt es, die besagten Nullumgebungen dabei als kreisförmig
anzunehmen (Megginson [211](1998), Seite 170, Korollar 2.2.10).

2.6.5 Satz (Heuser [133](1975), Satz 93.3, Seite 357). Sei die Topologie τ des
lokal konvexen Raumes X über K erzeugt durch ein Halbnormensystem P . Dann
gilt: S ⊆ X τ -beschränkt ⇔ ∀p ∈ P : p auf S ⊆ X beschränkt.

Daraus folgt für jedes Dualsystem (X, Y ; B): S ⊆ X ist σ(X, Y )-
beschränkt ⇔ ∀y ∈ Y : B(·, y) bleibt auf S beschränkt ⇔ ∀y ∈ Y : sup{|B(x, y)| :
x ∈ S} < ∞ ⇔ S ⊆ X ist Y -beschränkt.

2.6.6 Bemerkung. Ist X ein normierter Vektorraum über K, so ist jede be-
schränkte Teilmenge von X σ(X, X∗)-beschränkt.

Beweis. Sei A ⊆ X und y ∈ X∗×. Dann gilt: sup{|y(x)| : x ∈ A} = ∥y∥ ·
sup{| y

∥y∥
(x)| : x ∈ A} ≦ ∥y∥ supx∈A supx∗∈BX∗ |x∗(x)| = ∥y∥ sup{∥x∥ : x ∈

A}.

Mit dem Satz von Banach-Steinhaus zeigt man, dass auch die Umkehrung
dieser Aussage gilt, siehe Taylor und Lay [275](1980), Seite 170, Theorem 9.2,
oder Horváth [142](1966), Seite 202, Beispiel 5. Die somit vorliegende Äquiva-
lenz gilt sogar, wenn X allgemeiner nur als ein lokal konvexer Hausdorffraum
vorausgesetzt wird, siehe Choquet [46](1969), Seite 74, Theorem 23.11. Siehe
auch hier den Satz von Mackey, 2.6.12.

2.6.7 Definition (Heuser [133](1975), Seite 365). Sei (X, τ) ein lokal konvexer
Vektorraum über K. Sei (X, Y ) ein in Y trennendes Dualsystem. Dann heißt
die Topologie τ zulässig (im Englischen compatible) für das Dualsystem (X, Y ),
wenn Y = (X, τ)∗ gilt.

2.6.8 (Bourbaki [35](1987), IV.1.1). Eine Topologie τ eines lokal konvexen
Vektorraumes X über K ist also genau dann zulässig für ein Dualsystem (X, Y ),
wenn die Astriktion (X, τ)∗ ↿ R der Abbildung R : Y → X# von Definition
2.2.22 auf (X, τ)∗ bijektiv ist.

2.6.9 Bemerkung. Per Definition ist also die Topologie eines lokal konvexen
Raumes X zulässig für das Dualsystem (X, X∗). Die Topologie σ(X, Y ) ist of-
fenbar die gröbste der für das Dualsystem (X, Y ) zulässigen Topologien. Es exis-
tiert eine feinste für (X, Y ) zulässige Topologie; sie wird die Mackey-Topologie
genannt und mit τ(X, Y ) bezeichnet. Nach dem Satz von Mackey-Arens ist ei-
ne lokal konvexe Topologie genau dann auf X zulässig für das in Y trennende
Dualsystem (X, Y ), wenn sie feiner als σ(X, Y ) und gröber als τ(X, Y ) ist. Die
feinste S-Topologie auf X wird die starke Topologie genannt, mit β(X, Y ) be-
zeichnet und ist feiner als τ(X, Y ) und im Allgemeinen nicht zulässig (also einen
größeren Dualraum ergibt). Ist X ein normierter Raum, dann ist zwar die Norm-
Topologie von X∗ gleich β(X∗, X), aber im Allgemeinen ist die Norm-Topologie
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von X nur gleich τ(X, X∗); siehe Köthe [187] (1966), Seite 265, für ein Beispiel
eines normierten Raumes, wo die Norm-Topologie verschieden von der starken
Topologie ist. Ist aber X ein Banachraum, so ist die Norm-Topologie von X
auch gleich β(X, X∗).

Als ein Korollar des Satzes 2.4.33 hat man:

2.6.10 Satz (Heuser [133](1975), Seite 365). Sei (X, Y ) ein in Y trennendes
Dualsystem. Sei K eine konvexe Teilmenge von X. Dann ist K in jeder oder in
keiner der zulässigen Topologien abgeschlossen.

2.6.11 Korollar. Sei X ein Vektorraum. Seien τ1 und τ2 zwei lokal konvexe
Topologien auf X, so dass (X, τ1)∗ = (X, τ2)∗ gilt. Sei K eine konvexe Teilmenge
von X. Dann gilt cl(τ1; K) = cl(τ2; K). (Siehe auch Bemerkung 1.2.5.)

Beweis. Da (X, τ1)∗ = (X, τ2)∗ gilt, kann man schlichtweg von X∗ := (X, τ1)∗

reden. Nach der Bemerkung 2.2.34 ist (X, X∗) ein in X∗ trennendes Dualsystem.
Nach Bemerkung 2.6.9 sind sowohl τ1 als auch τ2 zulässig für das Dualsystem
(X, X∗). cl(τ1; K) ist eine in (X, τ1) abgeschlossene konvexe Menge. Nach dem
Satz 2.6.10 ist cl(τ1; K) dann auch in (X, τ1) eine abgeschlossene konvexe Menge.
Somit ist cl(τ1; K) ⊇ cl(τ2; K). Analog zeigt man „⊆“. Einen direkten Beweis
dieses Korollars mit dem Satz von Hahn-Banach ohne Verwendung des Satzes
2.6.10 findet sich bei Werner [291](2002), Seite 382, Satz VIII.3.5.

2.6.12 Satz von Mackey. Sei (X, Y ) ein in Y trennendes Dualsystem und A
eine Teilmenge von X. Dann ist A in jeder oder in keiner der für das Dualsystem
(X, Y ) zulässigen Topologien beschränkt.

Beweis. Bourbaki [35](1987), IV.1.1, Satz 1(ii); Köthe [187] (1966), Seite 255,
Satz 7; Horváth [142](1966), Seite 209, Theorem 3.

2.6.13 Scheiben (Bourgin [36](1983); Giles [109](1982)). Sei (X, Y ; B) ein
Dualsystem. Es sei an Satz 2.6.5 und dessen anschließende Bemerkung 2.6.6
erinnert.

(a) Ist A eine σ(X, Y )-beschränkte Teilmenge von X und y ∈ Y , so bezeich-
net M(A, y) die erweiterte reelle Zahl sup {Re B(x, y) : x ∈ A}.

(b) Ist A eine σ(Y, X)-beschränkte Teilmenge von Y und x ∈ X, so bezeich-
net M(A, x) die erweiterte reelle Zahl sup {Re B(x, y) : y ∈ A}.

(c) Ist A eine σ(X, Y )-beschränkte Teilmenge von X, y ∈ Y × und ε > 0,
dann heißt die Menge

S(A, y, ε) :=
{

x ∈ A : Re B(x, y) > M(A, y) − ε
}

die durch y und ε bestimmte Scheibe (im Englischen slice) von A (oder ein-
fach auch nur eine Scheibe von A). Falls klar ist, von welcher Menge A eine
Scheibe betrachtet werden soll, wird anstatt S(A, y, ε) auch einfach nur S(y, ε)
geschrieben. Man bemerke, dass S(A, y, ε) eine relativ σ(X, Y )-offene Teilmenge
von A ist. Speziell für den Fall, dass X ein topologischer Vektorraum über K
ist, werden die dann in X∗ bezüglich des Dualsystems (X∗, X) betrachtbaren
Scheiben schwach∗-Scheiben genannt. Etwas vorgreifend sei diesbezüglich auf
Lemma 2.10.3 hingewiesen.
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2.6.14 Beulen (Giles [109](1982), Seite 220; Day [61](1973), Seite 105). Sei X
ein normierter Vektorraum über K. Sei A eine beschränkte, nicht leere Teilmenge
von X. Sei ε > 0. Ein x ∈ A heißt ε-Beulpunkt (im Englischen ε-denting point)
von A, falls x + ε·int(BX) eine Scheibe von A enthält, die x enthält. Ein x ∈ A
heißt Beulpunkt von A, falls x ein ε-Beulpunkt für jedes ε > 0 ist. Unmittelbar
bemerkt man, dass die auf A eingeschränkte identische Abbildung von X an
jedem Beulpunkt von A (w − n)-stetig ist. Bezüglich der Umkehrung dieser
Aussage siehe 2.6.15. Ist X ein Dualraum, so definiert man entsprechend ε-
schwach∗-Beulpunkt und schwach∗-Beulpunkt mittels schwach∗-Scheiben.

Ein x ∈ A ist genau dann ein ε-Beulpunkt von A, wenn gilt:

x /∈ co
(

A \
(
x + ε · int(BX)

))
. (2.34)

Beweis. „⇐“: Sei x ∈ A. Setze V := co
(

A \
(
x + ε · int(BX)

))
. Liege der

Fall x /∈ V vor. Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert ein r > 0 und
ein x∗ ∈ X∗×, so dass für alle v ∈ V gilt: Re x∗(x) > r ≧ Re x∗(v), also
Re x∗(x) > r ≧ M(V, x∗). Setze α := M(A, x∗) − r. Dass ein y ∈ A in der
Scheibe S(A, x∗, α) enthalten ist, heißt somit: Re x∗(y) > M(A, x∗) − α = r ≧
M(V, x∗) = supv∈V Re x∗(v) und y ist kein Element von V . Dann aber muss

y ein Element von
(
x + ε · int(BX)

)
∩ A sein, da sonst Widerspruch. Das heißt,

die Scheibe S(A, x∗, α) ist eine Teilmenge von
(
x + ε · int(BX)

)
∩ A und x ist

ein ε-Beulpunkt von A.
„⇒“: Sei x ein ε-Beulpunkt von A. Sei dementsprechend S(A, x∗, α) eine

Scheibe von A mit x ∈ S(A, x∗, α) ⊆ x + ε · int(BX). Setze wieder V := co
(

A \(
x + ε · int(BX)

))
. Also V ⊆ co

(
A \ S(A, x∗, α)

)
. Ein ξ ∈ A ist genau dann ein

Element von A \ S(A, x∗, α), wenn gilt: Re x∗(ξ) ≦ M(A, x∗) − α. Also ist die
Zahlenmenge Re x∗

(
co
(
A \ S(A, x∗, α)

))
eine Teilmenge von (−∞, M(A, x∗) −

α]. Da x in der Scheibe S(A, x∗, α) enthalten ist, ist Re x∗(x) > M(A, x∗) − α
und somit ist x kein Element von co

(
A \ S(A, x∗, α)

)
, also insbesondere kein

Element von V .

Jeder Beulpunkt von A ist ein Extremalpunkt von A.

Beweis. Sei x ein Beulpunkt von A. Seien a, b ∈ A und sei λ ∈ (0, 1) mit
λa + (1 − λ)b = x. Angenommen, a und b wären von x verschieden. Dann gäbe
es ein ε > 0, so dass x + ε · int(BX) weder a noch b enthalten würde. a und b

wären also in der Menge co
(

A \
(
x + ε · int(BX)

))
enthalten; da diese Menge

aber konvex ist, enthielte sie auch x, Widerspruch.

Sei weiterhin wie gehabt A eine beschränkte, nicht leere Teilmenge von X.
A heißt beulbar (im Englischen dentable), wenn A einen ε-Beulpunkt von A für
jedes ε > 0 enthält.

A ist genau dann beulbar, wenn A für jedes ε > 0 eine nicht leere Scheibe
enthält, deren Durchmesser kleiner als ε ist.

Beweis. Sei A beulbar. Für jedes ε > 0 existiert also ein xε ∈ A, so dass
A ∩

(
xε + ε · int(BX)

)
eine Scheibe von A enthält, die xε enthält. Somit enthält

A für jedes ε > 0 eine Scheibe mit Durchmesser kleiner oder gleich 2ε.
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Enthalte A nun für beliebig kleines ε > 0 stets eine nicht leere Scheibe, deren
Durchmesser kleiner als ε ist. Sei ε > 0 beliebig, S = S(A, x∗, α) eine Scheibe
von A mit einem Durchmesser kleiner als ε/3 und x ∈ S. Dann gilt S ⊆

(
x+ 2

3ε ·

BX

)
∩A ⊆

(
x+ε·int(BX)

)
∩A, also co

(
A\
(
x+ε·int(BX)

))
⊆ co(A\S). Es gilt

Re x∗co(A\S) ⊆ (−∞, M(A, x∗)−α]. Da x ∈ S, gilt Re x∗(x) > M(A, x∗)−α.
Somit x /∈ co(A \ S), insbesondere x /∈ co

(
A \

(
x + ε · int(BX)

))
, das heißt, x

ist ein ε-Beulpunkt von A.

Sei A weiterhin wie gehabt. Dann gilt:
Ein x ∈ A ist genau dann ein Beulpunkt von A, wenn für jedes ε > 0 eine

Scheibe von A existiert, deren Durchmesser kleiner oder gleich ε ist, und die x
enthält.

Beweis. Sei x ein Beulpunkt von A. Sei ε > 0. Dann ist x insbesondere ein
ε

2 -Beulpunkt, das heißt, x ist in einer Scheibe von A enthalten, die einen Durch-
messer kleiner oder gleich ε aufweist.

Sei umgekehrt für jedes ε > 0 eine Scheibe von A vorhanden, deren Durch-
messer kleiner oder gleich ε ist, und die x enthält. Sei ε > 0 beliebig. Sei S

eine Scheibe mit x ∈ S und Durchmesser kleiner oder gleich ε

3 . Das heißt,

S ⊆ x + 2
3ε · BX ⊆ x + ε · int(BX) und x ist ein ε-Beulpunkt von A.

A ist genau dann beulbar, wenn cl co A beulbar ist (Bourgin [36](1983),
Seite 29).

Sei K eine konvexe Teilmenge von X und x ∈ K. x heißt ein stark extremaler
Punkt (im Englischen strongly extremal point) von K, wenn für alle ε > 0 ein
δ > 0 existiert, so dass x nicht die Mitte irgendeines Segmentes (siehe 2.2.43)
der Länge ε ist, welches in K +δ ·BX liegt. x ist genau dann ein stark extremaler
Punkt eines nicht leeren, beschränkten, abgeschlossenen, konvexen K, wenn x
ein Beulpunkt von K ist (Day, ebd.). Man beachte, dass Bourgin [36](1983)
zwischen strongly (ebd., Seite 67) und strong (ebd., Seite 340) exposed points
unterscheidet, wobei die letzteren ebenfalls genau die Beulpunkte eines wie eben
verwendeten K sind, siehe auch hier 2.11.11.

In der englischen Literatur finden sich auch sogenannte strong extreme
points, die von den hier definierten stark extremalen Punkten unterschieden
werden müssen, siehe Lin, Lin und Troyanski [199](1988).

2.6.15 Stetigkeitspunkte (Lin, Lin und Troyanski [199](1988)). Sei X ein
Banachraum über K, A eine nicht leere, beschränkte, abgeschlossene, konvexe
Teilmenge von X und x ∈ A. Dann ist x genau dann ein Beulpunkt von A,
wenn sowohl die Abbildung A ↿ IdX ↾ A (w − n)-stetig bei x ist als auch x ein
Extremalpunkt von A ist.

2.6.16 Atome in Maßräumen (Fremlin [99](2001), 211I-K). Sei (X, Σ, µ)
ein Maßraum. Eine Menge A ∈ Σ heißt ein Atom für µ, falls µ(A) > 0 und für
alle E ∈ Σ mit E ⊆ A gilt µ(E) = 0 oder µ(A \ E) = 0. µ oder (X, Σ, µ) heißt
atomlos, falls es für µ keine Atome gibt. µ oder (X, Σ, µ) heißt rein atomar
(im Englischen purely atomic), falls jedes E ∈ Σ mit µ(E) ̸= 0 ein Atom für µ
umfasst.
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2.6.17 Radon-Nikodým-Eigenschaft (Bourgin [36](1983), Seite 31
und 60). Sei X ein Banachraum über K. Sei K eine abgeschlossene, be-
schränkte, konvexe Teilmenge von X. Dann weist K genau dann die sogenannte
Radon-Nikodým-Eigenschaft (im Englischen Radon-Nikodým property, kurz
RNP) auf, wenn jede nicht leere Teilmenge von K beulbar ist.

Sei nun K eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge von X (die also nicht
notwendig beschränkt zu sein braucht). Dann sagt man, K habe die Radon-
Nikodým-Eigenschaft, wenn jede abgeschlossene, beschränkte, konvexe Teilmen-
ge von K die Radon-Nikodým-Eigenschaft aufweist. Insbesondere weist also X
genau dann die Radon-Nikodým-Eigenschaft auf, wenn BX die Radon-Nikodým-
Eigenschaft aufweist.

Beispiele von Räumen, die die Radon-Nikodým-Eigenschaft aufweisen, sind:
Reflexive Banachräume, Banachräume mit Fréchet-glattem Prädual (siehe Un-
terkapitel 2.10 und 4.1.11), ℓ1(I) für jede Menge I, Cp(H) für 1 ≦ p < ∞
(Schattenklassen, siehe 3.6.1). Jede konvexe, schwach kompakte Teilmenge von
X besitzt die Radon-Nikodým-Eigenschaft.

Beispiele von Räumen, die die Radon-Nikodým-Eigenschaft nicht aufweisen,
sind: L1[0, 1], L1(X, Σ, µ) für nicht rein atomares µ (also zum Beispiel, wenn
µ ̸= 0 und X atomlos ist), c0, c, ℓ∞, L∞[0, 1] und C(Ω) für jeden unendlichen,
kompakten Hausdorffraum Ω.

Weitere Beispiele und äquivalente Formulierungen, wann genau ein Banach-
raum die Radon-Nikodým-Eigenschaft aufweist, finden sich bei Diestel und
Uhl [66](1977), Seiten 217-219.

Ist Y ein Banachraum über K, dann heißt ein T ∈ L(X, Y ) stark Radon-
Nikodým (im Englischen strong Radon-Nikodým), falls cl

(
T (BX)

)
die Radon-

Nikodým-Eigenschaft hat.

2.6.18 Definition. Seien X und Y zwei topologische Vektorräume über K. Eine
Familie F von Abbildungen f : X → Y heißt gleichgradig stetig im Punkt x0 ∈
X, wenn es zu jeder Nullumgebung (oder auch nur zu jeder Basisnullumgebung)
V in Y eine Nullumgebung U in X gibt, so dass gilt:

f(x) − f(x0) ∈ V für alle x ∈ X mit x − x0 ∈ U und für alle f ∈ F.

Die Familie wird gleichstetig genannt, wenn sie in jeden Punkt von X gleichgra-
dig stetig ist.

2.6.19 Bemerkungen (Heuser [133](1975), Seite 369).
(a) Seien X und Y zwei topologische Vektorräume über K. Ist S ⊆ L(X, Y ),

so ist S offensichtlich genau dann gleichstetig, wenn S in einem beliebigen Punkt
x0 ∈ X gleichgradig stetig ist. Da dies also insbesondere für x0 = 0 gilt, ist
S ⊆ L(X, Y ) genau dann gleichstetig, wenn für jede Nullumgebung V in Y die
Menge

⋂{
ℓ−1(V ) : ℓ ∈ S

}
eine Nullumgebung in X ist.

(b) Sei X ein lokal konvexer Vektorraum über K und S ⊆ X∗. Dann ist S
genau dann gleichstetig, wenn es eine stetige Halbnorm p auf X gibt, so dass
für alle x ∈ X und ℓ ∈ S die Ungleichung |ℓ(x)| ≦ p(x) gilt; in diesem Fall ist S
auch σ(X∗, X)-beschränkt (Zum Beweis siehe ebd.).

(c) Sei X ein topologischer Vektorraum über K und S ⊆ X∗. Dann ist S
genau dann gleichstetig, wenn es eine Nullumgebung U in X mit S ⊆ U• gibt
(ebd.), oder dazu äquivalent, wenn S• eine Nullumgebung in X ist.
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Beweis. Ist S gleichstetig, so ist U := S• =
⋂{

ℓ−1 (BK) : ℓ ∈ S
}

eine Nullum-
gebung in X mit S ⊆ U•. Sei nun umgekehrt U eine Nullumgebung in X mit
S ⊆ U•. Sei V eine Nullumgebung in K, ohne Einschränkung etwa V = ε · BK
für ein ε > 0. Dann gilt

⋂{
ℓ−1(V ) : ℓ ∈ S

}
= ε · S• ⊇ ε · U•• ⊇ ε · U .

2.6.20 Satz (Heuser [133](1975), Seite 369). Sei X ein lokal konvexer Raum
über K. Dann wird die Topologie von dem System S aller gleichstetigen Teil-
mengen von X∗ erzeugt.

Aus dem Satz von Alaoglu-Bourbaki folgt mit Bemerkung 2.6.19(c) sofort
der

2.6.21 Satz. Sei X ein topologischer Vektorraum über K und S ⊆ X∗ gleich-
stetig. Dann ist S relativ σ(X∗, X)-kompakt.

Für Banachräume über K gilt auch die Umkehrung. Genauer hat man:

2.6.22 (Taylor und Lay [275](1980), Seite 174). Sei X ein Banachraum über
K und S ⊆ X∗. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) S ist σ(X∗, X)-beschränkt.
(b) S ist σ(X∗, X∗∗)-beschränkt.
(c) S ist Norm-beschränkt.
(d) S ist gleichstetig.
(e) S ist relativ σ(X∗, X)-kompakt.

2.7 Topologische Algebren
2.7.1 Definition. Sei A eine Algebra über K, versehen mit einer Topologie, so
dass A ein topologischer Vektorraum über K ist. Die Multiplikation der Algebra
A heißt getrennt stetig, wenn für alle a ∈ A die durch a bestimmten Links- und
Rechts-Multiplikationen (siehe Definition 2.1.18) alle stetig sind. Ist die Mul-
tiplikation der Algebra A getrennt stetig, so heißt A eine topologische Algebra
über K.

2.7.2 Bemerkung (Palmer [231](1994), Seite 8). Einige Autoren verlangen
in der Definition einer topologischen Algebra noch, dass sie Hausdorff’sch ist.
Palmer [231](1994) und Dales [56](2000) zum Beispiel nennen eine so wie
hier in Definition 2.7.1 definierte topologische Algebra eine semitopologische
Algebra. Naimark [221](1972), Seite 167, definiert eine topologische Algebra A
analog wie hier, nur dass er A nicht wie hier als einen topologischen Vektorraum,
sondern als einen lokal konvexen Raum voraussetzt.

Man beachte, dass in einem topologischen Vektorraum die Trennungsaxiome
T0, T1, T2, (T1 + T3) und (T1 + T3a) äquivalent sind (Megginson [211](1998),
Seite 174).

Nach Bemerkung 2.3.2(b) ist jede normierte Algebra über K eine topologi-
sche Algebra über K.

GL(X) (bzw. GL(X)) bezeichnet die Gruppe, die aus den invertierbaren
Elementen von L(X) (bzw. L(X)) besteht.
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2.7.3 (Upmeier [279](1985), Seite 33). Sei A eine nichtassoziative Banachalge-
bra über K. Die Menge

Aut(A) := {T ∈ GL(A) : ∀x, y ∈ A : T (xy) = (Tx)(Ty)}

aller stetigen Automorphismen von A ist eine abgeschlossene Untergruppe von
GL(A). Für einen Banachraum X über K wird die Banach-Lie-Algebra

(
L(X)

)⊖

mit gl(X) bezeichnet. Die Menge

aut(A) := {δ ∈ gl(A) : δ Derivation von A}

aller stetigen Derivationen von A ist eine abgeschlossene Unteralgebra von gl(A),
also eine Banach-Lie-Algebra. Das folgende Diagramm kommutiert:

gl(A) exp−→ GL(A)⊇ ⊇

aut(A) exp−→ Aut(A)

2.7.4 Satz (Palmer [231](1994), Seite 10, Satz 1.1.6). Sei A eine topologische
Algebra über K, die Hausdorff’sch ist. Dann ist für alle Teilmengen S von A die
Menge S′ abgeschlossen. Somit ist das Zentrum einer Algebra und jede maximal
kommutative Unteralgebra abgeschlossen.

Beweis. Nach Voraussetzung ist insbesondere für alle s ∈ A die Abbildung
Ls −Rs (siehe Definition 2.1.18) stetig. Die Abgeschlossenheit von S′ folgt dann
mit Satz 2.3.26(k). Das Zentrum ist A′ und Satz 2.3.26(f) zeigt C = C ′.

2.7.5 Bemerkung. Sei A eine topologische Algebra über K, die Hausdorff’sch
ist und S eine Teilmenge von A. Dann gilt S′ = (cl S)′.

Beweis. Sei x ∈ S′ und y ∈ cl(S). Sei (yν) ⊆ S ein Netz, das gegen y konvergiert.
Dann gilt xy = x lim yν = lim (xyν) = lim (yνx) = (lim yν) x = yx, also S′ ⊆
(cl S)′.

2.7.6 Satz. Sei A eine topologische Algebra über K, die Hausdorff’sch ist und
S eine Teilmenge von A. Dann sind die beiden folgenden Aussagen äquivalent:

(a) S abgeschlossen ⇔ S = S′′.

(b) cl(S) = S′′.

Beweis. (a) ⇒ (b): Gelte (a), also cl(S) = cl(S)′′. Nach Bemerkung 2.7.5 gilt
cl(S)′ = S′, also cl(S)′′ = S′′. Somit cl(S) = S′′, das heißt, (b).

(b) ⇒ (a): S abgeschlossen ⇔ S = cl(S) = S′′.

2.7.7 Bemerkung (Fortsetzung von 2.1.33). Sei A eine Hausdorff’sche topo-
logische Algebra über K und p ein idempotentes Element von A. Dann sind die
Mengen Ap, pA und pAp in A abgeschlossen.

Beweis. Die Abbildung T : a 7→ a − ap ist stetig. Also ist Ap = T −1( {0}
)

abgeschlossen.



2.8. Darstellungstheorie 125

2.8 Darstellungstheorie
2.8.1 Definition (Palmer [231](1994), Seiten 225, 440 und 456). Sei A ei-
ne Algebra über K und X ein Vektorraum über K. Eine Darstellung (bzw.
Antidarstellung) von A in L(X) oder auf X ist ein Homomorphismus (bzw.
Antihomomorphismus) T : A → L(X). Für a ∈ A schreibt man Ta für den mit
a assoziierten Darsteller T (a). Genauer bezeichnet man dann eine Darstellung
als (T, X). Wenn von einer Darstellung T einer Algebra A gesprochen wird,
ohne mit anzugeben, auf welchem Vektorraum die Darsteller Ta, a ∈ A, agie-
ren, so wird dieser Vektorraum mit XT bezeichnet. Ein Unterraum U ⊆ X ist
T-invariant (oder einfach invariant, wenn klar ist, welche Darstellung gemeint
ist), wenn jeder Darsteller Ta, a ∈ A, ihn in sich abbildet.

Die bilineare Abbildung B : A × X → X, (a, x) 7→ Ta(x) wird die zu der
Darstellung von A auf X assoziierte bilineare Abbildung oder die bilineare Ab-
bildung der Darstellung von A auf X genannt und auch als ⟨·, ·⟩T geschrieben.
Somit kann man von dem Bilinearsystem (A, X; ⟨·, ·⟩T ) einer Darstellung T von
A auf X sprechen. Wenn klar ist, welche Darstellung gemeint ist, wird wie üblich
das Bilinearsystem als (A, X) und die bilineare Abbildung als ⟨·, ·⟩ geschrieben.

Die Darstellung (bzw. Antidarstellung) T von A auf X heißt

(a) treu (im Englischen faithful), wenn das Bilinearsystem (A, X) in A tren-
nend ist, das heißt, wenn T injektiv ist.

(b) trivial, wenn Ta = 0 für alle a ∈ A gilt.

(c) irreduzibel (genauer algebraisch irreduzibel oder auch streng irreduzibel),
wenn {0} und X die einzigen T -invarianten Unterräume von X sind und
T nicht trivial ist.

(d) zyklisch, wenn es ein x ∈ X gibt mit X = {Tax : a ∈ A}; solch ein x heißt
dann ein zyklischer Vektor . Eine zyklische Darstellung schreibt man dann
auch als (T, X, x).

(e) äquivalent zu einer Darstellung (bzw. Antidarstellung) S von A auf einem
Vektorraum Y über K, wenn es eine lineare Bijektion U : X → Y gibt mit
SaU = UTa für alle a ∈ A; solch ein U heißt dann eine Äquivalenz.

(f) nicht in X ausgeartet oder in X trennend oder wesentlich (im Englischen
essential), wenn das Bilinearsystem (A, X) in X trennend ist. Die hier-
für von manchen Autoren verwendete Bezeichnung proper wird hier nicht
verwendet, damit keine Missverständnisse mit den Begriffen aus Definition
3.5.49 auftreten können. (Siehe auch Bemerkung 2.2.29.)

(g) nicht ausgeartet, wenn T sowohl treu als auch wesentlich ist, also wenn
die zu T assoziierte bilineare Abbildung nicht ausgeartet ist.

Trägt X eine Norm, dann heißt T

(h) normiert, wenn Ta ∈ L(X) für alle a ∈ A gilt.

(i) topologisch zyklisch, wenn es einen zyklischen Vektor x ∈ X gibt, so dass
TAx = {Tax : a ∈ A} dicht in X ist; solch ein x heißt dann ein topologisch
zyklischer Vektor .
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(j) topologisch irreduzibel, wenn {0} und X die einzigen abgeschlossenen T -
invarianten Unterräume von X sind und T nicht trivial ist.

(k) topologisch äquivalent zu einer Darstellung S von A auf einem normier-
ten Vektorraum Y über K, wenn es eine homöomorphe lineare Bijektion
U : X → Y gibt mit SaU = UTa für alle a ∈ A; solch ein U heißt dann
eine topologische Äquivalenz.

2.8.2 Bemerkung. Manche Autoren nennen eine Darstellung T : A → L(X)
nicht ausgeartet, wenn sie wesentlich ist, ohne dabei zu verlangen, dass sie treu
zu sein hat.

2.8.3 Definition. Sei A eine Algebra über K und T eine Darstellung oder
Antidarstellung von A auf einem Vektorraum X über K. A heißt wesentlich,
wenn T wesentlich ist.

2.8.4 Definition. Sei A eine Algebra über K. Mit den Bezeichnungen von
Definition 2.1.18 heißt die Abbildung S : A → L(A), a 7→ Sa := La die links-
reguläre Darstellung von A. Entsprechend heißt die Abbildung R : A → L(A),
a 7→ Ra die rechts-reguläre Darstellung von A (die genau genommen natürlich
eine Antidarstellung ist).

2.8.5. Die Abbildung S (bzw. R) in Definition 2.8.4 ist eine Darstellung (bzw.
Antidarstellung) von A auf seinen zugrunde liegenden Vektorraum über K. Ein
Unterraum U der Algebra A ist genau dann S-invariant, wenn er ein Linksideal
ist.

2.8.6 Definition. Sei T eine Darstellung von A auf X, Y ein T -invarianter
Unterraum von X und B eine Unteralgebra von A. Sprachlich sind zwei ver-
schiedene Restriktionen zu unterscheiden.

Die Abbildung a 7→ Ta ↾ Y ist eine Darstellung von A auf Y ; sie wird die
Restriktion von der Darstellung T zu Y genannt, mit T Y bezeichnet und auch
eine Subdarstellung von T genannt.

Die Restriktion T ↾ B der Abbildung T auf B wird die Restriktion des
Homomorphismus T genannt.

Wenn keine Mißverständnisse möglich sind, wird die Subdarstellung T Y auch
mit T ↾ Y bezeichnet.

2.8.7 (Rickart [246](1960), Seite 55). Sei A eine Algebra über K. Das
Jacobson-Radikal J(A) von A ist gleich dem Durchschnitt der Kerne von allen
algebraisch irreduziblen Darstellungen auf Vektorräumen über K von A.

2.9 Skalarbereichsänderung von Moduln und
Algebren

Es sei an die Vereinbarung erinnert, dass das Wort Modul für Linksmodul steht.

2.9.1 (Bourbaki [34](1974), II.1.13; Hungerford [143](1980)). Seien R und
S zwei Ringe. Sei Ψ: R → S ein Ringhomomorphismus. Sei (X, +, ·S) ein S-
Modul. Dann existiert auf X eine kanonische Struktur eines R-Moduls:
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Als Addition wähle man die Addition auf (X, +, ·S). Die Multiplikation ·R
mit einem Skalar λ ∈ R definiere man folgendermaßen:

λ ·R x := Ψ(λ) ·S x für alle λ ∈ R, x ∈ X.

Der für Ψ: R → S und S-Modul X soeben definierte R-Modul heißt der mit
Ψ und der S-Modul-Struktur assoziierte R-Modul und wird mit XΨ bezeichnet;
man sagt auch, dass die R-Modul-Struktur auf X per einem Pullback entlang Ψ
gegeben sei. Wenn keine Missverständnisse auftreten können, wird für XΨ auch
einfach nur X geschrieben. Nebenbei sei angemerkt, dass Bourbaki, ebd., für
XΨ die Bezeichnungen Ψ∗(X) und X[R] verwendet.

2.9.2 Bemerkung (Klingenberg und Klein [186](1972), Seite 78;
Bourbaki [34](1974)). Sei Ψ: R → S ein unitaler Ringhomomorphismus
zwischen zwei Körpern R und S. Dann ist Ψ injektiv. Daher ist Ψ(R) ein
Unterkörper von S, der isomorph zu R ist, und man identifiziert vermöge Ψ
die Körper R und Ψ(R) und fasst R als Unterkörper von S auf. Es wird also
die Operation ·S eingeschränkt auf die Multiplikation mit Skalaren aus dem
Unterkörper R von S. In diesem Fall heißt XΨ der durch Ψ-Einschränkung
des Skalarbereichs entstandene R-Modul und diese Bezeichnung wird auch
verwendet, wenn R und S keine Körper sind.

2.9.3 Bemerkung. Seien R und S zwei Ringe. Sei Ψ: R → S ein Ringhomo-
morphismus. Sei X ein unitaler R-Modul und sei Y ein unitaler S-Modul. Dann
sind äquivalent:

(a) T : X → Y Ψ-semilinear.

(b) T : X → YΨ linear.

Damit sind die Begriffe für lineare Abbildungen auf Ψ-semilineare Abbildun-
gen übertragbar: Eine Ψ-semilineare Abbildung T : (X, +, ·R) → (Y, +, ·S) wird
als lineare Abbildung von (X, +, ·R) nach YΨ aufgefasst.

2.9.4 Satz (Klingenberg und Klein [186](1972), Seiten 80-85; Bourbaki
[34](1974), II.1.13). Seien R und S zwei Ringe mit Eins, sei Ψ: R → S ein
unitaler Ringhomomorphismus und seien X und Y zwei unitale S-Moduln. Dann
gelten die folgende Aussagen:

(a) Ist U ein Untermodul von X, dann ist UΨ ein Untermodul des R-Moduls
XΨ. Falls Ψ surjektiv ist, gilt auch die Umkehrung: Jeder Untermodul des
R-Moduls XΨ ist ein Untermodul des S-Moduls X.

(b) Sind R und S zusätzlich Körper und A eine linear unabhängige Teilmenge
von X, so ist A auch in XΨ linear unabhängig. Falls Ψ bijektiv ist, gilt
auch die Umkehrung.

(c) Ist A ein Erzeugendensystem von XΨ, dann ist A auch ein Erzeugenden-
system von X. Falls Ψ surjektiv ist, gilt auch die Umkehrung.

(d) Jede S-lineare Abbildung X → Y ist auch eine R-lineare Abbildung
XΨ → YΨ Sind R und S zusätzlich Körper, dann ist (HomS(X, Y ))Ψ ein
Unterraum des R-Vektorraumes HomR(XΨ, YΨ). Falls Ψ surjektiv ist, gilt
die Gleichheit.
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2.9.5 Bemerkung. Um einzusehen, dass in Satz 2.9.4 jeweils die Umkehrung
in (a), (b) und (c) und die Gleichheit in (d) nicht gelten muss, betrachte man
C als Vektorraum über R mit Ψ als die kanonische Einbettung von R in C.

2.9.6 Definition. Wenn in der Situation von 2.9.1 R = R, S = C gilt und Ψ die
kanonische Einbettung von R in C ist, dann heißt XΨ die reelle Strukturierung
(im Englischen realification) von X und wird auch mit XR bezeichnet.

2.9.7 Bemerkung. Sei X ein Vektorraum über C. Da die komplexe Konju-
gation ¯: C → C, z 7→ z ein Ringhomomorphismus ist, ist mit Ψ := ¯ der
sogenannte zu X konjugiert-komplexe Vektorraum X := XΨ über C definiert,
das heißt, für alle z ∈ C, x ∈ X gilt dann z ·X̄ x = z ·X x. Des Weiteren hat
man dann XR =

(
X
)
R
.

2.9.8. Sei (Y, ∥ · ∥Y ) ein normierter Vektorraum über C. Setze X := YR. Be-
zeichne ι die identische Abbildung von der Menge X auf die Menge Y . Setze
∥x∥X := ∥ι(x)∥Y für alle x ∈ X. Dann ist (X, ∥ · ∥X) ein normierter Vektor-
raum über R. Nach Definition von X existiert für jedes λ ∈ C und x ∈ X auch
das mit λx bezeichnete Element ι−1(λι(x)); mit dieser Bezeichnung gilt also
ι(λx) = λι(x). Wegen x + y = ι−1(ι(x) + ι(y)) gilt auch ι(x + y) = ι(x) + ι(y).

Sei γ die gemäß Satz 2.9.4(d) vorhandene lineare Einbettung

γ :
(
L(Y )

)
R ↪→ L(X), T 7→ ι−1 ◦ T ◦ ι.

Wegen ι(BX) = BY hat man für alle T ∈ L(Y ): ∥T∥ = supy∈BY
∥Ty∥Y =

supx∈BX
∥Tιx∥Y = supx∈BX

∥ιγ(T )x∥Y = supx∈BX
∥γ(T )x∥X = ∥γ(T )∥. Somit

ist die Abbildung (L(Y ))R → L(X), T 7→ γ(T ) eine Isometrie.

2.9.9 Lineare Funktionale (Werner [291](2002), Seite 96, Lemma III.1.3;
Li [198](2003), Seite 5, Satz 1.1.6; Schaefer [255](1967), Seite 32). Sei X ein
Vektorraum über C. Bezeichne r die identische Abbildung von X auf XR. Für
alle x# ∈

(
X#)

R setze

(Re x#)(x) := Re (x#(r−1(x))) für alle x ∈ XR.

Die dadurch definierte Abbildung

Re :
(
X#)

R →
(
XR
)#

ist linear und bijektiv. Dabei ist ihre Umkehrabbildung wie folgt erklärt:

Re−1(x#)(x) := x#(r(x)) − ix#(r(ix)) für alle x ∈ X.

Falls X ein topologischer Vektorraum über C ist, bildet die Abbildung Re
den Unterraum

(
X∗)

R surjektiv auf
(
XR
)∗ ab und falls X ein normierter Vek-

torraum über C ist, ist diese Zuordnung auch isometrisch. Der somit für topo-
logische Vektorräume X über C erklärte — im normierten Fall isometrische —
Isomorphismus (

X∗)
R →

(
XR
)∗

wird ebenfalls mit Re bezeichnet.
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2.9.10. Ist X ein Vektorraum über R und existiert eine R-lineare Abbildung
j : X → X mit j2 = −IdX , so ist es in Umkehrung zu der reellen Strukturierung
eines Vektorraumes über C möglich, eine komplexe Vektorraumstruktur auf X
wie folgt zu definieren.

Für jedes a ∈ R sind die zu a bestimmten Links-Multiplikationen La (Defi-
nition 2.1.18) Elemente aus dem Ring L(X). Mit dem unitalen Ringhomomor-
phismus

Ψ: C → L(X), z 7→ LRe(z) + LIm(z) ◦ j

und der Eigenschaft, dass X per L(X) × X → X, (T, x) 7→ T (x) ein unitaler
L(X)-Modul ist, ist XΨ nach 2.9.1 ein unitaler C-Modul.

2.9.11 Definition. (a) Der soeben in 2.9.10 definierte Vektorraum XΨ über C
wird mit XC bezeichnet und heißt die komplexe Strukturierung von X (bezüglich
j). Eine Abbildung auf X, die von der Form des soeben dabei verwendeten j ist,
wird auch als eine komplexe Struktur auf X bezeichnet.

(b) Sei X ein (normierter) Vektorraum (bzw. Algebra) über R. Dann heißt
X komplex strukturierbar oder auch vom komplexen Typus, falls ein (normierter)
Vektorraum (bzw. Algebra) Y über C existiert, so dass X isomorph zu YR ist. Ist
dabei speziell im Fall, dass X normiert ist, die besagte Isomorphie isometrisch,
so heißt X isometrisch komplex strukturierbar .

(c) (Ingelstam [145](1964)) Sei A eine (normierte) Algebra über R. A heißt
vom reellen Typus, falls A nicht vom komplexen Typus ist. A heißt vom vom
stark reellen Typus (im Englischen strictly real type), wenn gilt:

−a2 ist quasi-invertierbar für alle a ∈ A.

An dieser Stelle sei bemerkt, dass die Algebren vom stark reellen Typus genau
den bei Gelfand [106](1941) definierten reellen Ringen entsprechen.

(d) (Ingelstam [145](1964), Seite 253). Ein nichtassoziativer Ring (R, +, ·)
heißt vom komplexen Typus, wenn ein Gruppenendomorphismus j auf (R, +)
existiert mit j2 = −IdR und

j(rs) = j(r) · s = r · j(s) für alle r, s ∈ R.

(Siehe auch 2.1.28.)

Ist, wieder an 2.9.10 anschließend, andererseits X ein Vektorraum über C,
dann ist offensichtlich x 7→ ix eine komplexe Struktur auf XR, und es gilt:
X = (XR)C.

Damit gilt:

2.9.12 Satz. Sei X ein Vektorraum über R. Dann sind äquivalent:

(a) Es gibt eine R-lineare Abbildung j : X → X mit j2 = −IdX .

(b) X ist komplex strukturierbar.

2.9.13 Korollar. Ist X ein komplex strukturierbarer Vektorraum über R, dann
gilt X = (XC)R.

2.9.14. Manchmal ist die folgende Schreibweise praktisch: Sei X ein Vektor-
raum über C, dann ist, falls nicht ausdrücklich etwas anderes vereinbart ist, mit
XC der Raum XΨ mit Ψ = IdC gemeint, mit anderen Worten, wieder X selbst.
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2.9.15 Satz (Ingelstam [145](1964), Seite 249). Sei A eine Algebra über R
mit Eins. Dann ist A vom reellen Typus, falls sie vom stark reellen Typus ist.

2.9.16 Satz (Ingelstam [145](1964), Seite 249). Sei A eine (normierte) Al-
gebra über R. Dann sind äquivalent:

(a) Es gibt eine R-lineare (beschränkte) Abbildung j : A → A mit j2 = −IdA

und
j(ab) = j(a) · b = a · j(b) für alle a, b ∈ A.

(b) A ist komplex strukturierbar.

Besitzt A eine Eins, dann ist zu (a) und (b) zusätzlich äquivalent:

(c) Es existiert ein Element a im Zentrum von A mit a2 = −e.

2.9.17 Bemerkung (Ingelstam [145](1964)). Ist A eine Algebra über R, dann
besitzt A1 keine komplexe Strukturierung.

2.9.18 Satz (Kaplansky [170](1949), Seite 400). Sei (A, ∥ · ∥) eine normierte
Algebra über R, welche komplexe Skalare in der Weise zulässt, dass die Multi-
plikation mit i stetig ist. Dann ist

∥a∥C := max
λ∈SC

∥λa∥ für alle a ∈ A,

eine äquivalente Norm, die A zu einer normierten Algebra über C macht.

2.9.19 Bemerkung. Ein endlichdimensionaler Vektorraum über R ist genau
dann komplex strukturierbar, wenn seine Dimension n geradzahlig ist, also n ∈
2N (Dieudonné [67](1952)).

Jeder unendlichdimensionale Vektorraum über R ist komplex strukturierbar
(Ingelstam [145](1964), Seite 249).

(Rosenthal [249](1984)). Sei X ein Banachraum über R und j ∈ L(X). Der
im Folgenden verwendete Begriff schiefhermitesch wird weiter unten in 2.11.22
definiert. Dann sind äquivalent:

(a) Es gilt j2 = −IdX und für alle α, β ∈ R mit α2+β2 = 1 ist α IdX+βj ∈
L(X) isometrisch.
(b) Es gilt j2 = −IdX und j ist schiefhermitesch (siehe 2.11.22).
(c) j ist eine schiefhermitesche (siehe 2.11.22) Isometrie (wobei man a prio-
ri j nicht als linear anzunehmen braucht).
(d) j ist eine Isometrie (die man a priori nicht als linear anzunehmen
braucht) und für alle α, β ∈ R mit α2 + β2 = 1 gilt ∥α IdX + βj∥ = 1.

Genau dann existiert ein j ∈ L(X), das eine (und damit alle) der vorstehenden
Äquivalenzen erfüllt, wenn X isometrisch komplex strukturierbar ist (Definition
2.9.11).

Mit Dieudonné [67](1952) hat man, dass es auf dem sogenannten James-
Raum J (siehe Megginson [211](1998), Kapitel 4.5 und Übung 4.45) kein
j ∈ L(X) mit j2 = −IdX existiert und mithin J also ein Beispiel eines un-
endlichdimensionalen Banachraumes über R ist, der nicht vollständig komplex
strukturierbar ist.
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2.9.20 Streng komplexe Strukturen I (Gähler und Gähler [105](1974)).
(a) Sei X ein Vektorraum über R, der mit einer komplexen Struktur j aus-
gestattet ist. Um mit den Elementen von X ähnlich wie mit den komplexen
Zahlen rechnen zu können, muss neben j noch eine weitere lineare Abbildung
k ∈ L(X) gegeben sein, die die Rolle der Konjugiertenbildung übernimmt; als
Eigenschaften von solch einem k wird gefordert, dass sie Periode 2 hat, das
heißt, k ◦ k = IdX , und, dass

j ◦ k = −k ◦ j (2.35)

gilt. Das Paar (j, k) heißt dann eine streng komplexe Struktur auf X, und weiter
nennt man dann X einen streng komplexen Vektorraum.

Sei nun X ein streng komplexer Vektorraum mit der zugehörigen streng
komplexen Struktur (j, k). Per

Re(x) := x + k(x)
2 und Im(x) :=

−j
(
x − k(x)

)
2

für alle x ∈ X, sind zwei Abbildungen X → X definiert, die man als Realteil-
bzw. Imaginärteilbildung auffassen kann. Es gelten die folgenden Gleichungen:
IdX = Re + j ◦ Im, Re ◦ Re = Re, Re ◦ Im = Im, Im ◦ Re = 0, Im ◦ Im =
0, Re ◦ j ◦ Re = 0, Re ◦ j ◦ Im = 0, Im ◦ j ◦ Re = Re, Im ◦ j ◦ Im =
Im, k ◦ Re = Re, k ◦ j ◦ Im = −j ◦ Im. Folglich gilt Re(X) = Im(X) (Dazu:
x ∈ Im(X) ⇔ −1

2j(z − k(z)) für ein z ∈ X. Es ist z = j(y) für ein y ∈ X. Also

x = −1
2j(j(y) + jk(y)) = 1

2(y + k(y)) ∈ Re(X)) und für die reellen Teilräume
Re(X) und (j ◦ Im)(X) gilt X = Re(X)∔ (j ◦ Im)(X).

(b) Sei X ein Vektorraum über R und j eine komplexe Struktur auf X. Gäh-
ler und Gähler, ebd., Seite 65, zeigen, dass durch eine geeignete Wahl einer
Basis von X die Abbildungsmatrix der komplexen Struktur j eine besonders
einfache Gestalt annimmt. Als unmittelbare Folgerung haben sie die Aussage,
dass ein reeller Untervektorraum U von X mit X = U∔j(U) existiert. Definiert
man dann die Abbildung k : X → X, x = u + v 7→ u − v, wobei u ∈ U und
v ∈ j(U) sein soll, so ist k wegen jk(x) = jk(u + v) = j(u − v) = −(jv − ju) =
−k(ju + jv) = −kj(u + v) = −kj(x) derart, dass (j, k) eine streng komplexe
Struktur auf X ist. Da dann zum Beispiel auch (j, −k) eine streng komplexe
Struktur auf X ist, ist diese nicht eindeutig bestimmt.

2.9.21 (Klingenberg und Klein [186](1972), Seite 218). Sei X ein Vektor-
raum über R und Z das direkte Produkt X × X. Setze

j : Z → Z, (x, y) 7→ (−y, x).

Dann ist offenbar j2 = −IdZ , so dass es also auf Z per ZC die Struktur eines
Vektorraumes über C gibt mit Z = (ZC)R.

2.9.22 Definition (Klingenberg und Klein [186](1972), Seite 218). Den
soeben definierten Vektorraum ZC nennt man die Komplexifizierung von X
und bezeichnet ihn mit X(C).

2.9.23 Definition. Sei X ein Vektorraum über C. Dann heißt jeder Vektor-
raum Y über R für den Y(C) ≃ X gilt, eine reelle Form des Vektorraumes X
über C.
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2.9.24 Bemerkung. Auf X(C) gilt für alle α, β ∈ R, x, y ∈ X:

(α + βi)(x, y) = α(x, y) + βj(x, y) = α(x, y) + β(−y, x)
= (αx − βy, αy + βx).

Also zum Beispiel: λ(e, 0) = (Re(λ)e, Im(λ)e) für λ ∈ C.

2.9.25 Bemerkung (Klingenberg und Klein [186](1972), Seite 219). Sei
X ein Vektorraum über R. Die Abbildung k : X → X(C)R, x 7→ (x, 0), ist eine
injektive R-lineare Abbildung. Daher ist k(X) ≃ X, und man identifiziert X
mit dem Teilraum k(X) des Vektorraumes X(C)R über R.

Wegen ix = (0, x) für alle x ∈ X ist dann (x, y) = x+ iy für alle x, y ∈ X, so
dass man auch X(C)R = X ⊕ iX schreiben kann. Jedes z ∈ X(C) besitzt also eine
kartesische Darstellung z = x + iy, das heißt, jedes z ∈ X(C) lässt sich eindeutig
schreiben als z = x + iy, und man bezeichnet Re(z) := x als Realteil von z und
Im(z) := y als Imaginärteil von z (bezüglich der Komplexifizierung).

(Goldhaber und Ehrlich [115](1970), Kapitel 3.4). Ist R ein Ring, X ein
R-Linksmodul und Y ein R-Rechtsmodul, dann wird das Tensorprodukt von X
und Y über R mit X⊗RY bezeichnet; es ist ein Z-Modul. Für den kommutativen
Fall siehe zum Beispiel auch Kowalsky und Michler [188](2003).

Ist S ein kommutativer Ring mit Eins, die mit eS bezeichnet sei, und R ein
Unterring von S mit der gleichen Eins, und ist M ein freier R-Modul mit Basis
bν , ν ∈ I, dann ist S ⊗R M ein freier S-Modul mit Basis eS ⊗ bν , ν ∈ I. Der
R-Modul M ist R-isomorph zu einem Untermodul von S ⊗R M , aufgefasst als
ein R-Modul. Man sagt, der freie R-Modul M würde zu einem freien S-Modul
geliftet. Speziell für R = R und S = C hat man:

Ist X ein (normierter) Vektorraum über R, dann ist X(C) (isometrisch) iso-
morph zu dem Vektorraum CR ⊗R X über C. Ist (bν)ν∈I eine Basis von X, dann
ist (1⊗bν)ν∈I eine Basis von CR⊗RX. Identifiziere X als Teilmenge von CR⊗RX
per x 7→ 1 ⊗ x. Sei Z wie in 2.9.21. Die R-lineare Abbildung (x, y) 7→ x + iy
(genauer (x, y) 7→ 1 ⊗ x + i ⊗ y mit für w, z ∈ C : w(z ⊗ x) := (wz) ⊗ x) ist
dann eine Bijektion von Z auf CR ⊗R X, durch die die Produkttopologie von Z
auf CR ⊗R X übertragen wird.

2.9.26. Seien X und Y zwei Vektorräume über R. Sei T ∈ L(X, Y ). Dann ist
die kanonische komplex-lineare Fortsetzung von T die Abbildung

X(C) → X(C), x + iy 7→ T (x) + iT (y);

sie wird mit T(C) bezeichnet.
Sei n ∈ N×. Seien X und Y zwei n-dimensionale Vektorräume über R. Sei

T ∈ L(X, Y ). Sei B := {b1, . . . , bn} eine Basis von X und C := {c1, . . . , cn}
eine Basis von Y . Sei A = (aij) die Matrix von T bezüglich der Basen B und
C. Dann gilt für alle i = 1, . . . , n: T(C)(1 ⊗ bi) = 1 ⊗ T (bi) = 1 ⊗

∑n
j=1 ajicj =∑n

j=1 aji 1 ⊗ cj , das heißt, A ist auch die Matrix von T(C) bezüglich der Basen
B(C) := {1 ⊗ b1, . . . , 1 ⊗ bn} und C(C) := {1 ⊗ c1, . . . , 1 ⊗ cn}.

2.9.27 Bemerkung und Definition. (a) Sei A eine Algebra über R. Dann
ist CR ⊗R A mit dem kanonischen Produkt (w ⊗ x) · (z ⊗ y) := wz ⊗ xy, w,
z ∈ C, x, y ∈ A, eine Algebra über C (McCrimmon [210](2004), Seite 69).
Dementsprechend versieht man A(C) mit dem Produkt

(a, b)(c, d) := (ac − bd, ad + bc) für alle a, b, c, d ∈ A
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durch das A(C) eine Algebra über C ist, die wieder mit A(C) bezeichnet wird. Hat
A eine Eins e, dann ist (e, 0) die Eins in A(C), das heißt in Tensorschreibweise,
dass dann 1 ⊗ e die Eins in CR ⊗R A ist.

(b) (Kaplansky [170](1949), Seite 400 und Rickart [246](1960), Seite 6).
Sei (A, ∥ · ∥) eine normierte Algebra über R. Dann ist A(C)R ausgestattet mit
der Norm

∥(a, b)∥1R := ∥a∥ + ∥b∥ für alle a, b ∈ A

eine normierte Algebra über R, deren Multiplikation mit den komplexen Zahlen
stetig ist. ∥ · ∥1R ist genau dann vollständig, wenn die Norm von A vollständig
ist.

Renormiert man (A(C)R, ∥ · ∥1R) gemäß Satz 2.9.18, also setzt man

∥(a, b)∥1C := max
λ∈SC

∥λ(a, b)∥1R für alle a, b ∈ A,

dann ist (A(C), ∥ · ∥1C) eine normierte Algebra über C. Wegen ∥(a, 0)∥ =
√

2∥a∥
für alle a ∈ A ist dann A zwar per a 7→ (a, 0) isometrisch isomorph in dem Vek-
torraum (A(C)R, 1√

2 ∥·∥1C) über R eingebettet, aber 1√
2 ∥·∥1C ist im Allgemeinen

keine Algebranorm mehr.
(c) Sei (A, ∥ · ∥) eine normierte Algebra über R. Setze ∥ · ∥1 := 1√

2 ∥ · ∥1C.
Dann ist A(C) mit der Norm

∥a∥ := sup
{

∥ab∥1 : b ∈ B(A(C),∥·∥1)
}

für alle a ∈ A(C)

eine normierte Algebra über C und A ist kanonisch isometrisch isomorph in
A(C)R eingebettet.

(d) Sei (A, ∥ · ∥) eine normierte Algebra über R. Auf A(C)R sind die zwei
Normen ∥ · ∥1R und ∥ · ∥1C von (b) und die Norm ∥ · ∥ von (c) äquivalent.

(e) (Li [198](2003), Seite 15). Sei (A, ∥ · ∥) eine unitale, normierte Algebra
über R. Anstelle der ℓ1-Norm in (b) kann man A(C)R auch mit einer ℓp-Norm,
1 ≦ p < ∞,

∥(a, b)∥pR :=
(

∥a∥p + ∥b∥p
)1/p

für alle a, b ∈ A

oder mit
∥(a, b)∥∞R := max

{
∥a∥, ∥b∥

}
für alle a, b ∈ A

ausstatten und wieder gemäß Satz 2.9.18 zu den entsprechenden ∥ ·∥pC, 1 ≦ p ≦
∞ renormieren. Die Normen

∥(a, b)∥p := 1
cp

∥(a, b)∥pC für alle a, b ∈ A

mit cp := sup
{(

| cos θ|p + | sin θ|p
)1/p

: θ ∈ R
}

für 1 ≦ p < ∞ und c∞ := 1,
machen dann ebenfalls A(C) zu einer normierten Algebra über C, so dass A
kanonisch isometrisch isomorph in A(C)R eingebettet ist. Alle Normen ∥ · ∥p,
1 ≦ p ≦∞, sind auf A(C) zu ∥ · ∥1 äquivalent.

(f) Die Normen ∥ · ∥p, 1 ≦ p ≦ ∞, gebrauchen zur Konstruktion nur einen
normierten Vektorraum über R. Somit sind für alle normierten Vektorräume



2.9. Skalarbereichsänderung von Moduln und Algebren 134

X über R die Räume
(
X(C), ∥ · ∥pC

)
normierte Vektorräume über C, mit der

Eigenschaft, dass X kanonisch isometrisch isomorph in X(C)R eingebettet ist.
(g) (Bonsall und Duncan [29](1971), Seite 69). Sei A eine normierte

Algebra über R. Sei p das Minkowski-Funktional der absolutkonvexen Hülle
(über R) von {a ∈ A : ∥a∥ < 1} × {0}, dann ist A(C) mit p als Norm eine
normierte Algebra über C. Die Abbildung a 7→ (a, 0) ist ein isometrischer
Monomorphismus von A nach (A(C)R, p). p heißt Minkowski-Norm und wird
auch mit ∥ · ∥M bezeichnet.

(h) Auf A(C)R sind die Normen ∥ · ∥M und ∥ · ∥1R äquivalent. Allgemein
gilt: Ist A mit einer vollständigen Norm versehen, dann sind alle vollständigen
Algebranormen auf A(C), bei der A kanonisch isometrisch isomorph in A(C)R
eingebettet ist, äquivalent.

2.9.28. Sei X ein Vektorraum über R. Jede der in 2.9.27 erklärten Norm erzeugt
auf X(C)R seine Produkttopologie.

2.9.29 Definition (Ingelstam [144](1962), Seiten 23 und 24).
(a) Sei X ein normierter Vektorraum über K. Ein Punkt des Randes einer

konvexen Menge M in X heißt ein Vertex nach Ingelstam, wenn keine gerade
Linie (also ein eindimensionaler affiner Raum über K) durch diesen Punkt eine
Tangente dieser Menge ist. (Siehe auch Ingelstam [145](1964), Seite 260, für
den Fall, dass X eine unitale Algebra ist, die Menge M die Einheitssphäre ist
und die dann mögliche äquivalente Formulierung mittels des Funktionals

x 7→ ϕ(x) := ▽{x}∥ · ∥(e);

bezüglich des Symbols ▽ siehe 4.1.4.). Siehe auch 4.1.9.
(b) Eine Banachalgebra über K mit Eins hat die Vertex-Eigenschaft nach

Ingelstam, wenn für alle Algebranormen ∥ · ∥ mit ∥e∥ = 1, die die Topologie
definieren, die Eins ein Vertex nach Ingelstam der Einheitssphäre ist.

2.9.30 Satz (Ingelstam [144](1962), Seiten 22 und 29). Sei A eine Banach-
algebra über K mit Eins. Dann gilt:

(a) Ist K = R und A vom stark reellen Typus, dann hat A die Vertex-Eigen-
schaft nach Ingelstam.

(b) Ist K = C, dann hat A die Vertex-Eigenschaft nach Ingelstam.

2.9.31 Konvexe Funktionen (van Tiel [277](1984)). Sei X ein Vektorraum
über K. Sei C eine konvexe Teilmenge von X. Eine Abbildung f : C → R∪{∞}
heißt konvex, wenn für alle x, y ∈ C und 0 < λ < 1 die Ungleichung

f
(
λx + (1 − λ)y

)
≦ λf(x) + (1 − λ)f(y)

erfüllt ist. Eine Funktion f : C → R heißt konvex, wenn sie, aufgefasst als eine
Abbildung C → R ∪ {∞}, konvex ist. Eine Abbildung f : C → R heißt konvex,
wenn für alle x, y ∈ C, α ∈ R mit f(x) < α, β ∈ R mit f(y) < β, 0 < λ < 1 die
Ungleichung

f
(
λx + (1 − λ)y

)
< λ · α + (1 − λ) · β

erfüllt ist. Zum Beispiel ist jede Halbnorm konvex. Allgemeiner gilt: Ist A eine
konvexe, nicht leere Teilmenge von X, so ist x 7→ dist(x, A) konvex (ebd., Sei-
te 66). Des Weiteren ist für jede bilineare, positive, reellwertige Bilinearform B
auf X die Abbildung x 7→ B(x, x) konvex.
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Eine Abbildung f : C → R∪{∞} ist genau dann konvex, wenn sie, aufgefasst
als eine Abbildung f : C → R, konvex ist.

Beweis. Sei f : C → R ∪ {∞} konvex. Seien x, y ∈ C, sei 0 < λ < 1, α ∈ R mit
f(x) < α und β ∈ R mit f(y) < β. Dann gilt f

(
λx+(1−λ)y

)
< λ ·α+(1−λ) ·β,

das heißt, f , aufgefasst als f : C → R, ist konvex.
Sei nun umgekehrt f eine Abbildung C → R ∪ {∞}, die, aufgefasst als eine

Abbildung C → R, konvex sei. Seien x, y ∈ C und 0 < λ < 1. Dann ist zu
zeigen, dass die Ungleichung f(λx + (1 − λ)y) ≦ λf(x) + (1 − λ)f(y) erfüllt
ist. Falls f(x) oder f(y) gleich ∞ ist, ist diese Ungleichung erfüllt. Bleibt der
Fall zu betrachten, wo weder f(x) noch f(y) gleich ∞ ist: Sei ε > 0. Dann gilt
f
(
λx+(1−λ)y

)
< λ ·

(
f(x)+ε

)
+(1−λ) ·

(
f(y)+ε

)
= λ ·f(x)+(1−λ) ·f(y)+ε.

Folglich hat man die besagte Ungleichung vorliegen und f ist konvex.

Sei f : C → R eine konvexe Abbildung. Die mit domeff(f) bezeichnete Menge
{x ∈ X : f(x) < ∞} heißt der effektive Definitionsbereich von f . Die Abbildung
f heißt proper , wenn domeff(f) ̸= ∅ und ran(f) ⊆ R ∪ {∞} gilt.

Der effektive Definitionsbereich von f ist eine konvexe Menge. Jede propere,
konvexe Funktion f kann aufgefasst werden als eine Erweiterung einer konvexen
Funktion g : domeff(f) → R per f(x) = g(x) für alle x ∈ domeff(f) und f(x) =
∞ sonst. In diesem Sinne kann man jede konvexe Funktion f : C → R als eine
konvexe Abbildung X → R auffassen.

Sei f : C → R eine Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:
(a) f ist konvex.
(b) epi(f), aufgefasst als Teilmenge von XR × R, ist konvex.
(c) {(x, y) ∈ X × R : y > f(x)}, aufgefasst als Teilmenge von XR × R, ist

konvex.
(d) Für jeden eindimensionalen, affinen Untervektorraum U von XR ist die

Abbildung f ↾ C ∩ U konvex.

Beweis. (a) ⇒ (c): Sei f konvex. Setze A := {(x, y) ∈ X × R : y > f(x)}. Seien
(x1, y1), (x2, y2) ∈ A. Also y1 > f(x1) und y2 > f(x2). Sei 0 < λ < 1. Nach
Voraussetzung also λ ·y1 +(1−λ) ·y2 > f(λx1 +(1−λ)x2), das heißt, der Punkt
λ · (x1, y1) + (1 − λ) · (x2, y2) = (λx1 + (1 − λ)x2, λy1 + (1 − λ)y2) ist in A.

(c) ⇒ (a): Sei A := {(x, y) ∈ XR×R : y > f(x)} konvex. Sei f(x) < α, α ∈ R,
f(y) < β, β ∈ R. Also (x, α), (y, β) ∈ A. Sei 0 < λ < 1. Nach Voraussetzung
ist der Punkt λ · (x, α) + (1 − λ) · (y, β) in A, das heißt, f(λx + (1 − λ)y) <
λ · α + (1 − λ) · β.

(b) ⇒ (c): Sei epi(f) ⊆ XR × R konvex. Setze A := {(x, y) ∈ X × R : y >
f(x)}. Seien (x, α), (y, β) ∈ A und sei 0 < λ < 1. Also α > f(x) und β > f(y).
Seien α0, β0 ∈ R mit α > α0 ≧ f(x) und β > β0 ≧ f(y). Also (x, α0), (y, β0) ∈
epi(f) und nach Voraussetzung somit (λx + (1 − λ)y, λα0 + (1 − λ)β0) ∈ epi(f);
das heißt, f(λx+(1−λ)y) ≦ λα0 +(1−λ)β0 < λα+(1−λ)β, also (λx+(1−λ)y,
λα + (1 − λ)β) = λ · (x, α) + (1 − λ) · (x, β) ∈ A.

(c) ⇒ (b): Sei A := {(x, y) ∈ XR × R : y > f(x)} konvex. Seien (x, α),
(y, β) ∈ epi(f) und 0 < λ < 1. Sei ε > 0 beliebig. Dann gilt α + ε > f(x) und
β + ε > f(y), das heißt, (x, α + ε), (y, β + ε) ∈ A. Nach Voraussetzung gilt
f(λx + (1 − λ)y) < λ(α + ε) + (1 − λ)(β + ε) = λα + (1 − λ)β + ε. Folglich gilt
f(λx + (1 − λ)y) ≦ λα + (1 − λ)β, das heißt, λ · (x, α) + (1 − λ) · (y, β) ∈ epi(f).

(a) ⇔ (d): Klar nach Definition von (a).
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2.9.32 Unterhalbstetige R-wertige Abbildungen (Choquet [45](1969),
Seite 339). Sei X ein topologischer Raum und f : X → R eine Abbildung. Dann
sind die folgenden drei Aussagen äquivalent:

(a) f ist unterhalbstetig auf X. (Definition in 1.2.9)
(b) Für jedes Netz (xν) in X und jedes x ∈ X mit xν → x gilt die Unglei-

chung f(x) ≦ lim infν f(xν).
(c) epi(f), aufgefasst als Teilmenge von X × R, ist abgeschlossen.

Beweis. (a) ⇔ (b): Klar nach Definition.
(c) ⇒ (a): Sei epi(f) in X × R abgeschlossen. Sei λ ∈ R beliebig, aber fest.

Dann ist die Menge A := {x ∈ X : f(x) ≦ λ} × {λ} = epi(f) ∩ {(x, y) ∈
X × R : y = λ} wegen {(x, y) ∈ X × R : y = λ} = (X × R) \

((
X × {y ∈

R : y < λ}
)

∪
(
X × {y ∈ R : y > λ}

))
abgeschlossen in X × R. Bezeichne p

die kanonische Projektion X × R → X. Dann ist p(A) = {x ∈ X : f(x) ≦ λ}.
Sei x0 ∈ {x ∈ X : f(x) > λ}. Also (x0, λ) /∈ A. Da A abgeschlossen ist, ist
(x0, λ) kein Berührungspunkt von A, das heißt, es gibt in X × R eine offene
Menge G mit (x0, λ) ∈ G und G ∩ A = ∅. Da p eine offene Abbildung ist,
ist p(G) offen in X. Wegen G ∩ A = ∅ ist auch p(G) ∩ p(A) = ∅. Somit
ist x0 per x0 ∈ p(G) ein innerer Punkt von {x ∈ X : f(x) > λ}. Folglich
ist für jedes λ ∈ R die Menge {x ∈ X : f(x) > λ} offen. Bleibt zu zeigen,
dass die beiden Mengen {x ∈ X : f(x) > −∞} und {x ∈ X : f(x) > ∞}
offen sind. Die letztere dieser beiden Mengen ist leer, also offen. Die Menge
A := {x ∈ X : f(x) ≦ −∞} × {−∞} = epi(f) ∩ (X × {−∞}) ist wegen
X × {−∞} = (X × R) \ (X × {y ∈ R : y > −∞}) abgeschlossen in X × R.
Bezeichne p die kanonische Projektion X × R → X. Dann ist p(A) = {x ∈ X :
f(x) ≦ −∞}. Ganz analog wie hier eben für alle λ ∈ R gezeigt, folgert man nun
für λ = −∞, dass die Menge {x ∈ X : f(x) > −∞} offen ist. Damit ist f als
unterhalbstetig auf X gezeigt.

(a) ⇒ (c): Sei f unterhalbstetig auf X. Die Menge {x ∈ X : f(x) ≦ λ} ist
also für jedes λ ∈ R abgeschlossen. Dies ist äquivalent dazu, dass für jedes λ ∈ R
gilt: Ist (xν)ν∈I ein Netz in X mit f(xν) ≦ λ für alle ν ∈ I und konvergiert
dieses Netz gegen ein x ∈ X, so ist f(x) ≦ λ. Sei nun (xν , yν)ν∈I ein Netz in
epi(f), welches gegen ein (x, y) ∈ X × R konvergiert. Also xν → x, yν → y
und f(xν) ≦ yν für alle ν ∈ I. Sei ε > 0. Dann existiert ein µ ∈ I, so dass
yν ≦ y + ε für alle ν ≧ µ gilt. Somit konvergiert das Netz (xν)ν≧µ gegen x mit
f(xν) ≦ y + ε für alle ν ≧ µ. Nach Voraussetzung also f(x) ≦ y + ε. Es folgt
f(x) ≦ y, das heißt, (x, y) ∈ epi(f) und epi(f) ist abgeschlossen in X × R.

Ist X ein topologischer Vektorraum über C, so ist (a) auch äquivalent zu:
(d) epi(f), aufgefasst als Teilmenge von XR × R, ist abgeschlossen.

Beweis. Zum Beweis ersetze man im Beweis von der Äquivalenz von (a) und (c)
das X durch XR.

Es sei angemerkt, dass, da f genau dann oberhalbstetig ist, wenn −f unter-
halbstetig ist, die in (b) genannte Ungleichung im Fall der Oberhalbstetigkeit
lim supν f(xν) ≦ f(x) lautet.
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2.10 Präduale
2.10.1 Definition. Sei X ein Banachraum über K. X heißt ein Prädual eines
Banachraumes Y über K, wenn der Dualraum X∗ von X isometrisch isomorph
zu Y ist, in Zeichen also, wenn X∗ ∼= Y gilt. X heißt ein eindeutiges Prädual,
wenn für jeden Banachraum Y über K gilt: X∗ ∼= Y ∗ impliziert X ∼= Y . X heißt
ein stark eindeutiges Prädual (im Englischen strongly unique predual), wenn für
jeden Banachraum Y über K jeder isometrische Isomorphismus von X∗ nach
Y ∗ schwach∗-schwach∗-stetig ist.

2.10.2 Satz von Dixmier-Ng (Holmes [137](1975), Seite 211). Sei X ein
Banachraum über K. Falls eine Hausdorff’sche, lokal konvexe Topologie τ auf
X existiert, in der BX τ -kompakt ist, dann ist

{
ℓ ∈ X# : ℓ ↾ BX ist τ -stetig

}
ein abgeschlossener Unterraum von X∗ und ein Prädual von X.

2.10.3 Lemma (Holmes [137](1975), Seite 212). Sei Y ein Prädual eines
Banachraumes X über K, etwa vermittels dem isometrischen Isomorphismus T
von X auf Y ∗. Dann ist der Unterraum U := (T ∗ ◦ iY )(Y ) von X∗ ein Prädual
von X; genauer ist die Abbildung iX,U ein isometrischer Isomorphismus von X
auf U∗.

Beweis. Sei T : X → Y ∗ der nach Voraussetzung existierende isometrische Iso-
morphismus von X auf Y ∗. Setze U := (T ∗ ◦ iY )(Y ). Dann gilt für alle x ∈ X
und y ∈ Y :

⟨y, Tx⟩(Y,Y ∗) = ⟨Tx, iY (y)⟩(Y ∗,Y ∗∗)

= ⟨x, (T ∗ ◦ iY )(y)⟩(X,X∗)

= ⟨x, (T ∗ ◦ iY )(y)⟩(X,U)

= ⟨(T ∗ ◦ iY )(y), iX,U (x)⟩(U,U∗)

= ⟨U |(T ∗ ◦ iY )(y), iX,U (x)⟩(U,U∗)

= ⟨y, (U |(T ∗ ◦ iY ))∗ ◦ iX,U (x)⟩(Y,Y ∗).

Da, wie in 2.4.23 bemerkt wurde, das Dualsystem (Y, Y ∗) in Y ∗ trennend ist,
folgt für alle x ∈ X die Gleichung T (x) = (U |(T ∗ ◦ iY ))∗ ◦ iX,U (x). Da T
surjektiv ist, ist auch (U |(T ∗ ◦ iY ))∗ surjektiv. Da U |(T ∗ ◦ iY ) nach Definition
von U surjektiv ist, ist (U |(T ∗ ◦ iY ))∗ auch eine injektive Abbildung von U∗

auf Y ∗. Somit ist iX,U = (U |(T ∗ ◦ iY ))∗−1 ◦ T . Da iY und mit T auch T −1

isometrisch sind, ist iX,U auch isometrisch.

2.10.4 Satz von Dixmier-Goldberg-Ruston (Holmes [137](1975), Sei-
te 213). Sei X ein Banachraum über K. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

(a) Es existiert ein Prädual von X.

(b) Es existiert ein die Punkte von X trennender Unterraum U von X∗, so
dass BX σ(X, U)-kompakt ist.

(c) X∗ enthält einen Norm-bestimmenden, abgeschlossenen Unterraum U , wo-
bei der Vektorraum U keinen echten, abgeschlossenen, die Punkte von X
trennenden Unterraum enthält.
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(d) Es gibt eine Norm-1-Projektion von X∗∗ auf iX(X) mit schwach∗-abge-
schlossenem Kern. (Folglich ist also iX(X) in X∗∗ in der schwach∗-Topo-
logie Norm-1-komplementiert.)

Beweis. (a) ⇒ (b): Sei Y ein Prädual von X. Nach dem Lemma 2.10.3 gibt
es einen Unterraum U von X∗, so dass iX,U ein isometrischer Isomorphismus
von X auf U∗ ist. Nach Bemerkung 2.5.16(d) trennt U die Punkte von X
und iX,U ist ein Homöomorphismus von (X, σ(X, U)) auf ran(iX,U ) versehen
mit der Relativtopologie von σ(U∗, U). Somit gilt iX,U

(
cl
(
σ(X, U); BX

))
=

cl
(
σ(U∗, U); iX,U (BX)

)
=
(
iX,U (BX)

)••. Da
(
iX,U (BX)

)•• die kleinste, abso-
lutkonvexe σ(U∗, U)-abgeschlossene Menge in U∗ ist, die iX,U (BX) ⊆ BU∗ um-
fasst, ist sie eine Teilmenge von BU∗ . Da nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki
BU∗ σ(U∗, U)-kompakt ist, ist cl(σ(X, U); BX) σ(X, U)-kompakt. Die restlichen
Beweise a.a.O.

2.10.5 Bemerkungen (Holmes [137](1975), Seite 213). Sei X ein Banach-
raum über K. Ist dann zum Beispiel V ⊆ X∗ ein Prädual von X, so ist bezüglich
des Dualsystems (X∗, X∗∗) V ◦ ein die Aussage (d) des Satzes 2.10.4 erfüllender
Unterraum von X∗∗. Ist umgekehrt W ein die Aussage (d) des Satzes 2.10.4
erfüllender Unterraum von X∗∗, so ist der bezüglich des Dualsystems (X∗, X∗∗)
gebildete Unterraum W ◦ von X∗ ein Prädual von X.

2.10.6 Satz. Sei X ein Banachraum über K. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

(a) X ist ein eindeutiges Prädual.

(b) Jedes Prädual von X∗ ist isometrisch isomorph zu X.

(c) Jeder Banachraum Y über K, der X als Prädual seines Dualraumes Y ∗

hat, ist isometrisch isomorph zu X.

Beweis. Mnemotechnisch entspricht ∗ ∼= der Zeichenkette ist Prädual von und
∼= Y ∗ entspricht der Zeichenkette mit Prädual Y.

2.10.7 Satz. Sei X ein Banachraum über K. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

(a) X ist ein stark eindeutiges Prädual.

(b) Für jeden Banachraum Y über K und für jeden isometrischen Isomorphis-
mus T von X∗ nach Y ∗ existiert ein isometrischer Isomorphismus S von
Y nach X, so dass T gleich der dualen Abbildung S∗ von S ist.

(c) Für jeden Banachraum Y über K und für jeden isometrischen Isomorphis-
mus T von X∗ nach Y ∗ ist T ∗(iY (Y )) gleich iX(X).

(d) Für jeden Banachraum Y über K und für jeden isometrischen Isomor-
phismus T von X∗ nach Y ∗ ist die Abbildung T ∗ ◦ iY ein isometrischer
Isomorphismus von Y nach iX(X).

(e) X ist ein Prädual von einem Banachraum Y über K und die kanonischen
Einbettungen von X und von jedem anderen Prädual von Y in Y ∗ stimmen
überein.
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(f) Die kanonische Projektion πX∗ ist die einzige kontraktive Projektion von
X∗∗∗ auf X∗ mit schwach∗-abgeschlossenen Kern.

Beweis. (a) ⇔ (f): Harmand, Werner und Werner [126](1993), Sei-
ten 121 und 122.
(c) ⇒ (b): Godefroy [111](1978), Theorem 12.
(d): Godefroy [112](1979), Seite 56, Definition.

2.10.8 Bemerkung. (Horn [140](1987)). Gemäß Satz 2.10.7 sagt man: Ein
Banachraum X hat genau dann ein stark eindeutiges Prädual Y ⊆ X∗, wenn Y
der einzige abgeschlossene Unterraum von X∗ ist, welcher ein Prädual von X in
der kanonischen Dualität ist. Besonders aufgefasst als diesen Unterraum von X∗,
wird ein stark eindeutiges Prädual von X mit X∗ bezeichnet. Nichtsdestotrotz
ist es auch üblich, ein Prädual von X, das weder explizit als ein eindeutiges
Prädual oder als ein stark eindeutiges Prädual von X noch als ein Unterraum
von X∗ vorausgesetzt wird, mit X∗ zu bezeichnen. Manchmal ist auch praktisch,
bei einem vorgegebenen Banachraum X, eine Menge zu definieren, diese Menge
als X∗ zu bezeichnen und dann im Nachhinein zu zeigen, dass diese besagte
Menge ein Prädual von X ist. Siehe zum Beispiel 3.6.5, 3.7.36 und 3.7.40.

Palmer [232](2001), Seite 893 drückt es wie folgt aus: Ein Prädual Y von
X ist genau dann ein stark eindeutiges Prädual, wenn es nur genau einen ab-
geschlossenen Unterraum von X∗ gibt, der die Rolle von iY (Y ) übernehmen
kann.

Godefroy [111](1978) bezeichnet ein stark eindeutiges Prädual im Franzö-
sischen als un unique prédual normique oder auch einfach nur als un unique
prédual. Derselbe Autor bezeichnet in Godefroy [113](1983) und in Godefroy
[114](1984) mit un unique prédual ein „nur“ noch eindeutiges Prädual.
2.10.9 Korollar. Sei X ein Banachraum über K, der ein starkes Prädual X∗
habe. Sei T ∈ L(X) ein isometrischer Isomorphismus. Dann ist T σ(X, X∗) −
σ(X, X∗)-stetig.

Beweis. Nach Satz 2.10.7(c) ist T ∗(iX∗(X∗)) = iX∗(X∗). Nach Megginson
[211](1998), Seite 290, Theorem 3.1.18, ist T ∗ ein isometrischer Isomorphismus.
Somit ist T ∗ ↾ iX∗(X∗) ein isometrischer Isomorphismus iX∗(X∗) → iX∗(X∗).
Setze S : X∗ → X∗ als S(x∗) := (iX∗)−1 ◦ T ∗(iX∗(x∗)). S ist also ein isome-
trischer Isomorphismus. Nun gilt für alle x∗ ∈ X∗ und x ∈ X: ⟨S∗x, x∗⟩ =
⟨x, Sx∗⟩ = ⟨x, (iX∗)−1 ◦ T ∗x̂∗ ⟩ = ⟨x, T ∗x̂∗ ⟩ = ⟨Tx, x̂∗ ⟩ = ⟨Tx, x∗⟩. Da das Du-
alsystem (X, X∗) links trennend ist, folgt S∗x = Tx für alle x ∈ X, das heißt,
T = S∗. Nach Megginson [211](1998), Seite 287, Theorem 3.1.11, ist somit T
σ(X, X∗) − σ(X, X∗)-stetig.

2.10.10 Bemerkung (Palmer [232](2001), Seite 839; Li [198](2003), Seite 59).
Schatten zeigte 1957: Sei H ein unendlichdimensionaler Hilbertraum über K.
Dann hat K(H) kein Prädual. (Beweis per Satz von Alaoglu-Bourbaki und
Satz von Krein-Milman.)
2.10.11. Siehe Dunford und Schwartz [78](1958), Seite 458, Übung 4,
für genau welche σ-finiten positiven Maßräume (S, Σ, µ) der Funktionenraum
L1(S, Σ, µ) ein Prädual besitzt. (Zum Beispiel nicht für S = [0, 1], da ex(L1[0, 1])
= ∅.)
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2.10.12 (Bourgin [36](1983), Seite 164, Theorem 5.7.6). Sei X ein Banach-
raum über K, der die Radon-Nikodým-Eigenschaft aufweist. Dann ist X ein
stark eindeutiges Prädual von X∗. Siehe auch 4.1.8.

2.11 Stützfunktional, Kugelsystem, numeri-
scher Bereich und Hermitezität

2.11.1 Definition. Sei X ein topologischer Vektorraum über K. Sei A eine
Teilmenge von X. Ein x∗ ∈ X∗, x∗ ̸= 0, heißt ein Stützfunktional (im Englischen
support functional) für A, wenn ein y ∈ A existiert mit Re x∗y = sup{Re x∗x :
x ∈ A}. In diesem Fall heißt y ein Stützpunkt von A und x∗ stützt A bei y.
(Im Fall von K = R ist also ein x∗ ∈ X∗× genau dann ein Stützfunktional von
A, wenn es auf A sein Supremum annimmt.) Ein x∗ ∈ X∗, x∗ ̸= 0, heißt ein
Betragsstützfunktional (im Englischen modulus support functional) für A, wenn
ein y ∈ A existiert mit |x∗y| = sup{|x∗x| : x ∈ A}. In diesem Fall heißt y ein
Betragsstützpunkt von A.

Sei X ein normierter Vektorraum über K. Ein x∗ ∈ X∗ heißt ein (bei x)
Norm-annehmendes Funktional, wenn es ein x ∈ BX mit ∥x∗∥ = |x∗x| gibt.
(Offensichtlich ist ein x∗ ∈ X∗ genau dann Norm-annehmend, wenn es ein
x ∈ BX mit ∥x∗∥ = x∗(x) gibt.)

Seien X und Y zwei normierte Vektorräume über K, die ein Dualsystem
(X, Y ; B) bilden. Betrachte das Annihilatorsystem (BX , BY ; Ξ;K) mit der durch

Ξ(x, y) := B(x, y) − 1 für alle (x, y) ∈ BX × BY

definierten Systemabbildung. (Offensichtlich ist dieses System trennend.) Es
wird im Folgenden als das Kugelannihilatorsystem oder einfach auch nur als das
Kugelsystem des Dualsystems (X, Y ; B) bezeichnet. Falls von einem Kugelsys-
tem eines normierten Raumes Z über K die Rede ist, so ist stets das Kugelsys-
tem des Dualsystems (Z, Z∗) gemeint. Möchte man die Tatsache betonen, dass
sich ein Kugelsystem auf die jeweiligen Einheitskugeln bezieht, kann man es ge-
nauer als ein Einheitskugelannihilatorsystem (im Englischen also etwa unit ball
annihilator system) bezeichnen. Anstelle des allgemein für Annihilatorsysteme
üblichen Annihilatorsymbols ⊥ ist für Kugelsysteme im Folgenden durchweg das
Zeichen ⊣ als Annihilatorsymbol reserviert. (Bei Kugelsystemen eines normier-
ten Vektorraumes über K wird an derselben Position und mit derselben Wirkung
wie das hier verwendete Annihilatorsymbol ⊣ in der Literatur der Buchstabe f
oder das Primzeichen ′ verwendet.) Durch Vorsetzen des Wortes Kugel (oder bei
Bedarf auch genauer des Wortes Einheitskugel) vor den Begriffen aus 2.1.4 kann
man bequem deutlich machen, dass man sich auf ein Kugelsystem bezieht. So
wird etwa der Annihilator in Kugelsystemen Kugelannihilator genannt. Oder:
Für x ⊣ y sagt man, dass x und y kugelorthogonal (zueinander) seien. Anstelle
von kugelannihilatorabgeschlossen sagt man einfacher kugelabgeschlossen.

Die Stützfunktion ΦX (im Englischen auch spherical image map oder duality
map) von SX in die Potenzmenge der Einheitssphäre von X∗ ist definiert durch

ΦX(x) = x⊣ für alle x ∈ SX .

Ist für ein x ∈ SX die Menge ΦX(x) einelementig, so heißen X und die Norm
von X glatt (im Englischen smooth) bei x und x heißt dann ein glatter Punkt
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(im Englischen smooth point oder auch point of smoothness) von BX ; siehe auch
4.1.11. Falls ΦX(x) für alle x ∈ SX einelementig ist, heißt X und seine Norm
glatt und vereinbarungsgemäß soll dann ΦX als eine Abbildung von SX nach
SX∗ aufgefasst werden.

Die Elemente von ΦX(x) für ein x ∈ SX heißen die x-unitalen Zustände von
X. Für fest gewähltes x ∈ SX wird die Menge ΦX(x) auch Zustandsraum (im
Englischen state space) von X genannt. Ist speziell A eine unitale Algebra über
K, so heißen die Elemente von ΦA(e) die unitalen Zustände von A.

Ein x ∈ SX heißt ein Vertex von BX , falls ΦX(x) die Punkte von X trennt,
mit anderen Worten, falls das Dualsystem

(
X, span ΦX(x)

)
in X trennend ist.

2.11.2 Bemerkung. Sei X ein normierter Vektorraum über K. Für x ∈ SX

ist ΦX(x) gleich dem Urbild von 1 unter x̂ ↾ SX∗ , dem auf SX∗ eingeschränkten
Auswertungsfunktional von x.
2.11.3 Bemerkung (Megginson [211](1998), Seiten 271-273). Sei X ein nor-
mierter Raum und x∗ ∈ X∗. Dann ist x∗ genau dann ein Stützfunktional für
BX , wenn x∗ ein von Null verschiedenes Norm-annehmendes Funktional ist. Für
x ∈ SX sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) x ⊣ x∗.

(b) x∗ ∈ ΦX(x).

(c) x∗ ∈ SX∗ ist ein Stützfunktional für BX bei x.

(d) x∗ ∈ SX∗ ist ein Stützfunktional für BX bei x mit Im x∗(x) = 0.

(e) x∗ ∈ SX∗ ist ein bei x Norm-annehmendes Funktional mit |x∗(x)| = x∗(x).
2.11.4 Subdifferential (Phelps [238] (1993); Göpfert, Riedrich und
Tammer [119](2009), Seite 127). Sei X ein topologischer Vektorraum über K.
Sei A eine Teilmenge von X, x0 ∈ A und f : A → R eine Funktion. Dann heißt
die Menge

∂f(x0) :=
{

x∗ ∈ X∗ : Re x∗(x − x0) ≦ f(x) − f(x0) für alle x ∈ A
}

das Subdifferential von f bei x0.
Sei X ein normierter Vektorraum über K. Dann gilt für alle x ∈ X× die

Gleichung
∂∥ · ∥(x) =

{
x∗ ∈ SX∗ : Re x∗(x) = ∥x∥

}
.

Des Weiteren gilt ∂∥ · ∥(0) = BX∗ .

Beweis. Sei x ∈ X× und x∗ ∈ SX∗ mit Re x∗(x) = ∥x∥. Dann gilt für alle y ∈ X:
Re x∗(y − x) ≦ ∥x∗∥∥y∥ − Re x∗(x) = ∥y∥ − ∥x∥, das heißt, x∗ ∈ ∂∥ · ∥(x).

Sei nun umgekehrt x∗ ∈ ∂∥ · ∥(x). Also gilt für alle y ∈ X: Re x∗(y − x) ≦
∥y∥ − ∥x∥. Insbesondere gilt diese Ungleichung für y = 0 und y = 2x, das heißt,
man hat sowohl −Re x∗(x) ≦ −∥x∥, also ∥x∥ ≦ Re x∗(x), als auch Re x∗(x) ≦
∥x∥. Somit Re x∗(x) = ∥x∥. Dies eingesetzt gibt Re x∗(y)−∥x∥ ≦ ∥y∥−∥x∥, also
Re x∗(y) ≦ ∥y∥ für alle y ∈ X, heißt, ∥Re x∗∥ = 1, wegen 2.9.9 also ∥x∗∥ = 1.

∂∥ · ∥(0) = {x∗ ∈ X∗ : Re x∗(x) ≦ ∥x∥ für alle x ∈ X}. Re x∗(x) ≦ ∥x∥ für
alle x ∈ X heißt insbesondere auch Re x∗(−x) ≦ ∥ − x∥ für alle x ∈ X, das
heißt, −∥x∥ ≦ Re x∗(x) für alle x ∈ X. Somit ∂∥ · ∥(0) = {x∗ ∈ X∗ : ∥Re x∗∥ ≦
1} = BX∗ , wobei das letzte Gleichheitszeichen wegen 2.9.9 gilt.
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Insbesondere hat man also

∂∥ · ∥ ↾ SX = ΦX .

Siehe auch Phelps [238](1993), Seite 27, Beispiel 2.26, und Simons [261](2008),
Seite 49, für einige Eigenschaften von 1

2∥ · ∥2.

2.11.5 Bishop-Phelps (Megginson [211](1998), Seiten 275, 278). Sei X ein
Banachraum über K und A eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge von X.
Dann gilt:

(a) Die Menge der Stützpunkte von A ist dicht im Rand ∂A von A (Stütz-
punkt-Theorem von Bishop-Phelps).

(b) Falls zusätzlich sowohl A beschränkt und nicht leer ist als auch X ̸= {0}
gilt, ist die Menge der Stützfunktionale für A dicht in X∗ (Stützfunktional-
Theorem von Bishop-Phelps oder meist schlichtweg der Satz von Bishop-Phelps).

2.11.6 James’ Theorem (Megginson [211](1998), Seite 121). Sei X ein nor-
mierter Vektorraum über K. Als eine einfache Konsequenz des Satzes von Hahn-
Banach gilt: X reflexiv ⇒ Alle x∗ ∈ X∗ sind Norm-annehmend. James hat 1964
gezeigt, dass, falls X ein Banachraum über K ist, auch die Umkehrung gilt.

2.11.7 Kugelannihilatoren. Sei X ein normierter Vektorraum über K. Für
jedes x ∈ SX ist die Menge ΦX(x) eine nicht leere, konvexe und schwach∗-
kompakte Seite von BX∗ .

Beweis. Sei x ∈ SX . Nach dem Satz von Hahn-Banach ist ΦX(x) nicht leer.
Die Konvexität ist klar. Zur schwach∗-Kompaktheit sei (x∗

ν) ⊆ ΦX(x) ein Netz,
das gegen ein x∗ ∈ X∗ schwach∗-konvergiert. Das ist äquivalent dazu, dass
für jedes y ∈ X das Netz (x∗

ν(y)) gegen x∗(y) konvergiert; insbesondere ist
x∗(x) = 1, also ∥x∗∥ ≧ 1. Angenommen, ∥x∗∥ > 1. Dann gäbe es ein z ∈ SX

mit x∗(z) > 1, im Widerspruch zu x∗
ν(z) ≦ 1 für alle ν. Also x∗ ∈ ΦX(x)

und ΦX(x) ist schwach∗-abgeschlossen. Nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki
ist ΦX(x) schwach∗-kompakt. Bleibt zu zeigen, dass eine Seite vorliegt. Seien
dazu a, b ∈ BX∗ und λ ∈ R, 0 < λ < 1. Falls dann λa + (1 − λ)b ∈ ΦX(x)
ist, insbesondere also λa(x) + (1 − λ)b(x) = 1 gilt, muss wegen |a(x)| ≦ 1 und
|b(x)| ≦ 1 und da 1 ein Extremalpunkt von SK ist, a(x) = b(x) = 1 gelten, das
heißt, a, b ∈ ΦX(x). Somit ist ΦX(x) eine Seite von BX∗ .

Folglich ist wegen 1.1.19(a) für jede nicht leere Teilmenge M ⊆ SX die Menge
M⊣ eine konvexe, schwach∗-kompakte Seite von BX∗ . Insbesondere stimmen
gemäß 2.4.40(b) die (n−w∗)- und die (n−w∗)-Halbstetigkeiten für ΦX überein.

Wie eben zeigt man: Für jede nicht leere Teilmenge N ⊆ SX∗ ist die Menge
N⊣ eine konvexe, abgeschlossene Seite von BX . Es sei an James’ Theorem (siehe
2.11.6) erinnert. Siehe auch 4.7.71.

2.11.8 Semi-exponierte Seiten (Edwards und Rüttimann [86](2001)). Sei
(X, τ) ein lokal konvexer Hausdorffraum über K. Sei C eine abgeschlossene,
konvexe Teilmenge von X. Die Menge aller abgeschlossenen Seiten von C wird
mit Faces(τ ; C) bezeichnet. Für jede nicht leere Familie von Elementen aus
Faces(τ ; C) ist deren Durchschnitt wieder ein Element aus Faces(τ ; C).

Auf Faces(τ ; C) ist die Mengeninklusionsrelation eine partielle Ordnung, und
mit dieser versehen, ist Faces(τ ; C) ein vollständiger Verband. Faces(τ ; C) wird
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auch stets als eine punktierte Menge mit der leeren Menge als Basispunkt auf-
gefasst.

Eine Teilmenge E von C heißt eine τ -exponierte Seite (im Englischen τ -
exposed face), wenn ein x∗ ∈ X∗ und ein t ∈ R existiert, so dass gilt: Re x∗(y) = t
für alle y ∈ E und Re x∗(y) < t für alle y ∈ C \ E. Man bemerke, dass die leere
Menge und C τ -exponierte Seiten von C sind. Die Menge aller τ -exponierten
Seiten von C wird mit Expfaces(τ ; C) bezeichnet. Es gilt

Expfaces(τ ; C) ⊆ Faces(τ ; C).

Beweis. Sei E ⊆ C eine nicht leere Teilmenge von C. Existiere ein x∗ ∈ X∗ und
ein t ∈ R mit (1.) Re x∗(y) = t für alle y ∈ E und (2.) Re x∗(y) < t für alle
y ∈ C \E. Dann ist zu zeigen, dass E eine abgeschlossene Seite von C ist. (a) Es
ist E = {y ∈ C : Re x∗(y) = t} =

(
Re x∗ ↾ C

)−1(t) und E ist abgeschlossen. (b)
(i) Seien a, b ∈ C, sei λ ∈ R, 0 < λ < 1 und λa + (1 − λ)b ∈ E. ⇒ Re x∗(λa +
(1 − λ)b) = t ⇒ λ Re x∗(a) + (1 − λ) Re x∗(b) = t. Nach Voraussetzung ist
Re x∗(a) ≦ t und Re x∗(b) ≦ t. Wäre Re x∗(a) < t oder Re x∗(b) < t, so

würde wegen λ, (1−λ) > 0 gelten: λ Re x∗(a)+(1−λ) Re x∗(b) < λt+(1−λ)t =
t. Also Re x∗(a) = Re x∗(b) = t, a, b ∈ E und E ist eine extremale Teilmenge
von C. (ii) Seien a, b ∈ E. Sei λ ∈ R, 0 < λ < 1. Betrachte x := λa + (1 − λ)b.
⇒ Re x∗(x) = λ Re x∗(a) + (1 − λ) Re x∗(b) = λt + (1 − λ)t = t und E ist
konvex.

Jeder Durchschnitt von einer endlichen, aber nicht leeren Familie von Ele-
menten aus Expfaces(τ ; C) ist wieder ein Element von Expfaces(τ ; C). Der
Durchschnitt von einer beliebigen, aber nicht leeren Familie von Elementen
von Expfaces(τ ; C) heißt eine τ -semi-exponierte Seite (im Englischen τ -semi-
exposed face) von C. Die Menge aller τ -semi-exponierten Seiten von C wird mit
Semiexpfaces(τ ; C) bezeichnet. Es gilt

Expfaces(τ ; C) ⊆ Semiexpfaces(τ ; C) ⊆ Faces(τ ; C).

Für jede beliebige, nicht leere Familie von Elementen aus Semiexpfaces(τ ; C)
ist ihr Durchschnitt wieder ein Element von Semiexpfaces(τ ; C). Folglich ist die
Menge Semiexpfaces(τ ; C), versehen mit der durch die Mengeninklusion indu-
zierten partiellen Ordnung, ein vollständiger Verband. Das Infimum einer Fami-
lie von Elementen aus Semiexpfaces(τ ; C) stimmt überein mit dem von ihr in
Faces(τ ; C) gebildeten Infimum.

Sei nun X ein Banachraum über K. Betrachte das Kugelsystem von X.
Dann sind genau die kugelabgeschlossenen Teilmengen von BX die Elemente
von Semiexpfaces(∥ · ∥; BX) und genau die kugelabgeschlossenen Teilmengen
von BX∗ die Elemente von Semiexpfaces(w∗; BX∗). Die Abbildungen F 7→ F ⊣

und F 7→ F⊣ zwischen Semiexpfaces(∥ · ∥; BX) und Semiexpfaces(w∗; BX∗) sind
Antiordnungsisomorphismen und jeweils die Inverse der anderen. Die Bildung
des Kugelrechtsannihilators wird in der englischen Literatur die facear operation,
die des Kugellinkssannihilators die pre-facear operation genannt.

2.11.9 Bemerkung. Sei X ein normierter Vektorraum über K. Betrachte das
Kugelsystem von X. Es sei an die Definition 2.5.1 der Absolutpolaren erinnert.
Für jede Teilmenge A ⊆ BX gilt die Inklusion

A⊣ ⊆ A• ∩ SX∗ .
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2.11.10 (Palmer [231](1994), Seite 261). Sei A eine unitale Algebra über K.
Bezeichnet A die Vervollständigung von A, dann kann man ΦA(e) kanonisch
mit Φ

A
(e) identifizieren.

2.11.11 Exponierte Punkte (Giles [109](1982), Seiten 190, 195, 212; Fonf
et al. in [158](2001), Seiten 628, 635; Day [61](1973), Seite 105; Phelps [238]
(1993), Seite 91).

Sei X ein topologischer Vektorraum über K und A eine Teilmenge von X.
Ein a ∈ A heißt ein exponierter Punkt (im Englischen exposed point und ehemals
auch mal accessible point) von A, wenn ein x∗ ∈ X∗ mit

Re x∗(a) = sup Re x∗(A) > Re x∗(y) für alle y ∈ A \ {a}

existiert. In diesem Fall sagt man, x∗ exponiere den Punkt a ∈ A oder auch,
a ∈ A werde mittels x∗ exponiert (im Englischen exposed by x∗). Die Menge aller
exponierten Punkte von A wird mit expo(A) bezeichnet. Es gilt stets expo(A) ⊆
ex(A). Die umgekehrte Inklusion gilt aber im Allgemeinen nicht, wie das fol-
gende Beispiel zeigt: Betrachte X := R ⊕p R für ein p mit 1 ≦ p < ∞ und
A := BX ∪ ([−1, 1] × [−1, 0]). Dann sind zwar die Punkte (−1, 0) und (1, 0)
beide Extremalpunkte von A, aber keiner von ihnen ist ein exponierter Punkt
von A.

Sei X ein normierter Vektorraum über K und x ∈ SX ein glatter Punkt
von BX . Bezeichne x∗ das eindeutig bestimmte Element von x⊣. Dann ist Re x̂,
der Realteil des Auswertungsfunktionals x̂, eine Funktion auf der w∗-kompakten
Menge BX∗ , die nur an dem Punkt x∗ ihr Maximum annimmt. Das heißt, x∗ ist
ein durch Re x̂ exponierter Punkt von BX∗ . Salopp ausgedrückt: Jeder glatte
Punkt x von BX exponiert sein Stützfunktional x⊣.

Der Satz von Straszewicz-Klee lautet: Ist X ein normierter Vektorraum
über K und A eine kompakte, konvexe Teilmenge von X, so gilt

A = cl co expo A.

Im Gegensatz zum Satz von Krein-Milman, der die Gleichung

A = cl co ex A (2.36)

allgemeiner für Hausdorff’sche topologische Vektorräume X über K behauptet,
deren Dualsystem (X, X∗) in X trennend ist (und dabei ebenfalls A als kompakt
und konvex voraussetzt), gilt der Satz von Straszewicz-Klee für solche X im
Allgemeinen nicht.

(Bourgin [36](1983), Seite 40). Sei C eine abgeschlossene, konvexe Teil-
menge von X. Dann sagt man, C habe die Krein-Milman-Eigenschaft (im Eng-
lischen Krein-Milman property; abgekürzt KMP), wenn für jede abgeschlossene,
beschränkte, konvexe Teilmenge A von C die Gleichung (2.36) gilt. C besitzt ge-
nau dann die Krein-Milman-Eigenschaft, wenn jede abgeschlossene, beschränk-
te, konvexe Teilmenge von C einen Extremalpunkt besitzt. Falls C die Radon-
Nikodým-Eigenschaft aufweist, so besitzt C auch die Krein-Milman-Eigenschaft
(ebd., Seite 49, Theorem 3.3.6 von Lindenstrauss). Insbesondere besitzt al-
so jeder Banachraum über K, der die Radon-Nikodým-Eigenschaft aufweist,
die Krein-Milman-Eigenschaft, und für Banachräume über K, die ein Prädu-
al haben, gilt auch die Umkehrung, siehe ebd., Seite 111, Theorem 4.4.1, und
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Giles [109](1982), Seite 211. Nach Bourgin, [36](1983), Seite 40, Satz 3.1.3,
besitzt jeder reflexive Banachraum über K die Krein-Milman-Eigenschaft.

Sei nun X ein normierter Vektorraum über K und A eine Teilmenge von X.
Ein a ∈ A heißt stark exponierter Punkt von A, wenn ein x∗ ∈ X∗ existiert,
welches a exponiert, und für jede Folge (an)n∈N in A mit Re x∗(an) → Re x∗(a),
n → ∞, folgt ∥an − a∥ → 0, n → ∞. Ein x∗ ∈ X∗ stark exponiert genau dann
ein a ∈ A, wenn es a exponiert und die Durchmesser der Scheiben S(A, x∗, α)
mit α → 0, α > 0, gegen Null konvergieren — also genau dann, wenn es a
exponiert und die Scheiben S(A, x∗, α), α > 0, eine Umgebungsbasis von a in A
darstellen. Eine weitere dazu äquivalente Aussage ist, dass x∗ das a exponiert
und gilt:

∀ε > 0 ∃δ > 0 :
(
x ∈ A und ∥x − a∥ ≧ δ

)
⇒
(
Re x∗(x) ≦ Re x∗(a) − ε

)
.

Die Menge der stark exponierten Punkte von A wird mit str expo(A) bezeichnet.
Ist X ein Banachraum über K und A eine abgeschlossene, beschränkte und
konvexe Teilmenge von X, die die Radon-Nikodým-Eigenschaft aufweist, so gilt

A = cl co str expo A.

Ist speziell x ∈ SX , so ist x genau dann ein stark exponierter Punkt von
BX , wenn ein x∗ ∈ ΦX(x) existiert, so dass für jede Folge (xn)n∈N in BX mit
limn→∞ Re x∗(xn) = 1 die Gleichung limn→∞ ∥xn − x∥ = 0 folgt. Es sei an die
in 2.6.14 angemerkte Bezeichnungsweise von Bourgin [36](1983) erinnert.

Sei X ein Banachraum über K und K eine nicht leere, abgeschlossene, be-
schränkte, konvexe Teilmenge von X. Für jeden Punkt von K gilt dann das
folgende Implikationsschema:

stark exponierter Punkt ⇒ stark extremaler Punkt ⇔ Beulpunkt⇒ ⇒

Vertex ⇒ exponierter Punkt ⇒ Extremalpunkt⇒

Stützpunkt

2.11.12 Minimale Elemente von Faces(τ ; C). Sei X ein Banachraum über
K mit X ̸= {0}. Sei C eine beschränkte, abgeschlossene, konvexe, nicht leere
Teilmenge von X. Betrachte den Verband Faces(∥ · ∥; C). Sei F ein minimales
Element von Faces(∥ · ∥; C)×. Dann ist F einelementig.

Beweis. Angenommen, F sei nicht einelementig. F besitzt dann also zwei ver-
schiedene Elemente x, y ∈ F . Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert ein
x∗ ∈ X∗ mit Re x∗(x) < Re x∗(y). Setze δ := Re x∗(y) − Re x∗(x) und t als
die reelle Zahl sup Re y∗(F ). Nach dem Satz von Bishop-Phelps existiert ein
y∗ ∈ X∗ mit ∥y∗ − x∗∥ < δ

2·max {∥x∥,∥y∥} , so dass für ein z ∈ F die Gleichung
Re y∗(z) = t erfüllt ist. Es gilt Re y∗(x) − Re x∗(x) = Re (y∗ − x∗)(x) ≦ |(y∗ −
x∗)(x)| ≦ ∥y∗−x∗∥·∥x∥ < δ/2 und analog erhält man Re x∗(y)−Re y∗(y) < δ/2.
Folglich hat man Re y∗(y)−Re y∗(x) = δ−

(
Re x∗(y)−Re y∗(y)

)
−
(
Re y∗(x)−

Re x∗(x)
)

> 0, also Re y∗(x) < Re y∗(y). Setze E := {w ∈ F : Re y∗(w) = t}.
Da nun w ∈ F \ E äquivalent zu Re y∗(w) < t ist, ist E eine Norm-exponierte
Seite von F , insbesondere also eine abgeschlossene Seite von F und damit auch
eine abgeschlossene Seite von C, die aber wegen x ∈ F \ E von F verschieden
ist. Das heißt, ∅ < E < F , im Widerspruch zur Minimalität von F .
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Somit bilden genau die Extremalpunkte von C die minimalen Elemente von
Faces(∥ · ∥; C)×.

Sei nun X ein Banachraum über K und betrachte den Verband
Faces(w∗; BX∗). Da BX∗ nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki w∗-kompakt ist,
enthält nach dem Satz von Krein-Milman jedes Element von Faces(w∗; BX∗)×

einen Extremalpunkt von BX∗ . Damit bilden genau die Extremalpunkte von
BX∗ die minimalen Elemente von Faces(w∗; BX∗)×.

2.11.13 Schwach Hahn-Banach-glatt (Smith und Sullivan [263](1977),
Seite 135; Giles, Gregory und Sims [108](1978), Seite 105). Sei X ein nor-
mierter Vektorraum über K und x ∈ SX . Es sei an die in 2.5.16(b) erwähnte
Zerlegung (2.31) von X∗∗∗ erinnert. Man betrachte die Kugelsysteme der Dual-
systeme (X, X∗), (X∗, X∗∗) und (X∗∗, X∗∗∗). Offensichtlich gilt x̂⊣ ∩ X̂⊥ = ∅.
Es gilt die Gleichung

iX∗(x⊣) = x̂⊣ ∩ iX∗(X∗). (2.37)

Beweis. iX∗(x⊣) = {x∗∗∗ ∈ SX∗∗∗ : x∗∗∗ = x̂∗ für ein x∗ ∈ SX∗ mit x∗(x) =
1} = {x∗∗∗ ∈ SX∗∗∗ : x∗∗∗ = x̂∗ für ein x∗ ∈ SX∗ mit x̂(x∗) = 1} = {x∗∗∗ ∈
SX∗∗∗ : x∗∗∗ = x̂∗ für ein x∗ ∈ SX∗ mit x∗∗∗(x̂) = 1} = {x∗∗∗ ∈ SiX∗ (X∗) :
x∗∗∗(x̂) = 1} = x̂⊣ ∩ iX∗(SX∗).

X heißt schwach Hahn-Banach-glatt bei x, wenn iX∗(x⊣) = x̂⊣ gilt. Ist X bei
allen x ∈ SX schwach Hahn-Banach-glatt, so heißt X schwach Hahn-Banach-
glatt. Offensichtlich ist X genau dann schwach Hahn-Banach-glatt bei x ∈ SX ,
wenn x̂⊣ ⊆ x̂⊣∩iX∗(SX∗) gilt, das heißt, genau dann, wenn gilt: Ist x∗∗∗ ∈ SX∗∗∗

und x∗∗∗ = x∗ + y mit den nach der genannten Zerlegung eindeutig bestimmten
Elementen x∗ ∈ iX∗(X∗), y ∈ iX(X)⊥ und dann x∗(x̂) = 1, ∥x∥ = ∥x∗∥ = 1, so
gilt y = 0. Mit anderen Worten ist X genau dann schwach Hahn-Banach-glatt,
wenn für jedes auf SX Norm-annehmende Funktional x∗ ∈ SX∗ das Funktional
iX∗(x∗) die einzige — mithin eindeutige — Hahn-Banach-Fortsetzung von x∗

in X∗∗ ist.
Die folgenden drei Aussagen sind für jedes x ∈ SX , X ein Banachraum über

K, äquivalent:
(a) X ist bei x schwach Hahn-Banach-glatt.
(b) ΦX ist (n − w)-oberhalbstetig bei x und ΦX(x) ist schwach-kompakt.
(c) Die schwache und die schwach∗-Topologie stimmen auf der Einheits-

sphäre des Dualraumes auf Punkten von ΦX(x) überein.

2.11.14 Bemerkung (Rudin [251](1973), Seite 93). Seien X und Y zwei
normierte Vektorräume über K. Zu jedem T ∈ L(X, Y ) gibt es genau ein
S ∈ L(Y ∗, X∗) mit ⟨Tx, y∗⟩ = ⟨x, Sy∗⟩ für alle x ∈ X, y∗ ∈ Y ∗. Mit der
Bezeichnung von 2.4.9 ist dieses S genau die duale Abbildung T ∗ von T .

2.11.15 Definition (Bonsall und Duncan [29](1971), Seiten 15, 81 und 85).

(a) Sei X ein normierter Vektorraum über K mit einem fest gewählten Ele-
ment aus SX , welches mit 1 bezeichnet sei. Dann heißt für x ∈ X die
Menge

V (1; x) := VX(1; x) :=
{

x∗(x) : 1 ⊣ x∗} (
≡ 1⊣(x) = ΦX(1)(x)

)
der numerische Wertebereich von x bezüglich 1.
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(b) Sei X ein normierter Vektorraum über K. Dann setze:

Π := ΠX :=
{

(x, x∗) ∈ SX × SX∗ : x ⊣ x∗}.

(c) Sei X ein normierter Vektorraum über K und T ∈ L(X). Dann heißt die
Menge

Vspatial(T ) :=
{

⟨Tx, x∗⟩ ∈ K : (x, x∗) ∈ ΠX

}
,

wobei ⟨·, ·⟩ die kanonische Bilinearform von X ist, der räumliche numeri-
sche Wertebereich (im Englischen spatial numerical range) von T .

(d) Sei A eine unitale Algebra über K und a ∈ A. Mit La als die durch a
bestimmte Links-Multiplikation in A, also La ∈ L(A), heißt die Menge

V (a) := VA(a) := Vspatial(La)

der numerische Wertebereich von a (oder auch genauer: der algebraische
numerische Wertebereich von a). Es ist also (c) mit X als A und T als La

anzuwenden und man hat somit

V (a) =
{

⟨ab, b∗⟩ ∈ K : (b, b∗) ∈ ΠA

}
,

wobei ⟨·, ·⟩ die kanonische Bilinearform von A ist. Die Zahl

v(a) := sup
{

|λ| : λ ∈ V (a)
}

heißt der numerische Radius von a.

(e) Sei X ein normierter Vektorraum über K. Ein Lumer-Produkt auf X ist
eine Abbildung [·, ·] : X × X → K mit

(i) Für jedes feste y ∈ X ist x 7→ [x, y] eine lineare Abbildung auf X.
(ii) [x, x] > 0, wenn x ̸= 0.
(iii) |[x, y]|2 ≤ [x, x][y, y] für alle x, y ∈ X.

(Bonsall und Duncan, ebd., nennen solch ein Produkt ein Semiskalar-
produkt.)

(f) Sei X ein normierter Vektorraum über K mit einem Lumer-Produkt [·, ·]
und T ∈ L(X). Dann heißt die Menge

W (T ) := W[·,·](T ) :=
{

[Tx, x] ∈ K : [x, x] = 1
}

der numerische Wertebereich von T bezüglich [·, ·].

2.11.16. Die in Definition 2.11.15 verwendete Idee, anstelle einer unitalen Al-
gebra allgemeiner ein Paar (X, 1), bestehend aus einem normierten Vektorraum
X und einem Norm-1-Element 1 aus X, zu verwenden, findet sich weiter ausge-
führt bei Martínez Moreno, Mena Jurado, Payá Albert und Rodríguez
Palacios [207](1985).

2.11.17 Satz (Bonsall und Duncan [29](1971), Seiten 15 und 16). Sei A
eine unitale Algebra über K. Dann gilt:
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(a) V (a) ist für jedes a ∈ A eine kompakte, konvexe und nicht leere Teilmenge
von K.

(b) V (a + b) ⊆ V (a) + V (b) für alle a, b ∈ A.

(c) V (e) = {1}.

(d) V (λ + µa) = λ + µ · V (a) für alle λ, µ ∈ K, a ∈ A.

(e) V (a) = V (e; a) für alle a ∈ A. Konkret heißt das:

V (a) = e⊣(a)
(

≡ {ℓ(a) : e ⊣ ℓ} = {ℓ(a) : ℓ ∈ ΦA(e)}
)

für alle a ∈ A.
2.11.18. Sei X ein normierter Vektorraum über K und T ∈ L(X). Für jedes
(x, x∗) ∈ ΠX setze ℓx,x∗ : L(X) → K, R 7→ ⟨Rx, x∗⟩. Für jedes (x, x∗) ∈ ΠX

ist dann offenbar ℓx,x∗ ∈ ΦL(X)(IdX), also ℓx,x∗(T ) ∈ V (IdX ; T ) und nach Satz
2.11.17(e) somit ℓx,x∗(T ) ∈ V (T ). Das heißt, es gilt Vspatial ⊆ V (T ). Genauer
gilt:
2.11.19 Satz (Bonsall und Duncan [29](1971), Seite 84). Sei X ein normier-
ter Vektorraum über K und T ∈ L(X). Dann gilt: cl(co Vspatial(T )) = V (T ).
2.11.20 Bemerkung und Definition (Lumer [203](1961), Seite 31). Sei X
ein Vektorraum über K. Ist [·, ·] ein Lumer-Produkt auf X, dann ist x 7→
[x, x]1/2 eine Norm auf X.

Trägt X eine Norm ∥ · ∥, dann heißt ein Lumer-Produkt [·, ·] die Norm
bestimmend, wenn ∥x∥ = [x, x]1/2 für alle x ∈ X gilt.

Zu jeder Norm auf X gibt es ein die Norm bestimmendes Lumer-Produkt.
2.11.21 Satz (Bonsall und Duncan [29](1971), Seite 86). Sei X ein nor-
mierter Vektorraum über K, [·, ·] ein die Norm bestimmendes Lumer-Produkt
auf X und T ∈ L(X). Dann gilt:

(a) W (T ) ⊆ Vspatial(T ).

(b) cl
(

co W (T )
)

= cl
(

co Vspatial(T )
)

= V (T ).

(Siehe aber auch 3.4.9.)
2.11.22 Hermitezität in normierten Vektorräumen. Sei X ein normier-
ter Vektorraum über C und 1 ∈ SX . Dann heißt ein x ∈ X 1-hermitesch, wenn
V (1; x) ⊆ R. Die Menge aller 1-hermiteschen x ∈ X wird mit X1,herm bezeich-
net. Ein x ∈ X ist also genau dann 1-hermitesch, wenn ℓ(x) für alle 1-unitale
Zustände ℓ von X reell ist. Wenn keine Missverständnisse möglich sind, wird als
Bezeichnung auch einfach nur Xherm verwendet.

Ist A eine unitale Algebra über C, so wird, falls nicht etwas anderes aus-
drücklich vereinbart ist, für 1 die Eins gesetzt und in diesem Fall sagt man
anstelle von e-hermitesch einfach nur hermitesch. Somit ist ein a ∈ A genau
dann hermitesch, wenn ℓ(a) für alle unitalen Zustände ℓ von A reell ist, und
gemäß Satz 2.11.17(e) ist dies genau dann der Fall, wenn der numerische Wer-
tebereich von a reell ist. Ein a ∈ A heißt schiefhermitesch, falls ia hermitesch
ist; für Weiteres siehe Rosenthal [249](1984).

Als eine Menge eines Positivitätskonzeptes (siehe 2.3.32) hat man hier:

Pos(V ; A) := {a ∈ A : V (a) ⊆ R+}.
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2.11.23 Satz. Sei A eine unitale Algebra über C. Dann gelten die folgenden
Aussagen, wobei bei (b), (c) und (d) A als eine unitale Banachalgebra über C
vorausgesetzt sei.

(a) Aherm ∩ iAherm = {0} und Aherm ist ein Vektorraum über R.

(b) Aherm ist schwach abgeschlossen (also auch abgeschlossen und damit ein
Banachraum über R).

(c) Pos(V ; A) ist im Banachraum Aherm über R ein abgeschlossener punktier-
ter spitzer Kegel mit der Eins als inneren Punkt von Pos(V ; A).

(d) Aherm,(C), kanonisch mit der Norm von A versehen, ist ein Banachraum
über C.

(e) Aherm,(C) ist genau dann eine Algebra über C, wenn mit jedem x ∈ Aherm
auch stets x2 in Aherm liegt.

Beweis. (a) Bonsall und Duncan [29](1971), Seite 49. (b) Palmer [231]
(1994), Seite 265. (c) Bonsall und Duncan [29](1971), Seite 48 und Doran
und Belfi [77](1986), Seite 193. (d) Bonsall und Duncan [29](1971), Seite 50.
(e) Bonsall und Duncan [29](1971), Seite 59, Theorem 3.

2.11.24 (Doran und Belfi [77](1986), Seite 193). Gilt in der Situation von
Satz 2.11.23 die Gleichung A = Aherm + iAherm, so heißt A eine Vidav-Algebra.

2.11.25. Sei A eine unitale Algebra über C mit A ̸= {0}. Nach Satz 2.11.23(a)
ist Aherm kein Untervektorraum von A über C. Ist demgemäß von Aherm als
einem Vektorraum die Rede, so wird er im Allgemeinen stillschweigend als ein
Vektorraum über R angenommen. Entsprechendes gilt, wenn von Aherm als ei-
nem Untervektorraum die Rede ist. Wenn kein Missverständnis möglich ist, kann
man daher insbesondere von Aherm als einen Untervektorraum von A reden, auch
wenn, genau genommen, Aherm als ein Untervektorraum von AR gemeint ist.

2.11.26 (McCrimmon [210](2004), Seite 27). Eine komplexe Zahl z ist genau
dann reell, wenn exp (itz) ∈ SC gilt für alle t ∈ R. In diesem Sinne sind gemäß
dem folgenden Satz genau die hermiteschen Elemente einer unitalen Banachal-
gebra über C als „reell“ aufzufassen.

2.11.27 Satz (Bonsall und Duncan [29](1971), Seite 46). Sei A eine unitale
Banachalgebra über C und T ∈ A. Dann sind die folgenden neun Aussagen
äquivalent:

(a) T ist hermitesch. (Siehe 2.11.22.)
(a.i) V (T ) ⊆ R.
(a.ii) Im V (T ) = {0}.
(a.iii) Re V (iT ) = {0}.
(a.iv) max Re V (iT ) = max Re V (−iT ) = {0}.
(a.v) ⟨TS, S∗⟩ ∈ R für alle S ∈ A, S∗ ∈ A∗ mit S∗(S) = ∥S∗∥∥S∥.
(b) T ist hermitesch nach Vidav, das heißt,

lim
t∈R
t→0

1
t
(∥e + itT∥ − 1) = 0
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oder in der Schreibweise mit der Landau-Symbolik:

∥e + itT∥ = 1 + o(t) mit t ∈ R, t → 0.

(c) ∥ exp(itT )∥ ≦ 1 für alle t ∈ R.
(d) ∥ exp(itT )∥ = 1 für alle t ∈ R.

Beweis. (c) ⇒ (d): Gelte (c) und sei t ∈ R. Setze S := exp(itT ). Nach dem
noch zu folgenden Beispiel 4.1.3 existiert S−1 und ist gleich exp(i(−t)T ), also

∥S−1∥ ≦ 1. Wegen ∥S−1∥ = supy∈A×
∥S−1y∥

∥y∥
= supx∈A×

∥S−1Sx∥
∥Sx∥

≧
1

∥S∥
,

wäre bei ∥S∥ < 1 also ∥S−1∥ > 1, Widerspruch.
Bezüglich (a.v) bemerke man nur: Sei S ∈ A, S∗ ∈ A∗ mit S∗(S) =

∥S∗∥∥S∥ ≠ 0. Setze R := S
∥S∥ und R∗ := S∗

∥S∗∥ . Dann ist R∗(R) = 1, also
(R, R∗) ∈ ΠA und es ist ⟨TS, S∗⟩ = ⟨TR, R∗⟩∥S∥∥S∗∥.

2.11.28 Bemerkung (Doran und Belfi [77](1986), Seite 178). Vidav be-
merkte für x ∈ C:

x ∈ R ⇐⇒ |1 + iλx| = 1 + o(λ) mit λ ∈ R, λ → 0.

2.11.29 Lemma (Upmeier [279](1985), Seite 115). Sei X ein Banachraum
über K und T ∈ GL(X). Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) T ist eine Isometrie.

(b) ∥T∥ = ∥T −1∥ ≦ 1.

(c) ∥T∥ = ∥T −1∥ = 1.

2.11.30 Korollar. Ist X ein Banachraum über C und T ∈ L(X), dann gilt
exp(itT ) ∈ GL(X) für alle t ∈ R, und daher sind äquivalent:

(a) T ist hermitesch.

(b) exp(itT ) ist eine Isometrie für alle t ∈ R.

2.11.31 (Bonsall und Duncan [29](1971), Seite 38). Sei A eine unitale Al-
gebra über C. Dann ist die Eins von A ein Vertex von BA (Definition 2.11.1).
Siehe auch 3.5.33.

2.12 Spektrum
2.12.1 Definition (Rickart [246](1960), Seiten 30 und 32). Sei A eine Algebra
über K und a ∈ A. Sei B eine Algebra über L, L = R oder L = C, mit Eins e.
Ist A eingebettet in B, dann setze man

σA,B(a) := {λ ∈ L : λe − a ist in B nicht invertierbar}.

Das Spektrum σ(a) von a ist definiert als:

• σA,A(a), falls K = C und A eine Eins hat;

• σA,A1(a), falls K = C und A keine Eins hat;
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• σA,A(C)(a), falls K = R und A eine Eins hat;

• σA,(A(C))1(a), falls K = R und A keine Eins hat.

Soll betont werden, dass sich das Spektrum auf die Algebra A bezieht, dann
wird anstelle von σ(a) die Bezeichnung σA(a) verwendet.

2.12.2 Bemerkung. Sei A eine Algebra über C. Für a ∈ A setze ς(a) :={
λ ∈ C : λ ̸= 0 und 1

λ
/∈ Gq(A)

}
. Hat A eine Eins und ist a ∈ G(A), dann ist

σ(a) = ς(a). Hat A keine Eins oder ist a /∈ G(A), dann ist σ(a) = ς(a) ∪ {0}.

Beweis. Palmer [231](1994), Seite 196; Rickart [246](1960).

2.12.3 Definition. Sei A eine Algebra über K und a ∈ A. Dann ist der Spek-
tralradius ρ(a) von a definiert als das in R genommene Supremum aller |λ| mit
λ ∈ σ(a).

2.12.4 Bemerkungen. (a) Sei A eine Algebra über K und a ∈ A. Hat A keine
Eins, dann gilt σA(a) = σA1(a); das heißt insbesondere für den Fall K = R,
dass σA,(A(C))1(a) = σA,(A1)(C)(a) ist. Hat allerdings A bereits eine Eins, dann
müssen die beiden Mengen σA(a) und σA1(a) nicht gleich sein!

(b) Sei A eine Algebra über C, versehen mit einer Algebrahalbnorm p, für
die im Fall, dass A eine Eins hat, p(e) ̸= 0 gelte, oder sei (A, p) eine normierte
Algebra über K. Dann hat jedes x ∈ A ein nicht leeres Spektrum und es gilt

lim
n→∞

(
p(xn)

)1/n
≦ ρ(x) für alle x ∈ A;

im Fall, dass A eine normierte Algebra über K ist, existiert für jedes x ∈ A ein
λ ∈ σ(x) mit

lim
n→∞

∥xn∥1/n ≦ |λ|.

(c) Sei A eine Banachalgebra über K. Sei x ∈ A. Dann ist σ(x) eine kompakte
Menge und es gilt

lim
n→∞

∥xn∥1/n = ρ(x).

(d) Ist A eine Algebra über K ohne Eins, dann ist 0 ∈ σ(a) für alle a ∈ A.
Manche Autoren nennen im Fall solch einer Algebra die Menge σ(a) auch das
Quasi-Spektrum von a und bezeichnen es mit σ′(a), während dann in dessen
σ(a) die Null nicht enthalten ist.

Beweis. (a) Rickart [246](1960), Seite 32, Theorem 1.6.9(a); Larsen [196]
(1973), Seite 55. (b) Bezüglich der Halbnormen-Aussage siehe Palmer [231]
(1994), Seite 210, Theorem 2.2.2. Für die Norm-Aussage siehe Rickart [246]
(1960), Seite 28 (Siehe auch Ingelstam [145](1964), Seite 244.). Die Aussage für
K = R wird per Komplexifizierung erhalten; für einen reell-intrinsischen Beweis
siehe Kulkarni und Limaye [190](1980). (c) Rickart [246](1960), Seite 30.
(d) Rickart [246](1960), Seite 32.

2.12.5 Bemerkung. Sei A eine Algebra über K. Je nachdem, ob K gleich R
oder C ist, und ob A eine Eins e hat oder nicht, liegt einer von vier Fällen vor.
Diese seien selbsterklärend mit (R, e), (R, �), (C, e) und (C, �) bezeichnet. Sei
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x ein beliebiges Element von A. Nachstehend ist für jeden der vier Fälle das
Spektrum von x angeführt.

(C, e ) : σA,A(x) = {λ ∈ C : λe − x /∈ G(A)};
(C, �) : σA,A1(x) = {λ ∈ C : (−x, λ) /∈ G

(
A1)};

(R, e ) : σA,A(C)(x) = {λ ∈ C : λ ⊗ e − 1 ⊗ x /∈ G(CR ⊗R A)};
(R, �) : σA,(A(C))1(x) = {λ ∈ C : (−1 ⊗ x, λ) /∈ G

(
(CR ⊗R A)1)}.

2.12.6 Bemerkung (Rickart [246](1960), Seiten 28 und 31). Sei A eine Al-
gebra über K und a ∈ A. Es gilt für

K = C : σAR(a) = σ(a) ∪ σ(a);
K = R : σ(a) ist selbstadjungiert;
K = R, A hat eine Eins: Re(σ(a)) = σA,A(a);
K = R, A hat keine Eins: Re(σ(a)) = σA,A1(a);
K = R : ∀λ ∈ R× : λ ∈ σ(a) ⇔ 1

λ
a /∈ Gq(A).

2.12.7 Definition. Sei A eine Algebra über K. Dann seien als zwei weitere
Konzepte von Positivität die folgenden beiden Mengen definiert:

Pos(V σ; A) := {a ∈ A : V (a) ⊆ R, σ(a) ⊆ R+} und
Pos(σ; A) := {a ∈ A : σ(a) ⊆ R+}.

2.12.8 Satz (Bonsall und Duncan [29](1971), Seite 19). Sei A eine unitale
Banachalgebra über K. Dann gilt für den numerischen Wertebereich (Definition
2.11.15):

σ(a) ∩ K ⊆ V (a) ⊆ ∥a∥ · BK für alle a ∈ A.

Beweis. Sei λ ∈ σ(a) ∩ K. Also ist λ − a nicht in A invertierbar. (Im Fall
von K = R ist per Definition λ − a nicht in A(C) invertierbar. Dann aber erst
recht nicht in A.) Das heißt, λ − a ist nicht links-invertierbar oder λ − a ist
nicht rechts-invertierbar. Also ist A · (λ − a) ein properes Linksideal von A
oder es ist (λ − a) · A ein properes Rechtsideal von A. Bezeichne p solch ein
properes einseitige Ideal von A. Kein Element von p ist invertierbar. (Denn,
angenommen doch, etwa b = c(λ−a), dann wäre b−1 = (λ−a)−1c−1, (λ−a)−1 =
b−1c, Widerspruch.) Bekanntlich ist ein Element x einer unitalen Banachalgebra
über K invertierbar, wenn ∥x − e∥ < 1 gilt (Gelfand [106](1941), §2, Hilfssatz
1; Nagumo [220](1936), §2, Hilfssatz 2). Somit gilt hier für jedes b ∈ p die
Ungleichung ∥b − e∥ ≧ 1. Insbesondere gilt diese Ungleichung für alle b ∈ cl p.
Das heißt, die Eins e von A liegt nicht im Abschluss des Untervektorraumes
p von A. Nach einer Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach (Taylor und
Lay [275](1980), Seite 136, Theorem 3.4) existiert ein ℓ ∈ A∗ mit ∥ℓ∥ = 1,
ℓ(b) = 0 für alle b ∈ p und ℓ(e) = 1. Das heißt, es ist (e, ℓ) ∈ ΠA (siehe Definition
2.11.15). Da insbesondere λ − a ein Element von p ist, gilt also ℓ(λ − a) = 0.
Da λ ∈ K, gilt ℓ(λ − a) = ℓ(λe) − ℓ(a) = λ − ℓ(a), also λ = ℓ(a). Wegen
ℓ(a) = ⟨a, ℓ⟩ = ⟨ae, ℓ⟩ mithin λ ∈ V (a) und es gilt σ(a)∩K ⊆ V (a). Sei λ ∈ V (a).
Somit λ = ⟨ab, ℓ⟩ für ein (b, ℓ) ∈ ΠA. Also |λ| = |ℓ(ab)| ≦ ∥ℓ∥∥a∥∥b∥ = ∥a∥ und
somit gilt λ ∈ ∥a∥ · BK.
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2.12.9 Satz (Bonsall und Duncan [29](1971), Seite 88). Sei X ein Banach-
raum über K und T ∈ L(X). Dann gilt: σ(T ) ⊆ cl(Vspatial(T )), falls K = C.

2.12.10 Satz (Bonsall und Duncan [29](1971), Seite 53). Sei A eine unitale
Banachalgebra über C. Dann gilt:

V (h) = co σ(h) ⊆ R für alle h ∈ Aherm.

2.12.11 Satz (Ingelstam [145](1964)). Sei A eine Banachalgebra über R.
Dann sind äquivalent:

(a) A ist vom stark reellen Typus.

(b) σ(a) ⊆ R für alle a ∈ A.

(c) A1 ist vom stark reellen Typus.

2.12.12 Satz (Bonsall und Duncan [30](1973), Seite 207). Sei A eine unitale
Banachalgebra über C. Für alle a ∈ Aherm gilt V (a) = co σ(a) (siehe Satz
2.11.17). Somit sind für alle a ∈ A die folgenden beiden Aussagen äquivalent:

(a) a ∈ Pos(V ; A). (Definition 2.11.22)

(b) a ∈ Pos(V σ; A). (Definition 2.12.7)

2.12.13 (Palmer [231](1994), Seiten 189 und 225). Sei A eine Algebra über C.
Dann ist das Jacobson-Radikal J(A) von A gleich der Menge {y ∈ A : ρ(xy) =
0 für alle x ∈ A}. Sei a ein Ideal von A. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

(a) σ(x + y) = σ(x) für alle x ∈ A, y ∈ a;
(b) σ(y) = {0} für alle y ∈ a;
(c) ρ(x + y) = ρ(x) für alle x ∈ A, y ∈ a;
(d) ρ(y) = 0 für alle y ∈ a.

Das größte Ideal a von A, das eine (und damit alle) der vorstehenden Aussagen
erfüllt, ist gleich dem Jacobson-Radikal von A. Somit ist zum Beispiel gemäß
(d) das Jacobson-Radikal von A gleich dem größten Ideal von A, auf dem der
Spektralradius identisch gleich Null ist.

2.12.14 Satz (Rickart [246](1960), Seiten 11 und 30). Sei A eine Banachal-
gebra über K. Dann sind äquivalent:

(a) ρ(a) = ∥a∥ für alle a ∈ A.

(b) ∥a2∥ = ∥a∥2 für alle a ∈ A.

2.12.15 Satz (Sinclair [262](1971), Seite 447, Satz 2). Sei A eine unitale
Banachalgebra über C. Dann gilt für alle h ∈ Aherm und für alle λ ∈ C die
Gleichung ρ(h + λe) = ∥h + λe∥.

Beweis. Für einen direkten Beweis des Spezialfalls λ = 0 siehe zum Beispiel
Bonsall und Duncan [30](1973), Seite 57, Theorem 17; Upmeier [279](1985),
Seite 242, Lemma 14.30; Palmer [231](1994), Seite 267, Theorem 2.6.7(e); Isi-
dro und Stachó [149](1984), Seite 245, Theorem 10.27
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2.12.16 Kommutativität (Palmer [231](1994), Seiten 238 und 311). Als eine
Folge des Satzes von Liouville und des Satzes von Hahn-Banach hat man: Ist A
eine normierte unitale Algebra über C, so ist sie genau dann kommutativ, wenn
ein k ∈ R existiert mit ∥xy∥ ≦ k∥yx∥ für alle x, y ∈ A.

Ist also A eine normierte Algebra über C und ist auf A1 die Norm per
(a, λ) 7→ ∥a∥ + |λ| für alle x ∈ A, λ ∈ C definiert (siehe dazu Satz 2.3.24), so
ist A genau dann kommutativ, wenn ein k ∈ R existiert mit ∥xy∥ ≦ k∥yx∥ für
alle x, y ∈ A1; hinreichend für die Kommutativität von A ist, dass ein k ∈ R
existiert mit ∥x∥2 ≦ k∥x2∥ für alle x ∈ A.

2.12.17 Gelfand-Räume (Palmer [231](1994), Seite 303 für den Fall K = C;
Li [198](2003), Seiten 28, 41 und 78 und Goodearl [117](1982), Seite 95 für
den Fall K = R; Rickart [246](1960), Seite 108 für den allgemeinen Fall K).

Sei A eine Algebra über K. Setze

ΓA :=
{

ℓ : A → CR : ℓ ̸= 0, ℓ ein Algebra-Homomorphismus
}

, falls K = R

und

ΓA :=
{

ℓ : A → C : ℓ ̸= 0, ℓ ein Algebra-Homomorphismus
}

, falls K = C.

Setze Γ0
A := ΓA ∪ {0}. Für nicht leeres ΓA sei für jedes x ∈ A die Abbildung

x̂ : ΓA → C, falls K = C, bzw. x̂ : ΓA → CR, falls K = R, die Auswertung
bei x, also x̂(ℓ) = ℓ(x) für alle ℓ ∈ ΓA; x̂ heißt die Gelfand-Transformierte
von x; für Γ0

A wird für jedes x ∈ A dann die Abbildung x̂ per x̂(0) := 0 fort-
gesetzt. Die bezüglich all dieser Abbildungen x̂ definierte Initialtopologie auf
ΓA (bzw. Γ0

A) heißt die Gelfand-Topologie; es ist die Topologie der punktwei-
sen Konvergenz, im Fall K = C also gleich σ(A#, A)|ΓA (bzw. σ(A#, A)|Γ0

A)
und im Fall K = R gleich σ(L(A,CR), A)|ΓA (bzw. σ(L(A,CR), A)|Γ0

A); sie wird
hier symbolisch auch als σ(ΓA, A) (bzw. σ(Γ0

A, A)) geschrieben. Äquivalent dazu
erhält man die Gelfand-Topologie, wenn man die Menge CA bzw. (CR)A aller
komplexwertigen Funktionen auf A mit der Produkttopologie ausstattet und
dann ΓA mit der Relativtopologie versieht. Für nicht leeres ΓA heißt die mit
der Gelfand-Topologie σ(ΓA, A) versehene Menge ΓA der Gelfand-Raum von A;
(Γ0

A, σ(Γ0
A, A)) heißt der erweiterte Gelfand-Raum von A. Beide Räume sind

Hausdorff’sch. Die durch x 7→ x̂ definierte Abbildung ˆ: A → C(ΓA,C) im Fall
K = C bzw. ˆ: A → C(ΓA,CR) im Fall K = R ist ein Algebra-Homomorphismus
und heißt der Gelfand-Homomorphismus; er ist unital, falls die Algebra eine
Eins hat.

Falls A eine Banachalgebra über C ist, so gilt ∥ℓ∥ ≦ 1 für alle ℓ ∈ ΓA und
σ(ΓA, A) = σ(A∗, A)|ΓA, das heißt in Worten, dass die Gelfand-Topologie die
relativierte schwach∗-Topologie ist; ist A außerdem unital, so gilt ∥ℓ∥ = 1 für
alle ℓ ∈ ΓA.

Falls A eine kommutative Banachalgebra über R ist, so gilt einerseits für alle
ℓ ∈ ΓA die Ungleichung ∥ℓ∥ ≦ 1, wobei jeweils ∥ℓ∥ = 1 gilt, falls A unital ist,
und andererseits die Äquivalenz ℓ ∈ A∗ ⇔ ℓ(A) ⊆ R.

Sei A eine Banachalgebra über C oder eine kommutative Banachalgebra über
K. Dann ist ΓA lokal kompakt und Γ0

A ist seine Ein-Punkt-Kompaktifizierung.
Falls A eine Eins hat, so ist 0 ein isolierter Punkt von Γ0

A und der Gelfand-Raum
ΓA ist kompakt.

Ist A eine Algebra über C ohne Eins mit nicht leerem ΓA, so ist die Restrik-
tion von jedem ℓ ∈ ΓA1 auf A ein Homöomorphismus von ΓA1 auf Γ0

A.
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Sei A eine Banachalgebra über C oder eine kommutative Banachalgebra
über K. Da jedes x̂ bei 0 ∈ Γ0

A verschwindet, definiert die Abbildung x 7→ x̂
den Algebra-Homomorphismus ˆ: A → C0(ΓA,C) im Fall K = C bzw. ˆ: A →
C0(ΓA,CR) im Fall K = R; es ist ∥̂ ∥ ≦ 1 und falls A unital ist, gilt ∥̂ ∥ = 1.

Eine kommutative Banachalgebra über R mit nicht leerem ΓA ist genau dann
vom stark reellen Typus (siehe Definition 2.9.11(c)), wenn ΓA(A) ⊆ R gilt.



Kapitel 3

Algebren mit Involutionen

3.1 Involutionen auf Vektorräumen
3.1.1 Streng komplexe Strukturen II. Zum Satz 2.9.12 hat man beobach-
tet: Ist X ein Vektorraum über R, versehen mit einer komplexen Struktur j, so
wird per ix := j(x) eine komplexe skalare Multiplikation auf X eingeführt, und
ist umgekehrt X ein Vektorraum über C, so ist die durch j(x) := ix definierte
Abbildung eine komplexe Struktur auf dem X zugrunde liegenden reellen Vek-
torraum XR. Im besagten Satz wurde dann als Essenz festgehalten, dass genau
die Vektorräume über C als die Vektorräume über R, auf denen eine komplexe
Struktur existiert, aufgefasst werden können.

In 2.9.20 wurde der Begriff der streng komplexen Struktur auf einem reellen
Vektorraum eingeführt, um in komplexen Vektorräumen etwas Ähnliches wie die
Konjugiertenbildung bei den komplexen Zahlen zur Verfügung zu haben. Dies
setzte aber voraus, dass eine komplexe Struktur vorhanden ist, was aber, wie in
Bemerkung 2.9.19 erwähnt, genau in den reellen Vektorräumen mit endlicher,
ungeradzahliger Dimension eben nicht der Fall ist. Da die für streng komplexe
Strukturen in 2.9.20(a) geforderte Gültigkeit der Gleichung (2.35) in komplexen
Vektorräumen genau die Eigenschaft konjugiert-linear ausdrückt, ist das nach-
folgende, etwas weniger restriktive Konzept, das auch die reellen Vektorräume
berücksichtigt, auf denen keine komplexe Struktur existiert, der Involutionen
naheliegend.

3.1.2 Definition (Bonsall und Duncan [30](1973), Seite 63). Eine Involuti-
on (genauer eine Vektorraum-Involution) auf einem Vektorraum X über K ist
eine semilineare Abbildung ∗ : X → X, x 7→ x∗ mit (x∗)∗ = x.

3.1.3 Streng komplexe Strukturen III. Sei X ein Vektorraum über K der-
art, dass XR mit einer streng komplexen Struktur (j, k) versehen ist. Dann
ist k eine Vektorrauminvolution auf X. Zur Diskussion der Umkehrung dieser
Aussage muss man den reellen von dem komplexen Fall getrennt betrachten.
Ist X ein Vektorraum über R von endlicher, ungeradzahliger Dimension, so
kann offensichtlich mangels einer komplexen Struktur keine streng komplexe
Struktur vorliegen. Aber selbst, wenn X ein Vektorraum über R mit endli-
cher und geradzahliger oder unendlicher Dimension ist und X eine Involution
∗ besitzt, so kann man zwar für jedes x ∈ X den Term j(x∗) als ix∗ ∈ XC

156
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auffassen, da aber die Involution ∗ zwar R-linear, aber nicht konjugiert-linear
auf XC sein muss, muss die Involution ∗ nicht notwendig mit j eine streng
komplexe Struktur (j, ∗) bilden. Im Fall, dass X ein Vektorraum über C ist,
der eine Involution ∗ trägt, gilt aber die erwähnte Umkehrung immer: Als Vek-
torraum über C ist XR mit der per j(x) := ix definierten komplexen Struk-
tur versehen. Die Involution ist offenbar R-linear und für alle x ∈ X gilt:
(j ◦ ∗)(x) = j(x∗) = ix∗ = −((−i)x∗) = −(ix)∗ = −(∗ ◦ j)(x), also j ◦ ∗ = −∗ ◦ j,
das heißt, (j, ∗) ist eine streng komplexe Struktur auf XR.

Man kann also sagen: Während bei jedem Vektorraum mit einer streng kom-
plexen Struktur die Konjugiertenbildung eine Involution ist, ist ein Vektorraum
über K, der mit einer Involution versehen ist, im Allgemeinen nur im Fall von
K = C stets auch mit einer streng komplexen Struktur versehen. Somit gilt:
Genau die streng komplexen Vektorräume sind die Vektorräume über C, die
mit einer Involution versehen sind; dabei ist die jeweilige Konjugiertenbildung
genau gleich der jeweiligen Involution.

3.1.4 Bemerkung und Definition. Sei X ein Vektorraum über K mit einer
Involution ∗. Eine Teilmenge S von X heißt eine ∗-Teilmenge, wenn sie abge-
schlossen unter der Involution ist, das heißt, wenn x ∈ S immer auch x∗ ∈ S
impliziert. Man beachte, dass dann umgekehrt auch für jedes x ∈ S per y := x∗

ein y ∈ S mit x = y∗ existiert, das heißt, es gilt S = S∗, wobei hier S∗ die
Menge {s∗ ∈ S : s ∈ S} bezeichnet.

Ein x ∈ X heißt selbstadjungiert bezüglich der Involution ∗ (oder auch ∗-
symmetrisch), wenn x ein Fixpunkt der Involution ∗ ist, das heißt, wenn x = x∗

gilt. Der selbstadjungierte Teil von X ist die Fixpunktmenge der Involution ∗,
das heißt, die Menge aller selbstadjungierten x ∈ X, und wird mit X(∗) bezeich-
net. Mit −∗ wird die mit (−1) multiplizierte Involution ∗ bezeichnet, also die
Abbildung −∗ : X → X, x 7→ x−∗ := −x∗. Sie ist ebenfalls eine Involution auf
X und heißt die zu der Involution ∗ gespiegelte Involution. Ihre Fixpunktmenge
wird mit X(−∗) bezeichnet. Die Elemente von X(−∗) heißen antiselbstadjungiert
(oder auch schiefselbstadjungiert, im Englischen skew self-adjoint).

3.1.5 Bemerkungen. Sei X ein Vektorraum über K mit einer Involution ∗.
Dann gilt:

(a) X(∗) und X(−∗) sind Untervektorräume von XR. Ähnlich wie in 2.11.25
für die hermiteschen Elemente einer nichttrivialen unitalen Algebra über C gilt
auch hier: Ist K = C und X ̸= {0}, so sind X(∗) und X(−∗) keine Untervektor-
räume von X. Ist also von X(∗) oder X(−∗) als einem Vektorraum die Rede, so
wird er im Allgemeinen stillschweigend als ein Vektorraum über R angenommen;
die Aussage für Untervektorräume ist entsprechend.

(b) Im Fall von K = C gilt X(−∗) = iX(∗). Diese Gleichung ist dahingehend
von Bedeutung, da bisweilen Aussagen für den Fall K = C, in denen iX(∗)
verwendet wird, sich auf den K = R-Fall als entsprechende, ähnliche Aussagen
mit X(−∗) übertragen. Siehe zum Beispiel Satz 3.5.27.

(c) 1
2(x + x∗) ∈ X(∗) und 1

2(x − x∗) ∈ X(−∗) für alle x ∈ X.
(d) XR = X(∗) ∔X(−∗).
(e) Im Fall von K = C gilt gemäß Bemerkung 2.9.25: X = X(∗)(C)

(Klingenberg und Klein [186](1972), Seite 220, Punkt 6(iv)). Insbeson-
dere ist also X(∗) eine reelle Form des Vektorraumes X über C (Definition
2.9.23). Nach 3.1.3 ist per j(x) := ix und k := ∗ das Paar (j, k) eine streng
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komplexe Struktur auf XR. Mithin gelten für XR alle in 2.9.20(a) angegebe-
nen Gleichungen, insbesondere gilt also auch Re(x) = 1

2(x + x∗) ∈ X(∗) und

Im(x) = 1
2i

(x − x∗) ∈ X(∗) für alle x ∈ X, womit also die Abbildungen Re und
Im von 2.9.20(a) und von 2.9.25 jeweils übereinstimmen.

(f) Aus (c) folgen für alle ℓ ∈ X# die zwei nachstehenden Äquivalenzen:
ℓ ↾ X(∗) = 0 ⇔ ∀x ∈ X : ℓ(x∗) = −ℓ(x) und ℓ ↾ X(−∗) = 0 ⇔ ∀x ∈ X : ℓ(x∗) =
ℓ(x).

3.1.6 Bemerkung und Definition. Seien X und Y zwei Vektorräume über K,
die jeweils eine Involution tragen, die beide mit ∗ bezeichnet seien. Dann ist auf
L(X, Y ) die Abbildung ∗ : T 7→ ∗ ◦ T ◦ ∗ eine Involution. Für T ∈ L(X, Y ) heißt
dann T ∗ die Adjungierte von T . Sie ist zu unterscheiden von der ebenfalls mit
T ∗ bezeichneten dualen Abbildung von T und von der Hilbertraumadjungierten
von T weiter unten. Aus dem jeweiligen Zusammenhang wird immer deutlich
hervorgehen, was mit T ∗ gemeint ist.

Eine selbstadjungierte Abbildung T : X → Y wird auch ∗-Abbildung ge-
nannt. Anschaulich sind die selbstadjungierten Abbildungen durch ihre Ver-
träglichkeit mit den beiden Involutionen (die eine von X, die andere von Y )
charakterisiert: T = T ∗ ⇔ T (x∗) = T (x)∗ für alle x ∈ X. Insbesondere ist also
jede Involution und per Definition jeder ∗-Homomorphismus eine selbstadjun-
gierte Abbildung.

Für den Fall Y = K sei als Involution von Y immer die komplexe Konjugation
gemeint, wenn nicht ausdrücklich etwas anderes vereinbart ist.

3.1.7 Bemerkung. Sei X ein normierter Vektorraum über K mit einer In-
volution ∗. Bonsall und Duncan [30](1973), Seite 187, bemerken, dass der
Dualraum X∗ genau dann eine ∗-Teilmenge von X# ist, wenn die Involution
auf X stetig ist.

3.1.8 Bemerkung und Definition. Sei X ein Vektorraum über R. Dann ist

¯: X(C) → X(C),

(x, y) 7→ (x, y) := (x, −y) für alle x, y ∈ X

eine Involution auf X(C); sie wird die kartesische Involution von X(C) genannt.

Beweis. Semilinearität: Sei λ = α + iβ ∈ C und seien x, y ∈ X. Nach Be-
merkung 2.9.24 gilt dann: λ · (x, y) = (α + iβ)(x, y) = (αx − βy, αy + βx) =
(αx − βy, −αy − βx) =

(
αx − (−β)(−y), α(−y) + (−β)x

)
= (α − iβ)(x, −y) =

λ · (x, y).

Es gilt X = X(C)(̄ )R.
Sei k die Abbildung in Bemerkung 2.9.25. Dann bezeichnet man mit k−1(U)

den Realteil eines Unterraumes U von X(C)R. Wegen k(k−1(U)) = U ∩ k(X)
identifiziert man k−1(U) ⊆ X mit U ∩ k(X), also mit der Menge der reellen
Vektoren von U ⊆ X(C). Des Weiteren gilt damit k−1(U) = U(̄ ). In diesem
Zusammenhang sei auch an 2.9.20 erinnert.

Sei A eine unitale Banachalgebra über C. Dann ist die kartesische Involu-
tion des Banachraumes Aherm,(C) (siehe Satz 2.11.23(d)) stetig (Bonsall und
Duncan [29](1971), Seite 50).
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3.1.9 Definition. Eine Konjugation auf einem normierten Vektorraum X über
K ist eine Involution auf X, die eine Isometrie ist.

3.1.10 (Köthe [187](1966), Seite 431). Auf Vektorräumen hängen lineare Ab-
bildungen mit Periode 2 und Projektionen eng zusammen: Sei X ein Vektorraum
über K. Für T ∈ L(X) bezeichne T ⊥ die Abbildung IdX − T . Man betrachte
die Abbildung

Λ: L(X) → L(X), T 7→ 2T − IdX (= T − T ⊥).
Die Abbildung Λ ist bijektiv und für X ̸= {0} nicht linear. Ihre Umkehrab-

bildung lautet

Λ−1 : L(X) → L(X), T 7→ 1
2
(
IdX + T

)
.

Sei p ∈ L(X) eine Projektion. Dann ist
∗ := Λ(p)

eine lineare Abbildung mit Periode 2 und es gilt X(∗) = p(X) und ker(p) =
X(−∗). Siehe auch 3.5.35.

Beweis. (2p − IdX)2 = 4p − 4p + IdX = IdX . x ∈ X(∗) ⇔ (2p − IdX)x = x ⇔
2px = 2x ⇔ px = x ⇔ x ∈ p(X). x ∈ ker(p) ⇔ 2p(x) − x = −x ⇔ x∗ = −x ⇔
x ∈ X(−∗).

Ist umgekehrt ∗ eine lineare Abbildung auf X mit Periode 2, so ist

p := Λ−1(∗)

eine Projektion aus L(X) mit p(X) = X(∗) und ker(p) = X(−∗); man vergleiche
mit der Abbildung Re aus 3.1.5(e).

Beweis. ( 1
2 (∗ + IdX))2 = 1

4 (IdX + 2 · ∗ + IdX) = 1
2 (∗ + IdX). x ∈ p(X) ⇔ px =

x ⇔ 1
2 (x∗ + x) = x ⇔ x∗ + x = 2x ⇔ x∗ = x ⇔ x ∈ X(∗). x ∈ ker(p) ⇔

1
2(x + x∗) = 0 ⇔ x∗ = −x ⇔ x ∈ X(−∗).

Ist X ein Banachraum über C, der mit einer stetigen Involution ∗ versehen
ist, so ist XR per ∗ mit einer stetigen linearen Abbildung mit Periode 2 versehen
und man sieht, dass X(∗) ein Banachraum über R ist.

3.1.11. Sei X ein Banachraum über K. Ist T ∈ L(X) eine surjektive Isometrie
mit Periode 2, so ist p := 1

2
(
IdX + T

)
eine bikontraktive Projektion (zur De-

finition siehe 2.5.16(a)). Ist zum Beispiel X ein Banachraum über C mit einer
Konjugation ∗, so ist ReR :=

(
x 7→ 1

2 (x + x∗)
)

eine bikontraktive Projektion aus
L(XR) mit ReR(XR) = X(∗). Ein Banachraum Y über R heißt eine reelle Form
eines Banachraumes X über C, falls es auf X eine Konjugation ∗ gibt, so dass
Y = X(∗) gilt. Man beachte, dass jede solche reelle Form auch eine reelle Form
des Y zugrunde liegenden Vektorraumes über C (Definition 2.9.23) ist.

Bezeichne S die Klasse der Banachräume, in denen jede bikontraktive Pro-
jektion p von der anfangs erwähnten Gestalt ist, das heißt, wenn die der Projek-
tion p gemäß 3.1.10 zugeordnete lineare Abbildung ∗ = 2p − IdX mit Periode 2
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eine surjektive Isometrie ist. Dann ist X ∈ S, wenn der Dualraum X∗ ∈ S ist.
Für alle 1 ≦ p < ∞ ist Lp(µ) ∈ S. Friedman und Russo [102](1987) zeigen,
dass die weiter unten im Abschnitt 4.6 eingeführten JB∗-Tripel über C alle in
S enthalten sind.

3.1.12 (Li [198](2003), Seite 2). Sei X ein normierter Vektorraum über R. Sei
∥ · ∥ eine Norm auf X(C). Sei der Fall vorliegend, dass die kartesische Involution
von X(C) isometrisch ist. Dann gilt: ∥x∥ ≦ ∥x + iy∥ für alle x, y ∈ X. Folglich
hat man die Ungleichung max {∥x∥, ∥y∥} ≦ ∥x + iy∥ für alle x, y ∈ X.

3.1.13. Li [198](2003) definiert den Begriff der Komplexifizierung eines nor-
mierten Vektorraumes über R oder einer normierten Algebra über R wie folgt:
Sei X ein normierter Vektorraum über R oder eine normierte Algebra über R.
Dann nennt Li den Raum X(C) eine Komplexifizierung von X, wenn X(C) eine
Norm ∥ · ∥ trägt, mit der die kartesische Involution des Vektorraumes X(C) iso-
metrisch ist und mit der X kanonisch isometrisch isomorph in X(C)R eingebettet
ist, das heißt, ∥ · ∥(C)R ↾ X die Norm von X ist. Da alle Normen, mit der X(C)
solch eine Komplexifizierung von X ist, nach 3.1.12 äquivalent sind, ist solch eine
Komplexifizierung von X bis auf die Normäquivalenz eindeutig. Dieser Begriff
der Komplexifizierung wird hier im Folgenden als die Komplexifizierung nach
Li genannt. Man beachte 3.2.16.

3.1.14. Sei 1 ≦ p ≦∞ und gelten die Bezeichnungen von 2.9.27. Ist X ein nor-
mierter Vektorraum über R, so ist die kartesische Involution von

(
X(C), ∥ · ∥pC

)
isometrisch, also eine Konjugation. Ebenso hat man: Ist A eine normierte Al-
gebra über R mit Eins, so ist die kartesische Involution von

(
A(C), ∥ · ∥p

)
und

von
(
A(C), ∥ · ∥M

)
isometrisch, also eine Konjugation. Somit sind der Raum(

X(C), ∥ · ∥pC
)

und die Algebren
(
A(C), ∥ · ∥p

)
und

(
A(C), ∥ · ∥M

)
Komplexifizie-

rungen nach Li. Anstelle von der kartesischen Involution spricht man dann auch
von der kartesischen Konjugation. Man beachte 3.2.16.

3.1.15 Prädual und Komplexifizierung (Li [198](2003), Seite 4, Satz 1.1.5).
Sei X ein Banachraum über R. Sei X(C) eine Komplexifizierung nach Li. Liege
der Fall vor, dass X(C) ein Prädual besitze; es sei mit X(C)∗ bezeichnet. Des
Weiteren sei die kartesische Involution ¯ von X σ(X(C), X(C)∗)-stetig. Dann
gilt:

(a) X ist σ(X(C), X(C)∗)-abgeschlossen in X(C).
(b) Es sei an 3.1.6 erinnert. X∗ := X(C)∗R(̄ ) ist ein abgeschlossener Unter-

vektorraum von X(C)∗R, der ein Prädual von X ist und die Eigenschaft hat, dass
X(C)∗ eine Komplexifizierung nach Li von ihm ist. Kurz: X(C)∗ = X∗(C).

3.1.16 Satz. Sei X, X ̸= {0}, ein Vektorraum über R mit einer Involution ∗.
Dann ist

∗ : (x, y) 7→ (x∗, −y∗) für alle x, y ∈ A

eine Involution auf dem Vektorraum X(C), aber keine Involution auf dem Vek-
torraum X(C)R. Die Abbildung

∗ : (x, y) 7→ (x∗, y∗) für alle x, y ∈ A

ist dagegen zwar keine Involution auf dem Vektorraum X(C), wohl aber eine auf
dem Vektorraum X(C)R.
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Beweis. Beide Abbildungen sind additiv:
(
(a, b)+(c, d)

)∗ = (a+c, b+d)∗ =
(
a∗+

c∗, ±b∗ ±d∗) =
(
a∗, ±b∗)+

(
c∗, ±d∗) = (a, b)∗ +(c, d)∗. Aber

(
(k+im)(a, b)

)∗ =(
ka − mb, kb + ma

)∗ = (ka∗ − mb∗, ±kb∗ ± ma∗) und (k + im)(a, b)∗ = (k −
im)

(
a∗, ±b∗) =

(
ka∗ −(−m)(±b∗), ±kb∗ +(−m)a∗) =

(
ka∗ ±mb∗, ±kb∗ −ma∗)

sind im Fall von K = C nur dann identisch, wenn man für das ±-Zeichen das
Minus-Zeichen liest, es sich also um die erstgenannte Abbildung handelt. Im Fall
von K = R liegt die Identität beider Ausdrücke nur vor, wenn das ±-Zeichen
als das Plus-Zeichen gelesen wird, es sich also um die zweitgenannte Abbildung
handelt.

3.1.17. In 2.2.24 sind Definitionen und Aussagen für ein Sesquilinearsystem
(X, Y ; B; Z) mit Z = K gemacht worden. Ist Z ein Vektorraum mit einer Invo-
lution ,̄ dann kann man die Definitionen von 2.2.24 wörtlich für das Sesquili-
nearsystem (X, Y ; B; Z) formulieren und die Aussagen gelten entsprechend.

Sei (X, X; B; Y ) ein Bilinearsystem oder ein Sesquilinearsystem. Sei auf Y
ein Positivitätskonzept Pos(Y ) erklärt. Dann heißt die Abbildung B positiv,
wenn B(x, x) ∈ Pos(Y ) für alle x ∈ X gilt; falls zusätzlich B(x, x) ̸= 0 für
alle x ∈ X× gilt, so heißt die Abbildung B positiv definit. Die Abbildung B
heißt ein Y -wertiges Skalarprodukt, falls B eine positiv definite, sesquilineare,
hermitesche Abbildung ist. Über das System (X, X; B; Y ) ist gemäß 2.1.4 der
Begriff der Orthogonalität auf X definiert.

3.2 Involutionen auf Ringen und Algebren
3.2.1 Definition. Eine Involution eines nichtassoziativen Ringes R ist ein
Antiautomorphismus ∗ : R → R mit (r∗)∗ = r für alle r ∈ R.

3.2.2 Bemerkung. Sei R ein nichtassoziativer Ring mit einer Involution ∗. Hat
R eine Linkseins ℓ, dann ist wegen aℓ∗ = (ℓa∗)∗ = a∗∗ für alle a ∈ R das Element
ℓ∗ eine Rechtseins in R. Somit hat R wegen 2.1.2 die Eins e mit e = ℓ = ℓ∗. Hat
R eine Rechtseins r ∈ R, dann ist analog e = r = r∗ die Eins.

3.2.3. Ganz entsprechend wie in 3.1.4 werden für nichtassoziative Ringe R mit
einer Involution ∗ die Begriffe ∗-Teilmenge, selbstadjungiert und der selbstad-
jungierte Teil definiert. Während zwar ganz wie in 3.1.4 dann R = R∗ gilt,
ist aber die Abbildung x 7→ −x∗ für R ̸= {0} keine Involution auf R. Denn:
(xy)−∗ = −(xy)∗ = −y∗x∗ = −y−∗x−∗ ̸= y−∗x−∗.

3.2.4 Definition (Bonsall und Duncan [30](1973), Seite 64). Eine Invo-
lution (auch Adjungierung oder genauer eine K-Algebra-Involution) auf einer
nichtassoziativen Algebra A über K ist eine Abbildung, die sowohl auf dem Vek-
torraum A als auch auf dem Ring A eine Involution ist. Eine (nichtassoziative)
Algebra über K ausgestattet mit einer Involution heißt involutive (nichtassozia-
tive) Algebra über K oder auch eine (nichtassoziative) ∗-Algebra über K. Eine
nichtassoziative ∗-Algebra über K heißt symmetrisch, wenn gilt:

−a∗a ist quasi-invertierbar für alle a ∈ A.

3.2.5 Lemma. Sei R ein Ring mit Operatorenbereich K, K ∈ {Z,R,C}, verse-
hen mit einer Involution ∗. Dann gilt für jedes p ∈ Idem(R) die Gleichungskette{

x ∈ R : px∗p = x
}

= R(∗) ∩ pRp = (pRp)(∗) = pR(∗)p. (3.1)
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Beweis. Es sei an 2.1.33 erinnert. Sei p ∈ Idem(R). Setze M := {x ∈ R :
px∗p = x}. Sei x ∈ M . Dann gilt x = px∗p = ppx∗pp = pxp und x = px∗p =
(pxp)∗ = x∗. Also M ⊆ R(∗) ∩ pRp. Ist umgekehrt x ∈ R(∗) ∩ pRp, dann also
x = pyp für ein y ∈ R und x = x∗; also px∗p = pxp = ppypp = pyp = x. Somit
M = R(∗) ∩ pRp.

Da pRp sowohl ein Unterring mit Operatorenbereich K als auch eine ∗-
Teilmenge von R ist, ist ∗ ↾ pRp eine Involution auf pRp; wird diese wieder mit
∗ bezeichnet, gilt also M = (pRp)(∗).

Sei x ∈ M . Da, wie bereits oben bemerkt, dann x = px∗p = x∗ gilt, hat man
M ⊆ pR(∗)p. Sei umgekehrt x ∈ pR(∗)p. Dann ist x = pyp für ein y ∈ R mit
y = y∗. Also px∗p = ppy∗pp = pyp = x. Somit gilt M = pR(∗)p.

3.2.6. Hat die Algebra A in der Situation von 3.2.4 eine Eins, so ist die Algebra
A gemäß Bemerkung 2.1.20(c) genau dann symmetrisch, wenn e + a∗a für alle
a ∈ A invertierbar ist.

3.2.7 Bemerkung (Rickart [246](1960), Seite 178). Sei A eine Algebra über
K. Dann ist IdA genau dann eine Involution auf A, wenn K = R und A kom-
mutativ ist.

3.2.8 Bemerkung und Definition (Ingelstam [145](1964), Seite 264 und
Rickart [246](1960), Seite 179). Sei A eine ∗-Algebra über K. Dann ist auf A1

(siehe Definition 2.3.19) eine Involution per

(a, z)∗ := (a∗, z) für alle a ∈ A, z ∈ K

definiert und die so erhaltene ∗-Algebra über K wird wieder mit A1 bezeichnet.
Wenn nicht ausdrücklich etwas anderes vereinbart ist, sei A1 immer diese ∗-
Algebra über K. A ist eine ∗-Unteralgebra von A1.

3.2.9 Bemerkung und Definition (Rickart [246](1960), Seite 179). Sei A
eine ∗-Algebra über R. Dann ist die Abbildung

∗ : (x, y) 7→ (x∗, −y∗) für alle x, y ∈ A

eine Involution auf der Algebra A(C). Mit dieser Involution ist A(C) also eine
∗-Algebra über C. Wenn nicht ausdrücklich etwas anderes vereinbart ist, dann
sei mit A(C) immer diese ∗-Algebra gemeint. Diese Involution wird auch als die
kanonische Involution der Komplexifizierung einer ∗-Algebra über R angespro-
chen. Wenn die Involution von A auf A stetig ist, dann ist auch ∗ auf A(C) stetig.
A ist eine ∗-Unteralgebra von A(C)R. Siehe auch 3.2.22.

Die Abbildung (x, y) 7→ (x∗, y∗) ist auf dem Ring A(C) und auf der Algebra
A(C)R eine Involution.

Beweis. Satz 3.1.16 und die Gleichungen
(
(a, b)(c, d)

)∗ = (ac − bd, bc + ad)∗ =(
c∗a∗ − d∗b∗, ±c∗b∗ ±d∗a∗) = (c∗, ±d∗) (a∗, ±b∗) = (c, d)∗(a, b)∗ zeigen für ± ≡

−, dass (x, y) 7→ (x∗, −y∗) eine Algebra-Involution auf A(C) ist. Die Aussage für
die Abbildung (x, y) 7→ (x∗, y∗) erhält man mit ± ≡ +.

3.2.10 (Rickart [246](1960), Seite 179; Naimark [221](1972), Seite 184). Sei
A eine ∗-Algebra über K. Dann transformiert die Involution ∗ jedes Linksideal
in ein Rechtsideal und vice versa; dabei bleiben die Eigenschaften modular und
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maximal erhalten. Ist ein ein- oder beidseitiges Ideal von A eine ∗-Teilmenge,
so ist es automatisch ein beidseitiges Ideal von A; es heißt dann ein ∗-Ideal von
A. Es folgt, dass das Jacobson-Radikal von A ein ∗-Ideal von A ist.

3.2.11 Definition. Sei A eine ∗-Algebra über K. Dann heißt ein Element a ∈ A

• normal, wenn a∗a = aa∗;

• eine Projektion, wenn a ∈ A(∗) und a idempotent ist;

• unitär , wenn A eine Eins besitzt und dann a∗a = aa∗ = e gilt.

Die Menge aller normalen Elemente (bzw. Projektionen, bzw. unitären Elemen-
te) von A wird mit Anormal (bzw. Proj(A), bzw. Aunitär) bezeichnet.

3.2.12 Bemerkungen. (a) (Pedersen [234](1989), Seite 171). Man beachte,
dass L(H)normal, H ein Hilbertraum über K, im Allgemeinen kein Vektorraum
ist.

(b) Sei A eine ∗-Algebra über K mit Eins. Gemäß Bemerkung 3.2.2 ist die
Eins eine Projektion.

(c) Ist A eine ∗-Algebra über K mit Eins, dann ist Aunitär eine ∗-Untergrup-
pe (soll heißen, eine ∗-Teilmenge und Untergruppe) von der Gruppe G(A) aller
Inversen von A.

3.2.13 Definition. Sei A eine ∗-Algebra über K. Dann gibt es folgendes Kon-
zept von Positivität:

Pos(∗σ; A) := {x ∈ A(∗) : σ(x) ⊆ R+}.

3.2.14 Definition. Sei A eine Algebra über C. Dann ist das reelle Jordanpro-
dukt definiert als die Abbildung A → A, (r, s) 7→ 1

2 (rs + sr) und das komplexe
Jordanprodukt definiert als die Abbildung A → A, (r, s) 7→ 1

2i (rs − sr).

3.2.15. Sei A eine ∗-Algebra über K. Dann ist im Allgemeinen A(∗) keine ∗-
Algebra. A(∗) ist aber immer abgeschlossen bezüglich des reellen und komple-
xen Jordanproduktes. Insbesondere ist also die reelle Jordan-Algebra

(
A(∗)

)⊕

erklärt; siehe 2.3.16.

3.2.16 (Li [198](2003), Seite 78). Sei X ein Vektorraum über R und liege der
Fall vor, dass X(C) eine Algebra ist. Dann ist die kartesische Involution¯des Vek-
torraumes X(C) zwar ein Automorphismus der Algebra X(C) (das heißt, xy = x y
für alle x, y ∈ X(C)), aber im Allgemeinen kein Antiautomorphismus, also keine
Involution auf der Algebra X(C). Im Allgemeinen bleibt somit die Definition
der Komplexifizierung nach Li auf den Vektorraum-Fall beschränkt. Das heißt,
wenn im Folgenden von einer Komplexifizierung nach Li einer Algebra A ge-
sprochen wird, so bezieht sich das weiterhin auf A betrachtet als Vektorraum.
Immerhin liegt folgender Satz vor (siehe auch Satz 3.5.29):

3.2.17 Satz (Bonsall und Duncan [30](1973), Seite 64). Ist X ein Vektor-
raum über R, so dass X(C) eine Algebra über C ist, und ist dann X als Un-
terraum über R von X(C)R abgeschlossen bezüglich des reellen und komplexen
Jordanprodukts, so ist die kartesische Involution des Vektorraumes X(C) eine
Involution auf der Algebra X(C).
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3.2.18 Definition (Bonsall und Duncan [30](1973), Seite 64; Isidro, Kaup
und Rodríguez Palacios [147](1995), Seite 316).

(a) Eine normierte ∗-Algebra ist eine normierte Algebra A mit einer Involu-
tion auf der Algebra A.

(b) Eine ∗-normierte Algebra über K ist eine normierte Algebra über K mit
einer Konjugation auf A — mit anderen Worten also eine normierte ∗-
Algebra, deren Involution eine Isometrie ist.

(c) Eine involutive Banachalgebra (oder auch Banach-∗-Algebra) über K ist
eine normierte ∗-Algebra über K, deren Norm vollständig ist.

(d) Eine ∗-normierte involutive Banachalgebra (oder einfach ∗-
Banachalgebra) über K ist eine ∗-normierte Algebra über K, deren
Norm vollständig ist.

3.2.19 Bemerkungen (Palmer [232](2001), Seite 799). Man beachte, dass,
außer wenn die Involution einer normierten ∗-Algebra stetig ist, die Vervoll-
ständigung einer normierten ∗-Algebra keine kanonische Involution aufweisen
muss. Genauso muss, solange die Involution nicht stetig ist, der Abschluss einer
∗-Teilmenge nicht wieder eine ∗-Teilmenge sein.

Für eine Banachalgebra X über K mit einer stetigen Involution ist der Unter-
raum X(∗) über R abgeschlossen in XR, aber im Allgemeinen nicht abgeschlossen
bezüglich der Algebramultiplikation. (Upmeier [279](1985), Seite 234.)

Jede Banach-∗-Algebra über C mit Eins ist gleich der linearen Hülle ihrer
unitären Elemente. (Bonsall und Duncan [30], Seite 66.) Dies gilt im All-
gemeinen nicht für Banach-∗-Algebren über R, siehe Li [198](2003), Seite 38.
(Siehe auch Satz 3.7.45(b).)

In jeder Banach-∗-Algebra A über C mit Eins, deren Involution ∗ stetig ist,
gilt exp(iA(∗)) ⊆ Aunitär; dabei heißen die Elemente von exp(iA(∗)) die expo-
nentiell unitären Elemente von A; siehe auch Palmer [232](2001), Seite 1174.
Es sei daran erinnert, dass iA(∗) bei K = C gemäß Bemerkung 3.1.5(b) der
schiefselbstadjungierte Teil von A ist.

3.2.20 Bemerkung. Ist A eine normierte ∗-Algebra über K ohne Eins, dann
ist A1 mit der Norm von Definition 2.2.18 eine normierte ∗-Algebra über K,
deren Involution stetig ist, wenn die Involution von A stetig ist. Insbesondere
ist dieses A1 eine ∗-Banachalgebra über K, wenn A eine ∗-Banachalgebra über
K ist.

3.2.21 Bemerkung. Sei A eine normierte ∗-Algebra über K ohne Eins. Dann
kann wegen Bemerkung 3.2.2 die in Bemerkung 2.3.23 erwähnte Schwierigkeit
nicht auftreten. Daher ist

∥(a, λ)∥ := sup{∥ab + λb∥ : b ∈ BA} für alle a ∈ A, λ ∈ K

eine Norm auf A1 mit der A1 eine normierte ∗-Algebra über K ist.

3.2.22 Bemerkung (Bonsall und Duncan [29](1971), Seite 50). Sei (A, ∥·∥)
eine unitale Banachalgebra über C. Es sei an Satz 2.11.23 erinnert. Sei X der
mit der Norm von A versehene Banachraum Aherm + iAherm über C. Dann ist
die kartesische Involution auf X, also die Abbildung

∗ : X → X, h + ik 7→ h − ik für alle h, k ∈ Aherm,
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eine stetige Involution auf X; sie wird in dieser Allgemeinheit im Folgenden
als die Vidav-Involution bezeichnet. Im Fall dass Aherm,R eine kommutative
Algebra ist, ist nach Bemerkung 3.2.7 die identische Abbildung eine Involution
auf Aherm,R und die Vidav-Involution somit genau die kanonische Involution von
Aherm,R(C), siehe 3.2.9.

3.2.23 (Rickart [246](1960), Seite 212). Sei A eine ∗-Algebra über C. Sei
ℓ ∈ A∗ ein selbstadjungiertes Funktional. Dann ist [a, b]ℓ := ℓ(b∗a), a, b ∈ A,
eine hermitesche Sesquilinearform auf A, der aber im Allgemeinen noch die
positive Definitheit fehlt, um ein Skalarprodukt zu sein.
Nℓ := {a ∈ A : [a, b]ℓ = 0 für alle b ∈ A} ist ein Linksideal in A und auf

Aℓ := A/Nℓ mit [a] := a + Nℓ ist dann per ⟨[a], [b]⟩ := ℓ(b∗a) ein Skalarpro-
dukt definiert, falls ℓ(a∗a) ≧ 0 für alle a ∈ A. So motiviert, gelangt man zu
einem weiteren Konzept von Positivität und zu einer Definition von positiven
Funktionalen:

3.2.24 Definition. (a) (Palmer [231](1994)). Sei A eine ∗-Algebra über K.
Dann setze:

Pos(∗; A) :=


n∑

j=1
a∗

j aj : a1, · · · , an ∈ A, n ∈ N

 .

(b) Ein ℓ ∈ A# heißt positiv, in Zeichen ℓ ≧ 0, wenn für alle a ∈ Pos(∗; A)
die Ungleichung ℓ(a) ≧ 0 gilt.

(c) Sei A eine normierte ∗-Algebra über K. Ein Zustand (bezüglich der
Involution ∗) von A ist ein selbstadjungiertes positives Funktional ℓ aus SA∗ .

(d) Sei A eine ∗-Algebra über K. Ein positives ℓ ∈ A# heißt eine Spur auf A,
wenn für alle x, y ∈ A die Gleichung ℓ(xy) = ℓ(yx) gilt. (Dieudonné [68](1987),
Band 2, Abschnitt 15.7.)

(e) Ein positives ℓ ∈ A# heißt treu (im Englischen faithful), wenn 0 das
einzige Element x aus Pos(∗; A) mit ℓ(x) = 0 ist.

3.2.25 Bemerkungen. (a) Sei A eine ∗-Algebra über C. Dann ist Pos(∗; A)
ein punktierter spitzer konvexer Kegel im reellen Vektorraum A(∗) und somit
ist
(
A(∗),≦∗

)
ein geordneter Vektorraum über R.

(b) Die Selbstadjungiertheit in der Definition 3.2.24(c) wird gefordert, damit
mit den Zuständen die Skalarprodukte gemäß 3.2.23 gebildet werden können.
(Bezüglich weiterer Forderungen an ein Funktional in allgemeineren Situationen
— wie zum Beispiel admissible, representable — siehe Rickart [246](1960),
Seite 213.) Insbesondere ist die Selbstadjungiertheit bei C∗-Algebren über R
von Bedeutung; siehe Satz 3.5.39.

(c) Ist A eine ∗-Algebra über K, dann ist ein ℓ ∈ A# genau dann positiv,
wenn ℓ(a∗a) ≧ 0 für alle a ∈ A gilt.

(d) Sei A eine ∗-Algebra über K. Man bemerke, dass jedes positive Funk-
tional ℓ ∈ A# für alle x ∈ A die Gleichung ℓ(x∗) = ℓ(x) erfüllt; siehe 3.1.5(f).

(e) Die in Definition 3.2.24 definierten Funktionale beziehen sich auf das
Konzept Pos(∗; A). Positive Funktionale — und damit auch Spuren und treue
Funktionale — kann man natürlich auch bezüglich jeden anderen Positivitäts-
konzeptes definieren, wobei A auch nicht zwingend eine ∗-Algebra sein muss,
sondern zum Beispiel ein prägeordneter Vektorraum sein kann. Für ein Beispiel
siehe 4.7.15.
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3.2.26 Satz. In jeder normierten ∗-Algebra A über K gilt für alle x ∈ A:

(a) ∥x∗x∥ = ∥x∥2 ⇒
(

∥x∥ = ∥x∗∥ und ∥xx∗∥ = ∥x∥2 ).
(b) ∥xx∗∥ = ∥x∥2 ⇒

(
∥x∥ = ∥x∗∥ und ∥x∗x∥ = ∥x∥2 ).

Beweis. Zur Isometrie in (a): ∥x∥2 = ∥x∗x∥ ≦ ∥x∗∥∥x∥. ⇒ ∥x∥ ≦ ∥x∗∥. Analog
zeigt man ∥x∗∥ ≦ ∥x∥. Die Isometrie in (b) zeigt man entsprechend.

3.2.27 Satz (Dales [56](2000), Seite 147). Sei A eine ∗-Algebra über C und ℓ
ein positives Funktional aus A#. Dann ist ℓ eingeschränkt auf A2 selbstadjun-
giert. Demnach ist, falls A eine Eins hat, ℓ selbstadjungiert.

3.2.28 Satz. Sei A eine ∗-Algebra über K und ℓ ein positives Funktional aus
A#, welches eingeschränkt auf A2 selbstadjungiert ist. Dann gilt:

(a) ℓ erfüllt auf A2 die Cauchy-Schwartz-Bunyakovsky’sche Ungleichung:

|ℓ(a∗b)|2 ≦ ℓ(a∗a)ℓ(b∗b) für alle a, b ∈ A.

Falls A eine Eins hat, dann gilt zusätzlich:

(b) ℓ(A(∗)) ⊆ R.

(c) |ℓ(a)|2 ≦ ℓ(e)ℓ(a∗a) für alle a ∈ A.

Beweis. (a) Siehe Rickart [246](1960), Seiten 212 und 213.
(b) ℓ(e∗a) = ℓ(a∗e) nach Voraussetzung. Also ℓ(a) = ℓ(a∗).
(c) Folgt direkt aus (a).
Für (b) und (c) siehe auch Naimark [221](1972), Seite 186.

3.2.29 Satz. Sei A eine ∗-Banachalgebra über K mit Eins. Sei ℓ ∈ A# mit
ℓ ≧ 0. Dann gilt:

|ℓ(a)| ≦ ℓ(e)∥a∥ für alle a ∈ A(∗).

Diese Ungleichung gilt für alle a ∈ A, falls die Ungleichung (c) vom Satz 3.2.28
gilt und in diesem Fall hat man ∥ℓ∥ = ℓ(e).

Beweis. Naimark [221](1972), Seiten 188 und 189.

3.2.30 Bemerkung. Man beachte, dass der Satz 3.2.29 im Allgemeinen nicht
für Banach-∗-Algebren gilt. Siehe etwa Rudin [251](1973), Seite 289, Übung 13.

3.2.31 Satz. Sei A eine symmetrische Banach-∗-Algebra über K ohne Eins,
deren Involution im reellen Fall K = R zusätzlich noch als stetig vorausgesetzt
wird. Dann ist auch A1 symmetrisch.

Beweis. Die Beweisidee stammt von Yood. Für K = R siehe Ingelstam, [145]
(1964), Seite 264. Für K = C siehe Rickart [246](1960), Seite 233.

3.2.32 Satz. Sei A eine ∗-Algebra über K. Dann sind äquivalent:

(a) A ist symmetrisch.

(b) σ(a∗a) ⊆ R+ für alle a ∈ A.
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(c) a∗a ∈ Pos(∗σ; A) für alle a ∈ A. (Definition 3.2.13)

Beweis. Rickart [246](1960), Seite 233, Theorem 4.7.6, zeigt (a) ⇒ (b) per
Äquivalenzen. Siehe auch Palmer [230](1970), Seite 197. (c) ist Definition
3.2.13.

3.2.33 Definition (Doran und Belfi [77](1986), Seite 128; Li [198](2003),
Seite 41). Sei A eine ∗-Algebra über K. Die Involution von A heißt hermitesch,
wenn σ(s) ⊆ R für alle s ∈ A(∗) gilt und in diesem Fall heißt A eine hermitesche
Algebra. A heißt schiefhermitesch, wenn σ(s) ⊆ iR für alle s ∈ iA(∗) gilt (vgl.
3.1.4 und 3.1.5).

3.2.34 Satz (Palmer [232](2001), Seite 1010). Sei A eine ∗-Algebra über C.
Dann sind äquivalent:

(a) Für alle a ∈ A gilt: σ(a∗a) ⊆ R+.

(b) Für alle a ∈ A1 gilt: σ(a∗a) ⊆ R+.

(c) A ist symmetrisch.

Diese äquivalenten Bedingungen implizieren, dass gilt:

(d) A ist hermitesch.

3.2.35 Satz (Doran und Belfi [77](1986), Seiten 136 und 142). Sei A eine
Banach-∗-Algebra über C. Dann sind äquivalent:

(a) A ist symmetrisch.

(b) A ist hermitesch.

(c) ρ(a)2 ≦ ρ(a∗a) für alle a ∈ A.

3.2.36. Die Äquivalenz von (a) und (b) im Satz 3.2.35 stammen von Shirali
und Ford. Die Äquivalenz zu (c) stammt von Pták.

3.2.37 Satz (Li [198](2003), Seite 54). Sei A eine Banach-∗-Algebra über R.
Dann sind äquivalent:

(a) A ist symmetrisch.

(b) A ist hermitesch und schiefhermitesch.

(c) −λ /∈ σ(a∗a) für alle λ ∈ R+×, a ∈ A1.

3.2.38 (Topping [278](1979), Seite 11). Ist A eine ∗-Algebra über K, so ist für
eine beliebige Teilmenge S von A die Kommutante S′ zwar nach Satz 2.3.26(a)
eine Algebra, aber im Allgemeinen keine ∗-Teilmenge von A, also insbesondere
keine ∗-Algebra.

Beweis. Man betrachte dazu zum Beispiel die Algebra MK(2) aller 2 × 2-

Matrizen über K und ihr Element A :=
(

0 0
1 0

)
. Damit A

(
a b
c d

)
−(

a b
c d

)
A =

(
0 0
a b

)
−
(

b 0
d 0

)
=
(

−b 0
a − d b

)
gleich Null ist, muss
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b = 0, a = d, c ∈ K gelten. Also {A}′ =
{(

u 0
v u

)
∈ MK(2) : u, v ∈ K

}
.

Dann ist aber für alle u ∈ K, v ∈ K×
(

u 0
v u

)∗

=
(

u v
0 u

)
/∈ {A}′, das

heißt, {A}′ ist keine ∗-Teilmenge von MK(2).

Aber es gilt:

3.2.39 Satz (Sunder [271](1987), Seite 12). Sei A eine ∗-Algebra über K. Ist
S eine ∗-Teilmenge von A, so ist auch ihre Kommutante S′ eine ∗-Teilmenge
von A, insbesondere also wegen Satz 2.3.26(a) eine ∗-Unteralgebra von A.

Beweis. Sei x ∈ S′. Dann gilt für alle s ∈ S : xs = sx, also s∗x∗ = x∗s∗. Da
nach einer Bemerkung in 3.1.4 S = S∗ mit S∗ := {s∗ ∈ S : s ∈ S} gilt, hat man
hier somit für alle s ∈ S : sx∗ = x∗s, das heißt, x∗ ∈ S′.

3.3 Cayley-Dickson-Algebren
3.3.1 Quaternionen (Klingenberg und Klein [186](1972), Seite 234).

(a) Betrachte R4 mit der kanonischen Basis (e1, e2, e3, e4). Dann ist R4 genau
mit der Multiplikation, die durch

e1 ist ein neutrales Element und

e2e2 := −e1, e3e3 := −e1, e2e3 := −e3e2 := e4

erklärt ist, eine nichtkommutative Divisionsalgebra über R mit e1 als Eins. Sie
heißt die Hamilton’sche Algebra der Quaternionen (über R) oder auch die Divi-
sionsalgebra der reellen Quaternionen und wird mit H bezeichnet.

Für x =
∑4

i=1 αiei und y =
∑4

i=1 βiei gilt dann xy =
∑4

i, j=1 αiβjeiej für
alle αi, βi ∈ R, i = 1, . . . , 4.

R ist per x 7→ (x, 0, 0, 0) in H eingebettet. Die Abbildung Ψ: CR → H,
x + iy 7→ (x, y, 0, 0) ist ein Schiefkörpermonomorphismus. Daher ist HΨ nach
2.9.1 ein zweidimensionaler Vektorraum über C mit H = HΨ,R. Man beachte,
dass in 2.9.1 die skalare Multiplikation als Linksmultiplikation definiert ist. Man
bekommt eine andere Vektorraumstruktur über C, wenn man die Skalarmulti-
plikation als Rechtsmultiplikation definiert.

(b) (Schulze [258](2005)). Bezeichne MK(n) die Algebra über K aller n×n-
Matrizen mit Einträgen aus K. Für u, v ∈ C bezeichne M(u, v) das Element aus

MC(2) der Form
(

u v
−v u

)
. Sei H̃ := {M(u, v) : u, v ∈ C}. Dann ist H̃ eine

Unteralgebra über R mit Eins M(1, 0) von der Algebra (MC(2))R über R.
Mit E1 := M(1, 0), E2 := M(i, 0), E3 := M(0, 1) und E4 := M(0, i) ist

(E1, E2, E3, E4) eine Basis von H̃.
(c) Die Abbildung T : H → H̃, ei 7→ Ei ist ein R-Algebra-Isomorphismus.

Folglich kann man H mit H̃ identifizieren.
Für jedes a = (a1, a2, a3, a4) ∈ H ist a := (a1, −a2, −a3, −a4) ∈ H die zu

a konjugierte Quaternion und |a| :=
(
a2

1 + a2
2 + a2

3 + a2
4
)1/2 ist der Betrag der

Quaternion a.
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Wegen T (a) =
(

T (a)
)t

für alle a ∈ H ist die zu A ∈ H̃ konjugierte
Quaternion die Transponierte der konjugiert-komplexierten Matrix A. Wegen
|a|2 = det T (a) ist das Quadrat des Betrages von A ∈ H̃ definiert als die Deter-
minante der Matrix A. Das zu a ∈ H inverse Element ist a/|a|2. Dementspre-

chend ist für M(u, v) ̸= 0 die Inverse von M(u, v) gleich M(u, −v)
det M(u, v) .

Die Bildung der konjugierten Quaternionen ist eine Involution auf H. Es gilt
a = a ⇔ a ∈ R, und aa = |a|2 für alle a ∈ H.

3.3.2 Normierte Divisionsalgebren. Von Frobenius stammt das klassische
Theorem, dass jede endlichdimensionale Divisionsalgebra über C isomorph zu
C ist (also eindimensional ist, womit übrigens HΨ von 3.3.1(a) keine Divisions-
algebra sein kann). Im Jahr 1938 hat Mazur dieses Theorem verallgemeinert:
Jede normierte Divisionsalgebra A über C besteht nur aus komplex-skalaren
Vielfachen der Eins von A und somit existiert ein eindeutig bestimmter Isomor-
phismus (bezüglich sowohl der Algebra als auch des normierten Vektorraumes)
von A auf die komplexen Zahlen; ist insbesondere A unital, so ist dieser Iso-
morphismus eine Isometrie. Für einen Beweis siehe zum Beispiel Bonsall und
Duncan [30](1973), Seite 71. Für Literaturhinweise siehe Palmer [231](1994),
Seite 211, wo man auch die folgende etwas schärfere Version findet: Jede Di-
visionsalgebra A über C, auf der eine nicht triviale Algebrahalbnorm definiert
werden kann, ist isomorph zu den komplexen Zahlen. Dabei genügt es bereits
anzunehmen, dass jedes von Null verschiedene Element der Algebra eine Links-
inverse besitzt; die entsprechende Formulierung per Rechtsinverse ist ebenfalls
hinreichend. Der Isomorphismus A → C wird dabei implementiert durch a 7→ λ,
wobei jeweils λ die eine komplexe Zahl im Spektrum σ(a) von a ist. Ebenfalls auf
Mazur zurückgehend gilt (siehe Bonsall und Duncan [30](1973), Seite 73): Ist
A eine normierte Divisionsalgebra über R, so existiert ein Isomorphismus φ von
A auf R, CR oder H; durch ∥x∥φ := |φ(x)|, x ∈ A, ist dann eine zu der gegebenen
Algebranorm von A äquivalente Algebranorm auf A erklärt; des Weiteren gilt
∥xy∥φ = ∥x∥φ∥y∥φ für alle x, y ∈ A und somit ∥x∥φ = ρ(x) (Spektralradius,
Definition 2.12.3) für alle x ∈ A. Als Folgerung der erstgenannten Aussage von
Mazur hat man: Jede normierte Algebra A über C mit Eins, in der für alle x,
y ∈ A die Gleichung ∥xy∥ = ∥x∥ ∥y∥ gilt, ist isometrisch isomorph zu C. Für
einen Beweis siehe zum Beispiel Rickart [246](1960), Seite 39, Doran und
Belfi [77], Seite 309, und Larsen [196](1973), Seiten 38-40.

3.3.3 (Bonsall und Duncan [30](1973), Seite 157; Palmer [231](1994), Sei-
te 677; Rickart [246](1960), Seite 45).

Sei A eine normierte Algebra über K mit einem schiefminimal idempotenten
Element p ∈ A. Dies ist nach 2.1.52 beispielsweise der Fall, wenn ein minimales
einseitiges Ideal m von A mit m2 ̸= {0} existiert. Nach einem Theorem von
Mazur, siehe 3.3.2, ist die normierte Algebra pAp isomorph zu R, CK oder H.
Im Fall von K = C gilt, ebenfalls nach einem Theorem von Mazur, siehe wieder
3.3.2, die sich auf die Algebren beziehende Gleichung

pAp = Cp

und in diesem Fall existiert also ein ℓ ∈ A# mit

pxp = ℓ(x)p für alle x ∈ A;
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wegen |ℓ(x)|∥p∥ = ∥ℓ(x)p∥ = ∥pxp∥ ≦ ∥p∥2∥x∥ ist dieses lineare Funktional ℓ
auch stetig, ℓ ∈ A∗.

Da für jedes L ∈ {R,C,H} und jedes Idempotent p ∈ A× Lp ein Schiefkörper
ist, hat man:

(a) In jeder normierten Algebra A über R ist ein idempotentes Element
p ∈ A× genau dann schiefminimal idempotent, wenn für ein L ∈ {R,CR,H} die
normierte Algebra pAp isomorph zu Lp ist.

(b) In jeder normierten Algebra A über C ist ein idempotentes Element
p ∈ A× genau dann schiefminimal idempotent, wenn die normierte Algebra pAp
isomorph zu Cp ist.
3.3.4 (Jacobson [152](1974), Seite 418). Sei X ein Vektorraum über K mit
einer nicht ausgearteten quadratischen Form Q : X → K. Man sagt, Q erlaube
Komposition, wenn man auf X eine bilineare Multiplikation (x, y) 7→ x • y
definieren kann, so dass gilt:

Q(x • y) = Q(x)Q(y) für alle x, y ∈ X.

Ist X mit diesem Produkt • eine nichtassoziative Algebra über K ohne Eins,
dann kann man durch Modifikation der Multiplikation X eine Eins verschaffen:
Sei u ein Element aus X mit Q(u) ̸= 0. Seien Lu beziehungsweise Ru die durch
u bestimmten Links- und Rechtsmultiplikationen in X. Dann ist X mit der
Multiplikation

xy :=
(
R−1

u x
)

•
(
L−1

u y
)

für alle x, y ∈ X

eine nichtassoziative Algebra über K mit u2 als Eins.
3.3.5 Definition (Jacobson [152](1974), Seite 419).

Eine Kompositions-Algebra ist eine nichtassoziative Algebra A über K mit
einer Eins und einer nicht ausgearteten quadratischen Form Q : A → K, so dass
für alle x, y ∈ A die Gleichung Q(xy) = Q(x)Q(y) gilt. Genauer schreibt man
dann eine Kompositions-Algebra als (A, Q).
3.3.6 Satz (Jacobson [152](1974), Seite 422). Sei A eine nichtassoziative
Algebra über K mit Eins und einer nicht ausgearteten quadratischen Form
Q : A → K. Dann sind äquivalent:

(a) (A, Q) ist eine Kompositions-Algebra.

(b) A ist eine alternative Algebra über K mit einer Involution ∗ mit x∗x =
Q(x)e für alle x ∈ A.

3.3.7 Cayley-Dickson (McCrimmon [210](2004), Seite 64). Sei (A, q) eine
endlichdimensionale Kompositions-Algebra über K. Dann existiert nach Satz
3.3.6 eine Involution ∗ mit x∗x = q(x)e für alle x ∈ A. Nach dem sogenannten
Cayley-Dickson-Verdoppelungs-Prozess kann man aus A eine nichtassoziative ∗-
Algebra konstruieren, deren Dimension das Doppelte der Dimension von A ist.
Sei dazu k ∈ K×. Dann ist die Cayley-Dickson-Algebra CD(A, k) gleich dem
Vektorraum A über K zusammen mit einer formalen Kopie des Vektorraumes
A über K, in Zeichen A ⊕ Am, versehen mit der üblichen Vektorraumstruktur
über K

(u ⊕ vm) + (x ⊕ ym) := (u + x) ⊕ (v + y)m und
λ(x ⊕ ym) := λx ⊕ λym für alle u, v, x, y ∈ A, λ ∈ K
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und Produkt, Involution und einer nicht ausgearteten quadratischen Form
Q : A → K definiert durch:

(u ⊕ vm)(x ⊕ ym) := (ux + ky∗v) ⊕ (yu + vx∗)m,

(x ⊕ ym)∗ := x∗ ⊕ −ym,

Q(x ⊕ ym) := q(x) − kq(y) für alle u, v, x, y ∈ A.

Insbesondere hat man somit

(e ⊕ 0m)(x ⊕ ym) = (x ⊕ ym)(e ⊕ 0m) = x ⊕ ym für alle x, y ∈ A

und des Weiteren

(0 ⊕ em)(0 ⊕ em) = (ke∗e) ⊕ 0m = k(e ⊕ 0m),

per entsprechenden Identifizierungen also m2 = ke. Setzt man A0 := K mit
∗ = IdA0 und q(x) = |x|2 für alle x ∈ A0, so ist A1 := CD(A0, k1) = K⊕Ki0 mit
i2
0 = k1, also CD(R, −1) = C. Weiteres iterieren liefert: A2 := CD(A1, k2) =

A1 ⊕ A1i1 mit i2
1 = k2, speziell CD(C, −1) = H. A3 := CD(A2, k3) = A2 ⊕

A2i2 mit i2
2 = k3. CD(H, −1) heißt die Algebra der Cayley’schen Oktonionen

und wird mit O bezeichnet. O ist eine nicht kommutative, nicht assoziative
nichtassoziative Divisionsalgebra über R.

Da An+1 := CD(An, kn+1), n ≧ 0, kn+1 ∈ K× genau dann eine alterna-
tive Algebra über K ist, wenn An assoziativ ist, sind die An für n ≧ 4 keine
Kompositions-Algebren mehr.

Genau die An+1 := CD(An, kn+1) für A0 := K, für alle kn ∈ K× und n ∈
{0, 1, 2} stellen alle möglichen Kompositions-Algebren über K dar. (Jacobson
[152](1974), Seite 425 und McCrimmon, ebd.)

R, C, H und O sind die einzigen endlichdimensionalen, alternativen, reellen
nichtassoziativen Divisionsalgebren (Schafer [256](1966), Seite 48).

3.4 Hilberträume
Hilberträume über K wurden in Definition 2.4.6 eingeführt.
3.4.1 Spur I (Bourbaki [34](1974), II.4.3). Sei n ∈ N×, X ein n-dimensionaler
Vektorraum über K und T ∈ L(X). Man betrachte das duale Paar (X, X#).
Dann lässt sich T auch schreiben als

∑n
i=1⟨·, x#

i ⟩yi mit x#
i ∈ X#, yi ∈ X,

i = 1, . . . , n. (Ist zum Beispiel b1, . . . , bn eine Basis von X und ist b#
1 , . . . , b#

n die
dazu duale Basis in X#, also ⟨bi, b#

j ⟩ = δij (Kronecker-Delta), i, j = 1, . . . , n,
so wählt man yi := T (bi) und x#

i := b#
i , i = 1, . . . , n.) Der Wert

∑n
i=1⟨yi, x#

i ⟩
heißt die Spur von T und ist unabhängig von der gewählten Darstellung von T .
Dadurch ist eine lineare Abbildung sp : L(X) → K definiert, die Spur oder auch
Spurabbildung genannt wird.

Sei B = {b1, . . . , bn} eine beliebige Basis von X. Sei M = (mij) die Ma-
trix von T bezüglich B, das heißt, M ist definiert durch die Gleichungen
T (bj) =

∑n
i=1 mijbi, j = 1, . . . , n. Dann ist die Spur von T gleich der Sum-

me der Diagonalelemente von M , also gleich
∑n

i=1⟨T (bi), bi⟩, wenn man X als
Hilbertraum auffasst, der mit seinem bezüglich der Basis B kanonisch definier-
ten Skalarprodukt versehen ist. Somit ist die Spur von T gleich der Summe der
in ihrer Vielfachheit aufgeführten Eigenwerte von T(C) (siehe 2.9.26).

Die Spurabbildung ist eine Spur im Sinne von Definition 3.2.24.
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3.4.2. Sei H ein Hilbertraum über K und ⟨·, ·⟩ sein Skalarprodukt. Betrachte das
Sesquilinearsystem (H, H; ⟨·, ·⟩). Bezeichne gemäß 2.9.7 H den zu H konjugiert-
komplexen Hilbertraum. Nach dem Fréchet-Riesz’schen Darstellungssatz exis-
tiert die Gradientenabbildung (siehe Definition 2.2.25) auf dem Dualraum H∗

und ist eine semilineare Isometrie. Durch sie gilt: H∗ ∼= H.

3.4.3 Definition. Seien H1 und H2 zwei Hilberträume über K und ⟨·, ·⟩i, i = 1,
2, ihre Skalarprodukte. Sei T ∈ L(H1, H2) und bezeichne T ′ ∈ L(H∗

2 , H∗
1 ) die

zu T duale Abbildung. Seien gradi, i = 1, 2, die Gradientenabbildungen auf
H∗

i , i = 1, 2. Dann ist die mit T ∗ bezeichnete Hilbertraumadjungierte von T
definiert als das folgende Element aus L(H2, H1):

T ∗ := grad1 ◦ T ′ ◦ grad−1
2 .

3.4.4 Bemerkung. Mit den Bezeichnungen der Definition 3.4.3 gilt:

T ∗y = grad1(x 7→ ⟨Tx, y⟩2) ≡ grad1(⟨T ·, y⟩2) für alle y ∈ H2.

Daher ist
⟨Tx, y⟩2 = ⟨x, T ∗y⟩1 für alle x ∈ H1, y ∈ H2

eine äquivalente Formulierung der Definition der Hilbertraumadjungierten T ∗

von T .

3.4.5 Orthonormalsysteme (Weidmann [288] (2000), Seiten 51, 52, 57;
Werner [291](2002), Kapitel V.4). Sei H ein Prähilbertraum über K. Eine
Teilmenge S von H heißt ein Orthonormalsystem, wenn für alle x, y ∈ S die
Gleichung ⟨x, y⟩ = δxy (Kronecker-Delta) erfüllt ist; gilt dann auch noch zu-
sätzlich die Gleichung H = cl span(S), so heißt S eine Orthonormalbasis von
H; die Kardinalzahl einer Orthonormalbasis (die stets wohldefiniert ist), wird
die Hilbertraumdimension von H genannt; wenn keine Verwechslung mit der
in 2.1.39 erklärten Dimension von dimensionierten freien Linksmoduln zu be-
fürchten ist, wird statt des Wortes Hilbertraumdimension auch einfach nur der
Begriff Dimension verwendet.

Jedes Orthonormalsystem ist linear unabhängig.
Sei S =

{
xν : ν ∈ I

}
ein Orthonormalsystem von H. Dann sind die folgenden

vier Aussagen äquivalent:
(a) S ist eine Orthonormalbasis.
(b) ∀x ∈ H : x =

∑
ν∈I⟨x, xν⟩xν .

(c) ∀x, y ∈ H : ⟨x, y⟩ =
∑

ν∈I⟨x, xν⟩⟨xν , y⟩.
(d) ∀x ∈ H : ∥x∥2 =

∑
ν∈I |⟨x, xν⟩|2. (Parseval’sche Gleichung)

Ist S eine Orthonormalbasis, so gelten die beiden folgenden Aussagen:
(e) S ist bezüglich der durch Mengeninklusion definierten partiellen Ord-

nung ein maximales Orthonormalsystem.
(f) (H, span S) ist ein in H trennendes Dualsystem.
Falls nun H ein Hilbertraum über K ist und S eine Teilmenge von H ist, die

die Aussage (e) oder (f) erfüllt, so folgt auch umgekehrt, dass S eine Orthonor-
malbasis ist.

Keine Orthonormalbasis eines unendlichdimensionalen Hilbertraumes über
K ist eine Basis, wie sie im Rahmen von freien Moduln in 2.1.39 definiert worden
ist.

Zwei Hilberträume über den gleichen Körper K sind genau dann isometrisch
isomorph, wenn sie die gleiche Hilbertraumdimension haben.
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3.4.6 Satz von Hellinger-Toeplitz (Werner [291](2002), Satz V.5.5). Sei
H ein Hilbertraum über K und T ∈ L(H). Dann ist T genau dann stetig, wenn
eine (notwendig lineare) Abbildung R : H → H existiert, so dass für alle x,
y ∈ H die Gleichung ⟨Tx, y⟩ = ⟨x, Ry⟩ erfüllt ist.

3.4.7. Für eine Verallgemeinerung des vorstehenden Satzes siehe Edwards [88]
(1965), Abschnitt 8.11.

3.4.8 Bezeichnung. Sei (H, ⟨·, ·⟩) ein Hilbertraum über K. Dann ist die Ab-
bildung ∗ : L(H) → L(H), die jedem T ∈ L(H) die Hilbertraumadjungierte
T ∗ ∈ L(H) zuordnet, eine Konjugation auf L(H). Somit ist, wenn nicht aus-
drücklich etwas anderes vereinbart ist, L(H) immer als ∗-Banachalgebra über
K aufzufassen. An dieser Stelle sei bereits auf Satz 3.5.26(c) hingewiesen.

3.4.9 (Bonsall und Duncan [29](1971), Seite 5; Weidmann [288](2000), Sei-
te 106, Satz 2.5.1). Sei (H, ⟨·, ·⟩) ein Hilbertraum über K. Es sei an Definiti-
on 2.11.15 erinnert. Dann gilt die Äquivalenz (x, x∗) ∈ ΠH ⇔ (x ∈ SH und
x∗ = ⟨·, x⟩). Folglich gilt — nebenbei sei an Satz 2.11.21(a) erinnert — für alle
T ∈ L(H) die Gleichung

W (T ) = Vspatial(T ).

Setze γ := sup{|λ| : λ ∈ W (T )}. Dann gilt:

(a) Ist K = C, so gilt γ ≦ ∥T∥ ≦ 2γ.
(b) Ist T selbstadjungiert, so gilt γ = ∥T∥.

Siehe auch die Bemerkung 3.5.46 und für K = C Palmer [232](2001), Seite 818.

3.4.10 Bemerkung und Definition (Li [198](2003), Seiten 8, 9). Sei (H, ⟨·, ·⟩)
ein Hilbertraum über R. Mit H, aufgefasst als Vektorraum über R, ist der
Vektorraum H(C) über C, versehen mit dem Skalarprodukt〈

(x, y), (v, w)
〉

:=
(

⟨x, v⟩ + ⟨y, w⟩
)

+ i
(

⟨y, v⟩ − ⟨x, w⟩
)

für alle (x, y), (v, w) ∈ H(C), ein Hilbertraum über C, der wieder mit H(C)
bezeichnet wird. (Man beachte dazu, dass für alle x, y ∈ H die Gleichung
∥(x, y)∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 gilt.) Für Weiteres bezüglich H(C) siehe auch Good-
earl [117](1982), Seite 65.

Sei nun (H, ⟨·, ·⟩) ein Hilbertraum über C. Setze

⟨x, y⟩R := Re⟨x, y⟩ für alle x, y ∈ H.

Dann ist (HR, ⟨·, ·⟩R) ein Hilbertraum über R, dessen Norm mit der von H
übereinstimmt; und wenn nicht etwas anderes vereinbart ist, ist mit HR dieser
Hilbertraum über R gemeint.

3.4.11 Produkte von Hilberträumen (Conway [52](1990), Seite 24;
Mathieu [208](1998), Seite 219). Sei Hν , ν ∈ I, eine Familie von Hilberträu-
men, alle über den gleichen Körper K. Auf dem Vektorraum

⊕
ν∈I Hν ist dann

per

⟨x, y⟩ :=
∑
ν∈I

⟨xν , yν⟩ für alle x = (xν)ν∈I , y = (yν)ν∈I ∈
⊕
ν∈I

Hν
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ein Skalarprodukt definiert. Die dadurch induzierte Norm ist gleich der 2-Norm
auf

⊕
ν∈I Hν .

Die Vervollständigung in dieser Norm, also ℓ2(
⊕

ν∈I Hν), ist wieder ein Hil-
bertraum über K; er heißt die Hilbert’sche direkte oder ℓ2-direkte Summe der
Hν , ν ∈ I.

3.4.12 Definition. Sei (H, ⟨·, ·⟩) ein Hilbertraum über K. Mit den Bezeichnun-
gen aus Definition 2.11.15(f) lautet ein Konzept von Positivität auf L(H):

Pos(W ; L(H)) := {T ∈ L(H) : W⟨·,·⟩(T ) ⊆ R+}.

3.4.13 Bemerkung. Sei (H, ⟨·, ·⟩) ein Hilbertraum über K und T ∈ L(H).
Dann sind äquivalent:

(a) T ∈ Pos(W ; L(H)).

(b) ⟨Tx, x⟩ ≧ 0 für alle x ∈ H.

Beweis. ⇒: Sei T ∈ Pos(W ; L(H)). Dann gilt nach Definition, dass für alle
x ∈ H mit ∥x∥ = 1 die Ungleichung ⟨Tx, x⟩ ≧ 0 gilt. Für alle x ∈ H× gilt somit
⟨Tx, x⟩ = ∥x∥2⟨T

( x

∥x∥
)
,

x

∥x∥
⟩ ≧ 0. ⇐: Gilt für ein T ∈ L(H) für alle x ∈ H die

Ungleichung ⟨Tx, x⟩ ≧ 0, so gilt sie insbesondere für alle x ∈ H mit ∥x∥ = 1
und T ist in Pos(W ; L(H)).

3.4.14. Für einen Hilbertraum über K nennen Pedersen [234](1989), Seite 91,
Nummer 3.2.8 und Weidmann [288](2000), Seite 140, ein T ∈ L(H) positiv,
wenn T ein Element von L(H)(∗) ∩ Pos(W ; L(H)) ist. Die Menge der in diesem
Sinne positiven Elemente von L(H) wird hier mit Pos(∗W ; L(H)) bezeichnet.
Man beachte, dass wegen der Bemerkung 3.4.13 und des Hinweises in 3.4.8 im
Fall von K = C die Mengen Pos(W ; L(H)) und Pos(∗W ; L(H)) gleich sind.

3.4.15 Satz. Sei (H, ⟨·, ·⟩) ein Hilbertraum über K. Dann gilt: Pos(V ; L(H)) ⊆
Pos(W ; L(H)).

Beweis. Folgt direkt aus Satz 2.11.21.

3.4.16 (Weidmann [288](2000)). Sei H ein Hilbertraum über K. Für jedes
T ∈ Pos(∗W ; L(H)) existiert genau ein S ∈ Pos(∗W ; L(H)) mit T = S2 (ebd.,
Seite 303). Für alle T ∈ L(H) gilt T ∗T ∈ Pos(∗W ; L(H)) (ebd., Seite 168).
Folglich hat man die Gleichung

Pos
(
∗; L(H)

)
= Pos

(
∗W ; L(H)

)
.

3.4.17 (Werner [291](2002), Seite 212, Satz V.5.9). Sei H ein Hilbertraum
über K und T ∈ L(H), T ̸= 0, idempotent. Dann sind äquivalent: (a) T ist eine
Orthogonalprojektion von H auf ran(T ), das heißt, ∀x ∈ ker(T ) ∀y ∈ ran(T ) :
⟨x, y⟩ = 0; (b) ∥T∥ = 1; (c) T ∈ L(H)(∗); (d) T ∈ L(H)normal; (e) T ∈
Pos(W ; L(H)); (f) T ∈ Pos(∗W ; L(H)); (g) ker(T ) = (ran T )⊥.

3.4.18. Sei H ein Hilbertraum über K. Die Menge der Orthogonalprojektionen
von L(H) wird mit OProj(H) bezeichnet. Gemäß 3.4.8 und 3.4.17 sind die Pro-
jektionen p ∈ L(H) immer als Orthogonalprojektionen zu verstehen, das heißt,
es gilt Proj

(
L(H)

)
= OProj(H). Nichtsdestotrotz wird zeitweilen der Deutlich-

keit halber explizit das Wort Orthogonalprojektion verwendet.
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3.4.19 Ordnungen von Orthogonalprojektionen (Taylor und Lay [275]
(1980), Seite 348; Mathieu [208](1998), Seite 224). Sei H ein Hilbertraum über
K. Bezeichne ≦∗ bzw. ≦∗W die durch den punktierten spitzen konvexen Kegel
Pos(∗; L(H)) bzw. Pos(∗W ; L(H)) induzierte partielle Ordnung auf L(H). (Es
sei an 3.4.16 erinnert.) Bezeichne ≦UR die per (2.20) in 2.1.34 definierte partielle
Ordnung auf der Menge der (wenn man möchte, abgeschlossenen) Unterräume
von L(H). Seien ≦r und ≦ℓ die Präordnungen und ≦ℓr die partielle Ordnung
jeweils von 2.1.45 auf Idem(L(H)). Seien p, q ∈ L(H) zwei Orthogonalprojek-
tionen. Dann sind die folgenden sieben Aussagen äquivalent:

(a) p ≦∗ q; (b) p ≦∗W q;
(c) ran(p) ≦UR ran(q); (d) p ≦ℓr q;
(e) p ≦ℓ q; (f) p ≦r q;
(g) ∥px∥ ≦ ∥qx∥ für alle x ∈ H.

Falls nicht ausdrücklich etwas anderes vereinbart ist, meint p ≦ q eine belie-
bige der vorstehenden äquivalenten Aussagen und die Menge OProj(H) ist stets
mit dieser partiellen Ordnung ≦ versehen. OProj(H) ist ein Verband; dabei
ist das Supremum p ∨ q gleich der Orthogonalprojektion auf cl span

(
ran(p) ∪

ran(q)
)

und das Infimum p ∧ q gleich der Orthogonalprojektion auf ran(p) ∩
ran(q). 0 bzw. IdH ist das kleinste bzw. größte Element von OProj(H). Jede
nicht leere Teilmenge von OProj(H) besitzt ein Infimum und ein Supremum,
zum Beweis siehe 3.7.34.

3.4.20 Träger (Mathieu [208](1998), Seite 327). Sei H ein Hilbertraum über
K und T ∈ L(H). Eine Orthogonalprojektion auf einen abgeschlossenen Unter-
raum U von H werde mit pU bezeichnet. Die Orthogonalprojektion

pcran(T ) := pcl ran(T )

auf den Abschluss des Bildes von T heißt die Bildprojektion (im Englischen
range projection) von T . Die Orthogonalprojektion

pker(T ) := pker(T )

auf den Kern von T heißt die Kernprojektion (im Englischen null projection)
von T . Offensichtlich gilt

pcran(T ) ◦ T = T und T ◦ pker(T ) = 0. (3.2)

Des Weiteren gilt

pcran(T ) = min
{

p ∈ OProj(H) : pT = T
}

, (3.3)
pcran(T ∗) = min

{
p ∈ OProj(H) : Tp = T

}
, (3.4)

pker(T ) = max
{

p ∈ OProj(H) : Tp = 0
}

. (3.5)

Die Projektion
sℓ(T ) := pcran(T ) (3.6)

heißt auch der Linksträger (im Englischen left support) von T . Die Projektion

sr(T ) := pcran(T ∗) (3.7)

heißt der Rechtsträger (im Englischen right support) von T . Offensichtlich gilt

sℓ(T ) = sr(T ∗). (3.8)
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Falls T selbstadjungiert ist, heißt die Projektion

s(T ) := sℓ(T ) = sr(T ) (3.9)

der Träger (im Englischen support) von T . Es gilt

s(T ∗T ) = sr(T ) = IdH − pker(T ), (3.10)
s(TT ∗) = sℓ(T ), (3.11)

pker(T ∗T ) = pker(T ). (3.12)

3.4.21 Partielle Isometrien (Pedersen [233](1979), Seite 23; Strătilă und
Zsidó [270](1979), Seite 36; Sunder [272](2000); Weidmann [288](2000), Sei-
ten 116, 117; Zeidler [296] (1995), Seite 74).

Seien H1 und H2 Hilberträume über K. Sei U ∈ L(H1, H2). Die folgenden
Aussagen sind äquivalent

(a) U ist eine Isometrie.
(b) Für alle x, y ∈ H1 gilt ⟨Ux, Uy⟩ = ⟨x, y⟩.
(c) U∗U = IdH1 .
(d) Falls {xν : ν ∈ I} ein Orthonormalsystem in H1 ist, ist auch

{Uxν : ν ∈ I} ein Orthonormalsystem in H2.
(e) In H1 existiert eine Orthonormalbasis {bν : ν ∈ I}, so dass

{Ubν : ν ∈ I} ein Orthonormalsystem in H2 ist.

Beweis. (a) ⇒ (b): Für K = R siehe 2.2.41 mit F = ⟨·, ·⟩. Für K = C siehe
2.2.42 mit B = ⟨·, ·⟩.

(b) ⇒ (a): Klar.
(b) ⇒ (c): Für alle x ∈ H1 gilt ⟨U∗Ux, x⟩ = ⟨x, x⟩ = ⟨IdH1x, x⟩. Da

U∗U − IdH1 selbstadjungiert ist, gilt mit 3.4.9 ∥U∗U − IdH1∥ = sup
{

⟨(U∗U −
IdH1)x, x⟩ : x ∈ SH1

}
= 0.

(c) ⇒ (d): Sei xν , ν ∈ I, ein Orthonormalsystem in H1. Dann gilt ⟨Uxν , Uxµ⟩
= ⟨U∗Uxν , xµ⟩ = ⟨xν , xµ⟩ = δνµ für alle ν, µ ∈ I.

(d) ⇒ (e): Klar.
(e) ⇒ (b): Sei bν , ν ∈ I, eine Orthonormalbasis gemäß (e). Für alle

x, y ∈ H1 gilt dann: ⟨Ux, Uy⟩ = ⟨U
(∑

ν∈I⟨x, bν⟩bν

)
, U
(∑

µ∈I⟨y, bµ⟩bµ

)
⟩ =∑

ν∈I

∑
µ∈I⟨x, bν⟩⟨bµ, y⟩⟨Ubν , Ubµ⟩ =

∑
ν∈I⟨x, bν⟩⟨bν , y⟩ = ⟨x, y⟩.

U heißt eine partielle Isometrie, wenn ein abgeschlossener Unterraum D von H1
existiert, so dass sowohl U ↾ D eine Isometrie ist als auch U ↾ D⊥ = 0 gilt.
Das Bild ran(U) von U ist dann abgeschlossen (Weidmann, ebd.). D heißt die
Anfangsmenge (im Englischen initial domain) und ran(U) heißt die Endmenge
(im Englischen final domain) der partiellen Isometrie U .

Sei D ein abgeschlossener Unterraum von H1 und F ein abgeschlossener
Unterraum von H2. Bezeichne pD ∈ OProj(H1) bzw. pF ∈ OProj(H2) die Or-
thogonalprojektion auf D bzw. F . Bezeichne U∗ die in 3.4.3 definierte Hilbert-
raumadjungierte von U . Dann sind die folgenden fünf Aussagen äquivalent:

(a) U ist eine partielle Isometrie mit Anfangsmenge D und Endmenge F .
(b) ran(U) = F und für alle x, y ∈ H1 gilt ⟨Ux, Uy⟩ = ⟨pDx, y⟩.
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(c) U∗U = pD und UU∗ = pF .
(d) D und F weisen dieselbe Hilbertraumdimension auf.
(e) U∗ ist eine partielle Isometrie mit Anfangsmenge F und Endmenge D.

Ist U eine partielle Isometrie mit Anfangsmenge D und Endmenge F , so
heißt pD die Anfangsprojektion und pF die Endprojektion von U .

Liegt bei den vorstehenden Äquivalenzen der Spezialfall vor, dass D = H1
und F = H2 gilt, so hat man die Äquivalenz der folgenden sieben Aussagen:

(a) U ist ein isometrischer Isomorphismus von H1 auf H2.
(b) U ist eine surjektive Isometrie.
(c) U∗U = IdH1 und UU∗ = IdH2 , das heißt im Fall von H1 = H2,

dass U gemäß 3.4.8 unitär ist.
(d) U ist bijektiv und es gilt U−1 = U∗.
(e) U∗ ist ein isometrischer Isomorphismus von H2 auf H1.
(f) U ist eine Isometrie und falls {bν : ν ∈ I} eine Orthonormalbasis für

H1 ist, ist auch {Ubν : ν ∈ I} eine Orthonormalbasis für H2.
(g) U ist eine Isometrie und in H1 existiert ein Orthonormalsystem

{xν : ν ∈ I}, so dass {Uxν : ν ∈ I} eine Orthonormalbasis für H2 ist.

Beweis. (b) ⇒ (f): Gelte (b) und sei {bν : ν ∈ I} eine Orthonormalbasis für
H1. Da U eine Isometrie ist, ist {Ubν : ν ∈ I} ein Orthonormalsystem in
H2. Sei y ∈ H2. Dann existiert genau ein x ∈ H1 mit y = Ux und es gilt:
∥y∥2 = ∥Ux∥2 = ∥x∥2 =

∑
ν∈I |⟨x, bν⟩|2 =

∑
ν∈I |⟨y, Ubν⟩|2.

(f) ⇒ (g): Klar.
(g) ⇒ (c): Sei y ∈ H2. Dann gilt UU∗y = UU∗(∑

ν∈I⟨y, Uxν⟩Uxν

)
=∑

ν∈I⟨y, Uxν⟩(UU∗)Uxν =
∑

ν∈I⟨y, Uxν⟩U(U∗U)xν =
∑

ν∈I⟨y, Uxν⟩Uxν = y.

Für zwei weitere äquivalente Aussagen sei an Lemma 2.11.29 erinnert. Iso-
metrische Isomorphismen von H1 auf H2 werden unitäre Operatoren genannt;
möchte man den Fall K = R betonen, nennt man sie auch orthogonale Operato-
ren.

Als ein Beispiel eines zwar isometrischen, aber nicht surjektiven Operators
hat man den sogenannten Rechtsshiftoperator auf dem Folgenraum ℓ2 über K,
soll heißen U : ℓ2 → ℓ2, (a1, a2, · · · ) 7→ (0, a1, a2, · · · ). Falls H1 und H2 iso-
metrisch isomorph sind, heißen ein T1 ∈ L(H1) und ein T2 ∈ L(H2) unitär
äquivalent, falls es einen unitären Operator U ∈ L(H1, H2) mit T1 = U∗T2U
gibt. Offensichtlich wird dadurch für jeden Hilbertraum H über K eine Äquiva-
lenzrelation auf L(H) erklärt.

Bezüglich partieller Isometrien lassen sich auch Äquivalenzen formulieren,
ohne dass explizit die Anfangs- und Endmengen erwähnt werden. Die folgenden
Aussagen sind für ein U ∈ L(H1, H2) äquivalent:

(a) U ist eine partielle Isometrie.
(b) U∗U ist eine Projektion.
(c) UU∗ ist eine Projektion.
(d) U∗ ist eine partielle Isometrie.
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(e) U ↾ (ker U)⊥ ist eine Isometrie.
(f) UU∗U = U .

Beweis. (b) ⇒ (a): Sei U∗U eine Projektion. Setze D := (U∗U)(H1). Dann ist
D ein abgeschlossener Unterraum von H1 und pD = U∗U . Sei x ∈ ran(pD).
Dann ist ⟨x, x⟩ = ⟨U∗Ux, x⟩ = ⟨Ux, Ux⟩, also ∥x∥ = ∥Ux∥ und U ↾ D ist
eine Isometrie. Sei x ∈ D⊥, also x ∈ (ran(pD))⊥ = ker(p∗

D) = ker(pD). Somit
⟨Ux, Ux⟩ = ⟨U∗Ux, x⟩ = 0, ∥Ux∥ = 0, x ∈ ker U und U ↾ D⊥ = 0.

(b) ⇒ (f): Klar.
(f) ⇒ (b): Gelte (f). Dann hat man (U∗U)(U∗U) = U∗(UU∗U) = U∗U .
(a) ⇒ (e): Gelte (a), das heißt, es existiert ein abgeschlossener Unterraum

D ⊆ H1 mit U ↾ D isometrisch und U ↾ D⊥ = 0. Also D⊥ ⊆ ker U , (ker U)⊥ ⊆
D⊥⊥. Da allgemein für jeden Unterraum U eines Hilbertraumes H die Gleichung
cl(U) = U⊥⊥ gilt, folgt hier (ker U)⊥ ⊆ D und U ↾ (ker U)⊥ ist eine Isometrie.

(e) ⇒ (a): Klar.

Gilt eine (und damit jede) der vorstehenden Äquivalenzen, so gilt für den Rechts-
träger von U die Gleichung

sr(U) = U∗U,

sr(U) ist also die Anfangsprojektion der partiellen Isometrie U , und für den
Linksträger von U gilt die Gleichung

sℓ(U) = UU∗,

sℓ(U) ist also die Endprojektion der partiellen Isometrie U .

3.4.22 Kompression (Kadison und Ringrose [167](1983), Seite 120;
Dixmier [76](1969), Seite 17; Murphy [217](2004), Seite 117; Alfsen und
Shultz [8](2001), Seite 168). Sei H ein Hilbertraum über K.

(a) Ist A eine ∗-Algebra über K und a ∈ A ein selbstadjungiertes Element,
so wird mit Ua die lineare Abbildung A → A, x 7→ axa bezeichnet. (Siehe auch
die Abbildung Q : X → L(X) in Definition 4.6.3.) Sei G ein ein abgeschlossener
Unterraum von H. Sei p ∈ L(H) die Projektion von H auf G und T ∈ L(H).
(Dann ist Up ∈ L (L(H)) eine Projektion.) Dann wird die Abbildung, die zu-
gleich eine Astriktion und eine Restriktion auf G von der Abbildung pT ist, also
die Abbildung

Tp : G → G, x 7→ pT (x) (= Up(T )(x)) ,

die Kompression von T auf G genannt. Hierbei ist es üblich, die Astriktion
unausgesprochen vorauszusetzen, so dass man zum Beispiel die Kompression per
Tp := pT ↾ G definiert, dabei aber genauer eigentlich das durch Tp := G ↿ pT ↾ G
definierte Element aus L(G) meint. In diesem Sinne wird auch hier im Folgenden
die Astriktion stillschweigend vorausgesetzt. Anstelle von Tp schreibt man auch
TG.

(b) Wegen ⟨pTpx, y⟩ = ⟨x, pT ∗py⟩ für alle x, y ∈ G ist die Hilbertraum-
adjungierte von Tp gleich pT ∗|G, also gleich der Kompression der Hilbertraum-
adjungierten T ∗ von T : (T ∗)p = (Tp)∗. Somit ist die Abbildung

Up(L(H)) → L(G), pTp 7→ Tp

ein ∗-Isomorphismus.
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Beweis. Injektivität: Sei S ∈ Up(L(H)), also S = pTp für ein T ∈ L(H). Falls
S|G = 0, dann wegen S = pSp auch S|G⊥ = 0, also S = 0.

(c) Ist A eine Teilmenge von L(H) und p ∈ L(H) eine Projektion, so setzt
man:

Ap :=
{

Tp ∈ L(pH) : T ∈ A
}

,

die sogenannte Kompression von A (unter p).
(d) Sei A ⊆ L(H) und p ∈ L(H) eine Projektion mit p ∈ A′′. Dann gilt

Ap ⊆
(

(A′)p

)′
⊆ (A′′)p und (A′)p ⊆ (Ap)′.

Beweis. Sei x ∈ Ap, also x = px̃p|pH für ein x̃ ∈ A. Sei y ∈ (A′)p, also
y = pỹp|pH für ein ỹ ∈ A′. Dann gilt: px̃ppỹp = px̃pỹp = px̃ỹp (da p ∈ A′′)
= pỹx̃p (da ỹ ∈ A′) = ppỹx̃p = pỹpx̃p (da p ∈ A′′) = pỹppx̃p, also insbesondere
xy = yx, das heißt, Ap ⊆

(
(A′)p

)′
und (A′)p ⊆ (Ap)′. Sei nun x ∈

(
(A′)p

)′
,

also x = px̃p|pH für ein x̃ ∈ L(H), wobei man ohne Einschränkung x̃ = px̃p
annehmen darf. Sei des Weiteren z̃ ∈ A′. Dann gilt auf H: x̃z̃ = px̃pz̃ = px̃ppz̃ =
xpz̃ = xppz̃ = xpz̃p (da p ∈ A′′) = pz̃pxp (da x ∈

(
(A′)p

)′
und pz̃p|pH ∈ (A′)p)

= z̃pxp (da p ∈ A′′ und z̃ ∈ A′) = z̃px̃p (da xp = px̃p) = z̃x̃, also x̃ ∈ A′′,
x ∈ (A′′)p,

(
(A′)p

)′
⊆ (A′′)p.

(e) Sei A ⊆ L(H) und p ∈ L(H) eine Projektion mit p ∈ A′. Dann gilt
(Ap)′ ⊆ (A′)p und nach (d) gilt Gleichheit, wenn zusätzlich p ∈ A′′ gilt. Falls A
eine ∗-Unteralgebra von L(H) ist, dann sind Up(A) ⊆ L(H) und Ap ⊆ L(pH)
∗-Algebren und die Abbildung

Up(A) → Ap, pTp 7→ Tp

ist ein ∗-Isomorphismus.

Beweis. Sei u ∈ (Ap)′, also u = pũp|pH für ein ũ ∈ L(H), wobei man ohne
Einschränkung ũ = pũp annehmen darf. Sei v ∈ A. Dann gilt auf H: vũ =
vpũp = pvũp (da p ∈ A′) = pvpũp = pvpup = upvp = pũpvp = ũv (da p ∈ A′),
also ũ ∈ A′ und u ∈ (A′)p.

Die Aussage (A′)p ⊆ (Ap)′ folgt aus (d) und auch im vorliegenden Fall mit
genau dem Beweis von (d).

(f) Sei A ⊆ L(H) und p ∈ L(H) eine Projektion mit p ∈ A′ ∩ A′′. Durch
anwenden von (d) und (e) auf A′ erhält man: Ap ⊆

(
(A′)p

)′
=
(

(A′′)p

)′′
=

(Ap)′′ = (A′′)p

Beweis. (A′)p ⊆
(

(A′′)p

)′
, also

(
(A′′)p

)′′
⊆
(

(A′)p

)′
= (A′′)p ⊆

(
(A′′)p

)′′
.

(Ap)′′ =
(

(A′)p

)′
= (A′′)p

3.4.23 Definition (Palmer [232](2001), Seite 863). (Vergleiche Abschnitt 2.8.)
Sei A eine ∗-Algebra über K. Eine ∗-Darstellung (bzw. ∗-Antidarstellung) von A
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auf einem Hilbertraum H über K ist ein ∗-Homomorphismus (bzw. ∗-Antihomo-
morphismus) T : A → L(H). Dass hierbei direkt L(H) anstelle von L(H) ver-
wendet wird, also jede ∗-Darstellung von vornherein normiert ist, ist eine un-
mittelbare Konsequenz des Satzes von Hellinger-Toeplitz, siehe 3.4.6.

Sei A eine ∗-Unteralgebra von L(H), H ein Hilbertraum über K. Ist keine
Darstellung von A näher spezifiziert, dann heißt A wesentlich, wenn die auf A
eingeschränkte identische Abbildung aus L (L(H)) eine wesentliche Darstellung
von A auf H ist, mit anderen Worten, wenn für alle x ∈ H× ein T ∈ A existiert
mit Tx ̸= 0.

3.4.24 Bemerkung (Sunder [271](1987), Seite 14). Sei A eine ∗-Unteralgebra
von L(H) für einen Hilbertraum über C. Sei p die Projektion auf den abgeschlos-
senen Unterraum cl span(AH). Dann gilt T = pTp für alle T ∈ A, insbesondere
also p ∈ A′ und ApH ⊆ pH.

Bezeichne Ap die Menge von 3.4.22, hier also Ap = {T |pH ∈ L(pH) : T ∈ A}.
Dann ist Ap eine wesentliche ∗-Unteralgebra von L(pH). Des Weiteren gilt:
A′ = (Ap)′ ⊕ L ((IdH − p)H) und A′′ = (Ap)′′ ⊕ C (IdH − p).

3.4.25 Satz. Sei T eine ∗-Darstellung einer ∗-Algebra über C auf einen Hil-
bertraum über C. Dann ist T genau dann wesentlich, wenn die Menge TAH =
⟨A, H⟩T = {Tax : a ∈ A, x ∈ H} dicht in H ist.

Beweis. Palmer [232](2001), Seite 865: Beweis mit topologisch zyklischen Vek-
toren.

3.4.26. Palmer [232](2001), Seite 865, zeigt in einem Satz die Äquivalenz von
vier Aussagen, von denen hier durch den Satz 3.4.25 zwei wiedergegeben sind.
Bezüglich seines Beweises weist Palmer ausdrücklich darauf hin, dass TAH
a priori kein Vektorraum zu sein braucht. Insbesondere kann (TAH)⊥ = {0}
sein, ohne dass TAH dicht in H ist! Dass aber zumindest cl

(
TAH

)
ein Vek-

torraum ist, zeigt Satz 3.4.27, der eine Folgerung von Satz 3.4.25 ist. Einen
einfachen Beweis von Satz 3.4.25 für den K-Fall und span(TAH) anstelle von
TAH findet man bei Takesaki [274](2001), Seite 36.

3.4.27 Satz (Palmer [232](2001), Seite 866). Sei T eine ∗-Darstellung einer ∗-
Algebra A über C auf einem Hilbertraum H über C. Dann ist H die orthogonale
direkte Summe der abgeschlossenen T -invarianten Unterräume HT = cl(TAH)
und H0 =

⋂
{ker(Ta) : a ∈ A}. Die Restriktion von T auf den Unterraum HT

(bzw. H0) ist eine wesentliche (bzw. triviale) Sub-∗-Darstellung, die alle wesent-
lichen (bzw. trivialen) Sub-∗-Darstellungen enthält. Für die Projektion p auf HT

gilt: pTa = Tap = Ta für alle a ∈ A.

3.4.28 Bemerkung. Wegen Satz 3.4.27 genügt es, nur die wesentlichen ∗-
Darstellungen zu betrachten.

Die Formulierung in Satz 3.4.27 „T ↾ H0 enthält alle trivialen Sub-∗-Darstel-
lungen“ heißt, dass jede triviale Sub-∗-Darstellung die Form T ↾ G mit G ⊆ H0
hat. Analog ist „T ↾ HT enthält alle wesentlichen Sub-∗-Darstellungen“ zu lesen
als: Jede wesentliche Sub-∗-Darstellung von T hat die Form T ↾ G mit G ⊆ HT .
Siehe auch Dixmier [76](1981), Seite 44.
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3.4.29 (Palmer [232](2001), Seiten 979, 981, 986). Sei A eine ∗-Algebra über K.
Der Durchschnitt der Kerne von allen ∗-Darstellungen (diese jeweils auf Hilbert-
räume über K) heißt das reduzierende Ideal von A, in Zeichen Ared. (Man beach-
te, dass hierbei keine Irreduzibilität oder dergleichen gefordert wird.) A heißt
reduziert, falls Ared = {0} gilt; A heißt ∗-radikal, falls Ared = A gilt.

Sei A eine ∗-Algebra über C. Ist B eine ∗-Unteralgebra von A, so gilt Bred ⊆
Ared ∩B. Des Weiteren gilt J(A) ⊆ Ared. Somit ist insbesondere jede reduzierte
∗-Algebra über C und jede ihrer ∗-Unteralgebren Jacobson-halbeinfach.

3.4.30 (Dieudonné [68](1987), Übung 12.15.5). Sei H ein Hilbertraum über
K und K ⊆ H konvex. Ist x ∈ K ein Extremalpunkt von K, so bilden die x
enthaltenden offenen Kalotten von K eine Umgebungsbasis von x in K.

3.5 C∗-Algebren
3.5.1 Definition (Palmer [232](2001), Seite 868).

(a) Sei H ein Hilbertraum über K. Eine abgeschlossene ∗-Unteralgebra A von
L(H) heißt eine C∗-Algebra über K von Operatoren. Genauer sagt man
auch, dass A eine C∗-Algebra über K von Operatoren auf H sei.

(b) Eine Banach-∗-Algebra über R, welche isometrisch ∗-isomorph zu einer
C∗-Algebra über R von Operatoren ist, heißt eine C∗-Algebra über R.

(c) Eine ∗-Algebra über C, welche ∗-isomorph zu einer C∗-Algebra über C
von Operatoren ist, heißt eine C∗-Algebra über C.

3.5.2 Bemerkung. Eine äquivalente Formulierung der Definition einer C∗-
Algebra über C lautet: Eine ∗-Algebra über C, die eine treue ∗-Darstellung als
eine C∗-Algebra über C von Operatoren hat, heißt eine C∗-Algebra über C.

3.5.3. Trivialerweise ist jede C∗-Algebra über K von Operatoren eine C∗-
Algebra über K.

3.5.4 Definition. Sei A eine ∗-Algebra über K.

(a) Erfüllt eine Norm ∥ · ∥ auf A die sogenannte schwache C∗-Bedingung

∥a∗a∥ = ∥a∗∥∥a∥ für alle a ∈ A,

dann heißt die Norm eine schwache C∗-Norm. Ist die Norm zugleich eine
Algebranorm, dann heißt sie eine schwache C∗-Algebranorm.

(b) Erfüllt eine Norm ∥ · ∥ auf A die sogenannte C∗-Bedingung

∥a∗a∥ = ∥a∥2 für alle a ∈ A,

dann heißt die Norm eine C∗-Norm. Ist die Norm zugleich eine Algebra-
norm, dann heißt sie eine C∗-Algebranorm.

3.5.5 Bemerkung. Ist A eine normierte ∗-Algebra über K, deren Norm eine
C∗-Norm ist, so ist nach Satz 3.2.26 ihre Involution eine Isometrie (sprich eine
Konjunktion) und folglich ihre Norm auch eine schwache C∗-Algebranorm.
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3.5.6 Bemerkung. Sei A eine ∗-Algebra über K, die eine Norm ∥ · ∥ trägt, die
eine schwache C∗-Norm oder eine C∗-Norm ist. Für jede Projektion p ∈ A× gilt
dann ∥p∥ = 1. Man bemerke, dass diese Gleichung nach Bemerkung 3.2.12(b)
insbesondere auch für eine eventuell vorhandene von Null verschiedene Eins von
A gilt.

3.5.7 Satz (Doran und Belfi [77](1986), Seite 166: Sebestyén). Jede C∗-
Norm auf einer ∗-Algebra über C ist eine Algebranorm.

3.5.8 Satz. Sei A eine ∗-Algebra über C. Dann sind äquivalent:

(a) A ist eine C∗-Algebra über C.

(b) Es gibt auf A eine vollständige schwache C∗-Norm.

(b’) Es gibt auf A eine vollständige schwache C∗-Algebranorm.

(c) Es gibt auf A eine vollständige C∗-Norm.

(c’) Es gibt auf A eine vollständige C∗-Algebranorm.

(d) Die Abbildung ∥ · ∥ : a 7→
√

ρ(a∗a) für alle a ∈ A ist die einzige C∗-Norm
auf A. Die Norm ∥ · ∥ ist vollständig.

Ist A kommutativ, dann sind zusätzlich dazu äquivalent
(
man beachte Bemer-

kung 2.4.17(e)
)
:

(e) Der Gelfand-Homomorphismus ist ein ∗-Isomorphismus auf C0(ΓA,C).

(f) A ist ∗-isomorph zu C0(Ω,C) für einen lokal kompakten Hausdorffraum
Ω.

Beweis. Diesen Satz mit (a), (c’), (d), (e) und (f) findet man mit Beweis bei
Palmer [232](2001), Seite 947.

(c) und (c’) sind wegen Satz 3.5.7 äquivalent. Siehe dazu auch Doran und
Belfi [77](1986), Seite 165, die einen Satz von Araki und Elliot zitieren, in
dem die Äquivalenz von (c) und (c’) auf direktem Wege gezeigt wird.

Die Äquivalenz von (b) und (c’) wird bei Doran und Belfi [77](1986) auf
den Seiten 165 und 166 belegt.

(c’) ⇒ (b’): Klar nach Bemerkung 3.5.5.
(b’) ⇒ (c’): Siehe Doran und Belfi [77](1986), Seite 45. Sie zeigen die nicht-

triviale Folgerung, dass (b’) impliziert, dass die Involution stetig und schließlich
eine Isometrie ist. Als alternativen Beweis zeigen sie auf Seite 198 die Implika-
tion (b’) ⇒ (c’) als Korollar des Satzes von Vidav-Palmer.

3.5.9 Bemerkung. Gemäß Satz 3.5.8 betrachte man bei Bedarf jede C∗-
Algebra über C ausgestattet mit der Norm ∥a∥ =

√
ρ(a∗a) für alle a ∈ A. Diese

Norm wird als die intrinsische C∗-Norm der C∗-Algebra über C angesprochen.

3.5.10 Bemerkungen (Palmer [232](2001), Seiten 871 und 954). Sei A ist
eine C∗-Algebra über C, versehen mit ihrer intrinsischen C∗-Algebra-Norm.
Jede treue ∗-Darstellung ist eine Isometrie. Somit ist jede abgeschlossene ∗-
Unteralgebra über C von A auch eine C∗-Algebra über C. Jede ∗-Darstellung T
von A ist kontraktiv und das Bild TA ist eine C∗-Algebra über C.
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Sei nun B eine weitere C∗-Algebra über C, ebenfalls versehen mit ihrer
intrinsischen C∗-Algebra-Norm. Sei T : A → B ein ∗-Homomorphismus. Dann
ist T kontraktiv und ker(T ) und ran(T ) sind beide abgeschlossen.

Siehe auch 4.7.22 für die allgemeinere analoge Aussage für JB∗-Tripel über
C.

Sind A und B zwei C∗-Algebren über K und ist T : A → B ein ∗-Isomorphis-
mus von A auf B, so ist T isometrisch (Chu, Dang, Russo und Ventura
[48](1993)).

3.5.11 Satz. Für eine normierte ∗-Algebra A über R sind äquivalent:

(a) A ist eine C∗-Algebra über R.

(b) A ist symmetrisch und die Norm ist eine vollständige schwache C∗-Norm.

(c) A ist symmetrisch und die Norm ist eine vollständige C∗-Norm.

(d) σ(a∗a) ⊆ R+ für alle a ∈ A und die Norm ist eine vollständige C∗-Norm.

(e) −s2 ist quasi-invertierbar für alle s ∈ A(∗).

(f) ∥s∥2 ≦ λ∥s2 + t2∥ für alle s, t ∈ A(∗), für ein konstantes λ ∈ R und die
Norm ist eine C∗-Norm.

(g) ∥s∥2 ≦ λ∥s2 + t2∥ für alle kommutierenden Paare von Elementen s, t ∈
A(∗), für ein konstantes λ ∈ R und die Norm ist eine vollständige C∗-
Norm.

(h) ∥a∥2 ≦ ∥a∗a + b∗b∥ für alle a, b ∈ A.

(i) Die Norm von A ist vollständig, A(C) kann so normiert werden, dass A(C)
eine C∗-Algebra über C ist und A kanonisch isometrisch isomorph in A(C)R
eingebettet werden kann.

(j) ∥a∗∥∥a∥ ≦ ∥a∗a + b∗b∥ für alle a, b ∈ A und die Norm ist vollständig.

(k) A ist hermitesch und die Norm ist eine vollständige schwache C∗-Norm.

(l) Es existiert eine C∗-Algebra B über C und ein ∗-Automorphismus ¯ auf
B mit Periode 2, so dass A = B(̄ )R gilt.

Beweis. (a) ⇒ (c): Goodearl [117](1982), Seite 68.
(c) ⇒ (a): Ingelstam [145](1964), Korollar 17.7 auf Seite 268.
(a) ⇒ (h): Ingelstam [145](1964), Seite 265.
(h) ⇒ (a): Ingelstam [145](1964), Korollar 18.8 auf Seite 269.
(c) ⇔ (d): Satz 3.2.32. Siehe auch [227].
(a) ⇔ (e) : Palmer [230](1970), Seite 196.
(a) ⇔ (f) ⇔ (g): Kulkarni und Limaye [190](1980).
(a) ⇔ (i) : Li [198](2003), Seite 77.
(i) ⇔ (j) : Li [198](2003), Seite 165.
(i) ⇔ (k) : Li [198](2003), Seite 163; siehe dazu auch den Beweis von (i) ⇔

(j).
(k) ⇒ (b): Nach dem bisher bewiesenen gilt (k) ⇔ (i) ⇔ (a) ⇒ (c), also ist

A symmetrisch.
(b) ⇒ (k): Satz 3.2.37.
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(i) ⇒ (l) : Li [198](2003), Seite 78, Satz 5.1.3: Man wähle B := A(C) gemäß
(i). Als ¯ wähle man die kartesische Involution (siehe 3.1.8) auf dem Vektorraum
A(C).

(l) ⇒ (i) : Li [198](2003), Seite 78.

3.5.12 Bemerkung (Ingelstam [145](1964)). Man beachte, dass zum Beispiel
CR, versehen mit der Involution x∗ = x und dem Betrag als Norm zwar eine
Banach-∗-Algebra über R ist, aber wegen 1 + i∗i = 0 nicht symmetrisch ist, also
keine C∗-Algebra über R ist.

3.5.13 Beispiele (Goodearl [117](1982)).
(a) C(X,K), versehen mit der Supremumsnorm und der durch f 7→ f∗,

f∗(x) := f(x), x ∈ X, definierten Involution, ist für jeden kompakten Haus-
dorff-Raum X eine C∗-Algebra über K.

(b) Ist A eine C∗-Algebra über C, dann ist AR eine C∗-Algebra über R.
(c) Sind für ein n ∈ N× A1, . . . , An C∗-Algebren über K, so ist A1 ×· · ·×An,

versehen mit der Supremumsnorm, eine C∗-Algebra über K. Siehe auch 3.5.23.
(d) Die Hamilton’sche Algebra H der Quaternionen über R mit der Bildung

der konjugierten Quaternionen als Involution und dem Betrag als Norm ist eine
C∗-Algebra über R.

(e) Sei X ein kompakter Hausdorffraum und Y ⊆ X ein kompakter Unter-
raum. Dann ist {f ∈ C(X,C) : f(Y ) ⊆ R} eine C∗-Algebra über R.

(f) Jede kommutative C∗-Algebra über R ist sowohl von der Form{
f ∈ C(X,C) : f (σ(t)) = f(t) für alle t ∈ X

}
mit X als einen kompakten Hausdorffraum als auch von der Form{

f ∈ C0(X,C) : f (σ(t)) = f(t) für alle t ∈ X
}

mit X als einen lokal kompakten Hausdorffraum, wobei jeweils σ : X → X ein
Homöomorphismus mit σ2 = IdX ist. Siehe hierzu auch Li [198] (2003), Seite 83.

(g) Sei n ∈ N×, dann ist MK(n) eine C∗-Algebra über K und MH(n) eine C∗-
Algebra über R. Dabei ist die Involution jeweils per (aij) 7→ (aji) definiert und
die Norm erhält man durch Identifizierung von MR(n) (bzw. MC(n), MH(n))
mit L(Rn) (bzw. L(Cn), L(R4n)).

3.5.14 Beispiel. Nach dem Satz von Schauder (siehe etwa Werner [291]
(2002)) ist ein T ∈ L(X, Y ), X, Y Banachräume, genau dann kompakt, wenn
die duale Abbildung T ∗ kompakt ist. Da außerdem nach Werner [291](2002),
Seite 66, Satz II.3.2, K(X, Y ) ein abgeschlossener Unterraum von L(X, Y ) ist,
folgt aus der Definition 3.4.3 der Hilbertraum-Adjungierten, dass K(H) für je-
den Hilbertraum H über K eine C∗-Algebra über K ist. Für jeden separablen
Hilbertraum H über C besitzt K(H) eine schiefminimal idempotente Projekti-
on, siehe Davidson [60](1996), Seite 36, Lemma I.10.1.

3.5.15 Bemerkung (Li [198](2003), Seite 78). Sei A eine C∗-Algebra über R.
Dann ist die C∗-Algebra A(C) eine Komplexifizierung nach Li. (Beachte 3.2.16.)

3.5.16 Bemerkung (Ingelstam [145](1964),Theorem 17.6, Seite 267). Sei A
eine Banach-∗-Algebra über R. Dann sind äquivalent:
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(a) A ist ∗-isomorph zu einer C∗-Algebra über R.

(b) A ist symmetrisch und die Norm erfüllt

∥x∥2 ≦ β∥x∗x∥ für alle x ∈ X und für ein konstantes β ∈ R.

3.5.17 Gelfand-Homomorphismen (Li [198](2003), Seiten 28, 41 und 78;
Goodearl [117](1982), Seite 95). Sei A eine kommutative Banachalgebra über
R. Als Involution ¯ auf CR sei die komplexe Konjugation gewählt. Man verse-
he den Vektorraum L(A,CR) mit der Vektorraum-Involution ¯: ℓ 7→ ℓ, wobei
ℓ(x) := ℓ(x) für alle x ∈ A.

Da mit ℓ ∈ ΓA auch ℓ ∈ ΓA gilt, ist auf dem Vektorraum C0(ΓA,CR) die
Abbildung

♢ : f 7→ ¯ ◦ f ◦ ¯
eine Vektorraum-Involution.

Der von C0
(
ΓA,CR

)
bezüglich dieser Involution selbstadjungierte Teil(

C0
(
ΓA,CR

))
(♢)

ist eine Algebra. Die Abbildung x 7→ x̂ von ΓA nach dieser Algebra ist ein
Algebra-Homomorphismus, der hier im Folgenden als die Gelfand-Abbildung
bezeichnet wird.

Auf dieser Algebra
(

C0
(
ΓA,CR

))
(♢)

ist die Abbildung ∗ : f 7→ ¯ ◦ f eine
Algebra-Involution. Ist nun A eine Banach-∗-Algebra über R, so ist die Gelfand-
Abbildung ein ∗-Algebra-Homomorphismus. Falls A sogar eine C∗-Algebra über
R ist, so ist die Gelfand-Abbildung ein ∗-Algebra-Isomorphismus.

3.5.18 Satz. Sei A eine C∗-Algebra über K mit Eins. Dann ist ein Funktional
ℓ ∈ A# genau dann ein Zustand (Definition 3.2.24(c)), wenn es ein unitaler
Zustand (Definition 2.11.1) ist. Mit anderen Worten ist demnach die Menge
der Zustände von A gleich ΦA(e).

Beweis. Für den „genau dann“-Teil wird ℓ(e) = 1 durch den Satz 3.2.29 gelie-
fert. Das für den „wenn“-Teil entscheidende ℓ ≧ 0 liefert Goodearl [117](1982):
K = R: Seite 104; K = C: Seite 50.

3.5.19 Definition. Sei A eine C∗-Algebra über K. Als eine naheliegende Ver-
allgemeinerung von 3.4.21 definiert man: Ein Element x ∈ A heißt eine partielle
Isometrie, wenn x∗x eine Projektion ist. Ist x ∈ A eine partielle Isometrie, so
heißt x∗x die Anfangsprojektion und xx∗ die Endprojektion von x. Im Fall, dass
A eine Eins hat, heißt ein x ∈ A eine Isometrie, wenn x∗x = e gilt; ein x ∈ A
heißt eine Co-Isometrie, wenn x∗ eine Isometrie ist (also wenn xx∗ = e gilt).

3.5.20 Bemerkung. Sei A eine C∗-Algebra über K. Als eine unmittelbare
Folgerung der Definition einer C∗-Algebra folgt mit 3.4.21: Ein x ∈ A ist genau
dann eine partielle Isometrie, wenn xx∗x = x gilt.

3.5.21. Sei A eine C∗-Algebra über K. In der Gelfand-Naimark-Segal-Konstruk-
tion ist jedem Zustand ℓ ∈ SA∗ ein Prähilbertraum A/Nℓ über K zugeordnet,
wobei Nℓ := {x ∈ A : ℓ (x∗x) = 0} und ⟨x +Nℓ, y +Nℓ⟩ := ℓ (y∗x) für alle x,
y ∈ A — es sei an 3.2.23 erinnert. Bezeichnet Hℓ den jeweiligen Hilbertraum
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über K, den man mit der Vervollständigung von A/Nℓ erhält, so kann man
die Hilbert’sche direkte Summe HL (siehe 3.4.11) von den Hilberträumen Hℓ,
ℓ ∈ L, für eine Teilmenge L der Menge S aller Zustände von A betrachten. Für
jedes solche nicht leere L erhält man eine ∗-Darstellung (TL, HL) von A auf
dem Hilbertraum HL, die bei L = S universelle Darstellung heißt; siehe zum
Beispiel Kadison und Ringrose [167](1983), Seite 281.

Jede ∗-Darstellung von A ist genau dann algebraisch irreduzibel, wenn sie
topologisch irreduzibel ist (Murphy [217](2004), Seite 152 und Li [198] (2003),
Seite 97); es ist daher üblich, im Rahmen von C∗-Algebren über K schlichtweg
von irreduziblen ∗-Darstellungen zu reden.

Der Gelfand-Naimark-Segal-Konstruktion entsprechend, heißen zwei Ele-
mente x, y ∈ A orthogonal (zueinander), falls xy∗ = y∗x = 0 gilt. (Siehe
diesbezüglich auch 4.7.3.) Mit anderen Worten: Zwei Elemente aus A sind ge-
nau dann orthogonal, wenn sie es bezüglich des Annihilatorsystems (A, A; B; A),
B : (x, y) 7→ y∗x, sind. Man bemerke, dass somit als Spezialfall gilt: Zwei par-
tielle Isometrien u, v ∈ A sind genau dann orthogonal, wenn (uu∗)(vv∗) =
(u∗u)(v∗v) = 0 gilt.

3.5.22. Für jeden nicht kompakten Hausdorffraum X, ist C0(X,K) mit f∗ := f
als Involution ( [257]) eine C∗-Algebra über K ohne Eins. (Doran und Belfi
[77](1986), Seite 5.)

Nach einer auf Yood (1956) zurückgehenden Idee kann man jede C∗-Algebra
über K ohne Eins durch Anknüpfen des Skalarenbereiches K zu einer Eins ver-
helfen.

Gemäß Bemerkung 3.5.6 ist jede C∗-Algebra über K, die im Fall von K = C
mit ihrer intrinsischen C∗-Norm versehen sei, die eine Eins hat, unital.

Hat A keine Eins, dann ist zwar A1 mit der Norm (a, λ) 7→ ∥a∥+ |λ|, a+λ ∈
A1 (siehe Bemerkung 3.2.20) eine ∗-Banachalgebra über K, aber im Allgemeinen
ist diese Norm keine C∗-Norm.

Bei Rickart [246](1960), Seite 186, findet man mit Beweis folgende Aus-
führung: Bezeichnet La die durch a ∈ A bestimmt Links-Multiplikation in A,
dann ist φ : a 7→ La ein isometrischer Isomorphismus von A nach φ(A) ⊆ L(A).
(Denn: ∥La∥ = sup{∥Lab∥ : b ∈ BA} ≦ ∥a∥ und ∥a∥2 = ∥a∗a∥ = ∥aa∗∥ =
∥Laa∗∥ ≦ ∥La∥∥a∗∥ = ∥La∥∥a∥, also auch ∥a∥ ≦ ∥La∥.) Sei B die Unteralgebra
von L(A), die von φ(A) und IdA erzeugt wird. Dann besteht B aus allen Ope-
ratoren der Form La + λIdA, a ∈ A, λ ∈ K. Setze (La + λIdA)∗ := La∗ + λ̄IdA.
Dann ist La + λIdA 7→ La∗ + λ̄IdA eine Konjugation auf B, die Operatornorm
in B ist eine C∗-Algebranorm und (a, λ) 7→ La + λIdA ist ein isometrischer
∗-Isomorphismus von A1 nach B.

Somit ist hier

∥(a, λ)∥ := sup
{

∥ab + λb∥ : b ∈ BA

}
für alle a ∈ A, λ ∈ K (3.13)

eine C∗-Algebranorm auf A1, die die Norm von A fortsetzt. (Palmer
[232](2001), Seite 812, für K = C und Ingelstam [145](1964), Seite 264,
für K = R.)

Für den Fall K = C hat man also, dass A1 eine C∗-Algebra über C ist. Für
den Fall K = R folgt mit Satz 3.2.31, dass A1, versehen mit der Norm (3.13),
eine C∗-Algebra über R ist.

Man beachte, dass bei dieser Konstruktion die intrinsische Norm von A als
eine C∗-Norm angenommen wird. So gab es in den frühen 1960er Jahren noch
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keine solche Konstruktion für Banach-∗-Algebren über C ohne Eins, die ausge-
stattet sind mit einer schwachen C∗-Norm. Die dafür entsprechende Konstrukti-
on gab 1967 B. J. Vowden an; siehe zum Beispiel Doran und Belfi [77](1986),
Seite 40, Satz 14.1.

3.5.23 (Conway [53](1999), Seite 6). Sei Aν , ν ∈ I, eine Familie von C∗-
Algebren über C. Dann sind auch ℓ∞(

⊕
ν∈I Aν) und c0(

⊕
ν∈I Aν) C∗-Algebren

über C, wobei die Operationen kanonisch koordinatenweise definiert sind.

3.5.24 Satz (Doran und Belfi [77](1986), Seite 157). Sei A eine Banach-∗-
Algebra über C. Dann sind äquivalent:

(a) ∥a∗a∥ = ∥a∥2 für alle a ∈ A.

(b) ∥a∗a∥ = ∥a∗∥∥a∥ für alle a ∈ A.

(c) ∥n∗n∥ = ∥n∗∥∥n∥ für alle n ∈ Anormal.

(d) ρ(a∗a) = ∥a∥2 für alle a ∈ A.

(e) ρ(a∗a) ≧ ∥a∥2 für alle a ∈ A.

Wenn A unital ist, dann sind zu (a) bis (f) zusätzlich äquivalent:

(g) ∥u∥ = 1 für alle u ∈ Aunitär.

(h) ∥ exp(is)∥ = 1 für alle s ∈ A(∗).

3.5.25 Satz (Palmer [232](2001), Seite 1181, Theorem 11.2.5). Sei (A, ∥ · ∥)
eine Banach-∗-Algebra über C mit Eins. Dann sind äquivalent:

(a) A ist eine C∗-Algebra über C und ∥ · ∥ ist ihre intrinsische C∗-Norm.

(b) ∥ · ∥ ist eine C∗-Norm.

(c) Aunitär ⊆ BA.

(d) exp(iA(∗)) ⊆ BA. (Siehe auch 3.2.19)

(e) A(∗) ⊆ Aherm.

3.5.26 Satz. Sei A eine C∗-Algebra über C. Dann gilt:

(a) A ist symmetrisch.

Wenn A eine Eins hat, dann gilt zusätzlich:

(b) cl co exp(iA(∗)) = cl co Aunitär = BA.

(c) A(∗) = Aherm.

(d) Für die intrinsische C∗-Norm ∥ · ∥ gilt:

∥a∥ = sup{ω(a∗a) : e ⊣ ω}1/2 für alle a ∈ A,

∥s∥ = sup{|ω(s)| : e ⊣ ω} für alle s ∈ A(∗).

Beweis. (a) Siehe Rickart [246](1960), Seite 243. (b) Siehe Palmer [232]
(2001), Seite 1177, und Upmeier [279](1985), Seite 256, Theorem 15.24. (d)
Siehe Palmer [232](2001), Seiten 947 und 951.
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3.5.27 Satz (Li [198](2003), Seite 157). Sei A eine C∗-Algebra über R mit
Eins. Dann gilt cl

(
co
(

cos(A(∗)) · exp(A(−∗))
))

= BA.

3.5.28. Damit eine unitale Banach-∗-Algebra eine C∗-Algebra über C sein kann,
muss sie genügend hermitesche Elemente besitzen: Der Satz von Vidav-Palmer
besagt, dass eine unitale Banachalgebra A über C genau dann eine Involution
zulasse, bezüglich derer sie eine C∗-Algebra über C sei, wenn sie gleich der
komplexen linearen Hülle von Aherm sei und dies wiederum seie genau dann
der Fall, wenn mit der üblichen Identifikation gälte: A = Aherm,(C), A also
eine Vidav-Algebra wäre. Die besagte Involution ist dann gerade die kartesische
Involution von Aherm,(C) (siehe Bemerkung 3.1.8 und 3.2.16). Genauer gilt:

3.5.29 Satz (Palmer [232](2001), Seite 951, Theorem 9.5.9). Sei (A, ∥ · ∥) ein
Banachraum über C. Wähle ein Element aus SA und nenne es 1. Ein Produkt
auf A, das (A, ∥·∥) zu einer Banachalgebra mit 1 als Eins macht, soll ein »gutes
Produkt« heißen. Dann sind die folgenden drei Aussagen äquivalent:

(a) span(Aherm) ist dicht in A und es kann auf A ein gutes Produkt definiert
werden.

(b) Ein Produkt und eine Involution können auf A definiert werden, so dass
A eine C∗-Algebra über C mit Eins 1 ist und die Norm ∥ · ∥ auf ihr eine
C∗-Algebranorm ist.

(c) Auf A kann ein gutes Produkt definiert werden, und zu jedem solchen
Produkt gehört genau eine Involution, welche A zu einer C∗-Algebra über
C mit genau ∥ · ∥ als einziger C∗-Algebranorm macht. AR hat die direkte
Summenzerlegung AR = Aherm ∔ i · Aherm und die Involution ist definiert
per h + ik 7→ h − ik für alle h, k ∈ Aherm.

3.5.30 Bemerkung (Palmer [232](2001), Seite 951). Der Satz 3.5.29 zeigt,
dass eine unitale Banachalgebra A über C genau dann isometrisch isomorph zu
einer C∗-Algebra über C ist, wenn die Gestalt der Einheitskugel BA von A die
gleiche ist, wie die von der abgeschlossenen Einheitskugel einer C∗-Algebra über
C mit ihrer intrinsischen C∗-Algebranorm. Man muss nichts über die multipli-
kative Struktur wissen, außer, welches Element die Eins ist. Die besagte Gestalt
ist vollkommen bestimmt von einer infinitesimalen Umgebung der Eins auf der
Einheitssphäre SA von A, da 2.11.27(b) zeigt, dass Aherm definiert werden kann
als die Menge der Elemente, die hermitesch nach Vidav sind. Die Gestalt von
BA in einer C∗-Algebra über C bestimmt eindeutig die Involution. Siehe auch
3.5.54.

3.5.31 Bemerkung (Doran und Belfi [77](1986), Seite 198). Hat man also
einen Banachraum X über C und ist 1 ein Element aus SX , dann macht im
Fall, dass XR = Xherm + i · Xherm gilt, jedes gute Produkt X zwangsläufig zu
einer C∗-Algebra über C.

3.5.32 Bemerkung (Bonsall [28](1970), Seite 268). Interessant an dem Satz
von Vidav-Palmer ist, dass, obwohl es eine Aussage über Operatoren auf Hil-
berträumen ist, es weder das Konzept von Hilberträumen noch Involutionen
verwendet, sondern nur den numerischen Wertebereich benötigt.
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3.5.33 Extremalpunkte (Li [197](1992), Seiten 94, 96; Li [198](2003), Sei-
te 99; Palmer [232](2001), Seite 959, Theorem 9.5.16(a); Mathieu [208](1998),
Seite 280; Kadison und Ringrose [167](1983), Seite 163).

Sei A eine C∗-Algebra über K, die im Fall von K = C mit ihrer intrinsischen
C∗-Norm versehen sei. Dann ist ein x ∈ BA genau dann ein Extremalpunkt von
BA, wenn (

1 − x∗x
)
A
(
1 − xx∗) = {0} (3.14)

gilt. Bezeichnet man für ℓ, r ∈ A mit Mℓ,r das per

Mℓ,r(x) := ℓxr für alle x ∈ A

definierte Element aus L(A), so ist also

ex(BA) = {x ∈ BA : M1−x∗x,1−xx∗ = 0}.

Im Fall, dass A eine Eins hat, ist diese Eins ein Extremalpunkt von BA. Ist x ein
Extremalpunkt von BA, so ist x eine partielle Isometrie. Für jeden Hilbertraum
H über K ist ein T ∈ L(H) genau dann ein Extremalpunkt von BL(H), wenn
T oder T ∗ eine Isometrie ist. (Siehe auch die Schlussbemerkung in 3.4.21 und
Mathieu [208](1998), Seite 293.) ex(BA) ist genau dann nicht leer, wenn A
eine Eins besitzt, nämlich e = x∗x + xx∗ − x∗xxx∗, wobei x ∈ A ein beliebiger
Extremalpunkt von BA ist. Diese zuletzt genannte Äquivalenz gilt auch, wenn
A eine ∗-Algebra über C ist, die mit einer C∗-Algebranorm versehen ist, und
dann besitzt des Weiteren A genau dann eine Eins, wenn die Menge der Vertice
von BA nicht leer ist (siehe auch 2.11.31).

Für jede C∗-Algebra A über C mit Eins gilt{
x ∈ SA : A∗ = span ΦA(x)

}
=
{

x ∈ SA : x ist ein Vertex von BA

}
= Aunitär ⊆ ex(BA);

(3.15)

(siehe auch 4.7.3) und mit Satz 3.5.26(b) gilt dann also

BA = cl co ex
(
BA

)
.

Obwohl im unendlichen Fall BA nicht kompakt ist, gilt hier für BA also eine an
den Satz von Krein-Milman erinnernde Aussage.

Siehe auch Akemann und Weaver [5](2002).
3.5.34 (Pedersen [233](1979), Seite 13). Sei A eine C∗-Algebra über C, die
mit ihrer intrinsischen C∗-Norm versehen sei. Seien p und q zwei idempotente
Elemente aus Pos(∗σ; A)×. Dann ist ein x ∈ pAq genau dann ein Extremalpunkt
von BpAq, wenn (

p − x∗x
)
A
(
q − xx∗) = {0}

gilt; also
ex(BpAq) = {x ∈ BpAq : Mp−x∗x,q−xx∗ = 0}.

Insbesondere ist jede Projektion p ∈ A× ein Extremalpunkt von BpAp.
3.5.35 (Alfsen und Shultz [8](2001), Seite 75). Sei A eine C∗-Algebra über
C mit Eins. Dann sind die Extremalpunkte von BA∩Pos(∗σ; A) genau die von
0 verschiedenen Projektionen in A. Des Weiteren gilt:

ex
(
BA ∩ A(∗)

)
= {s ∈ A : Es existiert eine Projektion p ∈ A mit s = 2p − e}.

In diesem Zusammenhang sei an 3.1.10 erinnert.
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3.5.36 (Mathieu [208](1998), Seite 292). Sei A eine C∗-Algebra über C. Für
jede Projektion p ∈ A ist pAp eine C∗-Unteralgebra von A.

Sei T ∈ A eine partielle Isometrie. Setze p als die Anfangsprojektion und
q als die Endprojektion von T , also p = T ∗T und q = TT ∗. Dann ist MT,T ∗

(siehe 3.5.33) ein ∗-Isomorphismus von der C∗-Unteralgebra pAp auf die C∗-
Unteralgebra qAq.

Falls A unital ist, sind die Projektionen genau die positiven, partiellen Iso-
metrien von A (Akemann und Weaver [5](2002)). Vergleiche 4.7.3.

3.5.37 Bemerkung (Bonsall und Duncan [31](1973)). Sei A eine unitale
Algebra über C. Dann gilt, beziehungsweise definiert man:

(a) (ebd., Seite 100) Der Dualraum A∗ ist gleich der komplexen linearen
Hülle von ΦA(e).

(b) (ebd., Seite 103) Man definiert den sogenannten reellen linearen span
von ΦA(e) als die Menge

(A∗)H := {λf − µg : f, g ∈ ΦA(e), λ, µ ∈ R+}.

Bezüglich der Motivation dieser Definition siehe Moore [215](1971).
(c) Für den Dualraum A∗ gilt: A∗ = (A∗)H + i · (A∗)H .
(d) Die Summe in (c) ist genau dann direkt, wenn A eine Involution zulässt,

bezüglich der A eine C∗-Algebra über C ist, das heißt, genau dann, wenn die
hermiteschen Elemente in A die Punkte des Dualraumes A∗ trennen. (Moore
[215](1971), Seite 103 und Doran und Belfi [77](1986), Seite 181.)

(e) Der Satz in (d) besagt anschaulich, dass, damit eine Banach-∗-Algebra
über C eine C∗-Algebra über C sein kann, sie nicht zu viele Funktionale in der
Menge von (b) liegen haben darf. ((A∗)H ∩ i · (A∗)H darf nur die 0 enthalten.)

(f) Ist A eine C∗-Algebra über C und beachtet man, dass dann der Dualraum
A∗ gemäß Bemerkung 3.1.6 eine kanonische Involution trägt, dann gilt: (A∗)H =
(A∗)(∗).

3.5.38. Die vorstehende Bemerkung 3.5.37 findet man bei Palmer [232](2001),
Seite 953f, in einer ähnlichen Form wie Satz 3.5.29.

3.5.39 Satz. Sei A eine C∗-Algebra über K. Sei ℓ ∈ SA∗ mit ℓ ≧ 0. Dann
ist ℓ im Fall von K = C selbstadjungiert. Im Fall K = R ist zum Beispiel das
Funktional ℓ : CR → R, a + bi 7→ a + b nicht selbstadjungiert.

Beweis. Für die Behauptung im komplexen Fall siehe Goodearl [117](1982),
Seite 49. Die Behauptung für den reellen Fall findet sich bei Goodearl [117]
(1982), Seite 102.

3.5.40 Satz. Sei A eine C∗-Algebra über R. Dann ist Pos(∗σ; A) ein punk-
tierter spitzer konvexer Kegel. Ist x ∈ Pos(∗σ; A), dann existiert genau ein
y ∈ Pos(∗σ; A) mit x = y2. Ist x ∈ A, dann gilt genau dann x ∈ Pos(∗σ; A),
wenn ein y ∈ A mit x = y∗y existiert.

Beweis. Li [198](2003), Seite 83.

3.5.41 Satz. Sei A eine C∗-Algebra über K. Dann gilt:

Pos(∗; A) = Pos(∗σ; A).
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Beweis. Für den Fall K = R folgt dies aus Satz 3.5.40, wobei man für die
Inklusion „⊆“ lediglich noch die Bemerkung 2.2.13 zu beachten braucht. Für den
Fall K = C ist die Aussage standard, siehe zum Beispiel Palmer [232](2001),
Seite 870, Theorem 9.2.16(b).

3.5.42. Als eine unmittelbare Folgerung des Satzes 3.5.41 hat man: Jede treue
∗-Darstellung einer C∗-Algebra über K respektiert die durch den punktierten
konvexen Kegel Pos(∗σ; A) induzierte partielle Ordnung. Dies ist im Hinblick
auf 3.7.36 von Interesse.

3.5.43 Satz. Sei A eine C∗-Algebra über C und a ∈ A. Sei T eine treue ∗-
Darstellung von A auf einem Hilbertraum H über C (siehe Bemerkung 3.5.2).
Dann sind äquivalent:

(a) a ∈ Pos(∗σ; A). (Definition 3.2.13)

(b) a ∈ Pos(∗; A). (Definition 3.2.24)

(c) a ∈ A(∗) und ω(a) ≧ 0 für alle Zustände ω von A.

(d) a = b∗b für ein b ∈ A. („a besitzt eine Quadratwurzel“)

(e) a = b2 für ein b ∈ Pos(∗; A).

(f) a = b2 für genau ein b ∈ Pos(∗; A).

(g) Ta ∈ Pos(∗; L(H)).

(h) Ta ∈ Pos(W ; L(H)). (Definition 3.4.12)

Hat A eine Eins, dann sind zusätzlich zu (a) bis (h) äquivalent:

(i) a ∈ Pos(V ; A).

(j) a ∈ A(∗) und ∥λ − a∥ ≦ λ für alle λ ≧ ∥a∥.

(k) a ∈ A(∗) und ∥λ − a∥ ≦ λ für ein λ ≧ ∥a∥.

(l) a ∈ Pos(V σ; A).

Beweis. (f) Siehe zum Beispiel Murphy [217](2004) oder Dixmier [75](1977).
(i)⇔(l): Satz 2.12.12.
(i), (k): Akemann und Weaver [5](2002)

3.5.44 (Kadison und Ringrose [167](1983), Seite 241, Satz 4.1.5). Sei A
eine C∗-Algebra über C mit einer Eins e, B eine C∗-Unteralgebra von A mit
e ∈ B. Dann gilt für alle x ∈ B die Gleichung σB(x) = σA(x). Folglich hat man
Pos(∗σ; B) = B ∩ Pos(∗σ; A).

3.5.45. Sei A eine C∗-Algebra über K und a ∈ A. Dann ist a∗a ∈ Pos(∗; A)
und nach den Sätzen 3.5.41, 3.5.40 und 3.5.43 existiert genau ein b ∈ Pos(∗σ; A)
mit a∗a = b2; dieses b heißt der Absolutbetrag von a, wird mit |a| bezeichnet
und man schreibt formal |a| =

√
a∗a.

3.5.46 Bemerkung. Sei A ⊆ L(H) eine C∗-Algebra von Operatoren über K
auf einem Hilbertraum H, T ∈ Pos(∗σ; A) und x ∈ H mit ⟨Tx, x⟩ = 0. Dann
ist Tx = 0.
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Beweis. Nach den Sätzen 3.5.40 und 3.5.43(e) existiert ein S ∈ Pos(∗σ; A) mit
T = SS. Also 0 = ⟨Tx, x⟩ = ⟨Sx, Sx⟩ = ∥Sx∥2, Sx = 0, Tx = SSx = 0.

3.5.47 Ordnungsbeschränkte Teilmengen (Kadison und Ringrose [167]
(1986), Seite 249; Mathieu [208](1998), Seite 268; Weidmann [288](2000), Sei-
te 108).

Sei A eine C∗-Algebra über C mit Eins. Dann gilt für alle Elemente x des
geordneten Vektorraumes (A(∗), Pos(∗; A)):

(a) −∥x∥e ≦ x ≦ ∥x∥e und

(b) ∥x∥ = inf{t ∈ R+ : −te ≦ x ≦ te}.

Folglich gilt dann wegen −y ≦ x ≦ y ⇒ −∥y∥e ≦ −y ≦ x ≦ y ≦ ∥y∥e für alle x,
y ∈ A(∗) die Implikation

(c) −y ≦ x ≦ y ⇒ ∥x∥ ≦ ∥y∥.

Da in jedem prägeordneten Vektorraum für all seine Elemente x die Äqui-
valenzen 0 ≦ x ⇔ 0 ≦ 2x ⇔ −x ≦ x gelten, gilt insbesondere 0 ≦ x ≦ y ⇒
−y ≦ 0 ≦ x ≦ y ⇒ ∥x∥ ≦ ∥y∥. Aus x ∈ [0, y]= {z ∈ A(∗) : 0 ≦ z ≦ y} folgt
also ∥x∥ ∈ [0, ∥y∥] für alle x, y ∈ A(∗). Ist andererseits eine Menge M ⊆ A(∗)
Norm-beschränkt, etwa durch zwei reelle Zahlen k und ℓ, so dass für alle x ∈ M
die Aussage k ≦ ∥x∥ ≦ ℓ gilt, so gilt nach (a) −ℓe ≦ x ≦ ℓe.

Nennt man eine Menge M ⊆ A(∗) ordnungsbeschränkt, wenn es zwei Ele-
mente x, y ∈ A(∗) gibt, so dass für alle z ∈ M die Aussage x ≦ z ≦ y gilt,
so kann man also sagen: Die Norm-beschränkten Teilmengen von A(∗) stimmen
mit den ordnungsbeschränkten Teilmengen von A(∗) überein.

Man bemerke, dass wegen 3.4.9(b) alle hier gemachten Aussagen insbeson-
dere für A = L(H), H ein beliebiger Hilbertraum über K, gelten.

3.5.48 Kommutativität. Sei A eine C∗-Algebra über C. Dann sind die fol-
genden drei Aussagen äquivalent: (i) A ist kommutativ; (ii) (A(∗), Pos(∗; A)) ist
ein Verband; (iii) Der Dualraum (A(∗))∗ ist ein Verband.

Beweis. Diese Aussage findet sich bei Takesaki [274](2001), Seite 25, Übung 1,
mit dem Hinweis auf die folgenden zwei Quellen: Fukamiya, Misonou und
Takeda [104](1954) und Sherman [259](1951).

Ist H ein Hilbertraum über C mit Dimension echt größer als eins, so ist
L(H) nicht kommutativ.

In Blackadar [26](2005), Seite 20, I.5.1.4, findet man das folgende Beispiel.
Sei H = C2, also L(H) ≃ MC(2). Betrachte die beiden folgenden Elemente

aus Pos(∗; MC(2)): p :=
(

1 0
0 0

)
, also die Projektion auf C × {0}, und q :=

1
2

(
1 1
1 1

)
, also die Projektion auf die Diagonale ∆ := {(x, x) ∈ C2 : x ∈ C}.

Dann sind e :=
(

1 0
0 1

)
und p + q = 1

2

(
3 1
1 1

)
obere Schranken für p und

q. Aber es gibt kein r ∈ Pos(∗; MC(2)) mit p ≦ r, q ≦ r, r ≦ e und r ≦ p + q.
Kadison [165](1951), Seite 507, Theorem 6, zeigt, dass für jeden Hilbert-

raum über C der reelle Vektorraum L(H)(∗) ein Antiverband ist. Somit ist für
Hilberträume über C mit Dimension echt größer als eins L(H)(∗) nicht nur kein
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Verband, sondern sogar so weit wie nur möglich davon entfernt, ein Verband zu
sein. Nichtsdestotrotz gilt für alle Hilberträume über C die in 3.5.47 aufgeführte
Implikation 0 ≦ x ≦ y ⇒ ∥x∥ ≦ ∥y∥ für alle x, y ∈ L(H)(∗), welche eine der
wesentlichen Eigenschaften der sogenannten Banach-Verbände ist, siehe zum
Beispiel Fremlin [99](2004), Definition 354A.

Archbold zeigte 1972: Für A eine C∗-Algebra über C ist A(∗) genau dann
ein Antiverband, wenn {0} ein Prim-C-Ring (siehe 2.1.43) ist.

3.5.49 Definition (Palmer [232](2001), Seite 990). Sei A eine ∗-Algebra über
C. Dann heißt A

• regulär , falls jede ∗-Unteralgebra von A Jacobson-halbeinfach ist;
• sehr proper (im Englischen very proper), falls für alle x ∈ A die Impli-
kation −x∗x ∈ Pos(∗; A) ⇒ x = 0 gilt;
• proper (im Englischen proper), falls für alle x ∈ A die Implikation x∗x =
0 ⇒ x = 0 gilt;
• halbproper (im Englischen semiproper), falls für alle h ∈ A(∗) die Impli-
kation h2 = 0 ⇒ h = 0 gilt;
• quasi-proper (im Englischen quasi-proper), falls für alle x ∈ A die Im-
plikation x∗x = 0 ⇒ xx∗ = 0 gilt;
• geordnet (im Englischen ordered), falls Pos(∗; A) ∩ (−Pos(∗; A)) = {0}
gilt.

3.5.50. Sei A eine normierte ∗-Algebra über C. Dann sind äquivalent:

(a) A ist regulär.
(b) Für alle h ∈ A(∗) gilt die Implikation ρ(h) = 0 ⇒ h = 0.
(c) Jede maximale, kommutative ∗-Unteralgebra von A ist Jacobson-halb-
einfach.

Zum Beweis beachte man Bemerkung 2.12.4(b) und siehe dann Palmer [232]
(2001), Seite 991.

3.5.51 (Palmer [232](2001), Seiten 979 und 992). Im Rahmen von ∗-Algebren
sei an den in 3.4.29 eingeführten Begriff des reduzierenden Ideals erinnert. Für
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jede ∗-Algebra über C gelten die folgenden Implikationen:

C∗-Algebra // mit einer C∗-Norm ausgestattet

��
∗-Darstellung ist treu

��
reduziert

ss **
regulär

�� ''

sehr proper

tt

��

proper

��
Jacobson-halbeinfach

��

halbproper

ss ��
halbprim quasi-proper geordnet

3.5.52 (Li [198](2003), Seite 79). Jede C∗-Algebra über R ist Jacobson-halb-
einfach und somit insbesondere auch halbprim.

3.5.53 Approximative Eins (Murphy [217](2004), Seite 77; Li [198] (2003),
Seite 84; Conway [53](1999), Seite 18).

Ist A eine C∗-Algebra über K, so ist es zur Vereinfachung von Berechnungen
üblich, von einer approximativen Linkseins (aν) von A zusätzlich zu fordern,
dass es ein aufsteigendes Netz in Pos(∗σ; A) ∩ BA ist; approximative Rechtseins
und approximative Eins entsprechend. Diese Handhabung sei hiermit auch hier
so vereinbart.

Durch Übergang zu den konjugierten Elementen erkennt man bei Betrach-
tung der Nullnetzbedingung, dass in C∗-Algebren über K sowohl jede approxi-
mative Links- als auch jede approximative Rechtseins eine approximative Eins
ist.

Als einen Spezialfall eines Resultats von Segal aus dem Jahr 1947 hat man
den Satz, dass jede C∗-Algebra A über K eine approximative Eins hat. Für einen
Beweis siehe Murphy [217](2004), Seite 78 und Li [198](2003), Seite 84. Zir-
ka 1968 entdeckte Dixmier, dass Pos(∗σ; A)∩int(BA) eine approximative Eins
ist; sie wird die kanonische approximative Eins genannt. Siehe auch Fillmo-
re [96](1996), Seite 16; Kadison und Ringrose [167](1983), Lemma 4.2.11;
Palmer [232](2001), Theorem 9.2.18; Pedersen [233](1979), Seite 11.

3.5.54 Eindeutigkeit der Involution. Vorab sei an 3.5.30 erinnert. Bezeichne
(A, ∗, ∥ · ∥) eine C∗-Algebra über K, wobei ∗ ihre Involution und ∥ · ∥ ihre, im
Fall von K = C intrinsische, C∗-Norm sei.

Gemäß Li [198](2003), Seite 107, Theorem 5.6.5., gilt: Ist (A, ∥ · ∥) eine
Banachalgebra über K und sind ∗ und ♢ zwei Involutionen auf A derart, dass



3.6. Operator-Topologien 195

(A, ∗, ∥ · ∥) und (A, ♢, ∥ · ∥) zwei C∗-Algebren über K sind, so stimmen ∗ und ♢

überein.
Für den Fall K = C hat dies bereits Rickart [246](1960), Seite 247, Theo-

rem 4.8.18., wie folgt festgestellt: Ist (A, ∗, ∥ · ∥) eine C∗-Algebra über C, so ist
jede Involution ♢ auf A, mit der die Norm ∥ · ∥ die C∗-Bedingung auf A erfüllt,
identisch zur Involution ∗. Fordert man in dieser Formulierung die Involution ♢

als symmetrisch, so gilt also die so modifizierte Aussage von Rickart auch für
den Fall K = R.

3.5.55 Satz. Jede C∗-Algebra über C, deren zugrunde liegender Banachraum
reflexiv ist, ist endlichdimensional.

Beweis. Nach Megginson [211](1998), Korollar 2.8.11 zum sogenannten Satz
von Eberlein-Šmulian, ist jeder reflexive normierte Vektorraum schwach-Folgen-
vollständig. Sakai [252](1964), Seite 661, Satz 2, zeigt, dass jede schwach-
Folgen-vollständige C∗-Algebra über C endlichdimensional ist. Siehe auch Ka-
dison und Ringrose [167](1986), Seite 772, Übung 10.5.17.

Es gilt aber noch mehr:

3.5.56 Satz (Becerra Guerrero, López Pérez und Rodríguez Pala-
cios [17](2003), Seite 756, Theorem 2.5). Jede C∗-Algebra über C, deren ab-
geschlossene Einheitskugel eine relativ schwach offene, nicht leere Teilmenge
(also zum Beispiel eine Scheibe) mit Durchmesser kleiner zwei enthält, ist end-
lichdimensional. Insbesondere ist also jede C∗-Algebra über C, die die Radon-
Nikodým-Eigenschaft aufweist, endlichdimensional.

3.5.57 Atome in C∗-Algebren. Sei A eine C∗-Algebra über K und p ∈ A×

eine Projektion. p heißt ein Atom von A oder atomar , wenn die Gleichung
(pAp)(∗)R = Rp gilt. A heißt nicht atomar, wenn A keine atomare Projektion
enthält. Offensichtlich ist jede schiefminimal idempotente Projektion von A ein
Atom von A.

3.6 Operator-Topologien
3.6.1 Bemerkung und Definition (Weidmann (2000), Seite 149; Dunford
und Schwartz [79](1963), Abschnitt XI.9). Seien H, H1 und H2 Hilberträume
über K und sei ⟨·, ·⟩ das Skalarprodukt von H2. Sei 1 ≦ p < ∞, dann be-
trachte man den Unterraum von L(H1, H2), der aus allen T besteht, für die
(⟨Txn, yn⟩)n∈N ∈ ℓp gilt für alle orthonormalen Folgen (xn)n∈N ⊆ H1 und
(yn)n∈N ⊆ H2. Dieser Unterraum ist ein Banachraum über K mit der soge-
nannten Schattennorm

∥ · ∥p : T 7→ sup


(∑

ν

|⟨Txν , yν⟩|p
)1/p

 ,

wobei das Supremum über alle Orthonormalsysteme {xν} ⊆ H1 und {yν} ⊆
H2 von H1 beziehungsweise H2 genommen wird, und heißt die Schattenklasse
Cp(H1, H2). Bei H = H1 = H2 schreibt man Cp(H) für Cp(H1, H2). C∞(H)
wird als K(H) definiert.
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Schwartz und Dunford [79](1963), Seite 1100: Für K = C gilt: Für alle
1 ≦ p ≦∞ ist Cp(H) eine Banachalgebra über C, die im Fall von unendlichdi-
mensionalem H keine Eins hat.

3.6.2 Spur II. Sei (H, ⟨·, ·⟩) ein Hilbertraum über K. Für 1 ≦ p ≦ q ≦ ∞
gilt Cp(H) ⊆ Cq(H), ∥ · ∥p ≧ ∥ · ∥q; gilt zusätzlich 1 = 1

p
+ 1

q
, so gilt ∥ST∥1 ≦

∥S∥p∥T∥q für alle S ∈ Cp(H), T ∈ Cq(H).
Sei {bν ∈ H : ν ∈ I}, I eine Indexmenge, eine beliebige Orthonormalbasis

für H. Dann ist die Abbildung

spur : Pos
(
∗W ; L(H)

)
→ [0, ∞], T 7→

∑
ν∈I

⟨Tbν , bν⟩

unabhängig von der gewählten Orthonormalbasis und heißt Spur (im Englischen
trace). (Bezüglich der Definition von Summen mit überabzählbarer Indexmenge
siehe 2.4.1. Zum Beweis beachte Satz 3.4.16 und Palmer [232](2001), Seite 826,
Satz 9.1.30.)

Ein T ∈ L(H) heißt Hilbert-Schmidt-Operator , wenn spur(T ∗T ) < ∞ ist, wo-
bei T ∗ die Hilbertraumadjungierte ist. Die Menge der Hilbert-Schmidt-Opera-
toren auf H wird mit HS(H) bezeichnet. Auf HS(H) ist (S, T ) 7→ spur(T ∗S)
ein Skalarprodukt mit dem HS(H) ein Hilbertraum über K ist. Die von diesem
Skalarprodukt induzierte Norm heißt Hilbert-Schmidt-Norm und wird durch
∥ · ∥HS symbolisiert. Es gilt (HS(H), ∥ · ∥HS) = (C2(H), ∥ · ∥2).

Die Elemente der Schattenklasse C1(H) heißen Spurklasse-Operatoren
oder auch nukleare Operatoren auf H. Anstelle von (C1(H), ∥ · ∥1) schreibt
man (N(H), ∥ · ∥) oder einfach nur N(H); dabei ist zu beachten, dass im
Allgemeinen weder C1(H) noch C2(H) in L(H), versehen mit der üblichen
Operatornorm, abgeschlossen ist. (C1(H), ∥·∥1) und (C2(H), ∥·∥2) sind Banach-
∗-Algebren, die mit einer C∗-Norm ausgestattet sind (Palmer [232](2001),
Seite 979).

Als Mengen gilt: N(H) = HS(H)2. N(H) ist ein ∗-Ideal in L(H). Wegen der
eben erwähnten im Allgemeinen nicht vorliegenden Abgeschlossenheit in L(H)
ist N(H) aber im Allgemeinen keine C∗-Algebra. Es gilt ∥ · ∥1 = spur(| · |). Des
Weiteren kann man nach Definition von C1(H) in der Definition der Spur als
Definitionsbereich auch ganz C1(H) einsetzen, wobei man dann natürlich als
Wertebereich etwa K zu wählen hat. Dann ist spur ein lineares Funktional auf
C1(H) und wird auch Spurfunktional genannt. Reed und Simon [245](1980)
bemerken dazu, dass diese Vorgehensweise analog ist zu der Konstruktion des
Lebesgue-Integrals, wo man

∫
f dµ zuerst für f ≧ 0 definiert und dabei Werte

in [0, ∞] hat. Dann definiert man L1(µ) als die Menge der f mit
∫

|f | dµ < ∞.
L1(µ) ist ein Vektorraum und f 7→

∫
f dµ ist ein lineares Funktional.

Wegen der C∗-Bedingung gilt ∥ ·∥1 = ∥ | · | ∥1. Für S ∈ N(H) und T ∈ L(H)
gilt spur(ST ) = spur(TS).

Für Banachräume X und Y nennt man allgemeiner einen Operator T ∈
L(X, Y ) nuklear , falls es Folgen (x∗

n)n∈N ⊆ X∗ und (yn)n∈N ⊆ Y mit
∞∑

n=1
∥x∗

n∥·

∥yn∥ < ∞ gibt, so dass Tx =
∞∑

n=1
x∗

n(x)yn für alle x ∈ X gilt; siehe Werner

[291](2002), Seite 256, Definition VI.5.1.
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Die beiden Abbildungen

f : L(H) → N(H)∗, S 7→ (T 7→ spur(ST )) und
g : N(H) → K(H)∗, R 7→ (S 7→ spur(RS))

sind isometrische Isomorphismen (Werner [291](2002), Seite 273, Satz VI.6.4).
Dies ist das nicht-kommutative Analogon zu den klassischen Resultaten (c0)∗ ∼=
ℓ1 und (ℓ1)∗ ∼= ℓ∞ (Sunder [271](1987)).

3.6.3 Schwache Operator-Topologie (Palmer [232](2001), Seite 886). Sei-
en X und Y zwei topologische Vektorräume über K. Die von der Produkttopo-
logie von (Y, σ (Y, Y ∗))X auf den Unterraum L(X, Y ) induzierte Topologie heißt
die Topologie der punktweisen schwachen Konvergenz oder die schwache
Operator-Topologie auf L(X, Y ) und wird mit wo bezeichnet.

Sei ⟨·, ·⟩ die kanonische Bilinearform von Y . Setze S := {⟨ · x, y∗⟩ ∈
L(X, Y )# : x ∈ X, y∗ ∈ Y ∗} und L(X, Y )∼ := span(S). Dann ist
σ (L(X, Y ), S) = σ (L(X, Y ), L(X, Y )∼) (siehe Bemerkung 2.4.29(e)) die schwa-
che Operator-Topologie von L(X, Y ). Diese Topologie wird demgemäß von den
mit (x, y∗) ∈ X × Y ∗ indizierten Halbnormen

T 7→ |⟨Tx, y∗⟩|

erzeugt.
Nebenbei sei bemerkt, dass für alle T ∈ L(X, Y ) die Gleichung ∥T∥ =

sup{|⟨Tx, y∗⟩| : x ∈ BX , y∗ ∈ BY ∗} gilt.
Der Abschluss einer Teilmenge A ⊆ L(X, Y ) in der schwachen Operator-

Topologie wird mit cl(wo; A) bezeichnet.
Sei H ein Hilbertraum über K. Äquivalent zu der kanonischen Bilinearform

von Y kann man im Fall von X = Y = H für ⟨·, ·⟩ das Skalarprodukt von
H nehmen. Im Fall von K = C genügt es, nur die Halbnormen mit x = y zu
verwenden; siehe dazu auch Bemerkung 2.2.42.

Für jedes T ∈ L(H) ist die Menge aller

UF (T ) := {S ∈ L(H) : |⟨(T − S)x, y⟩| < 1, (x, y) ∈ F}, F ⊆ H × H endlich,

eine Umgebungsbasis von T in der schwachen Operator-Topologie.
Die schwache Operator-Topologie auf L(H) ist die Initialtopologie der Funk-

tionenfamilie

{L(H) → (H, σ(H, H∗)) , T 7→ Tx : x ∈ H}

(Dixmier [76](1981), Seite 35).
Da L(H) Hausdorff’sch ist, gilt nach den Bemerkungen 2.4.29(a) und (c) die

Gleichung L(H)∼ = (L(H), wo)∗, soll heißen, dass L(H)∼ genau aus den wo-
stetigen linearen Funktionalen auf L(H) besteht. Außerdem gilt per kanonischer
Dualität:

(
L(H)∼, ∥ · ∥L(H)∗

)∗ ∼= L(H) (Palmer [232](2001), Seite 886, Lemma
9.3.2(b)).

Murphy [217](2004), Seite 136: wo-konvergente Folgen in L(H) sind be-
schränkt; dies gilt im Allgemeinen nicht für wo-konvergente Netze in L(H).

3.6.4 Schwach∗-Operator-Topologie (Holmes [137](1975), Seite 215). Sei-
en X und Y normierte Vektorräume über K. Die von der Funktionenfamilie{

L(X, Y ∗) → K, T 7→ ⟨y, Tx⟩ : x ∈ X, y ∈ Y
}
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auf L(X, Y ∗) induzierte Topologie heißt die schwach∗-Operatortopologie; sie wird
mit w∗o bezeichnet. Nebenbei sei bemerkt, dass für alle T ∈ L(X, Y ∗) die Glei-
chung ∥T∥ = sup{|⟨y, Tx⟩| : x ∈ BX , y ∈ BY } gilt.

Setze S :=
{

⟨y, · x⟩ ∈ L(X, Y ∗)# : x ∈ X, y ∈ Y
}

. Für vollständige X, Y

gilt dann: L(X, Y ∗) ∼=
(
span(S), ∥ · ∥L(X,Y ∗)∗

)∗. Ist H ein Hilbertraum über K
und setzt man X := H und Y := H∗, so stimmt diese Topologie offensichtlich
überein mit der schwachen Operatortopologie auf L(H).

3.6.5 Ultraschwache Operator-Topologie (Takesaki [274](2001), Seite 36;
Dixmier [76](1981), Seite 36). Sei (H, ⟨·, ·⟩) ein Hilbertraum über K. Sei
T ∈ L(H) und ℓ ∈ K(H)∗. Es gilt L(H) ∼= K(H)∗∗. Genauer ist mit den
in Bemerkung 3.6.2 definierten Abbildungen f und g zu jedem T ∈ L(H)
ein Funktional kT :=

(
g∗−1 ◦ f

)
(T ) aus K(H)∗∗ assoziiert und man kann

⟨T, ℓ⟩ definieren als ⟨ℓ, kT ⟩. Somit ist K(H)∗ als ein Untervektorraum von
L(H)∗ auffassbar und dieser Untervektorraum wird mit L(H)∗ bezeichnet. Da
L(H)∗ ∼= N(H), ist L(H)∗ ein Prädual von L(H). Dementsprechend kann
man auf L(H) die durch das Dualsystem (L(H), L(H)∗) induzierte lokal kon-
vexe Topologie σ (L(H), L(H)∗) betrachten. Sie wird die σ-schwache Operator-
Topologie oder ultraschwache Operator-Topologie auf L(H) genannt und mit
uwo bezeichnet.

Da L(H) ∼= N(H)∗ ist, kann man gemäß der Bemerkung 2.4.31 das Dual-
system (L(H), L(H)∗) auffassen als das Dualsystem (N(H)∗, N(H)). Für L(H),
aufgefasst als N(H)∗, ist also die ultraschwache Operator-Topologie gleich der
schwach∗-Topologie σ (N(H)∗, N(H)). Die traditionelle Bezeichnung ultra-
schwache Operator-Topologie stammt noch aus der Zeit, wo die Theorie der Ba-
nachräume und der schwach∗-Topologie noch nicht voll etabliert war (Conway
[53](1999)).

Wegen ⟨T, ℓ⟩ = ⟨ℓ, kT ⟩ = ⟨ℓ,
(
g∗−1 ◦ f

)
(T )⟩ = ⟨ℓ,

(
g−1∗ ◦ f

)
(T )⟩ =

⟨g−1(ℓ), f(T )⟩ = spur
(
Tg−1(ℓ)

)
induzieren die mit S ∈ N(H) indizierten Funk-

tionale
ℓS : T 7→ spur(ST )

aus L(H)∗ die ultraschwache Operator-Topologie auf L(H).
Takesaki [274](2001), Seite 67, zeigt, dass genau die Elemente von L(H)∗

als Funktionale der Form T 7→
∑

n∈N ⟨Txn, yn⟩ geschrieben werden können, wo-
bei die (xn)n∈N und (yn)n∈N Folgen des Hilbertraumes H sind mit

∑
n∈N

∥xn∥2 <

∞ und
∑

n∈N
∥yn∥2 < ∞. Somit wird die ultraschwache Operator-Topologie von

L(H) von den Halbnormen

T 7→

∣∣∣∣∣∑
n∈N

⟨Txn, yn⟩

∣∣∣∣∣ mit
∑
n∈N

∥xn∥2 < ∞ und
∑
n∈N

∥yn∥2 < ∞

erzeugt.
Im Fall von K = C genügt es, nur die Halbnormen mit (xn)n∈N = (yn)n∈N

zu verwenden; siehe dazu auch Bemerkung 2.2.42.
Für jedes T ∈ L(H) ist die Menge aller{

S ∈ L(H) :
∣∣∣∣∣∑
ν∈N

⟨(T − S)xµν , yµν⟩

∣∣∣∣∣ < 1, µ = 1, . . . , n

}
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mit (xµν)ν∈N, (yµν)ν∈N ⊆ H,
∑

ν∈N
∥xµν∥2 + ∥yµν∥2 < ∞, µ = 1, . . . , n, n ∈ N,

eine Umgebungsbasis von T in der ultraschwachen Operator-Topologie.
Der Abschluss einer Teilmenge A ⊆ L(H) in der ultraschwachen Operator-

Topologie wird mit cl(uwo; A) bezeichnet.
Die Hilbertraum-Involution ist ultraschwach Operator-stetig.
Mit den Bezeichnungen aus dem Abschnitt über die schwache Operator-

Topologie gilt, dass L(H)∗ der Abschluss von L(H)∼ in L(H)∗ mit seiner Norm-
Topologie ist. Gemäß Satz 2.4.35 (b) stimmt also auf beschränkten Teilmen-
gen von L(H) die schwache Operator-Topologie überein mit der ultraschwachen
Operator-Topologie.

3.6.6 Starke Operator-Topologie. Seien X und Y zwei topologische Vek-
torräume über K. Die von der Produkttopologie von Y X auf den Unterraum
L(X, Y ) induzierte Topologie heißt die Topologie der punktweisen Konvergenz
oder auch die starke Operator-Topologie auf L(X, Y ) und wird mit so bezeich-
net. Man beachte, dass L(X, Y ) in der starken Operator-Topologie im Allge-
meinen nicht Folgen-abgeschlossen ist. Nach dem Satz von Banach-Steinhaus
ist L(X, Y ) in der starken Operator-Topologie Folgen-abgeschlossen, wenn X
und Y Banachräume über K sind. (Mathieu [208](1998), Seite 111.)

Sind X und Y Banachräume über K, dann ist für jedes T ∈ L(X, Y ) die
Menge aller

UF (T ) := {S ∈ L(X, Y ) : ∥(T − S)x∥ < 1, x ∈ F}, F ⊆ X endlich,

eine Umgebungsbasis von T in der starken Operator-Topologie.
Die starke Operator-Topologie wird von den folgenden mit x ∈ X indizierten

Halbnormen erzeugt:
px : T 7→ ∥Tx∥.

Werner [291](2002), Seite 377, Beispiel VIII.2(c), zeigt: Sind X und Y
normierte Räume über K, dann gilt (L(X, Y ); so)∗ = L(X, Y )∼, das heißt, alle
Elemente von (L(X, Y ); so)∗ sind von der Form

T 7→
n∑

ν=1
⟨Txν , y∗

ν⟩

mit xν ∈ X, y∗
ν ∈ Y ∗, ν = 1, . . . , n, n ∈ N.

Ist Y endlichdimensional, dann stimmt die starke Operator-Topologie mit
der schwachen Operator-Topologie überein. Der Abschluss einer Teilmenge A ⊆
L(X, Y ) in der starken Operator-Topologie wird mit cl(so; A) bezeichnet.

Sei H ein Hilbertraum über K. Für den Fall X = Y = H gilt: Außer wenn
H endlichdimensional ist, ist die Hilbertraum-Involution nicht stark Operator-
stetig.

Mathieu [208](1998), Seite 334: Da L(H) so-Folgen-abgeschlossen ist, sind
so-konvergente Folgen nach dem Satz von Banach-Steinhaus beschränkt. Für
Netze gilt das Analoge im Allgemeinen nicht: Zum Beispiel ist das Netz TU :=
n(1 − pU ), U ∈ I, wobei I := {V ⊆ L(H) : V endlichdimensionaler Unterraum
von H} kanonisch durch Inklusion gerichtet ist, pU die Projektion auf U ist und
n = dim(U) gilt, zwar gegen 0 so-konvergent, aber unbeschränkt.
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3.6.7 Ultrastarke Operator-Topologie (Dixmier [76](1981), Seite 35;
Takesaki [274](2001), Seite 68). Sei (H, ⟨·, ·⟩) ein Hilbertraum über K. Die
von der Menge der mit ℓ ∈ L(H)∗, ℓ ≧ 0, indizierten Halbnormen

pℓ : T 7→ ℓ (T ∗T )1/2

erzeugte lokal konvexe Topologie auf L(H) heißt die σ-starke Operator-Topologie
oder ultrastarke Operator-Topologie oder stärkste Operator-Topologie und wird
mit uso bezeichnet. Gemäß der Definition von L(H)∗ sind im Fall von K = C
die Halbnormen pℓ, ℓ ∈ L(H)∗, ℓ ≧ 0, genau die Abbildungen

T 7→

(∑
n∈N

∥Txn∥2

)1/2

mit (xn)n∈N ⊆ H,
∑
n∈N

∥xn∥2 < ∞.

Der Abschluss einer Teilmenge A ⊆ L(H) in der ultrastarken Operator-Topo-
logie wird mit cl(uso; A) bezeichnet.

Die Hilbertraum-Involution ist im Allgemeinen nicht ultrastark Operator-
stetig.

3.6.8 Stark∗ Operator-Topologie. Sei H ein Hilbertraum über K. Die stark∗

Operator-Topologie s*o auf L(H) wird von der folgenden Menge von Halbnor-
men erzeugt:

{T 7→ ∥Tx∥, T 7→ ∥T ∗x∥ : x ∈ H} ,

wobei T ∗ die Hilbertraumadjungierte von T ist. Bratteli und Robinson
[37](1987), Seite 69, verwenden als Halbnormen die Abbildungen T 7→ ∥Tx∥ +
∥T ∗x∥, x ∈ H.

Der Abschluss einer Teilmenge A ⊆ L(H) in der stark∗ Operator-Topologie
wird mit cl(s*o; A) bezeichnet.

3.6.9 Ultrastark∗ Operator-Topologie. Sei H ein Hilbertraum über K. Die
von der Menge der mit ℓ ∈ L(H)∗, ℓ ≧ 0, indizierten Halbnormen

pℓ : T 7→ (ℓ (T ∗T ) + ℓ (TT ∗))1/2

erzeugte lokal konvexe Topologie auf L(H) heißt die σ-stark∗ Operator-Topologie
oder ultrastark∗ Operator-Topologie und wird mit us*o bezeichnet. Gemäß der
Definition von L(H)∗ sind im Fall von K = C die Halbnormen pℓ, ℓ ∈ L(H)∗,
ℓ ≧ 0, genau die Abbildungen T 7→

(∑
n∈N ∥Txn∥2 +

∑
n∈N ∥T ∗xn∥2)1/2 mit

(xn)n∈N ⊆ H,
∑

n∈N
∥xn∥2 < ∞.

Diese Topologie ist die schwächste Topologie, die stärker als die ultrastarke
Operator-Topologie ist und in der die Hilbertraum-Involution stetig ist.

3.6.10 Bemerkung (Sunder [271], Seite 11). Es gilt folgendes Schema von
Mengeninklusionen von (Operator-)Topologien:

Norm ⊇ Mackey ⊇ σ-stark∗ ⊇ σ-stark ⊇ σ-schwach⊇ ⊇ ⊇

stark∗ ⊇ stark ⊇ schwach
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Mit den Topologieabkürzungen liest sich dieses Schema als:

∥ · ∥ ⊇ τ ⊇ us∗o ⊇ uso ⊇ uwo ≡ w∗

⊇ ⊇ ⊇

s∗o ⊇ so ⊇ wo

Dabei bezieht sich die Mackey-Topologie auf das Dualsystem (L(H), N(H)),
mit anderen Worten ist als Mackey-Topologie τ(L(H), L(H)∗) gemeint. Wenn H
unendlichdimensional ist, dann ist jede dieser Inklusionen echt. Da die schwache
Topologie σ(L(H), L(H)∗) stärker ist als die ultraschwache Operator-Topologie,
sprich schwach∗-Topologie σ(L(H), L(H)∗), ist die schwache Topologie stärker
als die schwache Operator-Topologie.

3.6.11. Auf der abgeschlossenen Einheitskugel BL(H), H ein Hilbertraum über
K, gilt: wo|BL(H) = uwo|BL(H), so|BL(H) = uso|BL(H) und s∗o|BL(H) =
us∗o|BL(H); siehe dazu 3.6.5 und Takesaki [274](2001), Seite 69, Lemma 2.5
und Li [198](2003), Seite 62, Theorem 4.2.2.

3.6.12 Satz. Sei H ein Hilbertraum über C. Dann gilt:(
L(H), wo

)∗ =
(
L(H), so

)∗ =
(
L(H), s*o

)∗

und
(
L(H), uwo

)∗ =
(
L(H), uso

)∗.

Beweis. Palmer [232](2001), Seite 886; Dixmier [76](1981), Seite 39;

3.6.13 Satz (Li [198] (2003), Seite 63). Sei H ein Hilbertraum über R und
ℓ ∈ L(H)#. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) ℓ ist uwo-stetig.

(b) ℓ ist uso-stetig.

(c) ℓ ist us*o-stetig.

(d) ℓ ↾ λ · BL(H) ist wo-stetig für alle λ ∈ R+.

(e) ℓ ↾ λ · BL(H) ist so-stetig für alle λ ∈ R+.

3.6.14 Korollar. Sei H ein Hilbertraum über K und K eine konvexe Teilmenge
von L(H). Dann gilt cl(wo; K) = cl(so; K) und cl(uwo; K) = cl(uso; K). Im
Fall von K = C gilt cl(wo; K) = cl(so; K) = cl(s*o; K) und cl(uwo; K) =
cl(uso; K) = cl(us*o; K).

Beweis. Siehe Korollar 2.6.11. Quelle: Conway [53](1999), Seite 38; Li [198]
(2003), Seite 62; Bratteli und Robinson [37](1987), Seite 71.

3.6.15 Bemerkung. Sei H ein Hilbertraum über K. Mit jeder der hier be-
schriebenen Operator-Topologie ist L(H) eine topologische Algebra.

Beweis. Siehe Naimark [221](1972), Seite 449; Palmer [232](2001), Seite 885.
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3.6.16 Bemerkung. Sei H ein unendlichdimensionaler Hilbertraum über K.
Die Involution von L(H), also die Bildung der Hilbertraumadjungierten, ist
wo-, uwo- und nach Konstruktion s*o- und us*o-stetig, aber weder so- noch
uso-stetig. Somit ist L(H)(∗) in den wo-, uwo-, s*o- und us*o-Topologien abge-
schlossen.

Beweis. Siehe Dixmier [76](1969); Holdgrün [135](1983), Seite 407;
Naimark [221](1972), Seite 449; Bratteli und Robinson [37](1987), Sei-
te 69.

3.6.17 Satz (Li [198] (2003), Seite 69). Sei A eine ∗-Unteralgebra von L(H),
H ein Hilbertraum über R. Dann gilt: cl(wo; A) = cl(so; A) = cl(s*o; A) =
cl(uwo; A) = cl(uso; A) = cl(us*o; A).

3.6.18 Satz. Sei A eine ∗-Unteralgebra von L(H), H ein Hilbertraum über C.
Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) A ist wo-abgeschlossen. (b) BA ist wo-abgeschlossen.
(c) A ist so-abgeschlossen. (d) BA ist so-abgeschlossen.
(e) A ist uwo-abgeschlossen. (f) BA ist uwo-abgeschlossen.
(g) A ist uso-abgeschlossen. (h) BA ist uso-abgeschlossen.
(i) A ist s*o-abgeschlossen. (j) A ist us*o-abgeschlossen.

Beweis. (a) bis (e): Dixmier [76](1981), Seite 45.
(i) und (j) folgen aus (a) und (e) per Korollar 3.6.14 und Bemerkung 1.2.5.

3.7 W ∗-Algebren
3.7.1 Definition (Palmer [232](2001), Seite 799; Li [198](2003), Seiten 63
und 123; Sakai [253](1971), Seite 103).

(a) Eine von Neumann-Algebra über K ist eine ∗-Unteralgebra A von L(H)
für einen Hilbertraum H über K, für die A = A′′ gilt. Genauer sagt man
auch, dass A eine von Neumann-Algebra auf H über K sei.

(b1) Eine W ∗-Algebra über K auf einem Hilbertraum H ist eine in der schwa-
chen Operator-Topologie abgeschlossene ∗-Unteralgebra von L(H), H ein
Hilbertraum über K.

(b2) Eine W ∗-Algebra über R auf einem Hilbertraum H über C ist eine in der
schwachen Operator-Topologie abgeschlossene ∗-Unteralgebra von L(H)R,
H ein Hilbertraum über C.

(c1) Eine W ∗-Algebra über R ist eine Banach-∗-Algebra über R, die isometrisch
∗-isomorph zu einer von Neumann-Algebra über R ist.

(c2) Eine W ∗-Algebra über C ist eine ∗-Algebra über C, die ∗-isomorph zu einer
von Neumann-Algebra über C ist.

3.7.2 Bemerkung. Eine äquivalente Formulierung der Definition einer W ∗-
Algebra über C lautet: Eine W ∗-Algebra über C ist eine ∗-Algebra über C, die
eine treue ∗-Darstellung als eine von Neumann-Algebra über C besitzt.
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Ist H ein Hilbertraum über C, so nennt von Neumann eine Teilmenge M
von L(H) einen Ring, falls M eine W ∗-Algebra über C auf dem Hilbertraum H
ist (von Neumann [224](1929), II.1).

3.7.3 Bemerkung (Usmanov [281](2000), Seite 828). Eine andere Definition
einer von Neumann-Algebra über R ist in dem Umfeld von Størmer (Oslo,
Norwegen), Ayupov (Taschkent, Usbekistan) und anderen üblich; sie lautet: Sei
H ein Hilbertraum über C. Sei A eine ∗-Unteralgebra über R von L(H)R. Ist
A als Teilmenge von L(H) in der schwachen Operator-Topologie abgeschlossen,
IdH ∈ A und ist A “ziemlich reell“ in dem Sinne, dass A ∩ iA = {0} gilt, so
heißt A eine von Neumann-Algebra über R nach Størmer-Ayupov .

Sei A eine von Neumann-Algebra über R nach Størmer-Ayupov und H der
dazugehörende Hilbertraum über C. Sei F ⊆ L(H) die kleinste von Neumann-
Algebra über C, die A als Menge umfasst. Dann gilt F = A(C). Siehe auch Satz
3.7.12.

3.7.4 Bemerkung (Palmer [232](2001), Seite 889). Sei H ein Hilbertraum
über K. Nach Satz 2.7.4 ist jede von Neumann-Algebra A ⊆ L(H) über K eine
Norm-abgeschlossene ∗-Unteralgebra A von L(H) und somit eine C∗-Algebra
über K von Operatoren. Folglich ist jede von Neumann-Algebra über K und
jede W ∗-Algebra über K eine C∗-Algebra über K. Jede W ∗-Algebra über K auf
H ist eine C∗-Algebra über K.

(Topping [278](1971)). Sei H ein Hilbertraum über K und A eine Teilmen-
ge von L(H). Dann ist nach Satz 2.7.4 und Bemerkung 3.6.15 die Menge A′

abgeschlossen in jeder der in Abschnitt 3.6 definierten Operator-Topologie von
L(H).

Insbesondere ist nach Satz 3.2.39 für jede ∗-Teilmenge A ⊆ L(H) die Kom-
mutante A′ eine W ∗-Algebra über K auf H und, wenn man auch den Satz
2.3.26(e) berücksichtigt, eine von Neumann-Algebra über K; ist des Weiteren
E eine von Neumann-Algebra auf H über K mit A ⊆ E, dann ist A′′ wegen
A ⊆ A′′ ⊆ E′′ = E die kleinste von Neumann-Algebra über K, die A umfasst.

Ist S eine Teilmenge von L(H) und bezeichnet S∗ die Menge aller Hilbert-
raumadjungierten T ∗ von T mit T ∈ S, so sagt man daher, dass (S ∪ S∗)′′ die
von S erzeugte von Neumann-Algebra über K sei.

3.7.5 Von Neumann’s Doppel-Kommutanten-Theorem. Sei H ein Hil-
bertraum über K. Für jede ∗-Unteralgebra A von L(H), die im Fall von K = R
IdH enthält und im Fall K = C wesentlich ist, gilt: A wo-abgeschlossen ⇔ A =
A′′.

Beweis. Für einen direkten Beweis siehe: Sunder [271] (2001), Seite 888; Li
[198](2003), Seite 67.

3.7.6 Von Neumann’s Dichte-Theorem. Sei H ein Hilbertraum über K.
Für jede ∗-Unteralgebra A von L(H), die im Fall von K = R IdH enthält und
im Fall K = C wesentlich ist, gilt cl(wo; A) = A′′.

Beweis. Für den Fall K = C siehe zum Beispiel: Palmer [232](2001), Seite 888;
Dixmier [76](1981), Seite 45; Murphy [217](2004), Seite 115, Lemma 4.1.4.
Für den Fall K = R siehe Satz 2.7.6.
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3.7.7. Der Satz 2.7.6 sagt, dass das von Neumann’sche Doppel-Kommutan-
ten-Theorem und das von Neumann’sche Dichte-Theorem äquivalente Aussagen
sind. Das ist speziell im Fall von K = R von Interesse, da hier nur ein Beweis
für das von Neumann’sche Doppel-Kommutanten-Theorem vorlag.

3.7.8. Für eine direkte Folgerung des von Neumann’schen Dichte-Theorems
3.7.6 betrachte man einen Hilbertraum H über C. Sei A eine wesentliche ∗-
Unteralgebra von L(H). Dann ist nach dem Neumann’schen Dichte-Theorem
A′′ die kleinste wo-abgeschlossene ∗-Unteralgebra von L(H), die A umfasst. Be-
rücksichtigt man noch, dass nach Satz 2.3.26(i) S′ = (S ∪ {IdH})′ gilt, so hat
man folglich: Ist S eine Teilmenge von L(H), H ein Hilbertraum über K, und
bezeichnet S∗ die Menge aller Hilbertraumadjungierten T ∗ von T mit T ∈ S,
dann ist (S ∪ S∗)′′ die kleinste W ∗-Algebra über K auf H, die S umfasst; man
kann also von (S ∪ S∗)′′ als die von S erzeugte W ∗-Algebra über K auf H
sprechen.

3.7.9 Kaplansky’s Dichte-Theorem (Li [198](2003), Seite 68, Theorem
4.4.1; Li [197](1992), Seite 35, Theorem 1.6.1). Sei H ein Hilbertraum über
K, U und V zwei ∗-Unteralgebren von L(H) mit U ⊆ V . Ist U wo-dicht in V ,
dann ist BU τ(L(H), L(H)∗)-dicht in BV .

3.7.10. Ist also speziell W eine W ∗-Algebra über K auf einem Hilbertraum H
und A ⊆ W eine in W wo-dichte ∗-Unteralgebra von L(H) (also cl(wo; A) = W ),
so ist BA in der Mackey-Topologie τ(L(H), L(H)∗) dicht in BW , das heißt,
für jedes x ∈ BW hat jede τ -Umgebung von x einen nicht leeren Durch-
schnitt mit BA. Wegen 1.2.17(ℓ) und Bemerkung 3.6.10 ist also auch für je-
de Topologie τ ∈ {us∗o, s∗o, uso, so, w∗, wo} BA τ -dicht in BW . Für jedes
τ ∈ {us∗o, s∗o, uso, so, w∗, wo} gilt nach 3.6.11 also

cl(τ ; A) ∩ BL(H) = cl(τ ; BA).

Im Fall von K = C gilt

cl(so; A) ∩ BL(H) ∩ Pos(∗σ; L(H)) ⊆ cl
(
so; BA ∩ Pos(∗σ; A)

)
.

und
cl(so; A) ∩ BL(H) ∩ L(H)(∗) ⊆ cl

(
so; BA ∩ A(∗)

)
.

Folglich gilt:

3.7.11 (Palmer [232](2001), Seite 890). Sei H ein Hilbertraum über C. Für
jede wesentliche ∗-Unteralgebra A von L(H) gilt: BA′′ = cl(τ ; BA) mit τ ∈
{wo, so, s∗o}. Siehe hierzu auch 3.7.44.

3.7.12 Satz (Li [198](2003), Seite 63). Sei A eine ∗-Unteralgebra A von L(H)
für einen Hilbertraum H über R. Dann ist A genau dann eine von Neumann-
Algebra auf H über R, wenn A(C) eine von Neumann-Algebra auf H(C) über C
ist.

3.7.13 Satz (Palmer [232](2001), Seite 889). Sei H ein Hilbertraum über K
und A eine Teilmenge von L(H). Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) A ist eine von Neumann-Algebra über K.
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(b) Es gibt eine ∗-Teilmenge S ⊆ L(H) mit A = S′.

(c) A ist eine W ∗-Algebra über K auf H mit IdH ∈ A.

(d) A ist eine ∗-Algebra mit IdH ∈ A und wo-abgeschlossenem BA.

Im Fall von K = C ist zu (a) bis (d) zusätzlich äquivalent:

(d) A ist eine wesentliche W ∗-Algebra über C auf H.

Beweis. (a) ⇒ (b): Klar. (b) ⇒ (c): Sätze 3.2.39, 2.3.26(h) und 2.7.4. (c) ⇒ (a):
Das ist der von Neumann’sche Doppel-Kommutanten-Satz 3.7.5. (c) ⇒ (e): Jede
∗-Unteralgebra von H die IdH enthält ist wesentlich. (e) ⇒ (a): Das ist das von
Neumann’sche Dichte-Theorem 3.7.6. Bezüglich (a)⇔(d) siehe Li [197](1992),
Seite 36 und Li [198](2003), Seite 68.

3.7.14 Satz. Sei A eine W ∗-Algebra über K auf einem Hilbertraum H. Dann
hat A eine Eins.

Beweis. Für den Fall K = C siehe Murphy [217](2001), Seite 118, per approxi-
mativer Eins. Für den Fall K = R hat man: Kaplansky [171](1968), Seite 130,
bemerkt, dass jede W ∗-Algebra über R auf einem Hilbertraum H ein in [171] auf
Seite 3 definierter Baer-Ring ist. Jeder Baer-Ring gemäß [171] hat eine Eins.

Man beachte, dass die Eins in Satz 3.7.14 nicht gleich IdH zu sein braucht.

3.7.15 Bemerkung. Sei A eine W ∗-Algebra über K auf einem Hilbertraum H.
Bezeichne p die Eins von A. Nach Satz 2.4.8 ist A +K IdH wo-abgeschlossen in
L(H), was man hier auch direkt zeigen kann: Dazu darf man gemäß den Sätzen
3.6.17 und 3.6.18 mit der so-Topologie argumentieren. Da im Fall p = IdH

nichts zu zeigen ist, sei p ̸= IdH . Sei b ∈ cl(so; A + K IdH). Sei (bν) ein
Netz in A + K IdH , das gegen b so-konvergiert. Da (L(H); so) eine topolo-
gische Algebra ist, so-konvergiert das Netz (bν(IdH − p)) gegen b(IdH − p).
Die bν lassen sich alle schreiben als aν + λνIdH , aν ∈ A, λν ∈ K. Wegen
bν (IdH − p) = (aν + λνIdH) (IdH − p) = λν (IdH − p) so-konvergiert das Netz
(λν (IdH − p)) gegen b (IdH − p). Das Netz (λν (IdH − p)) liegt im eindimensio-
nalen und daher so-abgeschlossenen Unterraum K (IdH − p) und so-konvergiert
daher gegen λ (IdH − p) für ein λ ∈ K. Wegen |λν − λ| · ∥ (IdH − p) x∥ =
∥
(

λν (IdH − p) − λ (IdH − p)
)

x∥ → 0 für alle x ∈ X, konvergiert das Netz (λν)
gegen λ. Somit so-konvergiert wegen |λν −λ|∥x∥ = ∥ (λν − λ) IdHx∥ → 0 für alle
x ∈ X, das Netz (λνIdH) gegen λ·IdH und damit das Netz (aν) = (bν)−(λνIdH)
gegen a := b − λIdH . Da alle aν ∈ A und A so-abgeschlossen ist, gilt a ∈ A.
Also b = a + λIdH ∈ A + K IdH und A + K IdH ist so- und damit auch
wo-abgeschlossen in L(H).

Nach Satz 3.7.13(c) oder auch direkt nach dem von Neumann’schen Dichte-
Theorem 3.7.6 gilt also A +K IdH = (A +K IdH)′′ und A +K IdH ist eine von
Neumann-Algebra über K. Nach Satz 2.3.26(i) ist A′ = (A + K IdH)′. Somit
hat man

A′′ = A + K IdH (3.16)



3.7. W ∗-Algebren 206

(also auch A′′ = A + K (IdH − p)) und nach der Bemerkung 2.3.21 und den
Gleichungen (2.7), (2.9) und (2.12) aus 2.1.33 ergibt sich die folgende Versi-
on des von Neumann’schen Doppel-Kommutanten-Theorems für W ∗-
Algebren über K auf einem Hilbertraum:

A = {T ∈ A′′ : Tp = T} = A′′p (3.17)
= {T ∈ A′′ : pT = T} = pA′′ (3.18)
= {T ∈ A′′ : pTp = T} = pA′′p = Up(A′′). (3.19)

(Siehe auch 3.4.24.) Quellen dieser Bemerkung: Topping [278](1979), Sei-
te 13; Holdgrün [135](1983), Seite 415; Holdgrün [136](1987), Seite 7; Con-
way [53](1999), Seite 243.

Als eine Folgerung des von Neumann’schen Doppel-Kommutanten-Theorems
für W ∗-Algebren über K auf einem Hilbertraum hat man:

3.7.16 Satz (Murphy [217](2001), Seite 117). Sei A eine W ∗-Algebra über K
auf einem Hilbertraum H und bezeichne p die Eins von A. Dann ist p ∈ A′, p
ist eine Projektion, die Abbildung

A → Ap, T 7→ Tp (siehe 3.4.22)

ein isometrischer ∗-Isomorphismus und Ap ist eine von Neumann-Algebra auf
pH über K.

Beweis. p Eins ⇒ pa = a = ap für alle a ∈ A, also p ∈ A′. Nach Bemerkung
3.2.12(b) ist p eine Projektion. Da p eine Eins von A ist, gilt pTpx = Tx für alle
x ∈ H, das heißt, Up(A) = A. Daher ist einerseits nach 3.4.22 die Abbildung
T 7→ Tp ein ∗-Isomorphismus und andererseits ∥Tp∥ = sup

{
∥Tpx∥ : x ∈ pH,

∥x∥ ≦ 1
}

= sup {∥pTpx∥ : x ∈ H, ∥x∥ ≦ 1} = ∥T∥. Unmittelbar direkt aus der
Gleichung 3.16 oder aus der Gleichung 3.19 liest man die Gleichung Ap = (A′′)p

ab, und da nach 3.4.22(f) die Gleichung (A′′)p = (Ap)′′ gilt, folgt Ap = (Ap)′′

und Ap ist eine von Neumann-Algebra.

3.7.17 Korollar. Jede W ∗-Algebra über K auf einem Hilbertraum H ist eine
W ∗-Algebra über K.

3.7.18. Ist A eine W ∗-Algebra über C auf einem Hilbertraum H, die nicht
wesentlich ist, dann kann man also einerseits gemäß Satz 3.7.16 den Hilbertraum
H auf eH verkleinern (Kompression) oder andererseits gemäß Bemerkung 3.7.15
die Algebra A um das Element IdH erweitern (Anknüpfen des Skalarbereiches),
um sich auf den Fall einer von Neumann-Algebra zurückziehen zu können.

Als Folgerung von Satz 3.4.27 und von dem von Neumann’schen Dichte-
Theorem 3.7.6 hat man allgemein:

3.7.19 Satz (Palmer [232](2001), Seite 890). Sei A eine ∗-Unteralgebra von
L(H) für einen Hilbertraum H über C. Sei p die Projektion auf den abgeschlos-
senen Unterraum cl(AH) (also die Projektion von Satz 3.4.27). Dann ist p ∈
cl(wo; A) und p ist Eins in cl(wo; A). Des Weiteren ist {T ↾ pH : T ∈ cl(wo; A)}
eine von Neumann-Algebra über C auf pH und A′′ ist gleich C(IdH − p) ⊕
cl(wo; A).
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3.7.20 (Li [198](2003), Seite 67; Li [197](1992), Seite 17; Conway [53](1999),
Seite 246). Sei H ein Hilbertraum über K und A eine von Neumann-Algebra
auf H über K. Sei p ∈ Proj(A). Dann gilt:

(a) Ap ist eine von Neumann-Algebra auf pH über K und es gilt (Ap)′ =
(A′)p.

(b) Bezeichnet Z das Zentrum von A, so ist das Zentrum von Ap gleich Zp.

3.7.21. Dass eine W ∗-Algebra A über K auf einem Hilbertraum H ein Dual-
raum ist, ist klar: Man betrachte das Dualsystem

(
L(H), L(H)∗

)
. Nach Satz

2.4.36(a) gilt
(

N(H)/A◦
)∗ ∼= A◦◦ und da A schwach∗ abgeschlossen ist, folgt

mit dem Bipolarensatz 2.5.6, dass A der Dualraum von N(H) modulo dem
Annihilator von A ist, soll heißen, A ist der Dualraum von N(H)/A◦.

Shōichirō Sakai formulierte 1956 eine abstrakte Charakterisierung der W ∗-
Algebren über C, die 1996 von Isidro und Rodríguez Palacios auch auf den
reellen Fall erweitert worden ist.

3.7.22 Satz. Sei A eine C∗-Algebra über K, die im Fall von K = C mit ihrer
intrinsischen C∗-Norm versehen sei. Dann sind äquivalent:

(a) A ist eine W ∗-Algebra über K.

(b) A hat ein Prädual.

Beweis. Im Fall von K = C siehe Takesaki [274](2001), Seite 133, Theorem 3.5.
Siehe auch Pedersen [233](1979), Seite 67, Theorem 3.9.8, der (b) nach (a)
mittels der monotonen Vollständigkeit — siehe hier Definition 3.7.32 — zeigt.
Für den Fall K = R hat man: Chu, Dang, Russo und Ventura [48](1993),
Seite 103, Korollar 2.5, zeigen, dass A genau dann eine W ∗-Algebra über R
ist, wenn A ein Prädual hat und A mit ihrer schwach∗-Topologie eine topolo-
gische Algebra ist. Isidro und Rodríguez Palacios [148](1996), Seite 3410,
Theorem 1.11, zeigen die Implikation von (b) nach (a).

3.7.23 (Mathieu [208](1998)). Satz 3.7.22 zeigt, dass die uwo-stetigen ∗-Homo-
morphismen zwischen von Neumann-Algebren “die richtigen“ sind: Sei T : A →
B ein unitaler uwo-stetiger ∗-Homomorphismus zwischen zwei von Neumann-
Algebren A und B. Dann ist T (A) eine von Neumann-Unteralgebra von B.
(Siehe auch Satz 3.7.40.)

3.7.24 Bemerkung. Jede W ∗-Algebra über K ist mit ihrer schwach∗-Topologie
eine topologische Algebra.

Beweis. Der Fall K = R kam im Beweis von Satz 3.7.22 vor. Für den Fall K = C
siehe Sakai [253](1971), Seite 18, Theorem 1.7.8.

3.7.25 Satz. Sei A eine Banach-∗-Algebra über R. Dann ist A genau dann eine
W ∗-Algebra über R, wenn A(C) eine W ∗-Algebra über C ist, so dass A kanonisch
isometrisch isomorph in A(C)R eingebettet ist. Ist A eine W ∗-Algebra über R,
dann ist A in dieser W ∗-Algebra A(C) schwach∗-abgeschlossen.

Sei a ∈ A, dann konvergiert ein Netz in A genau dann schwach∗ gegen a,
wenn es in der W ∗-Algebra A(C) schwach∗ gegen a konvergiert.

Beweis. Li [198](2003), Seite 123 und Chu, Dang, Russo und Ventura [48]
(1993), Seite 101.
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3.7.26 Korollar. Sei A eine C∗-Algebra über R. Dann ist A genau dann eine
W ∗-Algebra über R, wenn A eine treue Darstellung als eine W ∗-Algebra über R
auf einem Hilbertraum über C besitzt.

Beweis. Li [198](2003), Seite 123 und Chu, Dang, Russo und Ventura [48]
(1993), Seite 103, Korollar 2.5.

3.7.27 Satz. Jede W ∗-Algebra über K besitzt eine Eins.

Beweis. Für den Fall K = C siehe Takesaki [274](2001), Seite 137. Für den
Fall K = R siehe Li [198](2003), Seite 123; man beachte auch Isidro und
Rodríguez Palacios [148](1996), Seite 3409, Satz 1.9, die zum Beweis die
Theorie der JB∗-Tripel verwenden.

3.7.28 Definition. Eine W ∗-Algebra über K heißt ein Faktor , wenn sein Zen-
trum gleich K · e ist.

3.7.29 Faktor I. (a) Das Zentrum Z einer von Neumann-Algebra A über K
ist selbst auch eine von Neumann-Algebra über K: Z ′ = (A′ ∩ A)′ ⊇ A′′ ∪ A′ =
A ∪ A′, also Z ′′ ⊆ (A ∪ A′)′ = A′ ∩ A′′ = Z ⊆ Z ′′ und somit Z = Z ′′.

(b) Ein Faktor ist also eine W ∗-Algebra, die so nichtkommutativ wie nur
möglich ist. (Pedersen [234](1989), Seite 174.)

(c) Sei H ein Hilbertraum über R und A eine von Neumann-Algebra auf H
über R. Es sei an Satz 3.7.12 erinnert. Bezeichne Z das Zentrum von A. Dann
ist das Zentrum von A(C) gleich Z(C). Insbesondere ist A genau dann ein Faktor,
wenn A(C) ein Faktor ist. (Li [198](2003), Seite 67.)

(d) Ist H ein Hilbertraum über C, so ist L(H) ein Faktor. (Kadison und
Ringrose, Seite 182.)

(e) Für ein Beispiel eines Faktors, der nicht ∗-isomorph zu L(H) für irgend-
einen Hilbertraum H über C ist, siehe Murphy [217](2004), Seite 182.

(f) Sei H ein Hilbertraum H über K. Dann gilt K(H)′ = K · IdH . Da K(H)
gemäß Bemerkung 2.10.10 und Satz 3.7.22 nur genau für endlichdimensionales H
eine W ∗-Algebra über K ist, ist K(H) auch genau nur für endlichdimensionales
H ein Faktor.

(g) Kadison zeigte 1951, dass eine von Neumann-Algebra A über C genau
dann ein Faktor ist, wenn A(∗) ein Antiverband ist.

3.7.30 (Palmer [232](2001), Seite 895). Sei H ein Hilbertraum über C. In
3.5.48 wurde erwähnt, dass L(H)(∗) ein Antiverband ist. 1946 zeigte Jean-
Pierre Vigier, dass gewisse Netze in L(H) ein Suprema haben; es gilt nämlich
das folgende Monotonieprinzip:

3.7.31 Satz von Vigier. Sei H ein Hilbertraum über K und (Tν)ν∈I ein mono-
ton steigendes, nach oben ordnungsbeschränktes Netz in L(H)(∗). Dann existiert
ein T ∈ L(H)(∗) mit:

(a) T = sup Tν .

(b) Tν
τ−→ T für alle τ ∈ {wo, so, w∗, uso, s∗o, us∗o}.

Beweis. (Nach Mathieu [208] (1998), Seite 335; Conway [53] (1999);
Strătilă und Zsidó [270](1979), Seite 39; Sunder [271](1987), Seite 17.)
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Sei S ∈ L(H)(∗) eine obere Schranke von (Tν)ν∈I . Ohne Einschränkung kann
man Tν ≧ 0 für alle ν ∈ I annehmen; sonst wähle man ein beliebiges µ ∈ I, und
der Beweis für das Netz (Tν − Tµ)ν≧µ beweist die Aussage für das Ausgangsnetz.
Für alle ν ∈ I hat man also 0 ≦ Tν ≦ S und somit nach 3.5.47 auch ∥Tν∥ ≦ ∥S∥.
Wegen der Äquivalenz R ∈ Pos(∗, L(H)) ⇔ ⟨Rx, x⟩ ≧ 0 ∀x ∈ H, ist für jedes
x ∈ H (⟨Tνx, x⟩)ν∈I ein monoton steigendes Netz in R, das durch ∥S∥∥x∥2

beschränkt ist. Somit ist jedes solche Netz konvergent und man kann definieren:

m(x) := sup
ν

⟨Tνx, x⟩ = lim
ν

⟨Tνx, x⟩ für alle x ∈ H

und die somit definierte Funktion m : H → R ist positiv und im Fall von K = R
quadratisch. Per Polarisierung definiert man die gleichnamige Funktion m : H ×
H → K, wobei im Fall von K = R gemäß 2.2.40

m(x, y) := 1
4
(
m(x + y) − m(x − y)

)
für alle x, y ∈ H

und im Fall von K = C gemäß 2.2.41

m(x, y) := 1
4

3∑
k=0

ikm(x + iky) für alle x, y ∈ H

gesetzt wird. m : H × H → K ist dann eine beschränkte, hermitesche, positi-
ve Sesquilinearform mit ∥m∥ ≦ ∥S∥. Für beliebiges, aber festes x ∈ H ist die
mit mx bezeichnete Abbildung y 7→ m(x, y) eine stetige Linearform auf H mit
Norm höchstens ∥m∥∥x∥. Nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz, exis-
tiert daher genau ein zx ∈ H, so dass ⟨y, zx⟩ = m(x, y), also ⟨zx, y⟩ = m(x, y)
für alle y ∈ H gilt. Setzt man Tx := zx, so erhält man die Abbildung
T ∈ L(H) mit ∥T∥ = ∥m∥ und ⟨Tx, y⟩ = m(x, y) für alle x, y ∈ H. Dass
die Abbildung m positiv ist, heißt gerade genau, dass T ≧ 0 ist; daher ist
T ∈ L(H)(∗). Da für alle ν ∈ I, x ∈ H ⟨Tx, x⟩ = m(x, x) ≧ ⟨Tνx, x⟩, also
⟨(T − Tν)x, x⟩ ≧ 0, ist T eine obere Schranke des Netzes (Tν)ν∈I . Ist anderer-
seits R ∈ L(H)(∗) eine obere Schranke für {Tν : ν ∈ I}, so gilt für jedes x ∈ H
⟨Tx, x⟩ = m(x, x) = limν⟨Tνx, x⟩ ≦ ⟨Rx, x⟩, also T ≦ R, T = sup Tν in L(H)(∗)
und (a) ist gezeigt. Nebenbei bemerkt man hier für den Fall K = C Tν → T in
der wo-Topologie. Da nach 3.6.11 auf beschränkten Teilmengen von L(H) die
wo-Topologie mit der w∗-Topologie übereinstimmt, hat man somit für den Fall
K = C auch Tν → T in der w∗-Topologie. Dies lässt sich aber auch wie folgt
direkt und allgemein gültig für den K-Fall zeigen:

Vorab aber erst noch eine kleine Zwischenrechnung: Für alle ν ∈ I gelten
wegen 0 ≦ Tν , −Tν ≦ 0, T − Tν ≦ T und Tν ≦ T, 0 ≦ T − Tν , die Ungleichungen
0 ≦ T − Tν ≦ T , also ∥T − Tν∥ ≦ ∥T∥. Nun zurück zu der eigentlichen Rech-
nung. Seien (xn)n∈N und (yn)n∈N zwei Folgen in H mit

∑
n∈N ∥xn∥2 < ∞ und∑

n∈N ∥yn∥2 < ∞. Sei N ∈ N und ν ∈ I. Dann gilt:
∑

n∈N |⟨(T − Tν)xn, yn⟩| ≦∑N
n=0 |⟨(T − Tν)xn, yn⟩| + ∥T∥

∑∞
n=N+1 ∥xn∥∥yn∥ =: RN,ν . Für jedes N ∈ N

erhält man somit ein Netz (RN,ν)ν∈I in R, das gegen RN := ∥T∥
∑∞

n=N+1 ∥xn∥·
∥yn∥ konvergiert. Da (RN )N∈N eine Nullfolge ist, gilt Tν → T in der w∗-
Topologie.

Aussage (b) des Satzes von Vigier wird in der Literatur oft nur für die
so-Konvergenz formuliert. Diese zeigt sich beispielsweise wie folgt: Nach Satz
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3.5.43 existiert zu jedem Q ∈ Pos(∗; L(H)) genau ein R ∈ Pos(∗; L(H)) mit
Q = R2 und im Folgenden sei Q1/2 für solch ein R geschrieben. Für alle ν ∈ I,
x ∈ H gilt: ∥(T − Tν)x∥2 = ∥(T − Tν)1/2(T − Tν)1/2x∥2 ≦ ∥(T − Tν)1/2∥2∥(T −
Tν)1/2x∥2 = ∥(T − Tν)1/2∗(T − Tν)1/2∥∥(T − Tν)1/2x∥2 (C∗-Bedingung) =
∥(T − Tν)∥∥(T − Tν)1/2x∥2 = ∥(T − Tν)∥⟨(T − Tν)x, x⟩ ≦ ∥T∥∥⟨(T − Tν)x, x⟩ =
∥T∥∥

(
m(x, x) − ⟨Tνx, x⟩

)
→ 0, also Tν → T in der so-Topologie.

Auf beschränkten Teilmengen von L(H) stimmt gemäß 3.6.11 die so-Topolo-
gie mit der uso-Topologie überein, womit man auch Tν → T in der uso-Topologie
vorliegen hat.

Da alle Tν , ν ∈ I und T selbstadjungiert sind, folgt aus Tν → T in der uso-
Topologie auch Tν → T in der us∗o-Topologie und damit wieder nach 3.6.11
auch Tν → T in der s∗o-Topologie

Dem Beweis entnimmt man folgende Anmerkung: Falls für alle Glieder Tν

des Netzes (Tν)ν∈I die Ungleichung Tν ≧ 0 gilt, so gilt für das Supremum T
ebenfalls T ≧ 0.

3.7.32 Definition. Eine C∗-Algebra A über K heißt monoton vollständig, wenn
der geordnete Vektorraum

(
A(∗), Pos(∗; A)

)
monoton vollständig ist. (Siehe De-

finition 2.2.16.)

3.7.33 Korollar. Jede W ∗-Algebra über K ist monoton vollständig.

3.7.34 (Li [197](1992), Seite 16; Li [198](2003), Seite 65). Als eine weitere
Folgerung aus dem Satz von Vigier ergibt sich die folgende Diskussion.

Sei H ein Hilbertraum über K und A eine von Neumann-Algebra auf H über
K. Dann ist die Menge Proj(A) = OProj(H) ∩ A der Projektionen von A, verse-
hen mit der mit ≦ bezeichneten von Pos(∗; A) induzierten partiellen Ordnung,
ein Verband. Diese Aussage stimmt im Allgemeinen nicht mehr, wenn man an-
stelle der Menge Proj(A) die Menge A(∗) betrachtet (siehe 3.5.48) oder, wenn
man A als eine C∗-Algebra über K von Operatoren auf H voraussetzt. Allge-
meiner gilt: Sei pν , ν ∈ I, eine Familie von Projektionen von A. Dann existieren
sowohl das Supremum supν∈I pν als auch das Infimum infν∈I pν und beide sind
wiederum Projektionen von A. Genauer gilt für solch eine Familie und zur Be-
weisskizze folgendes: Für jedes endliche F ⊆ I setze pF := supi∈F pi. Für nicht
leeres I ist (pF ) ein monoton steigendes Netz, welches durch Mengeninklusion
auf I gerichtet ist. Da es in OProj(H) nach oben durch IdH beschränkt ist,
existiert nach dem Satz von Vigier das Supremum in OProj(H); ebenfalls nach
diesem Satz so-konvergiert dieses Netz gegen dieses Supremum, welches wegen
der so-Abgeschlossenheit von A ein Element von A ist. Dieses Supremum ist
die Projektion von H auf den Abschluss von span

⋃
ν∈I pνH Analog hat man

infν∈I pν = so − limF ⊆I endlich infi∈F pi = die Projektion von H auf
⋂

ν∈I pνH.
Die jeweilige Konvergenz gilt in jeder der im Satz von Vigier angegebenen Ope-
ratortopologie.

3.7.35. Sei H ein Hilbertraum über K, M eine Teilmenge von L(H)(∗) und τ
eine Topologie auf L(H). Setze:

Mm,τ := {T ∈ L(H)(∗) : Es gibt ein monoton steigendes Netz (Tν)ν∈I mit
Tν ∈ M für alle ν ∈ I, das T als τ -Grenzwert hat }
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und

Mm,τ := {T ∈ L(H)(∗) : Es gibt ein monoton fallendes Netz (Tν)ν∈I mit
Tν ∈ M für alle ν ∈ I, das T als τ -Grenzwert hat }.

Es besteht folgender Zusammenhang mit den in 1.1.15 definierten Mengen Mm

und Mm:

(a) M monoton steigend vollständig ⇔ M = Mm ⇔ M = Mm,so.

(b) M monoton fallend vollständig ⇔ M = Mm ⇔ M = Mm,so.

Falls M ein Untervektorraum von L(H)(∗) ist, dann gilt

(c) M monoton vollständig ⇔ M = Mm ⇔ M = Mm ⇔ M = Mm,so ⇔
M = Mm,so.

Beweis. Es genügt (a) zu zeigen, da (b) analog gezeigt wird. (c) folgt dann aus
2.2.15. Zum ersten „⇔“: Es ist nur „⇐“ zu zeigen. Sei dazu (Tν)ν∈I ein nach
oben ordnungsbeschränktes, monoton aufsteigendes Netz in M . Nach dem Satz
von Vigier 3.7.31 existiert ein T ∈ L(H)(∗) mit T = sup Tν . Also T ∈ Mm. Gilt
M = Mm, dann sup Tν ∈ M und M ist monoton aufsteigend vollständig.

Zum zweiten „⇔“: „⇒“: Gelte M = Mm. Es ist Mm,so ⊆ M zu zeigen. Sei
dazu T ∈ Mm,so beliebig. Es gibt also ein Netz (Tν)ν∈I in M , das monoton
steigend ist und T als so-Grenzwert hat.

Nun ist zu beachten, dass im Gegensatz zu Folgen im Allgemeinen Netze,
die so-konvergent in L(H) sind, nicht beschränkt zu sein brauchen. Hier gilt
aber folgendes: Da Tν

so−→ T ⇔ ∀x ∈ H : ∥(T − Tν)x∥ → 0 ⇔ ∀x ∈ H :
Tx = limν Tνx ⇒ ∀x, y ∈ H : ⟨Tx, y⟩ = limν⟨Tνx, y⟩, also ∀x ∈ H ∀ν ∈ I :
⟨(T − Tν)x, x⟩ ≧ 0 und T ist eine obere Schranke von (Tν)ν∈I .

Nach dem Satz von Vigier 3.7.31 gilt T = sup Tν und damit T ∈ Mm. Wegen
M = Mm also T ∈ M .

„⇐“: Gelte M = Mm,so. Es ist Mm ⊆ M zu zeigen. Sei T ∈ Mm. Es gibt
also ein nach oben ordnungsbeschränktes, monoton steigendes Netz (Tν)ν∈I in
M mit T als Supremum. Nach dem Satz von Vigier 3.7.31 ist T der so-Grenzwert
des Netzes (Tν)ν∈I . Also ist T ∈ Mm,so und nach Voraussetzung T ∈ M .

3.7.36. Sei H ein Hilbertraum über C. In 3.6.5 wurde die Menge L(H)∗ defi-
niert. Ist A eine W ∗-Algebra über C, so wird in den folgenden beiden Nummern
3.7.37 und 3.7.40 gezeigt, wie man in abstrakter Weise mit dem punktierten
konvexen Kegel Pos(∗; A) ein dem L(H)∗ entsprechendes A∗ definieren kann,
wobei im Fall von A = L(H) die in 3.6.5 definierte Menge L(H)∗ übereinstimmt
mit der in 3.7.37 definierten Menge A∗.

3.7.37 Definition (Palmer [232](2001), Seite 895). Sei A eine monoton voll-
ständige C∗-Algebra über C. Ein positives ℓ ∈ A# wird normal genannt, wenn
für alle Suprema h von beschränkten, monoton steigenden Netzen {hν}ν∈I ⊆(
A(∗);≦∗

)
die Gleichung ℓ(h) = sup {ℓ(hν) : ν ∈ I} gilt. Die lineare Hülle in A#

aller normalen positiven linearen Funktionale von A wird mit A∗ bezeichnet. Ein
ℓ ∈ A# wird normal genannt, wenn es ein Element von A∗ ist.

3.7.38. Für die Menge A∗ aus Definition 3.7.37 gilt: A∗ ⊆ A∗.
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3.7.39 Satz. Sei A eine C∗-Algebra über C mit Eins und bezeichne A∗ die
Menge von Definition 3.7.37. A ist genau dann eine W ∗-Algebra über C, wenn
der punktierte konvexe Kegel A(∗) monoton vollständig ist und die Menge A∗ ∩
SA∗ aller normalen Zustände von A die Punkte von A trennt, das heißt, für alle
x ∈ A× existiert ein ℓ ∈ A∗ mit ∥ℓ∥ = 1 und ℓ(x) ̸= 0.

Beweis. Alfsen und Shultz [8](2001), Seite 108, Theorem 2.93, zitieren als
Beweis Pedersen [233](1979), 2.4.4, Kadison und Ringrose [167], Übung
7.6.38 und als Ursprung Kadison [166](1956). Siehe auch Bratteli und
Robinson [37](1987), Seite 78. (Es sei daran erinnert, dass nach Bemerkung
3.2.25(a) A(∗) ein punktierter spitzer konvexer Kegel ist.)

3.7.40 Satz (Palmer [232](2001), Seite 895). Sei A eine W ∗-Algebra über C,
versehen mit ihrer intrinsischen C∗-Norm. Sei A∗ die Menge aus Definition
3.7.37. Dann gilt:

(a) Sei X ein Prädual von A per T : A → X∗. Dann ist T ∗(iX(X)) der ab-
geschlossene Unterraum A∗, das heißt, X und A∗ sind stark eindeutige
Präduale.

(b) Sei T : A → L(H) eine treue ∗-Darstellung von A als eine von Neumann-
Algebra über C. Dann ist TA abgeschlossen in der ultraschwachen
Operator-Topologie von L(H) und die Funktionale ℓ ∈ A#, die in der von
der ultraschwachen Operator-Topologie von L(H) durch T induzierten
Topologie auf A stetig sind, sind genau die ℓ ∈ A∗ ⊆ A∗.

(c) Sei T : A → L(H) eine treue ∗-Darstellung von A. Dann ist TA genau
dann eine von Neumann-Algebra über C, wenn T σ(A, A∗)-w∗-stetig ist.

3.7.41 Bemerkung und Definition (Palmer [232](2001), Seite 896). Sei
A eine W ∗-Algebra über C, versehen mit ihrer intrinsischen C∗-Norm. Die in
Satz 3.7.40(b) auf A induzierte Topologie ist wohldefiniert und heißt die ultra-
schwache Topologie von A; sie ist gerade die σ(A, A∗)-Topologie, das heißt, die
schwach∗-Topologie von A.

3.7.42 Satz. Ein Prädual einer W ∗-Algebra über K ist ein stark eindeutiges
Prädual.

Beweis. Für den Fall K = C ist das die Aussage von Satz 3.7.40; sie wird explizit
bewiesen bei Sakai [253](1971), Seite 30, Korollar 1.13.3. Für den Fall K = R
siehe Isidro und Rodríguez Palacios [148](1996), Seite 3409, Bemerkung
1.7.

3.7.43 Bemerkung. Das Prädual F einer W ∗-Algebra A über K kann gemäß
Lemma 2.10.3 — und wird es üblicherweise auch — als Teilmenge von A∗ be-
trachtet werden, also als die Menge A∗ der σ(A, F )-stetigen Funktionale aus
A∗.

3.7.44 (Mathieu [208](1998), Seite 346 und Li [198](2003), Seiten 99-103).
Als eine Anwendung des Kaplansky’schen Dichte-Theorems 3.7.9 hat man: Sei
(T, H) eine universelle Darstellung einer C∗-Algebra A über K. Dann gilt T (A)′′

∼= A∗∗. In diesem Zusammenhang sei an Satz 3.5.55 erinnert.
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3.7.45 Satz. Sei A eine von Neumann-Algebra auf einem Hilbertraum H über
K.

(a) Im Fall von K = R gilt: A(∗) = cl span Proj(A) = span Pos(∗W ; A) =
Pos(∗W ; A) − Pos(∗W ; A) und A = cl span Aunitär, wobei der Fall A ̸=
span(Aunitär) vorliegen kann.

(b) Im Fall von K = C gilt: A = cl span Proj(A) = span Pos(W ; A) =
span Aunitär. Des Weiteren gilt Aunitär = exp(iA(∗)). (Siehe auch 3.2.19.)

Beweis. Für den Fall K = R siehe Li [198](2003), Seite 65. Für den Fall K = C:
Zum Beweis von A = cl span Proj(A) siehe etwa Conway [53](1999), Seite 61,
Satz 13.3.e oder Alfsen und Shultz [8](2001), Seite 81, Lemma 2.37. Siehe
auch die Bemerkung über unitäre Elemente in 3.2.19. Für, dass jedes unitäre
Element die Form exp(T ), T schiefselbstadjungiert, hat, siehe Kadison und
Ringrose [167](1986), Seite 728.

3.7.46 Bemerkungen. (a) Sunder [271](1987), Seite 14, bemerkt: Gerade
so wie L∞(X, µ) (als ein Norm-abgeschlossener Unterraum) von den Indika-
torfunktionen erzeugt wird, wird jede von Neumann-Algebra über C (als ein
Norm-abgeschlossener Unterraum) von seinen Projektionen erzeugt.

(b) Der Unterschied zwischen K = R und K = C kommt in Satz 3.7.45 daher,
dass man für K = C gemäß Bemerkung 3.1.5(e) in einem Vektorraum X, der mit
einer Involution versehen ist, jedes a ∈ X als Summe zweier selbstadjungierter
Elemente schreiben kann, was im Allgemeinen beim Fall K = R nicht zutrifft.

3.7.47 Satz (Li [198](2003), Seite 152). Sei H ein Hilbertraum über C. Sei A
eine von Neumann-Algebra auf HR über R. Dann gilt cl(wo; Aunitär) = BA

3.7.48 Äquivalente Projektionen (Mathieu [208](1998), Seiten 352-354).
Sei H ein Hilbertraum über K und A eine von Neumann-Algebra auf H über
K. Seien p, q ∈ A zwei Projektionen. Dann heißen p und q äquivalent (bezüglich
A), in Zeichen p ∼ q, wenn es eine partielle Isometrie u ∈ A mit u∗u = p und
uu∗ = q gibt; man schreibt dann anstelle von p ∼ q auch genauer p ∼u q oder
noch genauer p ∼u q (A) und klarer p ∼u q (bezgl. A) (im Englischen (rel. A)).

∼ ist eine Äquivalenzrelation auf Proj(A) und wird auch Murray-von Neu-
mann-Äquivalenz genannt. Man beachte, dass, damit zwei Projektionen einer
von Neumann-Algebra äquivalent sind, nicht nur ihre Hilbertraumdimensionen
ihrer Bildräume gleich sein müssen, sondern auch mindestens eine der die beiden
Bildräume vermittelnden partiellen Isometrien ein Element der vorgegebenen
von Neumann-Algebra sein muss.

Für alle x ∈ A gilt
sℓ(x) ∼ sr(x). (3.20)

Es gilt die sogenannte Formel von Kaplansky:

(p ∨ q) − p ∼ q − (p ∧ q). (3.21)

Falls ∥p−q∥ < 1 vorliegt, dann sind p und q sowohl unitär äquivalent (Definition
3.4.21) als auch äquivalent.

Sind p und q per einer partiellen Isometrie u ∈ A äquivalent, so gilt zwar
p = u∗qu, aber p und q müssen nicht unbedingt unitär äquivalent sein.
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Durch

p ≾ q :⇔ ∃r ∈ Proj(A) : p ∼ r und r ≦ q

⇔ ∃r ∈ Proj(A) : p ≦ r und r ∼ q

wird auf Proj(A) eine Präordnung erklärt; da sie die sogenannte Cantor-Bern-
stein-Eigenschaft (

p ≾ q und q ≾ p
)

⇒ p ∼ q

aufweist, ist durch sie auf der Menge Proj(A)/ ∼ der durch ∼ induzierten Äqui-
valenzklassen von Proj(A) sogar eine partielle Ordnung erklärt.

Beweis. Die Reflexivität ist klar. Zur Transitivität: Seien dazu p, q, r ∈ Proj(A)
mit p ≾ q und q ≾ r. Es gibt also a, b ∈ Proj(A) mit p ∼ a, a ≦ q, q ∼ b, b ≦ r.
Also existieren partielle Isometrien u, v ∈ A mit p = u∗u, a = uu∗, q = v∗v und
b = vv∗. Dann gilt vav∗b = vav∗vv∗ = vav∗, also vav∗ ≦ b. vu ist eine parti-
elle Isometrie, da (vu)∗vu eine Projektion ist: ((vu)∗vu)2 = (vu)∗vu(vu)∗vu =
u∗v∗vuu∗v∗vu = u∗(v∗v)(uu∗)(v∗vu) = u∗qa(v∗vu) = u∗a(v∗vu) = (u∗uu∗)
(v∗vu) = u∗v∗vu = (vu)∗vu. Die Anfangsprojektion von vu ist (vu)∗vu =
u∗a(v∗v)u = u∗(aq)u = u∗au = u∗uu∗u = p und die Endprojektion von vu
ist vu(vu)∗ = vuu∗v∗ = vav∗. Somit p ∼vu vav∗ ≦ b ≦ r, also p ≾ r.

Für die Antisymmetrie auf den Äquivalenzklassen siehe etwa Mathieu [208]
(1986), Seite 354 oder Kadison und Ringrose [167](1986), Seite 406.

Seien wie gehabt p und q zwei Projektionen von A. p heißt kleiner als q relativ
zu A (im Englischen weaker than), falls p ≾ q gilt. Gilt zwar p ≾ q, aber nicht
p ∼ q, so wird diese Situation mit p ⋨ q bezeichnet und sagt, p sei echt kleiner
als q relativ zu A (im Englischen strictly weaker than). Andere Sprechweisen
für p ≾ q sind zum Beispiel: p ist subäquivalent zu q, q dominiert p relativ (im
Englischen relatively dominates) und p wird von q dominiert (im Englischen is
dominated by).

3.7.49 (Mathieu [208](1998), Seite 356). Sei A eine von Neumann-Algebra
über K. Seien p, q ∈ Proj(A) mit p ∼ q und sei z ∈ A′∩ Proj(A). Dann gilt
pz ∼ qz.

Beweis. Es ist p = u∗u, q = uu∗ für eine partielle Isometrie u ∈ A. Es ist
pz = u∗uz = u∗z∗uz = (uz)∗(uz), womit uz eine partielle Isometrie von A ist.
qz = uu∗z = uzu∗z∗ = (uz)(uz)∗.

3.7.50 Definition. Sei H ein Hilbertraum über K, A eine von Neumann-
Algebra auf H über K und T ∈ A. Dann heißt die zentrale Projektion

c(T ) := min
{

z ∈ A′ ∩ Proj(A) : Tz = T
}

= IdH − max
{

z ∈ A′ ∩ Proj(A) : Tz = 0
}

der zentrale Träger (im Englischen central support, central carrier oder auch
central cover) von T (bezüglich A). (Falls also p ∈ A eine Projektion ist, gilt
c(p) = min

{
z ∈ A′ ∩ Proj(A) : p ≦ z

}
.)
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3.7.51 Bemerkung. Sei H ein Hilbertraum über K, A eine von Neumann-
Algebra auf H über K und T ∈ A. Dann gilt

ran c(T ) = cl span
(
(AT )H

)
.

Zum Beweis siehe etwa Kadison und Ringrose [167](1983), Seite 333, wo-
bei für den dortigen Beweis noch angemerkt sei, dass nicht nur der Raum
cl span

(
(AT )H

)
unter A und A′ invariant ist, sondern auch sein orthogona-

ler Komplementärraum, womit man dann hat, dass jedes T ∈ A sowohl auf
cl span

(
(AT )H

)
als auch auf

(
cl span

(
(AT )H

))⊥
mit der Projektion auf cl

span
(
(AT )H

)
kommutiert.

Des Weiteren gilt: c(T ) = c(T ∗) (Beweisskizze: T ∗ ◦ ⟨·, h⟩ = ⟨T ∗·, h⟩ =
⟨·, Th⟩ ↔ Th), c(T ) = c(T ∗T ) = c(TT ∗) (siehe Conway [53](1999), Seite 245)
und c(T ) = c

(
pker(T )⊥) = c

(
sℓ(T )

)
= c
(
sr(T )

)
.

3.7.52 (Li [198](2003), Seite 71). Sei A eine von Neumann-Algebra über K.
Seien p, q ∈ Proj(A) mit p ≾ q. Dann gilt c(p) ≦ c(q). Insbesondere folgt aus
p ∼ q die Gleichheit c(p) = c(q) und hieraus insbesondere, dass aus p ∼ 0 stets
die Gleichung p = 0 folgt.

3.7.53 Bemerkung (Mathieu [208](1998), Seite 356; Conway [53](1999),
Seite 268). Sei H ein Hilbertraum über K und A eine von Neumann-Algebra
auf H über K. Seien x, y ∈ A. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) c(x)c(y) = 0.
(b) Mx,y = 0. (Siehe 3.5.33)
(c) xAy = {0}.
(d) ∄p, q ∈ Proj(A)×, q ≦ sℓ(y), p ≦ sr(x) : p ∼ q.

Beweis. (a) ⇒ (b): Für T ∈ A bezeichne ann(T ) die zu T bezüglich des A
zugrunde liegenden Ringes orthogonale Menge, das heißt,

ann(T ) = {x ∈ A : xT = Tx = 0}.

Betrachte A(1 − c(T )). Sei x ∈ A(1 − c(T )). Dann ist x = y − yc(T ) für ein
y ∈ A. Also Tx = Ty − Tyc(T ) = Ty − Tc(t)y = Ty − Ty = 0 und xT =
yT − yc(T )T = yT − yT = 0. Somit gilt A(1 − c(T )) ⊆ ann(T ). Sei nun x ∈
ann(T ). Es gilt dann auch xc(T ) = c(T )x = c(T )Tx = 0, also x = x − xc(T ) =
x(1 − c(T )) ∈ A(1 − c(T )) und somit

ann(T ) = A(1 − c(T )).

Gelte nun (a), also c(x) ∈ ann(c(y)). Dies ist äquivalent dazu, dass c(x) =
a(1 − c(c(y))) = a(1 − c(y)) für ein a ∈ A. Also c(x) ∈ ann(y), c(x)y = 0 und
wegen Mx,yT = xTy = xc(x)Ty = xTc(x)y somit Mx,y = 0.

(b) ⇒ (d): Seien p, q ∈ Proj(A) mit q ≦ sℓ(y), p ≦ sr(x), p ∼u q (bezgl. A).
Zuerst wird die Implikation Mx,y = 0 ⇒ Msr(x),sℓ(y) = 0 bewiesen: Sei dazu
z ∈ A. Falls xz = 0 gilt, dann auch x∗xz = 0, also zH ⊆ ker(x∗x) = pker(x∗x)H,
pker(x∗x)z = z, 0 =

(
IdH− pker(x∗x)

)
z = sr(x)z, siehe die Gleichungen (3.10)

in 3.4.20. Falls zy = 0 gilt, dann auch y∗z∗ = 0, z∗H ⊆ ker(y∗) = pker(y∗)H,
pker(y∗)z∗ = z∗, 0 =

(
IdH− pker(y∗)

)
z∗ = sr(y∗)z∗ = sℓ(y)z∗, zsℓ(y) = 0.
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Aus xay = 0 für a ∈ A folgt also (per z := ay) erst sr(x)ay = 0 und (per
z := sr(x)a) dann sr(x)asℓ(y) = 0, womit die eingangs erwähnte Implikation
gezeigt ist.

Gelte nun (b), dann folgt: 0 = sr(x)u∗sℓ(y) = sr(x)u∗uu∗sℓ(y) = sr(x)u∗u
u∗uu∗sℓ(y) = sr(x)pu∗qsℓ(y) = pu∗q = u∗uu∗uu∗ = u∗, u = 0, p = 0, q = 0.

(d) ⇒ (b): Per Kontraposition. Falls für ein a ∈ A xay ̸= 0 ist, muss xa
pcran(y) ̸= 0 und damit auch

(
IdH− pker(x)

)
a pcran(y) ̸= 0. In anderen Zei-

chen also sr(x)asℓ(y) ̸= 0. Setze p := sℓ(sr(x)asℓ(y)) und q := sr(sr(x)asℓ(y)).
Da pcran

(
sr(x)asℓ(y)

)
H = sr(x)asℓ(y)H ⊆ sr(x)H, gilt pcran

(
sr(x)a

sℓ(y)
)
sr(x) = pcran

(
sr(x)asℓ(y)

)
, psr(x) = p, p ≦ sr(x); analog gilt wegen

pcran
(
sℓ(y)a∗sr(x)

)
H ⊆ sℓ(y)H: pcran

(
sℓ(y)a∗sr(x)

)
sℓ(y) = pcran

(
sℓ(y)a∗

sr(x)
)
, sr

(
sr(x)asℓ(y)

)
sℓ(y) = sr

(
sr(x)asℓ(y)

)
, qsℓ(y) = q, q ≦ sℓ(y). Und

wegen Gleichung (3.20) in 3.7.48 gilt auch p ∼ q.
(b) ⇒ (a): Gelte (b), also xAy = {0}. Da ran c(y) = cl span

(
(Ay)H

)
,

also xc(y) = 0. Das heißt, −xc(y) = x − x, x(IdH − c(y)) = x, xc(y)⊥ = x.
Nach Definition von c(x) somit c(x) ≦ c(y)⊥, das heißt, c(x)c(y)⊥ = c(x),
c(x)(IdH − c(y)) = c(x), c(x)c(y) = 0.

3.7.54 Faktor II. Sei H ein Hilbertraum über K und A eine von Neumann-
Algebra auf H über K. Dann gilt:

(a) A Faktor ⇒ A′∩ Proj(A) = {0, IdH}.
(b) Im Fall von K = C ist die hinreichende Bedingung in (a) auch notwendig,

das heißt, A ist dann genau dann ein Faktor, wenn A′∩ Proj(A) = {0, IdH} gilt.

Beweis. (a) Sei A ein Faktor und p ∈ A′∩ Proj(A)×. Da p ∈ A′ ∩ A, gilt p =
λ · IdH für ein λ ∈ K. Da p ∈ OProj(H), gilt ∥p∥ = 1. Also |λ| = 1, λ = exp (ti)
für ein t ∈ R. Wegen p2 = p somit exp (2ti) = exp (ti), exp (2ti)/ exp (ti) = 1,
exp (ti) = 1, λ = 1 und p = IdH .

(b) Da nach Bemerkung 3.7.29(a) A′ ∩A eine von Neumann-Algebra ist, gilt
für K = C nach Satz 3.7.45(b) die Gleichungskette A′ ∩ A = cl span Proj(A′ ∩
A) = cl span

(
A′∩ Proj(A)

)
= cl span {IdH} = C · IdH .

3.7.55 Vergleichssatz (Mathieu [208](1998), Seite 357). Sei A eine von Neu-
mann-Algebra über K. Für alle p, q ∈ Proj(A) existiert eine zentrale Projektion
z ∈ A′∩ Proj(A) mit pz ≿ qz und p(1 − z) ≾ q(1 − z).

Ist A ein Faktor, so tritt für alle p, q ∈ Proj(A) genau einer der drei Fälle
p ∼ q, p ⋨ q oder q ⋨ p ein, das heißt, ≾ ist auf Proj(A)/ ∼ eine Totalordnung.

Im Fall K = C ist auch umgekehrt A notwendig ein Faktor, wenn ≾ auf
Proj(A)/ ∼ eine Totalordnung ist.

3.7.56 Klassifizierung I. Sei H ein Hilbertraum über K und A eine von
Neumann-Algebra auf H über K. Sei p ∈ Proj(A). Die folgenden drei Aussagen
sind offensichtlich äquivalent:

(e1) p ≾ p gilt nur vermittels den kanonischen Ausdrücken p ∼ p, p ≦ p.
(e2) ∀q ∈ Proj(A) :

(
(p ∼ q und q ≦ p) ⇒ p = q

)
.

(e3) ∄q ∈ Proj(A) :
(
p ∼ q und q < p

)
.

Falls eine (und damit alle drei) der vorstehenden Aussagen zutrifft, heißt p
endlich (im Englischen finite), andernfalls unendlich (im Englischen infinite).

Die folgenden beiden Aussagen sind äquivalent:
(ru1) ∄q ∈ Proj(A)×, q endlich : q ≦ p.
(ru2) ∀q ∈ Proj(A)× :

(
q ≦ p ⇒ q unendlich

)
.
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Falls eine (und damit beide) der vorstehenden Aussagen zutrifft, heißt p rein
unendlich (im Englischen purely infinite).

Die folgenden beiden Aussagen sind offensichtlich äquivalent:
(eu1) ∀z ∈ A′ ∩ Proj(A), pz ̸= 0 : pz unendlich.
(eu2) ∀z ∈ A′ ∩ Proj(A) :

(
pz endlich ⇒ pz = 0

)
.

Falls eine (und damit beide) der vorstehenden Aussagen zutrifft, heißt p echt
unendlich (im Englischen properly infinite).

Da wegen (Ap)′ = (A′)p (siehe 3.7.20(a)) für jedes z ∈ A′∩ Proj(A) die
Aussage pzp ∈ (Ap)′∩ Proj(Ap) gilt und man umgekehrt ohne Einschränkung
von einem z ∈ A mit pzp ∈ Proj(Ap) annehmen kann, dass z ∈ Proj(A) ist
(indem man mit der Schreibweise von 3.4.22 etwa z1−p = 0 setzt), ist p genau
dann echt unendlich, falls gilt:

(eu3) ∄w ∈ A′
p ∩ Proj(Ap)× : w in Ap endlich.

A heißt endlich (bzw. unendlich, bzw. echt unendlich, bzw. rein unendlich),
falls IdH endlich (bzw. unendlich, bzw. echt unendlich, bzw. rein unendlich)
ist. Falls A rein unendlich ist, heißt A auch vom Typ III . Die folgenden vier
Aussagen sind äquivalent:

(eu4) A ist echt unendlich.
(eu5) ∄z ∈ A′ ∩ Proj(A)× : z endlich.
(eu6) Es gibt eine Folge (pn)n∈N von paarweise orthogonalen Projektionen

von A mit
∑

n∈N pn = IdH und pn ∼ IdH ∀n ∈ N.
(eu7) ∃q ∈ Proj(A) : q ∼ q⊥ ∼ IdH .
Wegen (Ap)p = Ap ist p genau dann echt unendlich, wenn Ap echt unendlich

ist. Falls p (bzw. A) echt unendlich ist, so ist offensichtlich p (bzw. A) unendlich.
p heißt abelsch (im Englischen abelian), falls Ap kommutativ ist. (Man ver-

wechsle dies nicht mit dem Begriff zentral, der sich ja auf den Begriff der Kom-
mutativität auf dem A zugrunde liegenden Ring bezieht.) In diesem Zusammen-
hang sei an 3.3.3 erinnert. Da für minimal idempotentes p jede Projektion in Ap

gleich 0 oder p ist,

ist p im Fall von K = C wegen Satz 3.7.45 genau dann
minimal idempotent, wenn p schiefminimal idempotent ist.

(3.22)

(Zur Information sei hier die folgende Äquivalenz genannt: Für jede M -einge-
bettete C∗-Algebra A über C ist ein q ∈ Proj(A)× genau dann minimal idem-
potent, wenn q schiefminimal idempotent ist, siehe Harmand, Werner und
Werner [126](1993), Seite 121.) Offensichtlich ist im Fall von K = C jede
schiefminimal idempotente Projektion abelsch. Wegen 3.7.20(b) ist in einem
Faktor jede abelsche Projektion schiefminimal.

p heißt treu (im Englischen faithful), wenn c(p) = IdH gilt. Die folgenden
drei Aussagen sind äquivalent:

(d1) ∀r ∈ Proj(A)× ∃q ∈ Proj(A)×, q abelsch : q ≦ r.
(d2) ∀z ∈ A′ ∩ Proj(A)× ∃q ∈ Proj(A)×, q abelsch : q ≦ z.
(d3) ∃q ∈ Proj(A) : q abelsch und treu.

Beweis. Siehe Strătilă und Zsidó [270](1979), Seite 101. Oder auch Peder-
sen [233](1979), Seite 172, Satz 5.5.3, wobei man im Fall von K = R anstelle
seines Satzes 5.4.7 die hierige Bemerkung 3.7.53 verwende.
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Gilt eine (und damit alle drei) der vorstehenden Äquivalenzen, so heißt A
vom Typ I oder auch diskret (im Englischen discrete). p heißt diskret, falls die
Kompression Ap diskret ist.

Die folgenden beiden Aussagen sind äquivalent:
(he1) ∄z ∈ A′ ∩ Proj(A)× : z rein unendlich.
(he2) ∀z ∈ A′ ∩ Proj(A)× ∃q ∈ Proj(A)× : q ≦ z.
Zumindest für den Fall K = C ist die folgende Aussage äquivalent zu jeder

der beiden vorstehenden Aussagen:
(he3) ∃q ∈ Proj(A) : q treu.
Falls die Aussage (he1) oder (he2) (und damit beide) gilt, heißt A halbendlich

(im Englischen semi-finite).

3.7.57 (Li [197](1992), Seite 268; Pedersen [233](1979), Seite 166; Li [198]
(2003), Seite 168 ).

Sei H ein Hilbertraum über K und A eine von Neumann-Algebra auf H
über K. Dann gibt es eine maximale, zentrale, endliche Projektion z1 und eine
dazu orthogonale, maximale, zentrale, rein unendliche Projektion z3. Somit ist
z2 := IdH − z1 − z3 eine zentrale, halbendliche, echt unendliche Projektion und
es existiert die Peirce-Zerlegung von A bezüglich {z1, z3}:

A = Az1 ∔Az2 ∔Az3.

Diese Zerlegung ist im folgenden Sinne eindeutig: Ist A = Ap1∔Ap2∔Ap3 eine
Zerlegung von A mit Ap1 endlich, Ap3 vom Typ III und Ap2 halbendlich und
echt unendlich mit p1, p2, p3 ∈ A′ ∩ Proj(A), p1 + p2 + p3 = IdH , so ist pi = zi,
i = 1, 2, 3.

3.7.58 Klassifizierung II. Sei H ein Hilbertraum über K und A eine von
Neumann-Algebra auf H über K. Sei p ∈ Proj(A). p heißt halbabelsch (im Engli-
schen semi-abelian), falls pA(∗)p kommutativ ist. Offensichtlich ist p halbabelsch,
falls p abelsch ist; im Fall von K = C gilt auch die Umkehrung. Nach Lemma
3.2.5 ist jedes Atom (siehe Definition 3.5.57) von A halbabelsch. Jede halbabel-
sche Projektion ist endlich. Die folgenden fünf Aussagen sind äquivalent:

(ha1) p ist halbabelsch.
(ha2) pA(∗)p

( (3.1)= (pAp)(∗)

)
ist gleich

(
A′ ∩ A

)
(∗)p

(
=
(
A′

p ∩ Ap

)
(∗)

)
.

(ha3) ∀z ∈ A′ ∩ Proj(A)×, z ≦ p ∄q1, q2 ∈ Proj(A)×, q1q2 = 0, q1 ∼ q2 :
z = q1 + q2.

(ha4) ∄q ∈ Proj(Ap)× : q nicht zentral.
(ha5) ∀q ∈ Proj(Ap)× : q zentral.

A heißt halbdiskret (im Englischen semi-discrete), falls gilt:
(hd) ∀z ∈ A′ ∩ Proj(A)× ∃q ∈ Proj(A)×, q halbabelsch : q ≦ z.

A heißt halbkontinuierlich (im Englischen semi-continuous), falls gilt:
(hk) ∄q ∈ Proj(A)× : q abelsch.

p heißt halbkontinuierlich, falls Ap halbkontinuierlich ist.
A heißt kontinuierlich (im Englischen continuous), falls gilt:

(k) ∄q ∈ Proj(A)× : q halbabelsch.
p heißt kontinuierlich, falls Ap kontinuierlich ist.
A heißt vom Typ II , falls A halbendlich und kontinuierlich ist. Insbesondere
weist Typ II keine Atome auf. Da jeder Typ III kontinuierlich ist (siehe Li
[197](1992), Seite 306, Satz 6.8.1, und Li [198](2003), Seite 186, Satz 8.6.4(1)),
weist auch Typ III keine Atome auf.
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Offensichtlich fallen im Fall von K = C jeweils die Begriffe halbdiskret und
diskret, halbkontinuierlich und kontinuierlich zusammen.

3.7.59 Zerlegung im Fall von K = C (Strătilă und Zsidó [270](1979),
Seite 100). Sei H ein Hilbertraum über C und A eine von Neumann-Algebra
auf H über C.

(a) Definiere die beiden folgenden zentralen Projektionen aus A:

phe := sup
{

q ∈ A′ ∩ Proj(A) : Aq halbendlich
}

und pru := p⊥
he.

Dann hat man die Peirce-Zerlegung von A bezüglich phe: A = Ahe∔Aru, wobei
Ahe := Aphe halbendlich und Aru := Apru rein unendlich (also vom Typ III) ist.

(b) Definiere die beiden folgenden zentralen Projektionen aus A:

pe := sup
{

q ∈ A′ ∩ Proj(A) : q endlich
}

und peu := p⊥
e .

Dann hat man die Peirce-Zerlegung von A bezüglich pe: A = Ae ∔ Aeu, wobei
Ae := Ape endlich und Aeu := Apeu echt unendlich ist.

(c) Definiere die beiden folgenden zentralen Projektionen aus A:

pd := sup
{

q ∈ A′ ∩ Proj(A) : q diskret
}

und pk := p⊥
d .

Dann hat man die Peirce-Zerlegung von A bezüglich pd: A = Ad ∔ Ak, wobei
Ad := Apd diskret (also vom Typ I) und Ak := Apk vom Typ II oder vom
TypIII ist. Man bemerke, dass, falls A eine schiefminimale Projektion enthält,
diese in Ad enthalten sein muss.

(d) Setze:

p1 := pdpe (= pdpephe),
p2 := pdpeu (= pdpeuphe),
p3 := pkpe (= pkpephe),
p4 := pkpeu (= pkpeuphe),
p5 := pru (= prupeu),
pI := pd, pII := pkphe, pIII := p5.

Offensichtlich sind die Projektionen p1, . . . , p5 paarweise orthogonal; ebenso sind
pI, pII, pIII paarweise orthogonal.

(e) A heißt vom Typ Ifin, falls A vom Typ I und endlich ist.
A heißt vom Typ I∞, falls A vom Typ I und unendlich ist.
A heißt vom Typ II1, falls A vom Typ II und endlich ist.
A heißt vom Typ II∞, falls A vom Typ II und echt unendlich ist.
(f) A lässt sich eindeutig zerlegen als

A = AI ∔AII ∔AIII,

wobei Aγ := Apγ vom Typ γ, γ = I, II, III, ist.
(g) A lässt sich eindeutig zerlegen als

A = AIfin ∔AI∞ ∔AII1 ∔AII∞ ∔AIII,

wobei AIfin := Ap1 vom Typ Ifin, AI∞ := Ap2 vom Typ I∞, AII1 := Ap3 vom
Typ II1, AII∞ := Ap4 vom Typ II∞ und AIII := Ap5 vom Typ III ist.
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(h) Falls A ein Faktor ist, so ist A genau von einem der Typen Ifin, I∞, II1,
Typ II∞ oder III.

(i) (Takesaki [274](2001), Seiten 155 und 298). Falls A kommutativ ist,
so ist A vom Typ I. Jede Teilprojektion einer endlichen Projektion ist endlich.
Erfüllt A die Eigenschaft

∀q ∈ Proj(A)× ∃r ∈ Proj(A)×, r schiefminimal : r ≦ q,

so ist A vom Typ I. (Takesaki, ebd., nennt A, falls es die besagte Eigenschaft
besitzt, atomar (im Englischen atomic).)

(j) (Connes [51](1994), Seite 454). In der Theorie der von Neumann-Alge-
bren auf einem separablen Hilbertraum über C gilt:

1. Es existieren unendlichdimensionale Faktoren, die keine schiefminimalen
Projektionen haben.

2. Ein Faktor mit einem separablen Prädual ist genau dann vom Typ I, wenn
er über eine schiefminimale Projektion verfügt.

Siehe auch Kadison und Ringrose [167](1986), Seite 424, und Dixmier
[76](1981), Seite 140, Korollar 3.

(k) In Caradus, Pfaffenberger und Yood [42](1974), Seite 121, findet
man die folgende Definition: Sei A ein Faktor über C. Dann heißt A vom Typ I ,
wenn A mindestens eine schiefminimal idempotente Projektion enthält; vom
Typ II , wenn A keine schiefminimal idempotenten Projektionen besitzt und zwei
Projektionen p, q ∈ A existieren, so dass ran(p) von keiner partiellen Isometrie
U ∈ A isometrisch auf ran(q) abgebildet wird; und vom Typ III sonst.

3.7.60 Zerlegung im Fall von K = R (Li [198](2003), Seite 170). Sei H ein
Hilbertraum über R und A eine von Neumann-Algebra auf H über R.

(a) A heißt vom Typ H , wenn A halbdiskret und halbkontinuierlich ist.
Zwecks einer einfacheren Schreibweise setze Γ :=

{
I, H, II, III

}
. A lässt sich

eindeutig zerlegen als
A = AI ∔AH ∔AII ∔AIII,

wobei Aγ := Apγ , pγ ∈ A′ ∩ Proj(A), γ ∈ Γ, mit
∑

γ∈Γ pγ = IdH und Aγ vom
Typ γ, γ ∈ Γ, ist; pI ist wie in 3.7.59 definiert; pIII ist wie in 3.7.59 die maximale,
zentrale, rein unendliche Projektion von A; pII ergibt sich in anderer Weise als
in 3.7.59 definiert. Des Weiteren ist ÂI := AI∔AH halbdiskret, ÂII := AH∔AII
halbendlich und halbkontinuierlich, ÂII∔AIII halbkontinuierlich und AII∔AIII
kontinuierlich. Insbesondere weist AII ∔AIII keine Atome auf.

(b) Falls A ein Faktor ist, so ist A genau von einem der Typen γ, γ ∈ Γ.
Bei γ = I ist A von der Form L(Hn), wobei Hn ein Hilbertraum über R der
Dimension n für ein n ∈ N× ∪{∞} ist; dabei ist der Faktor genau dann endlich,
wenn n ∈ N× ist, und genau dann echt unendlich, wenn n = ∞ ist.



Kapitel 4

Holomorphie und
Tripelsysteme

4.1 Analytische und differenzierbare Abbildun-
gen

4.1.1 Potenzreihe (Upmeier [279](1985), Seite 4). Seien X und Y Ba-
nachräume über K. Sei (pn)n∈N eine Folge von stetigen n-homogenen Polynomen
pn ∈ Pn(X, Y ), n ∈ N. Dann heißt

∑∞
n=0 pn eine Potenzreihe von X nach Y ; ihr

Konvergenzradius ist definiert als die größte erweiterte reelle Zahl R ≦ ∞, mit
der für jedes reelle r mit 0 ≦ r < R die Reihe

∑∞
n=0 pn auf r · BX gleichmäßig

konvergiert. Die Potenzreihe
∑∞

n=0 pn heißt konvergent, wenn R > 0 ist.
4.1.2 Analytische Abbildung (Upmeier [279](1985), Seiten 6 ff). Seien X
und Y Banachräume über K und sei Ω ⊆ X offen. Eine Abbildung f : Ω → Y
heißt analytisch, wenn für jedes a ∈ Ω eine konvergente Potenzreihe

∑∞
n=0 pn,

pn ∈ Pn(X, Y ), n ∈ N, existiert mit f(x) =
∑∞

n=0 pn(x − a) für alle x einer Um-
gebung von a; um den Grundkörper K zu betonen, verwendet man die Begriffe
reell- beziehungsweise komplex-analytisch.

Ein Gebiet (im Englischen domain) eines Banachraumes Z über K ist eine
zusammenhängende offene Teilmenge des Banachraumes Z.

Sei Ω ⊆ X ein Gebiet in X. Eine analytische Abbildung T : Ω → Y
heißt bianalytisch, wenn ran(T ) ein Gebiet in Y ist, T injektiv ist und
T −1 : ran(T ) → X analytisch ist; in diesem Fall heißen Ω und T (Ω) biana-
lytisch äquivalent. (Upmeier [280](1987)], Seite 10.)
4.1.3 Beispiel (Upmeier [279](1985), Seiten 27 und 28). Sei X eine unitale
Banachalgebra über K. Die Gruppe G(X) aller invertierbaren Elemente von X
ist offen und die Abbildung x 7→ x−1 auf G(X) ist analytisch. Für jedes x ∈ X

konvergiert die Reihe exp(x) := e +
∑∞

n=1
xn

n! absolut. Für kommutierende x,
y ∈ X gilt exp(x + y) = exp(x) exp(y), womit insbesondere für jedes x ∈ X
exp(x) invertierbar ist: exp(x)−1 = exp(−x). Die somit definierte Abbildung
exp: X → G(X) ist analytisch.
4.1.4 Gradient einer Abbildung (Bourgin [36](1983), Seite 117). Seien X
und Y normierte Vektorräume über K und sei R ⊆ X beschränkt, Ω ⊆ X offen,
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f : Ω → Y eine Abbildung und a ∈ Ω. f heißt R-subdifferenzierbar bei a, wenn
eine Abbildung T : R → Y existiert mit

lim
h→0, h>0

sup
v∈R

∥∥∥ 1
h

(
f(a + hv) − f(a)

)
− T (v)

∥∥∥ = 0.

Falls solch ein T existiert, heißt es der R-Subgradient von f bei a, in Zeichen
▽̃Rf(a); und falls T — eventuell nach einer Fortsetzung von R auf X — als ein
Element von L(X, Y ) aufgefasst werden kann, heißt f R-differenzierbar bei a
und T der R-Gradient von f bei a, in Zeichen ▽Rf(a).

Ist die Menge R einelementig, etwa R = {r}, so schreibt man ▽rf(a) anstelle
von ▽Rf(a); ▽̃Rf(a) entsprechend.

Existiert für alle r ∈ X der {r}-Subgradient von f bei a, so heißt f subdif-
ferenzierbar bei a. Ist f bei jedem a ∈ Ω subdifferenzierbar, so heißt f subdiffe-
renzierbar.

Existiert der BX -Subgradient von f bei a, so heißt f stark subdifferenzierbar
bei a (im Englischen strongly subdifferentiable). Ist f bei jedem a ∈ Ω stark
subdifferenzierbar, so heißt f stark subdifferenzierbar .

4.1.5 Fréchet-Ableitung. Seien X und Y normierte Vektorräume über K
und sei Ω ⊆ X offen und f : Ω → Y eine Abbildung. Für das Folgende bemerke
man, dass für endlichdimensionales X die beiden Mengen L(X, Y ) und L(X, Y )
übereinstimmen (Megginson [211](1998), Seite 29, Theorem 1.4.12). f heißt
Fréchet-differenzierbar (oder auch einfach nur differenzierbar) (über K) bei a ∈
Ω, falls eine der folgenden äquivalenten Bedingungen erfüllt ist:

(a) limx→a, x ̸=a
∥f(x) − f(a) − T (x − a)∥

∥x − a∥
= 0 für ein T ∈ L(X, Y ).

(b) ∃T ∈ L(X, Y ) ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ Ω, 0 < ∥x − a∥ < δ :

∥f(x) − f(a) − T (x − a)∥
∥x − a∥

< ε.

(An dieser Stelle sei darauf aufmerksam gemacht, dass Giles [109](1982),
Seite 141, in seiner Definition von Fréchet-Differenzierbarkeit von f nur T ∈
L(X, Y ) fordert! Für K = R zeigt er, dass dann sein T genau dann stetig bei a
ist, wenn f bei a stetig ist.)

(c) limx→0, x ̸=0
1

∥x∥

(
∥f(a + x) − f(a) − T (x)∥

)
= 0 für ein T ∈ L(X, Y ).

(d) f ist bei a stetig und limx→a, x ̸=a
∥f(x) − f(a) − T (x − a)∥

∥x − a∥
= 0 für

ein T ∈ L(X, Y ). In der Terminologie von Dieudonné [68] ist das die folgende
Aussage: f ist bei a stetig und es existiert ein T ∈ L(X, Y ), so dass sich die
beiden Abbildungen f und x 7→ f(a) + T (x − a) in a berühren.

(e) limh→0, h∈K×
1
h

(
f(a + hv) − f(a)

)
= T (v) (Normkonvergenz) für alle

v ∈ X und ein T ∈ L(X, Y ), wobei die Konvergenz gleichmäßig bezüglich v ∈
BX (oder bei X ̸= {0} äquivalent: bezüglich v ∈ SX) ist.

(f) Es existiert T := ▽BX
f(a), also der BX -Gradient (oder bei X ̸= {0}

äquivalent: der SX -Gradient) von f bei a.
(g) ∃T ∈ L(X, Y ) ∀ε > 0 ∃h0 ∈ R× ∀h ∈ K, 0 < |h| < h0 ∀v ∈ BX :∥∥∥ 1

h

(
f(a + hv) − f(a)

)
− T (v)

∥∥∥ < ε.
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Beweis. (f) ⇒ (g): Klar im Fall von K = R. Liege also der Fall K = C vor und
gelte (f). Sei ε > 0. Dann existiert ein h0 > 0, so dass für alle h mit 0 < h < h0

gilt: supv∈BX
∥ 1

h

(
f(a+hv)−f(a)

)
−T (v)∥ < ε. Sei nun h ∈ C mit 0 < |h| < h0.

Setze A := supv∈BX
∥ 1

h

(
f(a + hv) − f(a)

)
− T (v)∥. Dann ist A < ε zu zeigen.

Es ist h = r exp(iθ) für ein r ∈ R und ein θ ∈ R. Es gilt A = supv∈BX
∥ 1

h

(
f(a +

h exp(−iθ)v)−f(a)
)

−T (exp(−iθ)v)∥ = supv∈BX
∥ exp(−iθ)

( 1
exp(−iθ)h

(
f(a+

(exp(−iθ)h)v) − f(a)
)

− T (v)
)

∥ < ε. Man bemerke, dass hierbei entscheidend
einging, dass BX mit ihrer kreisförmigen Hülle übereinstimmt.

(g) ⇒ (f): Klar.
Bezüglich (g) ⇒ (e) bemerke man nur: Gelte (g) und sei v ∈ X mit ∥v∥ > 1.

Dann gilt T (v) = ∥v∥ · T (v/∥v∥) = ∥v∥ · limh→0, h∈K×
f(a+hv/∥v∥)−f(a)

h =

limh→0, h∈K×

f(a + h
∥v∥ v) − f(a)

h
∥v∥

= limh→0, h∈K×
f(a + hv) − f(a)

h
.

Anstelle von T schreibt man Df(a) oder auch f ′(a) und nennt Df(a) die
Fréchet-Ableitung (oder einfach auch nur die Ableitung) von f bei a.

Wenn f bei jedem Punkt von Ω differenzierbar ist, dann heißt f Fréchet-
differenzierbar (oder auch einfach nur differenzierbar) und die (Fréchet-)Ablei-
tung von f ist die Abbildung Df : Ω → L(X, Y ), a 7→ Df(a); im Fall von K = C
heißt f dann holomorph. Die Abbildung f heißt zweimal differenzierbar bei a ∈
Ω, wenn Df bei a ∈ Ω differenzierbar ist. In diesem Fall ist die zweite Ableitung
D2f ∈ L(X, L(X, Y )) ∼= L2(X, Y ) definiert per D2f(a) :=

(
D(Df)

)
(a) für alle

a ∈ X. Unter D0f soll f verstanden werden.
Sei U ein Unterraum von X. Falls f in a ∈ Ω differenzierbar ist, dann ist

die Abbildung f |Ω ∩ (a + U) bei a differenzierbar und ihre Ableitung Df(a)|U
bei a heißt die partielle Fréchet-Ableitung (oder einfach nur partielle Ableitung)
von f bei a bezüglich U und wird mit DU f(a) bezeichnet. Für Weiteres zur
partiellen Ableitung siehe Pflaumann und Unger [237](1974), Seiten 71-79,
und Gerhardt [107](2006), Seiten 73-94.
4.1.6 Gâteaux- und Richtungsableitung (Jeggle [156](1979), Kapitel 1.2;
Pachale [229](1974), Kapitel 2.3; Zeidler [295](1986), Kapitel 4; Nachbin
[219](1981), 2. Teil).

Seien X und Y normierte Vektorräume über K. Sei Ω ⊆ X offen, f : Ω → Y
eine Abbildung, a ∈ Ω und v ∈ X. Da a ein innerer Punkt von Ω ist, existiert
ein r > 0, so dass man mit W := r·int

(
BK
)

eine sternförmige, offene Umgebung
in K von 0 ∈ K vorliegen hat mit a + tv ∈ Ω für alle t ∈ W .

Man definiere die beiden Abbildungen

ga,v : W → Y, t 7→ f(a + tv)

und
qa,v : R ∩ W → YR, t 7→ f(a + tv).

Die Abbildung f heißt Gâteaux-differenzierbar (über K) bei a in Richtung v,
falls die Abbildung qa,v bei 0 ∈ R differenzierbar über R ist. Das in Y liegende
Element

δf(a)(v) := Dqa,v(0)(1)
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heißt die Gâteaux-Variation von f bei a bezüglich v. Falls δf(a)(v) für ein v ̸= 0
existiert, so existiert für jedes λ ∈ R× auch δf(a)(λv), wobei dann λ ·δf(a)(v) =
δf(a)(λv) gilt.

Die Abbildung f ist genau dann Gâteaux-differenzierbar bei a in Richtung
v, wenn sie {−v, v}-differenzierbar ist; in diesem Fall gilt dann

δf(a)(v) = ▽SR·vf(a)(v).

Beweis. Sei f Gâteaux-differenzierbar bei a in Richtung v. Sei dementsprechend
W eine sternförmige, offene Umgebung in R von 0 mit a + tv ∈ Ω für alle
t ∈ W und q : W → YR, t 7→ f(a + tv), differenzierbar bei 0. Es existiert also
ein S ∈ L(R, YR) mit: ∀ε > 0 ∃h0 ∈ R× ∀h ∈ R, 0 < |h| < h0 ∀λ ∈ {−1, 1} :
∥ 1

h

(
q(hλ)−q(0)

)
−S(λ)∥ < ε, also ∥ 1

h

(
f(a+hλv)−f(a)

)
−S(λ)∥ < ε. Definiere

ein T ∈ L(X, Y ) per T (v) := S(1) und Tx = 0 für alle x /∈ Kv. Damit gilt also
supw∈{−v,v} ∥ 1

h

(
f(a + hw) − f(a)

)
− T (w)∥ < ε, das heißt, T = ▽{−v,v}f(a).

Da δf(a)(v) = Dq(0)(1) = S(1) = T (v) gilt, folgt die behauptete Gleichung.
Gilt umgekehrt T = ▽{−v,v}f(a), so erhält man wieder das ebige S ∈

L(R, YR) per S(1) := T (v).

Existiert für jedes v ∈ X die Gâteaux-Variation von f bei a bezüglich v und
ist die dadurch definierte Abbildung

δf(a) : X → Y, v 7→ δf(a)(v)

linear und stetig, so wird diese Abbildung die Gâteaux-Ableitung von f bei
a genannt, mit Gf(a) bezeichnet und sagt in diesem Fall, dass f Gâteaux-
differenzierbar (über K) bei a sei. Die Abbildung f : Ω → Y ist also genau
dann Gâteaux-differenzierbar bei a ∈ Ω, falls eine der folgenden äquivalenten
Bedingungen erfüllt ist:

(a) limh→0, h∈R×
1
h

(
f(a + hv) − f(a)

)
= T (v) (Normkonvergenz) für alle v ∈

X und ein T ∈ L(X, Y ).

(b) ∃T ∈ L(X, Y ) ∀v ∈ X ∀ε > 0 ∃h0 ∈ R× ∀h ∈ R, 0 < |h| < h0 :∥∥∥ 1
h

(
f(a + hv) − f(a)

)
− T (v)

∥∥∥ < ε.

Die Abbildung f heißt komplex Gâteaux-differenzierbar (über K) bei a in
Richtung v, falls die Abbildung ga,v bei 0 ∈ K differenzierbar ist. Das dann in
Y liegende Element

Dvf(a) := Dga,v(0)(1)

heißt dann die Richtungsableitung (über K) bei a in Richtung v. Offensichtlich
beschreiben im Fall von K = R die Begriffe Gâteaux-differenzierbar bei a in
Richtung v und komplex Gâteaux-differenzierbar bei a in Richtung v ein und
denselben Sachverhalt.

Die Abbildung f ist genau dann komplex Gâteaux-differenzierbar bei a in
Richtung v, wenn f SK · v-differenzierbar ist; in diesem Fall gilt dann

Dvf(a) = ▽SK·vf(a)(v).
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Beweis. Der Beweis geht ganz analog wie bei der Gâteaux-Differenzierbarkeit
bei a in Richtung v. Sei f komplex Gâteaux-differenzierbar bei a in Richtung v.
Sei dementsprechend W := ρ·int

(
BK
)

für ein ρ > 0 derart, dass für alle z ∈ W
gilt: a+zv ∈ Ω und g : W → Y , z 7→ f(a+zv), ist differenzierbar über K bei 0. Es
existiert also ein S ∈ L(K, Y ) mit: ∀ε > 0 ∃h0 ∈ R× ∀h ∈ K, 0 < |h| < h0 ∀λ ∈
SK : ∥ 1

h

(
g(hλ) − g(0)

)
− S(λ)∥ < ε, also ∥ 1

h

(
f(a + hλv) − f(a)

)
− S(λ)∥ < ε.

Definiere wieder ein T ∈ L(X, Y ) per T (v) := S(1) und Tx = 0 für alle x /∈
Kv. Damit gilt also supw∈SK·v ∥ 1

h

(
f(a + hw) − f(a)

)
− T (w)∥ < ε, das heißt,

T = ▽SK·vf(a). Da Dvf(a) = Dg(0)(1) = S(1) = T (v) gilt, folgt die behauptete
Gleichung.

Existiert für jedes v ∈ X die Richtungsableitung von f bei a in Richtung v
und ist die dadurch definierte Abbildung

X → Y, v 7→ Dvf(a) (4.1)

linear und stetig, so wird diese Abbildung die komplexe Gâteaux-Ableitung von
f bei a genannt, mit GKf(a) bezeichnet und sagt in diesem Fall, dass f komplex
Gâteaux-differenzierbar bei a sei; liegt dabei speziell auch noch K = C vor, so
heißt f Gâteaux-holomorph bei a. (Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen,
dass Kaup [180], Seite 5, hierbei lediglich die Existenz der Abbildung (4.1)
fordert.)

Falls f Fréchet-differenzierbar bei a ist, gilt

Gf(a)(v) = Dvf(a) = Df(a)(v)

für alle v ∈ X.

4.1.7. Seien X und Y normierte Vektorräume über K. Sei Ω ⊆ X offen, f : Ω →
Y eine Abbildung und a ∈ Ω. Dann ist f genau dann Fréchet-differenzierbar bei
a, wenn f bei a sowohl Gâteaux-differenzierbar als auch stark subdifferenzierbar
ist.

Beweis. Dass f die behaupteten Eigenschaften hat, wenn es Fréchet-differenzier-
bar bei a ist, ist klar.

Zur Umkehrung: Bezeichne τ(v, h) den Differenzenquotienten f(a+hv)−f(a)
h

für beliebige v ∈ X, h ∈ K×. Sei f bei a sowohl Gâteaux-differenzierbar als
auch stark subdifferenzierbar. Aus der Gâteaux-Differenzierbarkeit von f bei a
folgt, dass τ(v, h) für jedes v ∈ X für h → 0, h ∈ R×, konvergiert und, dass die
Abbildung T : X → Y , v → limh→0, h>0 τ(v, h) linear und stetig ist. Dass f bei
a stark subdifferenzierbar ist, heißt, dass es eine Abbildung S : BX → Y gibt
mit limh→0, h>0 supv∈BX

∥∥∥τ(v, h) − S(v)
∥∥∥ = 0. Offensichtlich gilt T ↾ BX = S,

das heißt, T ist der BX -Gradient von f bei a. Nach 4.1.5(f) ist f bei a Fréchet-
differenzierbar.

4.1.8 Asplundräume (Phelps [238](1993)). Ein Banachraum X über K heißt
ein Asplundraum (bzw. schwacher Asplundraum), wenn für jede offene, konvexe,
nicht leere Teilmenge C von X jede stetige, konvexe Funktion f : C → R bei
jedem Punkt einer dichten Gδ-Teilmenge von C Fréchet-differenzierbar (bzw.
Gâteaux-differenzierbar) ist.
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Separable Banachräume über K sind schwache Asplundräume; für separable
Banachräume über R wurde dies 1933 von Mazur gezeigt.

Der Folgenraum ℓ∞ ist kein schwacher Asplundraum und der Folgenraum ℓ1
ist kein Asplundraum.

Falls der Dualraum X∗ eines Banachraumes X über K separabel ist, so ist
X ein Asplundraum; für den Fall K = R wurde dies 1968 von Asplund gezeigt

Da ein reflexiver Banachraum X genau dann separabel ist, wenn sein Dual-
raum X∗ separabel ist, folgt das Theorem: Ist X ein separabler, reflexiver Ba-
nachraum über K, so ist X ein Asplundraum; für den Fall K = R wurde dieses
Theorem 1963 von J. Lindenstrauss gezeigt.

(ebd., Seite 82). Ein Banachraum über K ist genau dann ein Asplundraum,
wenn sein Dualraum X∗ die Radon-Nikodým-Eigenschaft hat.

(Franchetti und Payá [98](1993), Seite 68). G. Godefroy hat gezeigt, dass
jeder Banachraum mit einer stark subdifferenzierbaren Norm ein Asplundraum
ist.

In Giles [109](1982), Seite 211, und in Bourgin [36](1983), Seite 161, De-
finition 5.7.3, findet man die Definition, wann ein Banachraum über R, der ein
Prädual besitzt, ein sogenannter schwach∗-Asplund-Raum ist. Dieser Definiti-
on entsprechend, ist ein Banachraum über K, der ein Prädual besitzt, genau
dann ein schwach∗-Asplund-Raum, wenn sein Prädual die Radon-Nikodým-
Eigenschaft aufweist. Es sei an 2.10.12 erinnert, wonach das Prädual eines
schwach∗-Asplund-Raumes stets stark eindeutig ist.

4.1.9. (a) (Rosenthal [249](1984), Seite 134). Sei X ein Banachraum über K
und T ∈ L(X). Dann gilt:

sup Re Vspatial(T ) = max Re V (T ) = ▽̃T ∥ · ∥(IdX) = ▽̃T ln ∥ exp(·)∥(0),

wobei ln den auf R+× definierten üblichen natürlichen Logarithmus bezeichnet.
(b) (Dunford und Schwartz [78](1958), Seite 447, Theorem 5). Sei X ein

Banachraum über K und x ∈ SX . Dann gilt für alle y ∈ X die Gleichung

max Re V (x; y) = ▽̃y∥ · ∥(x).

4.1.10. Seien X und Y normierte Vektorräume über K und sei U ein Unterraum
von X. Ist T ∈ L(U, Y ) eine Ableitung im Sinne einer der vorstehenden Num-
mern, so wird im Fall von X ∼= K üblicherweise T per der kanonischen surjekti-
ven Isometrie φ : L(K, Y ) → Y , R 7→ R(1), als Element von Y betrachtet. Dass
φ eine Isometrie ist, sieht man so: Da jedes R ∈ L(K, Y ) von der Form t 7→ ty
für ein y ∈ Y ist, gilt: ∥φ(R)∥ = ∥R(1)∥ = ∥y∥ = sup{∥ty∥ : |t| = 1} = ∥R∥.

4.1.11 Glätte und Rauheit (Megginson [211](1998), Seiten 485-487, 504;
Becerra Guerrero und Martín [18](2005)). Sei (X, ∥ · ∥) ein normierter
Vektorraum über K und a ∈ SX . Es sei an Definition 2.11.1 erinnert. Die Norm
∥·∥ ist genau dann glatt bei a, wenn sie Gâteaux-differenzierbar bei a ist, und in
diesem Fall gilt G∥·∥(a) = Re x∗, wobei x∗ das eine Element von ΦX(a) bezeich-
ne. Insbesondere ist X also genau dann glatt, wenn die Norm von X Gâteaux-
differenzierbar ist. Die Norm ∥ · ∥ ist genau dann Gâteaux-differenzierbar bei
x ̸= 0, wenn sie bei x/∥x∥ Gâteaux-differenzierbar ist. Analog gilt: Die Norm ∥·∥
ist genau dann Fréchet-differenzierbar bei x ̸= 0, wenn sie bei x/∥x∥ Fréchet-
differenzierbar ist.
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Die Norm ∥ · ∥ heißt Fréchet-glatt (im Englischen Fréchet smooth) bei a,
wenn sie bei a Fréchet-differenzierbar ist. X und seine Norm heißen Fréchet-
glatt, wenn die Norm ∥ · ∥ bei allen x ∈ SX Fréchet-differenzierbar ist. X ist
genau dann Fréchet-glatt, wenn X glatt ist und die Stützfunktion ΦX stetig ist.

Die Rauheit (im Englischen roughness) von X bei a ist definiert als

ηX(a) := lim sup
∥x∥→0

∥a + x∥ + ∥a − x∥ − 2
∥x∥

.

Synonym spricht man auch von der Rauheit der Norm von X bei a und dies auch
entsprechend bei den beiden folgenden über die Rauheit definierten Begriffen.
Nach Deville, Godefroy und Zizler [62](1993), Seite 3, ist X genau dann
Fréchet-glatt bei a, wenn ηX(a) = 0 gilt.

Wegen der Dreiecksungleichung gilt offensichtlich immer ηX(a) ≦ 2 ( [62],
Seite 8). Sei δ > 0. X heißt δ-rau, falls für alle x ∈ SX die Ungleichung ηX(x) ≧ δ
gilt. X heißt rau, falls X für ein δ > 0 δ-rau ist. X heißt extrem rau (im
Englischen extremely rough), falls X 2-rau ist. Die kanonischen Normen von
C[0, 1] und ℓ1 sind extrem rau. Das Prädual jeder unendlichdimensionalen von
Neumann-Algebra über C ist extrem rau (Becerra Guerrero, López Pérez
und Rodríguez Palacios [17](2003), Seite 758, Korollar 2.7). Nach Deville,
Godefroy und Zizler [62](1993), Seite 8, Satz 1.11, ist im Fall, dass X ein
Banachraum über K ist, X genau dann δ-rau, wenn jede nicht leere schwach∗-
Scheibe von BX∗ einen Durchmesser größer oder gleich δ hat.

Es sei an die Definition 2.11.11 eines stark exponierten Punktes erinnert.
Nach Deville, Godefroy und Zizler [62](1993), Seite 3, Theorem 1.4(ii)
gilt: Sei X ein Banachraum über K, a ∈ SX und x∗ ∈ ΦX(a). Dann ist a
vermittels x∗ genau dann ein stark exponierter Punkt von BX , wenn die Norm
von X∗ bei x∗ Fréchet-glatt ist.

4.1.12 Norm und Stützfunktion. (a) Sei X ein normierter Vektorraum
über K. Die Norm von X ist w-unterhalbstetig und die Norm von X∗ ist w∗-
unterhalbstetig.

(b) Sei X ein normierter Vektorraum über K. Die Stützfunktion ΦX ist
(n − w∗)-oberhalbstetig.

(c) Sei X ein normierter Vektorraum über K und p ∈ SX . Die folgenden
drei Aussagen sind äquivalent:
(i) Die Norm von X ist stark subdifferenzierbar bei p.
(ii) ΦX ist (n − n)-oberhalbstetig bei p.
(iii) Für jedes ε > 0 enthält ΦX(p) + ε · BX∗ eine Scheibe von BX∗ .

(d) Sei X ein normierter Vektorraum über K und p ∈ SX . Die folgenden
drei Aussagen sind äquivalent:
(i) Die Norm von X ist Fréchet-differenzierbar bei p.
(ii) ΦX ist bei p sowohl (n − n)-unterhalbstetig als auch (n − n)-oberhalbstetig.
(iii) ΦX ist (n − n)-unterhalbstetig bei p.

(e) Sei X ein Banachraum über K und p ∈ SX und τ ∈ {n, w, w∗}. Dann
sind äquivalent:
(i) ΦX ist (n − τ)-oberhalbstetig bei p.
(ii) Für jede Nullumgebung U von X∗ enthält ΦX(p)+U eine Scheibe von BX∗ .

(f) Sei X ein normierter Vektorraum über K und p ∈ SX . Die folgenden
vier Aussagen sind äquivalent:
(i) Die Norm von X ist Gâteaux-differenzierbar bei p.
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(ii) ΦX ist bei p sowohl (n−w∗)-unterhalbstetig als auch (n−w∗)-oberhalbstetig.
(iii) ΦX ist bei p sowohl (n − w∗)-unterhalbstetig als auch (n − w∗)-
oberhalbstetig.
(iv) ΦX ist (n − w∗)-unterhalbstetig bei p.

Beweis. Vorab sei darauf hingewiesen, dass die Aussagen (b) bis (f) in den gleich
angegebenen Literaturstellen für K = R formuliert sind. Wie man aber leicht
sieht, sind die jeweils einzelnen Aussagen (i), (ii), usw. im Fall eines Raumes über
C genau dann gültig, wenn sie für die reelle Strukturierung dieses Raumes gültig
sind. Speziell für die Aussagen (c) und (e) sei diesbezüglich an 2.9.9 erinnert.

(a) BX ist schwach abgeschlossen und BX∗ ist nach dem Satz von Alaoglu-
Bourbaki schwach∗-abgeschlossen. Nun siehe 1.2.9. (Man vergleiche auch mit
Megginson [211](1998), Seite 217, Theorem 2.5.21, und Seite 227, Theorem
2.6.14.) (b) Cudia [55] (1964), Seite 298. (c) Siehe Gregory [121](1980),
Seite 19. Dabei beachte man, dass nach 2.11.4 ∂∥ · ∥ ↾ SX = ΦX und ran ∂∥ · ∥ ↾
X× ⊆ SX∗ gilt. (d) (i) ⇔ (ii): Gregory [121](1980), Seite 18. (i) ⇔ (iii): Cudia
[55](1964), Seite 304. (e) Giles, Gregory und Sims [108](1978), Seite 102.
Man bemerke, dass man bei τ = w∗ in (i) den Strich über dem τ weglassen
kann, siehe 2.11.7. (f) (i) ⇔ (ii): Gregory [121](1980), Seite 19. (ii) ⇔ (iii):
2.11.7. (i) ⇔ (iv): Cudia [55](1964), Seite 300.

4.1.13 (Upmeier [279](1985), Seiten 7 und 8). Seien X und Y Banachräume
über K und sei Ω ⊆ X offen und n ∈ N. Jedes p ∈ Pn(X, Y ) ist differenzierbar
und die Ableitung Dp ist ein Element von Pn−1(X, L(X, Y )), da für alle x,
x1 ∈ X die Gleichung Dp(x)x1 = n

∼
p (x1, x, . . . , x) gilt. Des Weiteren gilt wegen

∼
Dp (x2, . . . , xn)x1 = n

∼
p (x1, . . . , xn) für alle x1, . . . , xn ∈ X die Gleichung

∥
∼

Dp ∥ = n∥
∼
p ∥, womit die lineare Abbildung Pn(X, Y ) → Pn−1(X, L(X, Y )),

p 7→ Dp, stetig ist.
Als Folgerung ergibt sich, dass jede analytische Abbildung f : Ω → Y un-

endlich oft differenzierbar ist und die Ableitungen f (m) : Ω → Lm(X, Y ) für alle
m ∈ N wiederum analytisch sind. Hat f bei a ∈ Ω die Potenzreihenentwicklung∑∞

n=0 pn, so gilt Dmf(a) = m! ∼
pm für alle m ∈ N.

4.1.14. Seien X und Y Banachräume über C und sei Ω ⊆ X offen. Wie in
der Funktionentheorie gilt auch hier die Äquivalenz des Weierstrass-Konzeptes
der komplex-analytischen Abbildungen und des Cauchy-Riemann-Konzeptes der
holomorphen Abbildungen. Das heißt, eine Abbildung f : Ω → Y ist genau dann
komplex-analytisch, wenn sie holomorph ist (Nachbin [218](1969), Seite 17).

4.2 Analytische Banach-Mannigfaltigkeiten
4.2.1 Analytische Banach-Mannigfaltigkeit (Upmeier [279](1985)). Sei
M ein topologischer Raum, der Hausdorff’sch ist. Eine Karte ist ein Tripel
(Ω, p, X), wobei Ω eine offene Teilmenge von M ist, X ein Banachraum über
K und p : Ω → X eine Abbildung ist, deren Bild ran(p) eine offene Men-
ge von X ist und die einen Homöomorphismus von Ω auf ran(p) induziert.
Ist a ∈ Ω mit p(a) = 0, so heißt (Ω, p, X) eine Karte um a. Die Karten
(Ω, p, X) und (Σ, q, Y ) von M heißen kompatibel, wenn der Homöomorphis-
mus q ◦ p−1 : p(Ω ∩ Σ) → q(Ω ∩ Σ) bianalytisch ist. Ein Atlas von M ist eine
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Kollektion von paarweise kompatiblen Karten, die M überdecken. Ein bezüg-
lich der Mengeninklusion maximaler Atlas versieht M mit der Struktur einer
Banach-Mannigfaltigkeit (genauer analytischen Banach-Mannigfaltigkeit). Eine
Banach-Mannigfaltigkeit über K ist also eine Hausdorff’sche Mannigfaltigkeit,
die lokal über offene Teilmengen von Banachräumen über K per bianalytischen
Kartenwechselabbildungen modelliert wird (Kaup [173](1977), Seite 43). Insbe-
sondere ist zum Beispiel jede offene Teilmenge Ω eines Banachraumes X über
K eine Banach-Mannigfaltigkeit, deren maximaler Atlas von (Ω, IdX |Ω, X) ge-
neriert worden ist.

Eine Abbildung g : M → N zwischen Banach-Mannigfaltigkeiten heißt ana-
lytisch, wenn für jeden Punkt m ∈ M eine Karte (Ω, p, X) von M und eine
Karte (Σ, q, Y ) von N existiert mit m ∈ Ω, g(Ω) ⊆ Σ und ein kommutatives
Diagramm

Ω g //

p

��

Σ
q

��
p(Ω)

g#
// q(Σ)

existiert, wobei g# eine analytische Abbildung ist; g# heißt die lokale Darstel-
lung von g bezüglich p und q. Die Abbildung g heißt bianalytisch, wenn g bijektiv
ist und sowohl g als auch g−1 analytisch sind. Die Gruppe aller bianalytischen
Selbstabbildungen von M wird mit Aut(M) bezeichnet und heißt die analytische
Automorphismengruppe von M . Um besonders deutlich zu machen, dass sich die
Automorphismen auf die Banach-Mannigfaltigkeits-Struktur beziehen, wird die
Bezeichnung AutMF (M) verwendet, wobei das im Index stehende „MF“ für das
Wort „Mannigfaltigkeit“ steht.

Wie im endlichdimensionalen Fall werden Tangentialvektoren für Banach-
Mannigfaltigkeiten mit dem Konzept des Keims einer analytischen Abbildung
oder als Richtungsableitungen entlang einer glatten (im Englischen smooth)
Kurve definiert; anders aber als im endlichdimensionalen Fall können diese Tan-
gentialvektoren im Allgemeinen nicht mit dem Konzept der K-wertigen Deriva-
tionen definiert werden.

4.2.2 Keim (Upmeier [279](1985), Seite 53). Sei M eine Banach-Mannigfal-
tigkeit über K, Y ein Banachraum über K und m ∈ M . Betrachte Y -wertige
analytische Abbildungen f , die auf einer vom jeweiligen f abhängigen offenen
Umgebung Ω von m definiert sind. Zwei solcher Abbildungen heißen äquivalent,
wenn sie auf einer offenen Umgebung von m übereinstimmen. Jede durch diese
Relation definierte Äquivalenzklasse heißt ein Keim der analytischen Y -wertigen
Abbildungen bei m. Die Menge OY

m all dieser Keime bei m ist in kanonischer
Weise ein Vektorraum über K. Bezeichnet fm ∈ OY

m den Keim von f bei m,
dann heißt

rm : OY
m → Y, fm 7→ f(m)

die lineare Auswertungsabbildung (bei m).

4.2.3 Tangentialraum (Upmeier [279](1985), Seite 53). Sei M eine Banach-
Mannigfaltigkeit über K, Y ein Banachraum über K und (Ω, p, X) eine Karte
von M . Für m ∈ Ω und f ∈ OY

m setze

∂f

∂p
(m) := D

(
f ◦ p−1) (pm) ∈ L(X, Y ).
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Jeder Vektor x ∈ X definiert eine lineare Abbildung

v := x
∂

∂p
: OY

m → Y, f 7→
(

x
∂

∂p

)
f := ∂f

∂p
(m)x.

Für m ∈ M heißt die Menge Tm(M) :=
{

x
∂

∂p
: x ∈ X

}
, versehen mit der durch

x 7→ x
∂

∂p
induzierten Banachraumstruktur, der Tangentialraum von M bei m;

seine Elemente heißen die Tangentialvektoren von M bei m.

4.2.4 Differential (Upmeier [279](1985), Seite 55). Seien M und N zwei
Banach-Mannigfaltigkeiten über K und sei g : M → N eine analytische Abbil-
dung und m ∈ M . Dann existiert eine lineare Abbildung

g∗
m : OY

g(m) → OY
m, f 7→ g∗

m(f) := (f ◦ g)m.

Für v ∈ Tm(M) definiere man die lineare Abbildung

Tm(g)v : OY
g(m) → Y, f 7→ Tm(g)v(f) := v (g∗

m(f)) .

Die lineare Abbildung

Tm(g) : Tm(M) → Tg(m)(N), v 7→ Tm(g)v

heißt das Differential von g bei m.

4.2.5 Tangentialbündel (Upmeier [279](1985), Seite 58). Seien M und N
zwei Banach-Mannigfaltigkeiten über K. Die disjunkte Vereinigung T (M) :=⋃

m∈M {m} × Tm(M) zusammen mit der kanonischen Projektion τM : T (M) →
M, (m, v) 7→ m, heißt das Tangentialbündel von M ; es ist ein sogenanntes Bündel
von Banachräumen (siehe etwa Lang [195](1988)).

Sei g : M → N eine analytische Abbildung. Dann ist das Differential von g
definiert als T (g) : T (M) → T (N), (m, v) 7→ (g(m), Tm(g)v). Von g wird das
folgende kommutative Diagramm induziert:

T (M)
T (g) //

τM

��

T (N)
τN

��
M

g
// N

Ist Ω ⊆ M offen, so kann T (Ω) mit einer Teilmenge von T (M) identifiziert
werden per dem Differential T (i) : T (Ω) → T (M) der kanonischen Abbildung
i : Ω → M . Für jede offene Teilmenge A ⊆ X eines Banachraumes X kann das
Tangentialbündel T (A) mit A × X identifiziert werden per der Abbildung

k : T (A) → A × X,
(

z, h
∂

∂z

)
7→ (z, h).

Mittels der Identifikation per k kann man folglich für eine Karte (Ω, p, X) das
Differential T (p) : T (Ω) → T (X) als die Abbildung k ◦ T (p) auffassen, also als

T (Ω) → p(Ω) × X,
(
m, h

∂

∂p

)
7→
(
p(m), h

)
(4.2)



4.2. Analytische Banach-Mannigfaltigkeiten 231

wobei bereits auch τX ◦T (p)(T (Ω)) = p◦τΩ(T (Ω)) = p(Ω) berücksichtigt worden
ist.

T (M) trägt eine eindeutige Hausdorff-Topologie, so dass τM stetig ist und
T (M) einen bestimmten analytischen Atlas trägt (siehe Upmeier, ebd.); mit
diesem besagten Atlas ist T (M) eine Banach-Mannigfaltigkeit über K.

4.2.6 Vektorfeld (Upmeier [279](1985), Seite 59). Sei M eine Banach-
Mannigfaltigkeit über K. Ein analytisches Vektorfeld auf M oder infinitesi-
male Transformation ist eine analytische Abbildung X : M → T (M) mit
τM ◦ X = IdM , das heißt, Xm := X(m) ∈ Tm(M) für alle m ∈ M . Der Vektor-
raum aller analytischen Vektorfelder auf M wird mit T (M) bezeichnet.

Sei O ⊆ M offen, W ein Banachraum über K, f : O → W eine analy-
tische Abbildung und X ∈ T (M). Dann ist die Abbildung Xf : O → W ,
m 7→ Xf(m) := Xmfm, mit fm ∈ OW

m der Keim von f bei m, analytisch.
Sei (Ω, p, Z) eine Karte von M . Für m ∈ M gilt dann Xm = h(m) ∂

∂p
∈

Tm(M) mit h(m) = Tm(p)Xm = Xmpm = Xp(m) ∈ Z, wobei im zweiten
Gleichheitszeichen gemäß Auslegung (4.2) die Abbildung Tm(p) als eine Abbil-
dung Tm(Ω) → Z aufgefasst wird.

Also kann das Vektorfeld X lokal, das heißt hier, beschränkt auf Ω, per der
analytischen Abbildung h = Xp : Ω → Z als X = h

∂

∂p
geschrieben werden. Für

eine beliebige analytische Abbildung f : Ω → Z, ist die analytische Abbildung
Xf : Ω → Z gegeben durch

Xf(m) =
(

h
∂

∂p

)
f(m) = ∂f

∂p
(m)h(m).

4.2.7 Kommutator-Vektorfeld. Sei M eine Banach-Mannigfaltigkeit über
K. Zu jedem Paar X, Y ∈ T (M) existiert genau ein Z ∈ T (M), so dass für alle
analytischen Abbildungen f : Q → W von offenen Teilmengen Q von M nach
einem Banachraum W gilt: Zf = Y (Xf) − X(Y f). Das Vektorfeld Z wird mit
[X, Y ] bezeichnet und heißt der Kommutator von X und Y . T (M), versehen
mit dem Kommutator als Produkt, ist eine Lie-Algebra und wird ebenfalls mit
T (M) bezeichnet. (Upmeier [279](1985), Seite 60.)

(Kaup [180], Seite 38, Beispiel 13.7(iii)). Dieses Kommutatorprodukt von
Vektorfeldern ist in Abstimmung mit der Definition 2.1.29 des Kommutators für
Algebren definiert: Ist X ein Banachraum über C und sind S, T ∈ L(X), so gilt
für den Kommutator [S, T ] = ST − TS ∈ L(X) die Gleichung[

S
∂

∂z
, T

∂

∂z

]
= [S, T ] ∂

∂z
.

Dies sei im Hinblick darauf erwähnt, dass manche Autoren das Kommutator-
produkt von Vektorfeldern mit umgekehrtem Vorzeichen definieren.

4.2.8 (Upmeier [279](1985), Seite 61). Seien M und N zwei Banach-Mannig-
faltigkeiten über K. Sei g : M → N eine bianalytische Abbildung. Dann wird
der Lie-Algebra-Isomorphismus T (M) → T (N), X 7→ T (g) ◦ X ◦ g−1 mit g∗
bezeichnet. g∗ ist also genau gerade so definiert, dass das folgende Diagramm
kommutiert:
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T (M)
T (g) // T (N)

M

T (M)∋X

OO

g
// N

g∗X∈T (N)

OO

Ist h : L → M eine weitere bianalytische Abbildung, und ist die Komposition
g ◦ h erklärt, so gilt

g∗ ◦ h∗ = (g ◦ h)∗. (4.3)
Ist (Ω, p, X) eine Karte von M und ist (Σ, q, Y ) eine Karte von N mit g(Ω) ⊆

Σ, dann gilt

g∗

(
h

∂

∂p

)
g(m)

=
(

∂ (q ◦ g)
∂p

(m)h(m)
)

∂

∂q


g(m)

für alle m ∈ Ω und jeder analytischen Funktion h : Ω → X.

4.2.9 (Upmeier [279](1985), Seite 62). Man betrachte folgenden Spezialfall:
Sei Z ein Banachraum über K und Ω ⊆ Z offen. Dann haben die analyti-
schen Vektorfelder auf Ω die Form X = h

∂

∂z
= h(z) ∂

∂z
mit analytischem

h = X (IdΩ) : Ω → Z; dabei wird üblicherweise des Öfteren h(z) für die Funk-
tion h geschrieben, und das z in ∂

∂z
steht für die kanonische Kartenabbildung

IdZ |Ω; insbesondere steht z
∂

∂z
für IdZ |Ω ∂

∂z
. Ist f : Ω → W eine analytische

Abbildung, W ein Banachraum über K, so gilt
(

h
∂

∂z

)
f(z) = Df(z)h(z). Das

Kommutatorprodukt in T (Ω) ist gegeben durch[
h(z) ∂

∂z
, k(z) ∂

∂z

]
=
(

Dh(z)k(z) − Dk(z)h(z)
) ∂

∂z
.

Ist g : Ω → Σ eine bianalytische Abbildung von Ω auf eine offene Menge Σ
eines Banachraumes Y über K, dann ist der Isomorphismus g∗ : T (Ω) → T (Σ)
von 4.2.8 gegeben durch

g∗

(
h(z) ∂

∂z

)
= k(w) ∂

∂w
,

mit k(w) = Dg
(

g−1(w)
)(

h
(
g−1(w)

) )
für alle w ∈ Σ, das heißt, k(h(z)) =

Dg(z)
(
h(z)

)
für alle z ∈ Ω.

Für jedes n ∈ Z, n ≧ −1, bezeichnet

Tn(Z) :=
{

h
∂

∂z
: h ∈ Pn+1(Z)

}
den Vektorraum über K aller polynomialen Vektorfelder auf Z, die homogen
vom Grad n + 1 sind. Die algebraische direkte Summe

P(Z) :=
∑

n≧−1

⊕
Tn(Z)
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aller polynomialen Vektorfelder auf Z ist eine Unteralgebra von T (Z), versehen
mit einer additiven Graduierung.

4.2.10 Fluss (Upmeier [279](1985), Seiten 67, 70 und 74). Sei Ω eine offene
Teilmenge einer Banach-Mannigfaltigkeit M über K und Σ ⊆ R × Ω offen. Sei
r : Σ → M eine analytische Abbildung, so dass für jedes m ∈ Ω gilt:

Σm := {t ∈ R : (t, m) ∈ Σ}

ist ein offenes Intervall mit 0 ∈ Σm und r(0, m) = m. Gilt dann für alle m ∈ Ω,
t ∈ Σm mit r(t, m) ∈ Ω und für alle s ∈ Σr(t,m) ∩ (Σm − t) die Gleichung
r(s + t, m) = r(s, r(t, m)), so heißt r ein lokaler analytischer Fluss auf Ω. Die
analytische Abbildung rm : Σm → M , t 7→ r(t, m), heißt die Auswertungsabbil-
dung (im Englischen evaluation mapping) bei m ∈ Ω.

Das Vektorfeld X auf Ω definiert durch Xm := T0(rm) für alle m ∈ Ω heißt
der infinitesimale Generator (oder das Differential) des lokalen analytischen
Flusses r auf Ω. Gilt Ω = M , so heißt r ein analytischer Fluss auf M .

Ist speziell Z ein Banachraum über K, sind Ω ⊆ C zwei offene Teilmengen
von Z und ist r : I × Ω → C eine analytische Abbildung für ein offenes Inter-
vall I ⊆ R mit 0 ∈ I, so ist r genau dann ein lokaler analytischer Fluss auf Ω
mit infinitesimalem Generator X = h

∂

∂z
∈ T (C), wenn r die Differentialglei-

chung ∂

∂t
r(t, z) = h

(
r(t, z)

)
für alle (t, z) ∈ I × Ω, unter der Anfangsbedingung

r(0, z) = z für alle z ∈ Ω, löst.

4.2.11 Vollständiges Vektorfeld (Upmeier [279](1985), Seite 80). Sei M ei-
ne Banach-Mannigfaltigkeit über K. Ein analytisches Vektorfeld X auf M heißt
vollständig (im Englischen complete) oder auch integrierbar , wenn es der infini-
tesimale Generator eines analytischen Flusses rX : R × M → M ist. Die Menge
aller vollständigen analytischen Vektorfelder auf M wird mit aut(M) bezeich-
net. Wie bei Aut(M) kann man auch hier die Bezeichnung autMF (M) verwen-
den, wenn man den Bezug auf die Banach-Mannigfaltigkeits-Struktur deutlich
machen möchte. Die Elemente von aut(M) werden auch die infinitesimalen Au-
tomorphismen von M genannt. aut(M) ist im Allgemeinen nicht abgeschlossen
bezüglich der Addition oder des Kommutator-Produktes. aut(M) ist in T (M)R
ein punktierter Kegel (Kaup und Upmeier [182](1977), Seite 383). Von Inter-
esse sind die in aut(M) enthaltenen Banach-Lie-Algebren von Vektorfeldern. In
manchen Fällen kann man auch aut(M) selbst mit der Struktur einer Banach-
Lie-Algebra ausstatten, siehe 4.5.28.

Für X ∈ aut(M) und t ∈ R definiert man die analytische Abbildung
exp(tX) : M → M per exp(tX)(m) := rX(t, m) für alle m ∈ M . Der Homo-
morphismus R → Aut(M), t 7→ exp(tX), heißt die zu X ∈ aut(M) assoziierte
Einparametergruppe. Die Abbildung

exp: aut(M) → Aut(M), X 7→ exp(1 · X). (4.4)

heißt die Exponentialabbildung; dabei wird das von ihr zu einem X ∈ aut(M)
zugeordnete exp(X) := exp(1 · X) das Exponential von X genannt.

Sei X eine Banach-Lie-Algebra über K und M eine Banach-Mannigfaltigkeit
über L, wobei L für R oder C steht. Eine Darstellung von X auf M ist definiert
als ein reell-linearer Lie-Algebra-Homomorphismus T : X → T (M) mit T (X) ⊆
aut(M) (Upmeier [279](1985), Seite 86).
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4.2.12 Lie-Gruppe und deren Lie-Algebra (Upmeier [279](1985), Sei-
ten 92, 93, 95 und 99). Eine Banach-Lie-Gruppe über K ist eine Gruppe G,
die zugleich eine Banach-Mannigfaltigkeit über K ist, so dass die Multiplikati-
onsabbildung G×G → G, (g, h) 7→ gh, analytisch ist. Das neutrale Element von
G wird mit e bezeichnet. Die Links- und Rechtstranslationen Lg : h 7→ gh und
Rg : h 7→ hg sind bianalytische Automorphismen der Banach-Mannigfaltigkeit
G, das heißt, Elemente von AutMF (G).

Die Lie-Unteralgebra von T (G)

g(G) :=
{

X ∈ T (G) : (Rg)∗ X = X für alle g ∈ G
}

aller rechtsinvarianten analytischen Vektorfelder auf G heißt die Lie-Algebra von
G. Es gilt

g(G) ⊆ aut(G).

Sei X ∈ g(G); setze χ :=
(

exp(X)
)
(e). Dann gilt exp(X) = Lχ, das heißt,

exp(X) ist die Linkstranslation h 7→ χh. Die Abbildung

g(G) → G, X 7→
(

exp(X)
)
(e)

heißt die Exponentialabbildung von G und wird mit exp bezeichnet.
Die Inversenbildung g 7→ g−1 einer Banach-Lie-Gruppe G über K ist analy-

tisch, siehe ebd., Korollar 6.6.
Wie bereits erwähnt, definieren manche Autoren das Kommutatorprodukt

4.2.7 zweier Vektorfelder mit umgekehrtem Vorzeichen und dementsprechend
die Lie-Algebra g(G) einer Banach-Lie-Gruppe G als die Menge aller linksinva-
rianten analytischen Vektorfelder auf G.

Sei G eine Banach-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Die Auswertungsabbil-
dung ρe : g→ Te(G), X 7→ Xe, ist ein linearer Isomorphismus mit der inversen
Abbildung Te(G) → g, v 7→ Xv mit (Xv)g := Te (Rg) v für alle g ∈ G.

4.2.13 (Upmeier [279](1985), Seite 96). Ist A eine unitale Banachalgebra über
K, so ist die Gruppe G(A) aller invertierbaren Elemente von A offen, also eine
Banach-Mannigfaltigkeit, und eine Banach-Lie-Gruppe über K. Da man den
Tangentialraum Te(A) mit A identifizieren kann, ist die Auswertungsabbildung
ρe : g

(
G(A)

)
→ A ein Banach-Lie-Gruppen-Isomorphismus von g

(
G(A)

)
auf

A⊖. Insbesondere gilt für jeden Banachraum X über K, dass die Gruppe GL(X)
eine Banach-Lie-Gruppe über K ist. Ihre Lie-Algebra g

(
GL(X)

)
ist mittels der

Auswertungsabbildung Banach-Lie-Gruppen-isomorph zu
(
L(X)

)⊖.

4.3 Operation und Darstellung einer Gruppe
4.3.1 Definition. Sei G eine Gruppe, e ihr neutrales Element und M eine
Menge. Eine Abbildung ◦ : G × M → M heißt eine Operation (genauer eine
Links-Operation) von der Gruppe G auf M , wenn die beiden folgenden Bedin-
gungen gelten:

(a) (gh) ◦ m = g ◦ (h ◦ m) für alle g, h ∈ G, m ∈ M .

(b) e ◦ m = m für alle m ∈ M .
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Man sagt dann auch, dass die Gruppe G auf der Menge M operiere. Im Allge-
meinen wird ◦ multiplikativ geschrieben. Man siehe auch bei 4.3.7 bezüglich des
Begriffes der Darstellung einer Gruppe.

4.3.2. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge M operiert. Dann ist auf M
durch

m ∼ n :⇔ ∃g ∈ G : gm = n

eine Äquivalenzrelation erklärt. Sei m ∈ M . Die Äquivalenzklasse [m] := Gm =
{gm : g ∈ G} heißt Bahn (oder Orbit oder Transitivitätsgebiet) von m bei der
gegebenen Operation. Die Operation von G auf M heißt transitiv, wenn nur
genau eine Bahn existiert, das heißt, wenn M ̸= ∅ ist und zu je zwei Elementen
m, n ∈ M stets ein g ∈ G mit gm = n existiert. Man sagt dann auch, G operiere
transitiv auf M .

4.3.3 Fixsysteme. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge M operiere. Fasse
die Potenzmenge von M als eine mit der leeren Menge als Basispunkt punktierte
Menge

(
P(M),∅

)
auf. Dann ist mittels der Abbildung

B : G × M → P(M), (g, m) 7→ {gm} \ {m}

ein Annihilatorsystem (G, M ; B; P(M)) erklärt; es heißt das Fixsystem der auf
M operierenden Gruppe G.

Für jede Teilmenge Z von M heißt der Linksannihilator von Z, also die
Untergruppe (wegen siehe 2.1.4)

Z⊥ = {g ∈ G : gm = m für alle m ∈ Z}

von G, die genau aus den Elementen von G besteht, die jedes m ∈ Z festlas-
sen — man sagt dazu auch: die Z elementweise festlassen —, der Stabilisator
von Z (in G); andere übliche Bezeichnungen für ihn sind Stabilitätsuntergruppe,
Stand(unter)gruppe, Fixgruppe und Isotropie-(Unter)gruppe von Z (in G); falls
Z einelementig ist, etwa Z = {m}, so sagt man in den vorstehenden Formulie-
rungen statt „von Z“ auch einfach „von m“.

Für jede Teilmenge H von G heißt der Rechtsannihilator von H,

H⊥ = {m ∈ M : gm = m für alle g ∈ H},

also die Teilmenge von M , die aus genau denjenigen Elementen m ∈ M besteht,
die unter allen g ∈ H festbleiben, die Fixpunktmenge von H.

Man bemerke: Würde man ein Fixsystem statt mit einer auf eine Menge
M operierenden Gruppe allgemeiner mit einer Menge von Selbstabbildungen
einer Menge M definieren, so wäre die in 1.1.2 definierte Fixpunktmenge einer
Selbstabbildung f gleich der hier definierten Fixpunktmenge der einelementigen
Selbstabbildungsmenge {f}.

4.3.4 Galoissysteme. (a) Sei E ein Körper. Dann heißt das Fixsystem der auf
E operierenden Automorphismengruppe Aut(E) das Galoissystem von E. Da
in der sogenannten Galoistheorie parallel zu dem Galoissystem eines Körpers
E auch die Galoissysteme von etwa Unterkörpern L von E betrachtet werden,
empfiehlt es sich dann, statt ⊥ etwa ⊥ (L) als Annihilatorsymbol zu verwenden.

Sei E ein Körper und betrachte das Galoissystem von E. Sei K ein Unterkör-
per von E. Mit E, aufgefasst als einen Vektorraum über K, wird die Dimension
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von E — wie in der Körpertheorie üblich — mit [E : K] bezeichnet. Der Sta-
bilisator von K, also K⊥, heißt die Galoisgruppe von K (bezüglich E); sie wird
auch mit Gal(E : K) oder γE(K) oder einfach γ(K) bezeichnet. (Siehe etwa bei
Schulze [258](2006), Seite 100, oder Meyberg [213](1976), Seite 65, Definiti-
on 7.1.3.) Man überlegt sich leicht (siehe Meyberg [213](1976), Seite 65), dass
K⊥ genau aus den K-linearen (siehe Definition 2.1.35) Elementen von Aut(E)
besteht.

Für jede Teilmenge G von Aut(E) ist κ := G⊥ ein Körper, der sogenannte
Fixpunktkörper von G.

(Hornfeck [141](1976), Seiten 208, 209). Weist G ⊆ Aut(E) nur endlich
viele Elemente auf, wobei auch IdE ∈ G gelte, so gilt

[E : G⊥] ≧ |G|, (4.5)

wobei |G| die Elementeanzahl von G bezeichnet; ist G dabei sogar eine Gruppe,
so liegt in (4.5) Gleichheit vor.

(b) Betrachte das Galoissystem eines Körpers E. Für jeden Unterkörper K
von E mit [E : K] < ∞ ist die Galoisgruppe K⊥ endlich.

Beweis. Angenommen, K⊥ wäre dann nicht endlich. Dann gibt es eine endliche
Menge M ⊆ K⊥ mit IdE ∈ M und |M | > [E : K]. Nach 1.1.19(d) ist die Inklu-
sion M ⊆ K⊥ äquivalent zu der Inklusion K ⊆ M⊥. Somit gilt die Ungleichung
[E : M⊥] ≦ [E : K]. Nach der Ungleichung (4.5) gilt aber |M | ≦ [E : M⊥] und
man hat den Widerspruch |M | ≦ [E : K].

(c) Betrachte das Galoissystem eines Körpers E. Jede endliche Untergruppe
von Aut(E) ist annihilatorabgeschlossen.

Beweis. Sei G eine endliche Untergruppe von Aut(E). nach 1.1.19(e) gilt G⊥ =
G⊥

⊥
⊥, nach 1.1.19(d) gilt G ⊆ G⊥

⊥. Nach (4.5) gilt |G| = [E : G⊥], also
[E : G⊥] < ∞, und somit mit (b), dass |G⊥

⊥| < ∞. Wieder mit (4.5) also
|G| = [E : G⊥

⊥
⊥] = |G⊥

⊥|, das heißt, G = G⊥
⊥, und das war zu zeigen.

(d) Betrachte das Galoissystem eines Körpers E. Sei K ein Unterkörper von
E. Dann heißt K ein Galois(unter)körper (von E) oder galoissch, wenn er an-
nihilatorabgeschlossen ist. (Abweichend von der hier verwendeten Terminologie
bezeichnet Hornfeck [141](1976), Definition auf Seite 211, für [E : K] < ∞
den Stabilisator K⊥ erst genau dann als die Galoisgruppe G(E|K), wenn K
annihilatorabgeschlossen ist, und in diesem Fall nennt er dann E normal über
K.)

(e) (Hornfeck [141](1976), Seite 213, Satz 66.1). Betrachte das Galoissys-
tem eines Körpers E. Sei K ein Galoisunterkörper von E mit [E : K] < ∞. Dann
ist auch jeder Zwischenkörper L von E und K — soll heißen, L ist ein Unterkör-
per von E und enthält K als Unterkörper, E ⊇ L ⊇ K — ein Galoisunterkörper
von E.

(f) (Hornfeck [141](1976), Seiten 214, 215). Betrachte das Galoissystem
eines Körpers E. Sei K ein Galoisunterkörper von E mit [E : K] < ∞. Sei L ein
Zwischenkörper von E und K. Nun betrachte zusätzlich auch das Galoissystem
von L. Genau dann ist K auch ein Galoisunterkörper von L, wenn die Menge
aller Restriktionen σ ↾ L der σ ∈ K⊥(E) auf L die Gruppe K⊥(L) ist (symbolisch
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also etwa K⊥(E) ↾ L = K⊥(L)); und dies ist bereits genau dann der Fall, wenn
für jedes σ ∈ K⊥(E) die Gleichung σ(L) = L gilt.

(g) (Hornfeck [141](1976), Seite 215). Betrachte das Galoissystem eines
Körpers E. Sei K ein Galoisunterkörper von E mit [E : K] < ∞. Sei M1 die
Menge aller Untergruppen von K⊥. Sei M2 die Menge aller Zwischenkörper L
von E und K. Dann ist die Bildung des Rechtsannihilators eine bijektive Abbil-
dung von M1 auf M2 mit der Linksannihilatorbildung als ihre inverse Abbildung.

(h) In Fortsetzung von (f) gilt: Genau dann ist K ein Galoisunterkörper
von L, wenn L⊥(E) ein Normalteiler von K⊥(E) ist; und in diesem Fall ist dann
K⊥(L) isomorph zu der Faktorgruppe (siehe ebd., Seite 52) K⊥(E)⧸L⊥(E).

4.3.5 Affine Varietäten und Ideale (Cox, Little und O′Shea [54](1997)).
Sei K ein Körper. Sei n ∈ N×. Sei P die Algebra K[x1, . . . , xn] über K der
Polynome über n unabhängigen Unbestimmten x1, . . . , xn mit Koeffizienten aus
K. Sei X der Vektorraum Kn über K. Jedes Polynom p ∈ P liefert kano-
nisch eine Funktion p∗ : X → K, indem in dem Polynom p für ein gegebenes
(a1, . . . , an) ∈ X jedes xi durch ai, i = 1, . . . , n, ersetzt wird; falls keine Miss-
verständnisse zu befürchten sind — also speziell bei unendlichdimensionalem K,
wo dann p = 0 ⇔ p∗ = 0 gilt, siehe ebd., Seite 3, Satz 5 —, wird diese Funktion
auch wieder einfach mit p bezeichnet. Man definiere die folgende Abbildung:

B : X × P → K,
(
(a1, . . . , an), p

)
7→ p∗(a1, . . . , an).

Dann betrachte man das Annihilatorsystem

(Kn, K[x1, . . . , xn]) := (X, P ; B; K).

Es ist offensichtlich stets links trennend; ist K unendlichdimensional, so ist es
auch rechts trennend. Für jede Teilmenge M von X ist der Rechtsannihilator von
M , also M⊥, ein Ideal von P , man nennt es das Ideal von M . Für jede Teilmenge
N von P ist der Linksannihilator von N , also N⊥, die durch N definierte affine
Varietät; sie ist im Allgemeinen kein Untervektorraum von X. Man bemerke,
dass sie aber wegen 2.1.57 und 2.1.55 stets gleich dem Linksannihilator einer
endlichen Teilmenge von P ist. Des Weiteren bemerke man, dass wegen 1.1.19(b)
der Durchschnitt beliebig vieler affiner Varietäten wieder eine affine Varietät ist.
Die annihilatorabgeschlossene Hülle einer Teilmenge M von X, also M⊥

⊥, nennt
man den Zariski-Abschluss von M .

4.3.6 Definition. Ist M eine Banach-Mannigfaltigkeit über K und operiert
AutMF (M) auf M transitiv, so heißt M homogen.

4.3.7 Darstellung einer Gruppe. Sei G eine Gruppe und M eine Banach-
Mannigfaltigkeit über K. Eine Darstellung von G auf M ist ein Homomorphis-
mus r : G → AutMF (M). Upmeier [279](1985) nennt die Darstellung von G
auf M im Englischen action of G on M . Die Abbildung r : G × M → M ,
(g, m) 7→ r(g)(m) heißt die mit der Darstellung r assoziierte Auswertungsab-
bildung; sie ist gemäß Definition 4.3.1 die Operation der Gruppe G auf M .
Die Abbildung rm : G → M , g 7→ r(g, m) ist die Auswertungsabbildung bei
m ∈ M . Eine Darstellung r heißt treu, wenn sie injektiv ist. Eine Darstellung r
von einer topologischen Gruppe G nach M heißt stetig, wenn die mit der Dar-
stellung r assoziierte Auswertungsabbildung stetig ist. Eine Darstellung r von
einer Banach-Lie-Gruppe auf M heißt analytisch, wenn die mit der Darstellung
r assoziierte Auswertungsabbildung analytisch ist.
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4.3.8 Differential einer Lie-Gruppen-Darstellung (Upmeier [279](1985),
Seite 99). Sei r eine analytische Darstellung einer Banach-Lie-Gruppe G auf eine
Banach-Mannigfaltigkeit M . Dann existiert genau eine analytische Darstellung
ρ der Lie-Algebra g(G) auf M , so dass das folgende Diagramm kommutiert:

G
r // AutMF (M)

g(G)

exp

OO

ρ
// aut(M) ;

exp

OO

ρ heißt das Differential von r.

4.3.9 Konjugationen einer Gruppe (Storch und Wiebe [268]; Schulze
[258](2006), Seite 27; Upmeier [279](1985), Seite 103). Sei G eine Gruppe und
a ∈ G. Dann heißt die Abbildung

Int(a) : G → G, x 7→ axa−1

die Konjugation von G mit a oder der von a induzierte innere Automorphismus
von G. Für eine Veranschaulichung sei bemerkt, dass für alle x ∈ G stets die
Gleichung ax = Int(a)(x)a gilt. Die Abbildung G × G → G, (g, x) 7→ gxg−1

ist nach Definition 4.3.1 eine Operation von G auf sich. Bezüglich dieser Ope-
ration heißt für x ∈ G die Bahn von x, also Int(G)x, die Konjugationsklas-
se von x. Falls für alle x ∈ G \ {e} die Konjugationsklasse von x unendlich
ist, heißt G eine ICC-Gruppe (vom englischen Infinite Conjugacy Class); Bei-
spiele sind die Gruppe S∞ (siehe 2.1.3) und die freien Gruppen vom Rang n,
n > 1 (bezüglich der Definition einer freien Gruppe siehe etwa Goldhaber und
Ehrlich [115](1970), Kapitel 1, Abschnitt 11, oder Hungerford [143](1980),
Kapitel 1, Abschnitt 9). Für a ∈ G heißt die Fixpunktmenge von Int(a) der
Normalisator von a; er ist eine Untergruppe von G und sei hier mit {a}′ be-
zeichnet; man bemerke, dass der Normalisator von a übereinstimmt mit dem
Stabilisator von a bezüglich der oben genannten Operation (g, x) 7→ gxg−1. Ist
M eine Teilmenge von G, so heißt M ′ :=

⋂
a∈M ({a}′) der Zentralisator von M ;

M ′ ∩ M = {g ∈ M : Int(a)g = g für alle a ∈ M} heißt das Zentrum von M .
Die Abbildung Int : G → Aut(G), g 7→ Int(g) ist ein Gruppenhomomor-

phismus, dessen Kern das Zentrum von G ist. Ist G eine Banach-Lie-Gruppe
über K, dann ist Int(a) für alle a ∈ G bianalytisch.

Ist die Gruppe (G, ·) mit multiplikativ geschriebener Verknüpfung derart,
dass auf G die Struktur eines Ringes (G, +, ·) existiert, so fällt offensichtlich der
Begriff des Zentralisators mit dem der Kommutante zusammen; insbesondere
gilt das für den Begriff des Zentrums.

4.3.10 (Upmeier [279](1985), Seiten 104-107). Sei G eine Banach-Lie-Gruppe
über K. Da nach 4.3.9 für alle g ∈ G die Konjugation Int(g) ein analytischer
Gruppen-Homomorphismus ist, kommutiert nach Upmeier, ebd., Beispiel 6.21,
für alle g ∈ G das folgende Diagramm:
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G
Int(g) // G

g(G)

exp

OO

ρe

��

Int(g)∗

// g(G)

exp

OO

ρe

��
Te(G)

Te(Int(g))
// Te(G).

(4.6)

Dabei gibt der untere Teil die in 4.2.12 erwähnten Identifikation von g(G) mit
Te(G) wieder.

Jedes g ∈ G induziert einen Automorphismus

Ad(g) := (Lg)∗ ↾ g(G) ∈ Aut(g(G)),

wobei Lg die Links-Translation Lg : h 7→ gh von G ist. Da nach Definition die
Vektorfelder X ∈ g(G) rechtsinvariant sind, gilt für alle X ∈ g(G): Ad(g)X =(
Lg

)
∗X =

(
Lg

)
∗

(
Rg−1

)
∗X =

(
LgRg−1

)
∗X =

(
LgR−1

g

)
∗X = (Int(g))∗X. Das

heißt, es gilt
Ad(g) = Int(g)∗ ↾ g(G).

Gemäß Diagramm (4.6) kann Ad(g) als das Differential des Automorphismus
Int(g) = LgR−1

g von G betrachtet werden:
(
Ad(g)X

)
e

=
(
Te(Int(g))

)
(Xe). Es

gilt Ad(g) ∈ GL
(
g(G)

)
.

Wegen Gleichung (4.3) aus 4.2.8 ist die Abbildung Ad : G → Aut(g(G)) ein
Homomorphismus und definiert daher eine Darstellung von G auf g(G) per Au-
tomorphismen. Diese Darstellung heißt die adjungierte Darstellung (im Engli-
schen adjoint action) von G auf g(G); sie ist analytisch. Das folgende Diagramm
kommutiert:

G
Ad // Aut

(
g(G)

)

g(G)

exp

OO

ad
// aut

(
g(G)

)
,

exp

OO

wobei aut
(
g(G)

)
sich auf die Definition 2.7.3 bezieht.

4.4 Lokal linearisierbare Abbildungen
4.4.1 (Kaup [180], Seite 25). Sei g : M → N eine analytische Abbildung zwi-
schen Banach-Mannigfaltigkeiten über K und m ∈ M . Können die Karten
(Ω, p, X) und (Σ, q, Y ) mit m ∈ Ω und g(m) ∈ Σ so gewählt werden, dass
q ◦ g ◦ p−1 = T |p(Ω) für ein T ∈ L(X, Y ) gilt, so heißt die Abbildung g in m
lokal linearisierbar . Zwei Spezialfälle solcher lokal linearisierbarer Abbildungen
bekommen einen eigenen Namen:

4.4.2 Submersion (Kaup [180], Seite 25; Upmeier [279](1985), Seite 121;
Bourbaki, Variétés, 5.9.1). Eine analytische Abbildung g : M → N zwischen
zwei Banach-Mannigfaltigkeiten über K heißt eine Submersion im Punkt m ∈
M , falls eine der folgenden äquivalenten Aussagen zutrifft:
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(a) g ist in m lokal linearisierbar und mit den Bezeichnungen von 4.4.1 gilt: Die
lokale Linearisierung T in m lässt sich so wählen, dass Y in X topologisch
komplementiert ist, etwa X = U ∔ Y , und T (u + y) = y für alle u ∈ U ,
y ∈ Y gilt. (Man bemerke, dass T surjektiv ist.)

(b) Es gibt offene Umgebungen Ω von m, Σ von g(m) und eine analytische
Abbildung h : Σ → Ω mit g(Ω) ⊆ Σ, h(g(m)) = m und g ◦ h = IdΣ.

(c) Es gibt eine offene Umgebung Σ von g(m) und eine analytische Abbildung
h : Σ → M mit h(g(m)) = m und g ◦ h = IdΣ.

(d) Das Differential Tm(g) von g bei m ist surjektiv und dessen Kern ker Tm(g)
ist im Tangentialraum Tm(M) topologisch komplementiert.

4.4.3 Immersion (Kaup [180], Seite 25; Upmeier [279](1985), Seite 121;
Bourbaki [33], 5.7.1). Eine analytische Abbildung g : M → N zwischen zwei
Banach-Mannigfaltigkeiten über K heißt eine Immersion im Punkt m ∈ M , falls
eine der folgenden äquivalenten Aussagen zutrifft:

(a) g ist in m lokal linearisierbar und mit den Bezeichnungen von 4.4.1 gilt: Die
lokale Linearisierung T in m lässt sich so wählen, dass X in Y topologisch
komplementiert ist, etwa Y = X ∔ V , und T (x) = x für alle x ∈ X gilt.
(Man bemerke, dass T injektiv ist.)

(b) Es gibt offene Umgebungen Ω von m, Σ von g(m) und eine analytische
Abbildung h : Σ → Ω mit g(Ω) ⊆ Σ, h(g(m)) = m und h ◦ (g|Ω) = IdΩ.

(c) Es gibt offene Umgebungen Ω von m, Σ von g(m) und eine analytische
Abbildung h : Σ → M mit g(Ω) ⊆ Σ und h ◦ (g|Ω) = IdΩ.

(d) Das Differential Tm(g) von g bei m ist injektiv und dessen Bildraum
ran
(
Tm(g)

)
= Tm(g)Tm(M) ist im Tangentialraum Tg(m)(N) topologisch

komplementiert.

4.5 Beschränkte und symmetrische Gebiete
4.5.1 Tangentialnorm (Upmeier [279](1985), Seite 200). Sei M eine Banach-
Mannigfaltigkeit über K. Eine (stetige) Norm auf M (auch genauer (stetige)
Tangentialnorm auf T (M)) ist eine (stetige) Abbildung ∥ · ∥ : T (M) → R+, bei
der für jedes m ∈ M die Einschränkung ∥ · ∥m := ∥ · ∥|Tm(M) eine Norm auf
Tm(M) ist.

Eine analytische Abbildung g : M → N zwischen Banach-Mannigfaltigkeiten,
die jeweils eine Norm, ∥ · ∥M beziehungsweise ∥ · ∥N , tragen, heißt Kontraktion,
wenn für alle v ∈ T (M) die Ungleichung ∥T (g)v∥N ≦ ∥v∥M gilt; liegt hierbei für
alle v ∈ T (M) Gleichheit vor und ist g bianalytisch, so heißt g eine Isometrie.

Eine stetige Norm ∥ · ∥ auf M heißt kompatibel, wenn für jedes a ∈ M eine
Karte (Ω, p, X) von M um a und Konstanten 0 < c ≦ C existieren, so dass gilt:

c∥T (p)v∥ ≦ ∥v∥ ≦ C∥T (p)v∥ für alle v ∈ T (Ω);
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das heißt mit anderen Worten — da v von der Gestalt
(

m, x
∂

∂p

)
für m ∈ Ω

und x ∈ X ist —, so dass gilt:

c∥x∥ ≦
∥∥∥x

∂

∂p

∥∥∥
m
≦ C∥x∥ für alle m ∈ Ω, x ∈ X.

Eine Banach-Mannigfaltigkeit M über K, versehen mit einer kompatiblen Tan-
gentialnorm ∥ · ∥, wird als eine normierte Banach-Mannigfaltigkeit (M, ∥ · ∥)
bezeichnet. Die Gruppe aller bianalytischen Isometrien g : M → M wird mit
AutMF (M, ∥ · ∥) bezeichnet.

Sei (M, ∥ · ∥) eine normierte Banach-Mannigfaltigkeit über K. Dann ist für
jede glatte Kurve γ : [0, 1] → M die Bogenlänge bezüglich ∥ · ∥ definiert als
L(γ) :=

∫
[0,1]

∥∥Tt(γ)
∥∥ dt. Ist M außerdem zusammenhängend, dann definiert

d(m, n) := inf
{

L(γ) : γ eine stückweise glatte Kurve in M von m nach n
}

,

m, n ∈ M , eine Metrik auf M , die invariant unter AutMF (M, ∥ · ∥) ist.

4.5.2. Die Definition einer Norm in 4.5.1 ist gemäß Upmeier; insbesondere
seine Unterscheidung zwischen einer stetigen Norm und einer Norm. Kaup
[173](1977) definiert eine Norm wie hier, aber mit dem Unterschied, dass er
sie als unterhalbstetig voraussetzt.

In der Funktionentheorie einer komplexen Variable hat man den

4.5.3 Identitätssatz. Sei Ω ⊆ C ein Gebiet. Zwei holomorphe Funktionen f ,
g : Ω → C sind identisch, wenn sie auf einer Teilmenge von Ω, welche in Ω
einen Häufungspunkt besitzt, übereinstimmen.

und das

4.5.4 Lemma von Schwarz. Sei f : Ω → Ω eine holomorphe Abbildung der
offenen Einheitskreisscheibe Ω von C in sich. Gilt dann f(0) = 0 und |Df(0)| =
1, so ist f durch Df(0) bestimmt, genauer ist dann f eine Drehung: f(z) =
exp(iθ)z für ein θ ∈ R und für alle z ∈ Ω.

4.5.5 Korollar (Harris [127](1969)). Seien X und Y zwei Banachräume
über C und sei f : int (BX) → int (BY ) eine surjektive biholomorphe Abbildung
zwischen den offenen Einheitskugeln von X und Y mit f(0) = 0. Dann ist
f = F ↾ int (BX) für ein surjektives isometrisches F ∈ L(X, Y ).

Sind X und Y zwei Banachräume über C und ist die offene Einheitsku-
gel int (BX) von X homogen, so kann man jeder surjektiven biholomorphen
Abbildung f : int (BX) → int (BY ) eine surjektive biholomorphe Abbildung
φ : int (BX) → int (BX) voranstellen, so dass die Komposition f ◦ φ die 0 ∈ X
auf die 0 ∈ Y abbildet. Somit:

4.5.6 Korollar (Harris [128](1974), Seite 15, Korollar 1). Seien X und Y
zwei Banachräume über C und sei die offene Einheitskugel int (BX) von X ho-
mogen. Dann sind die offenen Einheitskugeln int (BX) und int (BY ) genau dann
biholomorph äquivalent, wenn X ∼= Y gilt.

Für eine schärfere Fassung diese Satzes siehe 4.5.32.
Als eine Verallgemeinerung des Lemmas von Schwarz 4.5.4 hat man den



4.5. Beschränkte und symmetrische Gebiete 242

4.5.7 Satz. Sei Ω ein beschränktes Gebiet eines Banachraumes über C. Seien
f , g ∈ AutMF (Ω). Gelten für ein m ∈ Ω die beiden Gleichungen f(m) = g(m)
und Df(m) = Dg(m), so gilt f = g.

Beweis. Siehe zum Beispiel Isidro und Stachó [149](1984), Seite 19.

Als Korollar hat man die Banachraumversion des ursprünglich von Henri
Cartan 1931 für den Cn, n ∈ N, gezeigten Satzes:

4.5.8 Eindeutigkeits-Satz von Cartan (Vigué [282](1976), Satz 1.2.1). Sei
Ω ein beschränktes Gebiet eines Banachraumes X über C und f : Ω → Ω holo-
morph. Wenn ein Fixpunkt m ∈ Ω von f mit Df(m) = IdX existiert, dann ist
f = IdΩ.

4.5.9. Vigué [283](1982), Seite 53, Theorem 2.3, zeigt die Gültigkeit einer dem
Eindeutigkeits-Satz 4.5.8 von Cartan entsprechenden Aussage für normierte Ba-
nach-Mannigfaltigkeiten über C.

Als infinitesimale Version folgt das

4.5.10 Korollar (Kaup und Upmeier [182](1977); [149], Seite 65). Sei Ω ein
beschränktes Gebiet eines Banachraumes Z über C und m ∈ Ω. Gelten für ein
Vektorfeld X = h

∂

∂z
∈ aut(Ω) die beiden Gleichungen h(m) = 0 und Dh(m) =

0 ∈ L(Z), so gilt X = 0.

Für beschränkte Gebiete Ω eines Banachraumes Z über C sind also sowohl
die f ∈ AutMF (Ω) als auch die analytischen h : Ω → Z der X = h

∂

∂z
∈ aut(Ω)

eindeutig durch ihren Wert und ihrer ersten Ableitung an einem beliebig gege-
benen Punkt m ∈ Ω bestimmt.

4.5.11 Korollar (Vigué [282](1976), Theorem 1.2.3; Isidro und Stachó [149]
(1984); Upmeier [279](1985), Seite 220, Korollar 13.23). Sei Ω ein beschränktes
Gebiet eines Banachraumes Z über C und m ∈ Ω. Dann ist die Abbildung

aut(Ω) → Z × L(Z), h
∂

∂z
7→
(
h(m), Dh(m)

)
injektiv und stetig.

4.5.12 Korollar (Upmeier [280](1987), Seite 12). Seien Ω und Σ zwei be-
schränkte, zirkuläre Gebiete eines Banachraumes X über C und sei f : Ω → Σ
eine biholomorphe Abbildung mit 0 als Fixpunkt. Dann ist f = F ↾ Ω für ein
F ∈ L(X).

4.5.13 Definition. Sei M ein topologischer Raum und T : M → M eine
Selbstabbildung von M . Sei F die Menge der Fixpunkte von T , also F =
{x ∈ M : Tx = x}. Dann heißt ein Fixpunkt x ∈ F von T ein isolierter Fixpunkt
von T , wenn er ein isolierter Punkt von F ist, wenn es also eine Umgebung U
von x in M gibt mit F ∩ U = {x}.

4.5.14 Definition (Upmeier [279](1985), Seiten 281 und 343). Sei M eine
Banach-Mannigfaltigkeit über K. Eine Symmetrie von M in a ∈ M ist ein
s ∈ AutMF (M) mit Periode 2 und a als isolierten Fixpunkt.

Eine zusammenhängende, normierte Banach-Mannigfaltigkeit M über C
heißt symmetrisch, wenn in jedem a ∈ M eine Symmetrie sa existiert.
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4.5.15. Harris [128](1974), Seite 14, nennt ein Gebiet eines Banachraumes
über C symmetrisch, wenn für alle a ∈ Ω eine biholomorphe Abbildung
h : Ω → Ω mit Periode 2 existiert derart, dass a der einzige Fixpunkt von h
ist. Offensichtlich ist ein solches Gebiet auch symmetrisch im Sinne von Defini-
tion 4.5.14.

4.5.16 (Upmeier [279](1985), Seite 281, Lemma 17.3). Sei M eine Banach-
Mannigfaltigkeit über K, a ∈ M und sa eine Symmetrie in a. Dann gilt
Tasa = −IdTa(M). Ist also insbesondere X ein Banachraum über C und Ω ein be-
schränktes und symmetrisches Gebiet in X, so gilt für jedes a ∈ Ω die Gleichung
Dsa(a) = −IdX . Nach dem Eindeutigkeits-Satz 4.5.7 ist somit für jedes a ∈ Ω
die Symmetrie sa in a eindeutig bestimmt. Diese Eindeutigkeit gilt auch allge-
meiner für symmetrische Banach-Mannigfaltigkeiten über C; sie folgt letztlich
wieder aus dem Eindeutigkeits-Satz 4.5.8 von Cartan, siehe Vigué [283](1982),
Seite 67, Satz 4.1.

Vigué [282](1976), Seite 249, Satz 3.1.1, zeigt: Sei X ein Banachraum über
C, Ω ein beschränktes Gebiet in X, a ∈ Ω, j ∈ AutMF (Ω) mit a als Fixpunkt.
Dann ist j genau dann eine Symmetrie in a, wenn Dj(a) = −IdX gilt.

4.5.17 (Kaup [178](2002); Upmeier [280](1987), Seite 14; Upmeier [279]
(1985), Seite 345; McCrimmon [210], Seite 26). Sei X ein Banachraum über
C und Ω ein beschränktes und symmetrisches Gebiet in X. Die Abbildung
Ω → AutMF (Ω), die jedem a ∈ Ω die Symmetrie sa in a zuordnet, ist R-
analytisch. Da jedes g ∈ AutMF (Ω) die Symmetrie sa in a ∈ Ω zu einer Sym-
metrie Int(g)(sa) = g ◦ sa ◦ g−1 in g(a) konjugiert, ist ein beschränktes Gebiet
Ω eines Banachraumes X über C genau dann symmetrisch, wenn es einerseits
einen Punkt x ∈ Ω gibt, in dem eine Symmetrie j ∈ AutMF (Ω) existiert und
andererseits Ω homogen ist; x heißt dann ein Basispunkt von Ω.

4.5.18. Die von Kaup [173](1977) verwendete Definition, wann eine zusammen-
hängende, normierte Banach-Mannigfaltigkeit (M, ∥ · ∥) über C als symmetrisch
zu bezeichnen ist, lautet wie folgt: Bezeichne AutMF (M, ∥ · ∥) die Gruppe aller
biholomorphen Isometrien g : M → M . (Man beachte den Unterschied zu der
Bezeichnung der analytischen Automorphismengruppe AutMF (M).) Upmeier
zeigte 1975, dass eine natürlich aus der Theorie der Lie-Gruppen entspringende
Topologie auf AutMF (M, ∥ · ∥) existiert, mit der AutMF (M, ∥ · ∥) eine Banach-
Lie-Gruppe G über R ist; siehe etwa Upmeier [279](1985), Korollar 13.17, oder
auch Isidro und Stachó [149](1984), Seite 109, Theorem 6.57, wo sie als die
analytische Topologie bezeichnet wird. (Für M = BX , X ein Banachraum über
C, siehe Arazy [9](1987), Seite 133, für eine Definition der analytischen Topo-
logie auf AutMF (BX).) Sei AutMF (M, ∥ · ∥) mit dieser Topologie ausgestattet.
Dann heißt M symmetrisch, wenn es ein a ∈ M gibt, so dass einerseits ein
s ∈ AutMF (M, ∥ · ∥) mit Periode 2 und a als isolierten Fixpunkt existiert und
andererseits die Auswertungsabbildung G → M, g 7→ g(a), eine Submersion ist.

Da die letzte der beiden Bedingungen impliziert, dass die Gruppe AutMF (M,
∥ · ∥) transitiv auf M operiert — für einen Beweis siehe Oucheva [228](2001),
Seite 18, Satz 3.12 —, ist eine nach dieser Definition symmetrische, zusammen-
hängende Banach-Mannigfaltigkeit über C auch symmetrisch gemäß der Defini-
tion 4.5.14. Es war bekannt, dass die Umkehrung im endlichdimensionalen Fall
gilt und Vigué zeigte 1976, dass die Umkehrung auch für den Fall von beschränk-
ten Gebieten von Banachräumen über C gilt. In Vigué [283](1982), Seite 72,



4.5. Beschränkte und symmetrische Gebiete 244

wird schließlich gezeigt, dass die hier in 4.5.14 gegebene Definition einer symme-
trischen Banach-Mannigfaltigkeit über C mit der Definition in Kaup [173](1977)
äquivalent ist.

4.5.19 (Kaup [173](1977)). Die symmetrischen Banach-Mannigfaltigkeiten
über C bilden eine Kategorie; dabei heißt eine holomorphe Abbildung g : M →
N zwischen zwei symmetrischen Banach-Mannigfaltigkeiten über C ein Mor-
phismus, wenn gilt:

g ◦ sa = sg(a) ◦ g für alle a ∈ M.

Ebenso bilden die symmetrischen Banach-Mannigfaltigkeiten über C mit einem
als Basispunkt bezeichneten festgewählten Punkt a ∈ M eine Kategorie, wo-
bei die eben erwähnten holomorphen Abbildungen g jetzt noch zusätzlich die
Basispunkte aufeinander abbilden.

In der Funktionentheorie einer komplexen Variablen hat man den

4.5.20 Riemann’schen Abbildungssatz. Jedes nicht leere, einfach zusam-
menhängende Gebiet in C, welches nicht C ist, ist biholomorph äquivalent zu
der offenen Einheitskreisscheibe in C.

4.5.21 (Kaup und Kaup [172](1983)). Sei (r1, . . . , rn) ∈ R+×n und (a1, . . . ,
an) ∈ Cn für ein n ∈ N×. Setze r := (r1, . . . , rn) und a := (a1, . . . , an). Dann
heißt Zyl(a, r) := Zyln(a, r) := {(z1, . . . , zn) ∈ Cn : |zj − aj | < rj , 1 ≦ j ≦ n}
eine (n-dimensionale) offene Polyscheibe (im Englischen polydisk) oder auch ein
(n-dimensionaler) offener Polyzylinder (im Englischen polycylinder) um a mit
Polyradius r. Der (n-dimensionale) offene Einheitspolyzylinder ist als Zyl :=
Zyln := Zyln(0, (1, . . . , 1)) definiert; also Zyln = (intBC)n, die Einheitskugel des
mit der Maximumsnorm versehenen Cn. Im Fall von n = 2 wird anstelle von
Poly das Wort Di verwendet. Im Englischen nennt man den offenen Dizylinder
auch den offenen biball. Für jedes n ∈ N× ist Zyln homogen.

Sind fi : Mi → Ni, i = 1, 2, zwei holomorphe Abbildungen zwischen offenen
Teilmengen von C, so ist auch die Abbildung f1 × f2 : M1 × M2 → N1 × N2,
(x1, x2) 7→ (f1(x1), f2(x2)) holomorph. Als eine Folgerung daraus und aus dem
Riemann’schen Abbildungssatz 4.5.20 hat man die folgende Verallgemeinerung
auf den n-dimensionalen Fall:

4.5.22 Riemann’scher Abbildungssatz II (Kaup und Kaup [172](1983)).
Sei G := G1 × · · · × Gn ein Produkt von einfach zusammenhängenden, nicht
leeren Gebieten Gi ⊆ C, i = 1, . . . , n. Dann existiert ein k ∈ N, so dass G
biholomorph äquivalent ist zu dem Produkt Zyl k × Cn−k.

4.5.23. Während der Riemann’sche Abbildungssatz 4.5.20 für n = 1 aussagt,
dass alle nicht leeren, von Cn verschiedenen, einfach zusammenhängenden Ge-
biete biholomorph äquivalent sind, gilt dies nicht mehr für n ≧ 2.

Seien Ω und Σ zwei Gebiete eines Banachraumes über C und sei φ eine
biholomorphe Abbildung Ω → Σ. Dann gilt

Aut(Σ) = {φ ◦ g ◦ φ−1 : g ∈ Aut(Ω)}; (4.7)

betrachte dazu nur φgφ−1Σ = φgΩ = φΩ = Σ und entsprechend für Ω.
Damit also zwei Gebiete eines Banachraumes über C biholomorph äquivalent
sein können, ist es notwendig, dass ihre Automorphismengruppen isomorph sind.
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Poincaré [242](1907) bestimmt explizit (ebd., Seiten 207-212) die Gruppe
der Abbildungen, die die Einheitssphäre des C2 bijektiv auf sich abbilden und
auf einem Gebiet, das diese Einheitssphäre enthält, holomorph sind. Es wird
ein Theorem von Hartogs verwendet (ebd., Seite 213), womit gezeigt wird, dass
die besagte Gruppe gleich der Automorphismengruppe Aut(Zyl2) des offenen
Dizylinders des C2 ist. Da diese nicht isomorph zu der Automorphismengruppe
Aut(int BC2) der offenen Einheitskugel des C2 ist (ebd., Seite 190), hat somit
Poincaré gezeigt, dass die offene Einheitskugel des C2 nicht biholomorph äquiva-
lent zu dem offenen Dizylinder des C2 ist. Siehe auch Narasimhan [222](1971),
Seite 70, und Dineen [69](1981), Seiten 389 und 390.

Allgemein gilt: Ist für ein n ∈ N eine Abbildung φ : int BCn → Zyl n biholo-
morph, so ist n = 1. Denn: Da Zyl n homogen ist, kann man φ(0) = 0 annehmen.
Nach dem Korollar 4.5.12 kann man φ als eine lineare Abbildung des Cn anneh-
men. Insbesondere ist φ(SCn) = ∂(Zyl n). Angenommen, es wäre n ≧ 2. Dann
enthält ∂(Zyl n) das Segment {(1, t, 0, . . . , 0) ∈ Cn : −1 ≦ t ≦ 1}. Da aber φ−1

auch linear ist, müsste SCn = φ−1(∂(Zyl n)) ebenfalls ein Segment enthalten,
was aber im Widerspruch dazu steht, dass dies für n ≧ 2 nicht der Fall ist.

(Krantz [189](1982)). Eine andere Möglichkeit dies zu beweisen verallge-
meinert die von Poincaré verwendete Idee: Man versehe die Automorphismen-
gruppen für Gebiete des Cn mit der Topologie der gleichmäßigen Konvergenz
auf Kompakta (sie ist hier gleich der kompakt-offen-Topologie, siehe zum Bei-
spiel Kelley [184](1955)). (Siehe auch Narasimhan [222](1971), Seite 5.) Ist
G eine topologische Gruppe, so bezeichne G0 die Zusammenhangskomponen-
te von G, die das neutrale Element enthält. Seien nun Ω und Σ zwei Gebiete
des Cn und sei φ eine biholomorphe Abbildung Ω → Σ. In (4.7) hat man
gesehen, dass ωφ : g 7→ φgφ−1 ein Gruppenisomorphismus von Aut(Ω) nach
Aut(Σ) ist. ωφ und ω−1

φ sind stetig. Bezeichnet man nun für p ∈ Ω mit Kp

die Untergruppe von Elementen aus Aut(Ω), die p als Fixpunkt haben — also
die Isotropie-Untergruppe in p (natürlich bezüglich der kanonischen Operati-
on der Gruppe Aut(Ω)) —, so bildet mit q := φ(p) die Abbildung ωφ die
Untergruppe Kp isomorph auf Kq ab. Ebenfalls wird (Aut(Ω))0 isomorph auf
(Aut(Σ))0 abgebildet. (K0)0 ⊆ Aut(Zyl n), also die Zusammenhangskomponen-
te der Isotropie-Untergruppe von Aut(Zyl n) in 0, die die Identität enthält, ist
gleich {(z1, . . . , zn) 7→ (exp(iθ1)z1, . . . , exp(iθn)zn) : 0 ≦ θ1, . . . , θn ≦ 2π}, ins-
besondere ist dieses K0 also eine abelsche Gruppe. (K0)0 ⊆ Aut(int BCn) ent-
hält alle unitären Automorphismen und daher ist dieses K0 nicht abelsch.

(Pinchuk [240](1989), Seite 180). Es gilt: Im Cn gibt es für n < 7 bis auf
biholomorphe Äquivalenz nur eine endliche Anzahl von verschiedenen homoge-
nen Gebieten, aber für n ≧ 7 hat die Menge aller solcher Äquivalenzklassen die
Mächtigkeit des Kontinuums.

Um für Gebiete im Cn, n ∈ N, n > 1, Aussagen analog zum Riemann’schen
Abbildungssatz zu erhalten, muss man gewisse Zusatzannahmen an die Gebiete
stellen. Für n = 2 hat Élie Cartan per Automorphismengruppen gezeigt:

4.5.24 Satz. Jedes beschränkte homogene Gebiet in C2 ist biholomorph ab-
bildbar entweder auf die offene Einheitskugel des C2 oder auf den Dizylinder{

(w, z) ∈ C2 : |w| < 1, |z| < 1
}

.

Beweis. Cartan [44](1935), Seite 160.



4.5. Beschränkte und symmetrische Gebiete 246

4.5.25. Nach dem Einbettungssatz von Harish-Chandra (siehe zum Beispiel
Isidro und Stachó [149](1984), Seite 192, wo auch das diesem Satz voraus-
gegangene Klassifizierungs-Theorem von É. Cartan, 1935, zu finden ist) ist je-
des beschränkte, symmetrische Gebiet Ω eines Vektorraumes über C, welches
endlichdimensional ist, soll heißen, Ω ⊆ Cn für ein n ∈ N, biholomorph äquiva-
lent zu einem beschränkten zirkulären Gebiet des Cn. Diese sogenannte Harish-
Chandra-Realisierung ist immer homogen und konvex, das heißt, bezüglich ei-
ner passenden Norm des Cn ist sie gleich der offenen Einheitskugel des Cn.
(Kaup [175](1983); McCrimmon [210](2004), Seite 22.)

4.5.26. Eine Riemann’sche (bzw. hermitesche) Metrik auf einer C∞-Man-
nigfaltigkeit M über R (bzw. C) ist ein glatt variierendes (im Englischen smooth-
ly varying) Skalarprodukt ⟨·, ·⟩a auf dem Tangentialraum Ta(M) bei jedem
a ∈ M .

4.5.27 (Kaup [178](2002)). Sei X ein Banachraum über C und Ω ein beschränk-
tes und symmetrisches Gebiet in X. Während im endlichdimensionalen Fall (also
Ω ⊆ Cn für ein n ∈ N) immer eine AutMF (Ω)-invariante hermitesche Metrik
auf Ω existiert, zum Beispiel die Bergmann-Metrik (Helgason [131], Seite 298),
kann im unendlichdimensionalen Fall X im Allgemeinen nicht zu einem Hilbert-
raum umgenormt werden; es gibt also im Allgemeinen keine hermitesche Metrik
auf Ω.

Anstelle einer Hilbertraum-Norm gibt es aber die folgende kanonische Norm:

4.5.28 (Upmeier [279](1985), Seite 202, Satz 12.23). Sei X ein Banachraum
über C und Ω ein beschränktes Gebiet in X. Dann ist per

∥v∥ := sup
{

∥Ta(f)v∥ : f : Ω → int
(
BC
)

holomorph
}

für alle v ∈ Ta(Ω), a ∈ Ω,

eine AutMF (Ω)-invariante Banachraum-Norm auf Ω definiert, die als die Cara-
théodory-Norm (bezüglich a) bezeichnet wird. Diese Definition einer Norm for-
muliert sich ganz entsprechend auch allgemeiner für den Fall, dass man Ω direkt
als eine Banach-Mannigfaltigkeit M über C vorliegen hat (also nicht zwingend
als eine Teilmenge eines Banachraumes) (siehe ebd.) und bezüglich dieser somit
erklärten Norm ist jede holomorphe Abbildung f : M → N zwischen Banach-
Mannigfaltigkeiten über C eine Kontraktion; insbesondere ist jede biholomorphe
Abbildung eine Isometrie!

Somit ist aut(Ω) nach Upmeier [279](1985), Seite 219, Korollar 13.17, ei-
ne Unteralgebra über R der Lie-Algebra T (Ω)R und aut(Ω) ist bezüglich ei-
ner passenden Norm eine Banach-Lie-Algebra. Die in 4.2.11 erklärte Abbil-
dung (4.4) exp: aut(Ω) → AutMF (Ω) induziert auf AutMF (Ω) die Struktur ei-
ner Banach-Mannigfaltigkeit, mit der AutMF (Ω) eine Banach-Lie-Gruppe über
R wird (siehe die dazu in 4.5.18 angegebenen Literaturhinweise), deren Lie-
Algebra g

(
AutMF (Ω)

)
über das Differential der Lie-Gruppen-Darstellung (sie-

he 4.3.8) r = IdAutMF (Ω) mit ganz aut(Ω) identifiziert werden kann, womit die
Lie-Algebra der Banach-Lie-Gruppe AutMF (Ω) modulo Identifikation konkret
angegeben ist. AutMF (Ω) operiert auf Ω reell analytisch, das heißt, die Ab-
bildung AutMF (Ω) × Ω → Ω, (f, x) 7→ f(x) ist reell-analytisch (Isidro und
Stachó [149](1984), Seite 111, Theorem 6.58).

Man beachte, dass zwar nach Cartan für endlichdimensionale Banachräume
über C die Gruppe AutMF (Ω), versehen mit der Topologie der gleichmäßigen
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Konvergenz auf Kompakta — die in diesem Fall mit der Topologie der sogenann-
ten lokalen gleichmäßigen Konvergenz übereinstimmt —, für jedes beschränkte
Gebiet Ω ⊆ X eine Banach-Lie-Gruppe über R ist, dass dies aber für unendlich-
dimensionale Banachräume über C im Allgemeinen nicht stimmt. Zum Beispiel
ist zwar dann AutMF (Ω) in der Topologie der sogenannten lokalen gleichmäßi-
gen Konvergenz eine topologische Gruppe, aber im Allgemeinen nicht vollstän-
dig (Isido und Stachó [149](1984), Seite 39). Siehe auch Vigué [282](1976),
Seiten 203 und 229; insbesondere zeigt Vigué dort mit seinen beiden Theoremen
2.4.7 und 2.4.8 zwei konkrete Beispiele, in denen AutMF (Ω) keine Lie-Gruppe
ist.

4.5.29. Sei Z ein Banachraum über C und Ω ein zirkuläres, beschränktes Gebiet
in Z. Dann lässt sich die Lie-Algebra von AutMF (Ω) noch genauer spezifizieren:
Es gilt

aut(Ω) ⊆ T−1(Z) ⊕ T0(Z) ⊕ T1(Z),

das heißt, jedes Vektorfeld X ∈ aut(Ω) ist polynomial vom Grad höchs-
tens 2. Es existiert eine sogenannte Cartan-Zerlegung aut(Ω) = p ⊕ k, wobei
p := aut(Ω) ∩

(
T−1(Z) ⊕ T1(Z)

)
der abgeschlossene Unterraum aller sogenann-

ten infinitesimalen Transvektionen und k := aut(Ω) ∩ T0(Z) die abgeschlosse-
ne Unteralgebra aller sogenannten infinitesimalen Drehungen ist. (Kaup und
Upmeier [181](1976): aut(BZ) ∩ T−1(Z) = aut(BZ) ∩ T1(Z) = {0}.)

Für jedes Vektorfeld X = h
∂

∂z
∈ p ist die Abbildung h von der Form

z 7→ a + q(z) mit q(z) = b(z, z) für alle z ∈ Z mit von X abhängigen a ∈ Z

und b :=
∼
q∈ L2(Z). (Bezüglich der eben verwendeten Schreibweise mit der auf-

gesetzten Tilde sei an 2.2.40 erinnert.) Daher ist nach Korollar 4.5.10 die Aus-
wertungsabbildung p→ T0(Ω), X 7→ X(0) := X0 = h(0) ∂

∂z
injektiv. Das heißt,

jedem Element von p entspricht genau einem Element aus dem kanonisch einge-
betteten Unterraum p(0) = {X(0) : X ∈ p} über R des Vektorraumes ZR. Dass
dieser Raum abgeschlossen ist, wird in Kaup und Upmeier [181](1976), Sei-
te 130, Lemma 2 gezeigt; man beachte dazu auch die dortige Bemerkung auf
Seite 132. Somit existiert eine Abbildung q : p(0) → P2(Z), a 7→ qa, so dass

p =
{(

z 7→ a − qa(z)
) ∂

∂z
: a ∈ p(0)

}

gilt. (Dabei wurde hier das h in h
∂

∂z
∈ p in der Form z 7→ a − q(z) mit q(z) =

−b(z, z) für alle z ∈ Z mit a ∈ Z, b ∈ L2(Z), geschrieben.) Die Abbildung q
ist stetig. p(0)C ist ein abgeschlossener Unterraum über C von Z, der wieder
mit p(0) bezeichnet wird, und q ist konjugiert-linear; speziell für Ω = int(BZ)
heißt dieser Unterraum der symmetrische Teil des Banachraumes Z und wird
mit Zsym bezeichnet. Zsym ∩ int(BZ) heißt der symmetrische Teil der offenen
Einheitskugel des Banachraumes Z.

Es gilt p =
{

h(z) ∂

∂z
∈ aut(Ω) : Dh(0) = 0

}
. Setze G := {h ∈ GL(Z) :

h(Ω) = Ω}, also G ⊆ AutMF (Ω) in kanonischer Weise. Dann gilt k =
{

h(z) ∂

∂z
∈

aut(Ω) : h(0) = 0
}

=
{

T ∈ L(Z) : exp(RT ) ⊆ G
}

. Dabei drückt man das
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erste Gleichheitszeichen in Worten aus, indem man sagt, dass k die Isotropie-
Unteralgebra in 0 von aut(Ω) sei. (Kaup [180], Seite 44, Satz 16.5.)

Der folgende Satz veranschaulicht, was der symmetrische Teil der offenen
Einheitskugel eines Banachraumes über C ist.

4.5.30 Satz. Sei X ein Banachraum über C und Ω ein beschränktes, zirku-
läres Gebiet in X. Ist p(0) ∩ Ω zusammenhängend (also insbesondere, wenn Ω
kreisförmig ist), so gilt

AutMF (Ω)(0) = p(0) ∩ Ω.

Beweis. Siehe zum Beispiel Isidro und Stachó [149](1984), Seite 125.

4.5.31. Als ein Korollar von Satz 4.5.30 folgt, dass die Bahn des Ursprungs unter
der Gruppe AutMF (int (BX)) unter einer surjektiven, biholomorphen Abbildung
f : int (BX) → int (BY ), X und Y Banachräume über C, erhalten bleibt, das
heißt, es gilt f

(
AutMF

(
int (BX)

)
(0)
)

= AutMF

(
int (BY )

)
(0). (Zur Begrün-

dung siehe die Anmerkung zu: Arazy [9](1987), Seite 134, Hauptlemma 4.2.)
Daraus wiederum folgt mit Korollar 4.5.5, dass dessen Korollar 4.5.6 auch ohne
die Voraussetzung der Homogenität gilt; also:

4.5.32 Satz (Kaup und Upmeier [181](1976)). Zwei Banachräume über C sind
genau dann linear isometrisch isomorph, wenn es eine surjektive, biholomorphe
Abbildung zwischen ihren offenen Einheitskugeln gibt.

4.5.33. Sei X ein Banachraum über C und Ω ein beschränktes, symmetrisches
und zirkuläres Gebiet in X. Nach 4.5.17 ist Ω homogen und folglich gilt dann
mit Satz 4.5.30, dass p(0) gleich ganz X sein muss. Somit gilt p ∼= XR. Bezüglich
der Banachräume über C, die über diese Eigenschaft charakterisiert sind, siehe
4.7.24.

4.5.34 (Kaup [179](2007), Seite 49). Sei X ein Banachraum über C, Ω ein
beschränktes Gebiet in X und a ∈ Ω. Dann sind äquivalent:

(a) Ω ist homogen. (Definition 4.3.6)

(b) Aut(Ω)(a) ist offen in Ω.

(c) Die Auswertungsabbildung aut(Ω) → X, f
∂

∂z
7→ f(a) ist surjektiv.

4.5.35 (Isidro [146](1989)). Nach Vigué (1976) gilt folgende Banachraum-
Version der sogenannten Harish-Chandra-Realisierung für beschränkte, symme-
trische Gebiete des Cn:

4.5.36 Satz. Sei X ein Banachraum über C und Ω ein beschränktes, symme-
trisches Gebiet in X. Dann existiert ein kreisförmiges, beschränktes, symmetri-
sches Gebiet Σ in X und eine surjektive biholomorphe Abbildung φ : Ω → Σ.

Beweis. Einen elementaren Beweis findet man bei Isidro und Stachó [149]
(1984): Die Definition von φ und Σ: Seite 221, Definition 9.34; die Beschränkt-
heit von Σ: Seite 221, Lemma 9.35; Σ zusammenhängend, offen und zirkulär:
Seite 223, Satz 9.38; Σ homogen und kreisförmig: Seite 226, Korollar 9.41.
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Man kann also annehmen, dass jedes beschränkte symmetrische Gebiet eines
Banachraumes über C als ein zirkuläres Gebiet realisiert ist.

4.5.37. Sei X ein Banachraum über C und Ω ein beschränktes, symmetrisches
und zirkuläres Gebiet in X. Dann ist gemäß 4.5.33 die in 4.5.29 definierte Ab-
bildung q auf ganz X erklärt. Somit ist es möglich, die folgende Abbildung zu
definieren:

X × X × X → X, (x, y, z) 7→ ∼
qy (x, z).

Ausgestattet mit dieser als ein Produkt interpretierbaren Abbildung, ist X ein
sogenanntes, im Abschnitt 4.7 definiertes JB∗-Tripel über C; siehe auch 4.7.24.

4.5.38 (Kaup [178](2002)). Sei X ein Banachraum über C und Ω ein beschränk-
tes und symmetrisches Gebiet in X. Betrachte Ω als mit seiner Carathéodory-
Norm versehen. Jeder Tangentialraum Ta(Ω), a ∈ Ω, ist homöomorph zu X
und wegen der AutMF (Ω)-Invarianz der Carathéodory-Norm kann für jeden
beliebigen Basispunkt p ∈ Ω jeder Tangentialraum Ta(Ω), a ∈ Ω, mit Tp(Ω)
identifiziert werden. Somit kann man ohne Einschränkung annehmen, dass X
der Tangentialraum Tp(Ω) von Ω am Basispunkt p ist, und dass seine Norm die
Carathéodory-Norm von Ω ist.

Nach Kaup [175](1983) gilt:

4.5.39 Satz. Sei X ein Banachraum über C, Ω ein beschränktes, symmetrisches
Gebiet in X und p ∈ Ω. Dann existiert eine biholomorphe Abbildung φ von Ω
auf die offene Einheitskugel des Tangentialraumes X = Tp(Ω) mit φ(p) = 0,
und je zwei solcher Abbildungen unterscheiden sich in einer surjektiven linearen
Isometrie von X.

4.5.40. Man kann also jedes beschränkte, symmetrische Gebiet Ω eines Banach-
raumes über C als die offene Einheitskugel eines Banachraumes X über C rea-
lisiert auffassen, wobei X bis auf lineare Isometrie eindeutig durch Ω bestimmt
ist; dabei kann man dann 0 ∈ Ω als Basispunkt annehmen.

4.6 Tripelsysteme
4.6.1 Definition. Ein lineares Tripel (oder auch trilineares Tripel, lineares
Tripelsystem) über K ist ein Vektorraum X über K mit einer K-trilinearen
Abbildung X3 → X.

Ein Tripel (oder auch ein Tripelsystem) über K ist ein Vektorraum X über
K mit einer Abbildung X3 → X, die linear in den beiden äußeren Variablen
und semilinear in der inneren Variable ist. Diese Art der Linearität heißt nach
dem lateinischen Wort sesterti für zweieinhalb sestertilinear .

Diese Abbildungen werden als { } : (x, y, z) 7→ {x, y, z} geschrieben, wo-
bei die Kommas in {x, y, z} weggelassen werden, wenn keine Missverständnisse
möglich sind. Die Tripel und linearen Tripel werden aufgefasst als mit einem
ternären Produkt versehene Vektorräume.

Ein allgemeines Tripel über K ist ein Tripel über K oder ein lineares Tripel
über K.

4.6.2 Bemerkung. In der Literatur findet man auch die Bezeichnung ∗-Tripel
für die hier definierten Tripel und mancherorts werden Tripel als die hier als
lineare Tripel bezeichneten Objekte definiert.
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4.6.3 Definition. Seien X und Y beide ein lineares Tripel über K oder beide
ein Tripel über K.

(a) Ein x ∈ X heißt tripotent („Tripel-idempotent“), falls {xxx} = x gilt.
Ein tripotentes x ∈ X wird auch als ein Tripotent von X bezeichnet. Die Menge
aller tripotenten Elemente von X wird mit Tri(X) bezeichnet. Falls X eine
Topologie trägt, so ist, wenn nicht ausdrücklich etwas anderes vereinbart ist,
Tri(X) mit der von X induzierten Relativtopologie ausgestattet.

Ist X auch ein Banachraum über K und ist dann die Abbildung { } eine
stetige Abbildung, so heißt X ein (lineares) Banach-Tripel über K. Ein allge-
meines Banach-Tripel über K ist ein Banach-Tripel über K oder ein lineares
Banach-Tripel über K.

(b) Mit D wird die Abbildung X × X → L(X), (x, y) 7→ D(x, y) mit
D(x, y)(z) = {xyz} für alle z ∈ X, bezeichnet. Ebenfalls mit D wird die
Abbildung X → L(X), x 7→ D(x, x) bezeichnet. Mit Q wird die Abbildung
X × X → L(X), (x, z) 7→ Q(x, z) mit Q(x, z)(y) = {xyz} für alle y ∈ X,
bezeichnet. Die zu Q assoziierte quadratische Abbildung wird ebenfalls mit Q
bezeichnet. (Man vergleiche mit der Abbildung Ua im Unterpunkt 3.4.22(a) über
Kompressionen.) Für a ∈ X wird die Abbildung X × X → X, (x, y) 7→ {xay}
die a-Multiplikation genannt. X wird kommutativ genannt, wenn D(X, X) in
L(X) kommutativ ist. Ein x ∈ Tri(X) heißt regulär (im Englischen regular),
falls D(x) ∈ GL(X) gilt. Für beliebige, aber feste x, y ∈ X ist die Abbildung

B(x, y) := IdX − 2D(x, y) + Q(x)Q(y)

ein Element von L(X) und wird der zu dem Paar (x, y) assoziierte Bergmann-
Operator genannt; anstelle von B(x, x) schreibt man B(x).

(c) Als Jordan-Tripel-Gleichung (in der Literatur auch Jordan-Gleichung,
Hauptgleichung, 5-lineare Gleichung) wird folgendes bezeichnet:

D(x, y){abc} = {D(x, y)a, bc} − {a, D(y, x)b, c} + {ab, D(x, y)c}

für alle x, y, a, b, c ∈ X. Man beachte, dass in dem mittleren Term auf der
rechten Seite der Gleichung D(y, x) und nicht D(x, y) steht.

(d) Ist die Abbildung { } außen kommutativ, das heißt, gilt {xyz} = {zyx}
für alle x, y, z ∈ X, so heißt { } ein Tripelprodukt auf X. Erfüllt ein Tripelpro-
dukt die Jordan-Tripel-Gleichung, so nennt man es ein Jordan-Tripelprodukt und
X heißt dann ein (lineares) Jordan-Tripel über K. Ist X ein (lineares) Banach-
Tripel über K und ist die Abbildung { } ein Jordan-Tripelprodukt, so heißt
X ein (lineares) Banach-Jordan-Tripel über K. Ein allgemeines Jordan-Tripel
über K ist ein Jordan-Tripel über K oder ein lineares Jordan-Tripel über K.
Allgemeines Banach-Jordan-Tripel über K entsprechend. Ist X ein allgemeines
Jordan-Tripel über K, so heißt ein x ∈ X unitär , falls D(x) = IdX gilt.

(e) Ein Untertripel von X ist ein Untervektorraum U von X mit {UUU} ⊆
U . Ein inneres Ideal (im Englischen inner ideal) in X ist ein Untervektorraum
U von X mit {UXU} ⊆ U . Ein Ideal (genauer ein Tripelideal) von X ist ein
Untervektorraum U von X mit {UXX} + {XUX} + {XXU} ⊆ U ; ist die
Abbildung { } ein Tripelprodukt, so genügt es natürlich, {XUX}+{XXU} ⊆ U
als Idealeigenschaft zu fordern.

(f) Eine lineare Abbildung T : X → Y heißt ein Homomorphismus (genauer
ein Tripel-Homomorphismus), wenn für alle x, y, z ∈ X die Gleichung

T {xyz} = {(Tx)(Ty)(Tz)} (4.8)
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gilt. Ist solch ein Homomorphismus invertierbar, so heißt er ein Isomorphismus
(genauer ein Tripel-Isomorphismus). Im Fall K = C heißt eine konjugiert-lineare
Abbildung T : X → Y , die die Gleichung (4.8) für alle x, y, z ∈ X erfüllt, ein
konjugiert-linearer Tripel-Homomorphismus. Entsprechend ist ein konjugiert-
linearer Tripel-Isomorphismus definiert.

(g) Eine lineare Abbildung T : X → X heißt eine Tripel-Derivation, wenn
für alle x, y, z ∈ X die folgende Gleichung erfüllt ist

T{xyz} = {(Tx)yz} + {x(Ty)z} + {xy(Tz)}.

(h) Via dem System (X, X; D; L(X)) ist für jede Teilmenge M von X der
Links- und Rechtsannihilator von M erklärt. Insofern dieses System orthosym-
metrisch ist, ist somit auch der Begriff der Orthogonalität auf X erklärt und,
wenn nicht ausdrücklich etwas anderes vereinbart ist, auch immer in diesem
Sinne aufzufassen. Siehe auch 4.6.20, 4.7.3 und 4.7.61.

4.6.4. Sei X ein allgemeines Tripel über K. Dann ist offensichtlich jedes Ideal
von X ein inneres Ideal von X und jedes innere Ideal von X ist ein Untertripel
von X.

4.6.5. Sei X ein allgemeines Tripel über K und U ein Untervektorraum von
X. Des Weiteren nehme man an, dass auf X ein Tripelprodukt { } definiert
sei. Dann ist U genau dann ein Untertripel von X, wenn {xyx} ∈ U für alle
x, y ∈ U gilt. Im Fall K = C ist U genau dann ein Untertripel von X, wenn
{xxx} ∈ U für alle x ∈ U gilt.

Beweis. Für die erste Aussage beachte man nur, dass gemäß 2.2.41 für alle x,
z ∈ X die Gleichung

Q(x, z) = 1
2

(
Q(x + z) − Q(x) − Q(z)

)
(4.9)

gilt, also:

2{xyz} = {(x + z)y(x + z)} − {xyx} − {zyz} für alle x, y, z ∈ X.

Für die Aussage im Fall K = C wende man die Bemerkung 2.2.42 mit folgender
Besetzung an: X := X, Y := L(X) und B(x, y) := {xyx} für alle x, y ∈ X

4.6.6 Bemerkungen. (a) (Upmeier [279](1985), Seite 329). Da D(x, y) in der
Literatur auch oft als x□y geschrieben wird, wird D(x, y) auch Box-Operator
genannt. Der Operator D(x, y) ist ein von links operierender linearer Multipli-
kationsoperator (oder auch Jordan-Multiplikationsoperator). Siehe auch unter
(c).

(b) Die endlichdimensionalen Jordan-Tripel über C heißen bei Loos [202]
(1977), Seite 2.9, hermitesche Jordan-Tripel-Systeme.

(c) Sei X ein Tripel über C. Dann ist es bei einigen Autoren üblich, an-
stelle von {xyz} die Schreibweise {xy∗z} zu verwenden. Der Stern am y soll
dabei nur daran erinnern, dass die Abbildung { } in der mittleren Variable
konjugiert-linear ist und hat nichts mit einer Involution zu tun, die beispiels-
weise eventuell noch erst auf y angewendet werden würde. Dieselben Autoren,
die dann auch noch die in (a) erwähnte Box-Operator-Schreibweise verwen-
den wollen, schreiben dann auch anstelle von D(x, y) das Symbol x□y∗, wo-
bei auch hier der Stern wie eben nur als ein Merkzeichen dienen soll. Es sei
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aber auf die algebraisch allgemeinere Theorie der Jordan-Paare verwiesen, siehe
Loos [201](1975) und Loos [202](1977). Jedes Jordan-Tripel X über K kann
als ein Jordan-Paar (X, X) geschrieben werden. Das Jordan-Tripelprodukt ent-
spricht in Jordan-Paaren zwei trilinearen Abbildungen X × X × X → X und
X × X × X → X (Loos [202](1977), Seite 2.9). Bezeichne { }Jordan-Paar die
erstgenannte trilineare Abbildung und ∗ : X → X die identische Abbildung.
Dann gilt {xyz}Jordan-Tripel = {xy∗z}Jordan-Paar für alle x, y, z ∈ X, wobei
auf der rechten Seite nun wirklich erst auf y die konjugiert-lineare Abbildung ∗

angewendet wird, bevor die trilineare Abbildung { }Jordan-Paar agiert.
Im Anhang von Loos [202](1977) findet man eine Liste von Gleichungen.

Bei deren Verwendung ist zu beachten, dass Loos Q(x)y als 1
2{xyx} definiert;

da er mit diesem seinem einparametrigen Q aber wiederum sein Q(x, z) als
Q(x + z) − Q(x) − Q(z) definiert, stimmt andererseits wegen Gleichung (4.9)
sein zweiparametriges Q mit dem hier in 4.6.3(b) definierten zweiparametrigen
Q überein. Siehe dazu auch Loos, ebd., Seite 0.3, Bemerkung 0.8. In Faraut,
Kaneyuki, Korányi, Lu und Roos [92](2000), Seite 430, findet man direkt für
allgemeine Jordan-Tripel über K eine Auswahl von Gleichungen mit Beweisen,
wobei auch dort nur zu beachten ist, dass das einparametrige Q wie bei Loos,
ebd., definiert ist.

4.6.7 Homotopie- und Fundamentalformel (Upmeier [279](1985), Sei-
te 297, Satz 18.2; siehe auch Meyberg [212](1972), Seiten 69, 70, 81, 86, 93).
Sei (X, { }) ein allgemeines Tripel über K und liege der Fall vor, dass { } ein
Tripelprodukt auf X sei. Dann ist { } genau dann ein Jordan-Tripelprodukt,
wenn für alle x, y ∈ X sowohl die sogenannte Homotopieformel

D(x, y)Q(x) = Q(x)D(y, x) = Q
(
Q(x)y, x

)
(4.10)

als auch die Gleichung

D
(
Q(x)y, y

)
= D

(
x, Q(y)x

)
(4.11)

gilt, also genau dann, wenn für alle x, y, z ∈ X sowohl die Gleichungskette{
xy{xzx}

}
=
{

x{yxz}x
}

=
{

{xyx}zx
}

als auch die Gleichung {
{xyx}yz

}
=
{

x{yxy}z
}

gilt. Falls { } ein Jordan-Tripelprodukt ist, gilt für alle x, y ∈ X die sogenannte
Fundamentalformel

Q
(
Q(x)y

)
= Q(x)Q(y)Q(x), (4.12)

ausgeschrieben also für alle x, y, z ∈ X die Gleichung{
{xyx}z{xyx}

}
=
{

x
{

y{xzx}y
}

x
}

.

4.6.8 Bemerkung. Sei X ein allgemeines Tripel über K. Die Jordan-Tripel-
Gleichung lässt sich auch wie folgt schreiben:

[D(a, b), D(x, y)] = D({abx}, y) − D(x, {bay})

für alle x, y, a, b ∈ X.
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Beweis. Sei a, b, x, y, v ∈ X. Es ist D(a, b)D(x, y)(v) = D(a, b){xyv} und dies
ist genau bei Gültigkeit der Jordan-Tripel-Gleichung gleich {D(a, b)x, y, v} −
{x, D(b, a)y, v} + {x, y, D(a, b)v}. Mit anderen Worten gilt D(a, b)D(x, y) =
D({abx}, y)−D(x, {bay})+D(x, y)D(a, b), das heißt, die behauptete Gleichung.
Gilt umgekehrt die behauptete Gleichung, so folgt aus der gleichen Argumentati-
on, nur rückwärts gelesen, dass dann auch die Jordan-Tripel-Gleichung gilt.

Folglich ist span{D(x, y) ∈ L(X) : x, y ∈ X} unter dem Kommutator von
Definition 2.1.29 von L(X) abgeschlossen und somit eine Lie-Unteralgebra von
L(X)⊖.

4.6.9 Bemerkung. Bei Tripeln X über C erfüllt D : X×X → L(X) die Jordan-
Tripel-Gleichung genau dann, wenn die durch δ := iD : X → L(X) definierte
Abbildung die Eigenschaft hat, dass für alle x ∈ X die Abbildung δ(x) eine
Tripel-Derivation ist, wenn also gilt:

δ(x){abc} = {δ(x)a, bc} + {a, δ(x)b, c} + {ab, δ(x)c}

für alle x, a, b, c ∈ X. Siehe auch Bemerkung 4.6.12(b).

Beweis. (Gemäß Friedman und Russo [101](1986), Seite 142 und Loos [202]
(1977), Seite 2.6.) Wenn D : X ×X → L(X) die Jordan-Tripel-Gleichung erfüllt,
dann ist klar, dass die Abbildung δ die angegebene Eigenschaft hat.

Für die Umkehrung argumentiert man wie folgt. Für alle x, y ∈ X gilt
D(x + y) − D(x) − D(y) = D(x, y) + D(y, x), also i

(
D(x, y) + D(y, x)

)
=

δ(x + y) − δ(x) − δ(y). Setze △(x, y) := i
(
D(x, y) + D(y, x)

)
für alle x, y ∈ X.

Ist nun für jedes x ∈ X die Abbildung δ(x) eine Tripel-Derivation, so gilt für
alle a, b, x, y, z ∈ X: △(a, b){xyz} = δ(a + b){xyz} − δ(a){xyz} − δ(b){xyz} ={

δ(a+b)x, yz
}

+
{

x, δ(a+b)y, z
}

+
{

xy, δ(a+b)z
}

−
{

δ(a)x, yz
}

−
{

x, δ(a)y, z
}

−{
xy, δ(a)z

}
−
{

δ(b)x, yz
}

−
{

x, δ(b)y, z
}

−
{

xy, δ(b)z
}

=
{

△ (a, b)x, yz
}

+{
x, △(a, b)y, z

}
+
{

xy, △(a, b)z
}

. Dies zeigt, dass △(x, y) für alle x, y ∈ X eben-
falls eine Tripel-Derivation ist. Wiederauflösen des Symbols △ gibt: Für alle
a, b, x, y, z ∈ X gilt iD(a, b){xyz} + iD(b, a){xyz} = {iD(a, b)x, yz} +
{x, iD(b, a)y, z} + {xy, iD(a, b)z} + {iD(b, a)x, yz} + {x, iD(a, b)y, z} +
{xy, iD(b, a)z}. Befördert man alle Terme dieser Gleichung, die linear in a sind,
auf die linke Seite der Gleichung und entsprechend alle Terme, die konjugiert-
linear in a sind, auf die rechte Seite, so erhält man: Für alle a, b, x, y, z ∈ X
gilt iD(a, b){xyz} − {iD(a, b)x, yz} − {x, iD(b, a)y, z} − {xy, iD(a, b)z} =
−iD(b, a){xyz} + {iD(b, a)x, yz} + {x, iD(a, b)y, z} + {xy, iD(b, a)z}. Bei belie-
big gewählten, aber festen b, x, y, z ∈ X ist die linke Seite dieser Gleichung eine
lineare Funktion in der Variablen a, und wegen des Gleichheitszeichens aber
auch eine konjugiert-lineare Funktion in der Variablen a, das heißt, es muss
die Nullfunktion auf X sein. Somit gilt für alle a, b, x, y, z ∈ X die Gleichung
iD(a, b){xyz} = {iD(a, b)x, yz} + {x, iD(b, a)y, z} + {xy, iD(a, b)z} und Multi-
plikation mit (−i) liefert für alle a, b, x, y, z ∈ X die Jordan-Tripel-Gleichung
für D.

4.6.10 Jordan-Algebra (Isidro und Stachó [149](1984), Seite 231; Loos
[200](1971), Satz 1.4; Upmeier [279](1985), Seiten 317-320).

Sei X ein allgemeines Jordan-Tripel über K und a ∈ X. Dann ist X, ausge-
stattet mit der a-Multiplikation, eine Jordan-Algebra über K (siehe Definition
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2.3.15); sie wird gelegentlich der Deutlichkeit halber auch mit X(a) bezeichnet.
Für alle x ∈ X gilt also in dieser Jordan-Algebra für die durch x bestimmte
Links-Multiplikation Lx in X(a) die Gleichung Lx = D(x, a). Existiert überdies
in X ein unitäres Element p ∈ X×, so hat die Jordan-Algebra X(p) die Eins
p. Liegt dann auch noch der Fall vor, dass X ein Jordan-Tripel X über K ist,
so ist Q(p) eine Involution dieser nichtassoziativen Algebra. Liegt dagegen der
Fall vor, dass X ein lineares Jordan-Tripel X über C ist, so ist Q(p) im Allge-
meinen keine Involution dieser nichtassoziativen Algebra X(p), da Q(p) wegen
Q(p)(ix) = iQ(p)(x) nicht unbedingt konjugiert-linear sein wird.

Sei nun umgekehrt X eine Jordan-Algebra über K. Stattet man X mit dem
Tripelprodukt

{xyz} := x(yz) − y(zx) + z(xy) für alle x, y, z ∈ X (4.13)

aus, so ist X ein lineares Jordan-Tripel über K. Ist auf X eine Vektorraum-
Involution ∗ definiert, so ist X mit dem Tripelprodukt

{xyz} := x(y∗z) − y∗(zx) + z(xy∗) für alle x, y, z ∈ X (4.14)

ein Jordan-Tripel über K.

4.6.11 (Kaup [174](1981), Seite 465). Sei X ein Banach-Tripel über C.
Nach Bemerkung 2.2.42 gilt für alle x, y ∈ X die Gleichung D(x, y) =
1
4
∑

ϵ4=1 ϵD(x + ϵy). Wenn für alle x ∈ X der Operator D(x) ein hermite-
sches Element aus L(X) ist (Definition 2.11.22), dann ist wegen dieser Glei-
chung D(X, X) ⊆ L(X)herm,R(C) und mit ¯ als die kartesische Involution auf
L(X)herm,R(C) gilt D(x, y) = 1

4
(
D(x+y)−D(x−y)− iD(x+ iy)+ iD(x− iy)

)
=

1
4
(
D(y + x) − D(y − x) − iD(y − ix) + iD(y + ix)

)
= D(y, x) für alle x, y ∈ X.

Gilt andererseits D(x, y) ∈ L(X)herm,R(C) für alle x, y ∈ X, wobei dann jeweils
auch die Gleichung D(x, y) = D(y, x) erfüllt sein soll, dann gilt mit x = y wegen
L(X)herm,R(C)(̄ ) = L(X)herm,R (siehe 3.1.8), dass für alle x ∈ X der Operator
D(x) hermitesch ist. Somit sind äquivalent:

(a) Für alle x ∈ X ist D(x) ein hermitesches Element aus L(X). (Definition
2.11.22.)

(b) Es ist D(x, y) ∈ L(X)herm,R(C) für alle x, y ∈ X und die sesquilineare
Abbildung D ist bezüglich der kartesischen Involution auf L(X)herm,R(C)
hermitesch. (Definition 3.1.17.)

Für eine weitere Äquivalenz für den Fall, dass X ein Banach-Jordan-Tripel über
C ist, siehe Satz 4.6.15.

4.6.12 Bemerkungen. (a) Äquivalent zu der Definition 4.6.3(d) kann man
ein Banach-Jordan-Tripel über K definieren als einen Banachraum X über K
mit einer sesquilinearen Abbildung D : X × X → L(X), so dass mit {xyz} :=
D(x, y)(z), x, y, z ∈ X, die Abbildung { } außen symmetrisch ist (also { } ein
Tripelprodukt ist) und die Jordan-Tripel-Gleichung gilt.

(b) Anknüpfend an Bemerkung 4.6.9 hat man: Ist X ein Banach-Tripel
über C mit einem Tripel-Produkt, so ist aufgrund der Stetigkeit des Tripel-
Produktes der Operator exp

(
tD(x)

)
∈ L(X) für alle t ∈ C, x ∈ X wohldefiniert
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und das Tripel-Produkt ist dann genau dann ein Jordan-Tripelprodukt, X also
ein Banach-Jordan-Tripel über C, wenn für alle t ∈ R, x ∈ X die Operato-
ren exp

(
itD(x)

)
Tripel-Isomorphismen sind (Stachó und Isidro [266](1990));

nach Kaup [179](2007) ist dies wiederum genau dann der Fall, wenn exp(iD(x))
∈ GL(X) für alle x ∈ X ein Tripel-Isomorphismus ist.

4.6.13 Spur III (McCrimmon [210](2004), Seiten 23, 27). Ein endlichdi-
mensionales Jordan-Tripel über C heißt positiv, wenn die Spurform (x, y) 7→
sp(D(x, y)) (siehe 3.4.1) ein Skalarprodukt ist.

Ottmar Loos zeigte, dass zwischen beschränkten, homogenen, zirkulären
Gebieten des Cn und den endlichdimensionalen positiven Jordan-Tripeln über
C eine natürliche 1-1-Korrespondenz besteht.

In unendlichdimensionalen Banachräumen lässt sich im Allgemeinen weder
die übliche Schreibweise T = T ∗ für selbstadjungierte Operatoren auf Hilbert-
räumen anwenden noch eine Spur finden. Zum Beispiel gibt es keine stetige Spur
̸= 0 — und dies sogar im Sinne der Definition 3.2.24(d) — weder auf L(H) noch
auf HS(H), wenn H ein unendlichdimensionaler Hilbertraum über C ist (siehe
Dieudonné [68](1987), Band 2, Seiten 322 und 324). Man fordert also, dass die
Operatoren D(x, y) selber in gewissen Sinne positiv definit sind. Dieses Konzept
ist mit den weiter unten definierten JB∗-Tripeln verwirklicht; siehe 4.7.4.

4.6.14 Definition (Upmeier [279] (1985), Seite 305). Ein Banach-Jordan-
Tripel X über K wird h̄ermitesch genannt, wenn für alle x, y ∈ X der Operator
D(x, y) − D(y, x) ∈ L(X) eine infinitesimale Isometrie ist, das heißt, wenn gilt:∥∥∥ exp

(
t
(
D(x, y) − D(y, x)

))∥∥∥ ≦ 1 für alle x, y ∈ X, t ∈ R.

4.6.15 Satz (Upmeier [279](1985), Seite 305). Ist X ein Banach-Jordan-Tripel
über C, so sind äquivalent:

(a) X ist h̄ermitesch.

(b) D(x) ist hermitesch für alle x ∈ X. (Definition 2.11.22)

Beweis. Wegen D(x, zx) − D(zx, x) = (z − z) D(x) = −2iIm(z)D(x) für alle
z ∈ C und x ∈ X, hat man per z = −1

2 i die Gleichung D(x, zx) − D(zx, x) =
iD(x) für alle x ∈ X. Ist nun X h̄ermitesch, so gilt also ∥ exp

(
itD(x)

)
∥ ≦ 1

für alle t ∈ R und x ∈ X, das heißt, gemäß Satz 2.11.27 gilt (b). Um (a) aus (b)
zu folgern, beachte man, dass für alle x, y ∈ X gilt: D(x + iy) − D(x) − D(y) =
D(x + iy, x + iy) − D(x) − D(y) = D(x, iy) + D(iy, x) = i

(
D(y, x) − D(x, y)

)
,

also D(x, y) − D(y, x) = i
(
D(x + iy) − D(x) − D(y)

)
. Gilt nun (b), so hat

man demnach für alle t ∈ R und x, y ∈ X: ∥ exp
(

t
(
D(x, y) − D(y, x)

))
∥ =

∥ exp
(

it
(
D(x+iy)−D(x)−D(y)

))
∥ = ∥ exp

(
itD(x+iy)

)
exp

(
−itD(x)

)
exp

(
−

itD(y)
)
∥ ≦ ∥ exp

(
itD(x + iy)

)
∥∥ exp

(
− itD(x)

)
∥∥ exp

(
− itD(y)

)
∥ ≦ 1 und X

ist h̄ermitesch.

4.6.16 Definition (Upmeier [279] (1985), Seite 331). Ein Banach-Jordan-
Tripel X über K wird +hermitesch genannt, wenn für alle x, y ∈ X die beiden
folgenden Aussagen gelten:
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(a) σ
(
D(x, y) + D(y, x)

)
⊆ R,

(b) ∥D(x)∥ = ρ
(
D(x)

)
. (Definition 2.12.3)

Merke: Bei h̄ermitesch sind die beiden Terme D(x, y) und D(y, x) mit einem
Minuszeichen, bei +hermitesch mit einem Pluszeichen verbunden.

4.6.17 Definition. Ein Banach-Jordan-Tripel X über K wird hermitesch ge-
nannt, wenn es sowohl h̄ermitesch als auch +hermitesch ist.

4.6.18. Sei X ein h̄ermitesches Banach-Jordan-Tripel über C. Da auf jedem
Tripel A für alle x, y ∈ A gilt: D(x + y) = D(x + y, x + y) = D(x) + D(x, y) +
D(y, x) + D(y), also D(x, y) + D(y, x) = D(x + y) − D(x) − D(y), hat man
hier für alle x, y ∈ X und für alle t ∈ R: ∥ exp

(
it
(
D(x, y) + D(y, x)

))
∥ ≦

∥ exp
(
itD(x + y)

)
∥∥ exp

(
− itD(x)

)
∥∥ exp

(
− itD(y)

)
∥ ≦ 1 nach Satz 4.6.15

und Satz 2.11.27(a)/(c). Das heißt, wieder nach Satz 2.11.27(a)/(c), dass der
Operator D(x, y) − D(y, x) hermitesch ist, also nach Satz 2.11.27(a)/(a.i) und
Satz 2.12.8 ein reelles Spektrum hat und somit (a) von der Definition 4.6.16
der +Hermitezität gilt; nach Satz 4.6.15 und nach dem Satz 2.12.15 für λ =
0 gilt auch (b) von der Definition 4.6.16 der +Hermitezität. Somit ist jedes
h̄ermitesche Banach-Jordan-Tripel über C automatisch +hermitesch und somit

hermitesch. Damit stimmt auch die in der Literatur oft gefundene Definition
der Hermitezität von Banach-Jordan-Tripeln über C — in der üblicherweise nur
die H̄ermitezität gefordert wird — mit der hier gegebenen Definition überein.

4.6.19 Definition. Ein lineares J∗-Tripel ist ein lineares Banach-Jordan-Tripel
über C, bei dem für alle x ∈ X der Operator D(x) hermitesch (Definition
2.11.22) ist. Ein J∗-Tripel über K ist ein hermitesches Banach-Jordan-Tripel
über K.

4.6.20 Bemerkung. Sei X ein J∗-Tripel über C oder ein lineares J∗-Tripel.
Dann folgt aus 4.6.18, Satz 4.6.15 und 4.6.11, dass das System (X, X; D;
L(X)) orthosymmetrisch ist.

Kaup [173](1977) hat gezeigt: Die Kategorie der einfach zusammenhäng-
enden, symmetrischen Banach-Mannigfaltigkeiten über C mit Basispunkt ist
äquivalent zu der Kategorie der J∗-Tripel über C.

4.6.21 (Kaup [173](1977), Seite 40). Sei {Xν : ν ∈ I} eine Familie von J∗-
Tripeln über C. Setzt man X := ℓ∞(

⊕
ν∈I Xν) und erklärt man für alle u, v,

w ∈ X den Ausdruck {uvw} als das x ∈ X mit xν := {uνvνwν} für alle ν ∈ I,
so ist auch X ein J∗-Tripel über C.

4.6.22 Definition (Upmeier [279](1985), Seite 336). Sei X ein J∗-Tripel über
K oder ein lineares J∗-Tripel. Dann heißt X positiv, wenn σ(D(x)) ⊆ R+ für
alle x ∈ X gilt.

4.6.23. Sei X ein lineares J∗-Tripel X oder ein J∗-Tripel über C. Da nach
Satz 4.6.15 für alle x ∈ X die Operatoren D(x) hermitesch sind, also nach
Bemerkung 2.11.22 alle einen reellen numerischen Wertebereich haben, haben
einerseits nach Satz 2.12.8 für alle x ∈ X die Operatoren D(x) ein reelles Spek-
trum und andererseits ist X genau dann positiv, wenn D(X) ⊆ Pos(V σ; L(X))
gilt.
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4.6.24 Bemerkung (Kaup [175](1983), Seite 518; Upmeier [279](1985), Sei-
te 343). Auf jedem positiven J∗-Tripel X über C ist

∥ · ∥∞ : x 7→
√

∥D(x)∥

eine stetige Halbnorm. Sie wird spektrale Halbnorm genannt.

4.6.25 Definition (Kaup [175](1983), Seite 508). Für jedes J∗-Tripel X über C
und jedes x ∈ X bezeichnet Xx den kleinsten abgeschlossenen Untervektorraum
von X, der x enthält und invariant bezüglich D(x) ist.

4.6.26 Bemerkung (Kaup [175](1983), Seiten 508, 516 und 518). Sei X ein
positives J∗-Tripel über C. Dann ist Xx ein Jordan-Untertripel und wird das von
x erzeugte Untertripel genannt. Für alle x ∈ X ist σ(D(x)|Xx) eine kompakte
Teilmenge von R und es gilt:

∥x∥∞ =
(

max σ
(
D(x)|Xx

))1/2
für alle x ∈ X.

4.6.27 (Kaup [175](1983), Seiten 505 und 522). C, versehen mit dem Tripel-
Produkt {xyz} := xyz für alle x, y, z ∈ C, ist ein J∗-Tripel über C.

4.7 JB∗-Tripel
4.7.1 Definition. Ein J∗-Tripel X über K erfüllt die C∗-Bedingung für Tripel,
wenn für alle x ∈ X die Gleichung ∥D(x)∥ = ∥x∥2 gilt. Ein JB∗-Tripel über K
ist ein positives J∗-Tripel über K, das die C∗-Bedingung für Tripel erfüllt.

4.7.2 Bemerkungen. Ausformuliert ist also ein JB∗-Tripel über K ein po-
sitives hermitesches Banach-Jordan-Tripel über K, das die C∗-Bedingung für
Tripel erfüllt. W. Kaup bezeichnet die JB∗-Tripel über C in [173](1977) noch
als C∗-Tripel. Dineen [71](1986) bezeichnet abgeschlossene Tripelideale eines
JB∗-Tripels über C als J∗-Ideale.

4.7.3 C∗-Algebra. Sei A eine C∗-Algebra über K. Dann ist A, versehen mit
dem Tripelprodukt {xyz} := 1

2 (xy∗z + zy∗x), ein JB∗-Tripel über K; es wird
mit A△ bezeichnet. Zum Beweis siehe Upmeier [279](1985), Seite 337. Dabei
ist es auch üblich, von A als einem JB∗-Tripel über K zu reden, auch wenn
genau genommen A△ gemeint ist.

Es sei an die Definition der Orthogonalität in C∗-Algebren in 3.5.21 erinnert;
gemäß dieser gilt im Einklang mit Definition 4.6.3(h): x, y ∈ A sind genau dann
in der C∗-Algebra A orthogonal, wenn in A△ die Gleichung D(x, y) = 0 erfüllt
ist.

In der Theorie der Tripel-Systeme spielen die Tripotente die gleiche Rolle wie
die Projektionen bei den C∗-Algebren (Isidro [146](1989), Seite 150). Siehe
auch 4.7.33 und 4.7.66. Mit Bemerkung 3.5.20 gilt offensichtlich: Genau die
partiellen Isometrien (Definition 3.5.19) von A sind die tripotenten Elemente
von A△. Vergleiche 3.5.36.

Eine normierte Algebra A über C ist genau dann eine C∗-Algebra über C,
wenn A sowohl linear isometrisch isomorph zu einem JB∗-Tripel über C ist als
auch eine durch 1 beschränkte approximative Eins besitzt (El Amin, Morales
Campoy und Rodríguez Palacios [89](2001), Korollar 3.4).
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Sei A eine C∗-Algebra über C. Dann ist ein x ∈ A genau dann unitär,
wenn x ∈ A△ unitär ist. Allgemeiner als nur für C∗-Algebren über C gilt die
Aussage (3.15) von 3.5.33 auch für jedes JB∗-Tripel A über C (Rodríguez
Palacios [248](2010), Theorem 3.1).

4.7.4 Skalarprodukt. Sei X ein JB∗-Tripel über C. Nach den Äquivalenz-
aussagen in 4.6.11 und 4.6.23 ist die auf X × X definierte Abbildung D ein
L(X)-wertiges Skalarprodukt auf X (Definition 3.1.17). Man beachte, dass da-
bei die positive Definitheit — die ja bereits in 4.6.13 gefordert wurde — eine
unmittelbare Folgerung der C∗-Bedingung für Tripel ist.

4.7.5 Reelle Strukturierung. Ist Y ein JB∗-Tripel über C, dann ist YR ein
JB∗-Tripel über R.

Die entsprechende Aussage gilt auch, wenn Y ein positives (lineares) J∗-
Tripel über C, ein (lineares) J∗-Tripel über C, ein +hermitesches allgemeines
Banach-Jordan-Tripel über C, ein allgemeines Banach-Jordan-Tripel über C, ein
allgemeines Jordan-Tripel über C, ein allgemeines Banach-Tripel über C oder
ein allgemeines Tripel über C ist.

Beweis. Sei Y ein JB∗-Tripel über C, also ein positives, hermitesches Banach-
Jordan-Tripel über C, das die C∗-Bedingung für Tripel erfüllt. Bezeichne X den
Banachraum YR über R und ι die identische Abbildung von der Menge X auf
Y . Versieht man X mit der Abbildung

{ }X : X3 → X, (x, y, z) 7→ ι−1{ι(x), ι(y), ι(z)}Y ,

so ist X ein Tripel über R.
Mit { }Y als eine stetige Abbildung ist auch die Abbildung { }X stetig. Somit

ist X ein Banach-Tripel über R.
Sei DY die Abbildung Y × Y → L(Y ) mit DY (y1, y2)(y3) = {y1y2y3}Y für

alle y1, y2, y3 ∈ Y . Entsprechend ist DY → L(Y ) die durch DY (y) := DY (y, y),
y ∈ Y , definierte Abbildung. DX seien die beiden vollkommen analog definierten
Abbildungen für X. Mit DY erfüllt auch DX die Jordan-Tripel-Gleichung und
mit { }Y ist auch { }X außen kommutativ; das heißt, { }X ist ein Tripelprodukt
auf X und X ist ein Banach-Jordan-Tripel über R.

Sei x, y ∈ X, t ∈ R. Setze T := t
(
DY (ι(x), ι(y)) − DY (ι(y), ι(x))

)
. Sei γ

die in 2.9.8 betrachtete isometrische Einbettung γ :
(
L(Y )

)
R ↪→ L(X). Nach

Definition von DX und DY gilt γ(T ) = S mit S = t
(
DX(x, y) − DX(y, x)

)
.

Für alle n ∈ N gilt: γ

(∑n
k=1

T k

k!

)
=
∑n

k=1 γ

(
T k

k!

)
und

∥∥∥∥∑n
k=1 γ

(
T k

k!

)∥∥∥∥ ≦∑n
k=1

∥∥∥∥γ

(
T k

k!

)∥∥∥∥ =
∑n

k=1

∥∥∥∥T k

k!

∥∥∥∥ ≦∑n
k=1

∥T∥k

k! ≦ exp(∥T∥). Es folgt γ(exp(T ))

= exp(γ(T )) = exp(S) und S ist h̄ermitesch.
Setze nun T := DY (ι(x), ι(y)) + DY (ι(y), ι(x)). Dann gilt γ(T ) = S mit

S = DX(x, y) + DX(y, x). Nach Bemerkung 2.12.6 gilt σ(S) = σ(T ) ∪ σ(T ),
hier also σ(S) = σ(T ) ⊆ R; ebenso hat man σ

(
DX(x)

)
= σ

(
DY (ι(x))

)
. So-

mit: ∥DX(x)∥ =
∥∥γ
(
DY (ι(x))

)∥∥ = ∥DY (ι(x))∥ = ρ
(
DY (ι(x))

)
= sup{|λ| :

λ ∈ σ
(
DY (ι(x))

)
} = sup{|λ| : λ ∈ σ

(
DX(x)

)
} = ρ

(
DX(x)

)
und X ist auch

+hermitesch, also hermitesch, also ein J∗-Tripel über R.
Klar, wegen der Spektrumsgleichheit: X ist positiv. Auch klar: X erfüllt die

C∗-Bedingung für Tripel.
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4.7.6 Bemerkung. Sei X sowohl ein Tripel über K, als auch ein Banachraum
über K, Y ein JB∗-Tripel über K und T : X → Y ein isometrischer Tripel-
Isomorphismus von X auf Y . Dann ist auch X ein JB∗-Tripel über K. Speziell
gilt DX(x, y) = T −1 ◦ DY (Tx, Ty) ◦ T und σX(DX(x, y)) = σY (DY (Tx, Ty))
für alle x, y ∈ X.

Beweis. Wegen {xyz}X = T −1{Tx Ty Tz}Y ist X ein Banach-Tripel über
K. Es gilt DX(x, y) = T −1 ◦ DY (Tx, Ty) ◦ T für alle x, y ∈ X. DX erfüllt
die Jordan-Tripel-Gleichung und X ist ein Banach-Jordan-Tripel über K. Man
überprüft leicht, dass die folgende Äquivalenz gilt: ∀N ∈ N ∀t ∈ R ∀x, y ∈ Y :
∥IdY +

∑N
n=1(n!)−1(t(D(x, y)−D(y, x)))n∥Y ≦ 1 ⇔ ∀N ∈ N ∀t ∈ R ∀x, y ∈ X :

∥IdX +
∑N

n=1(n!)−1(t(D(x, y) − D(y, x)))n∥X ≦ 1. Somit gilt auch die folgende
Äquivalenz: ∀t ∈ R ∀x, y ∈ Y : ∥ exp(t(D(x, y) − D(y, x)))∥Y ≦ 1 ⇔ ∀t ∈ R ∀x,
y ∈ X : ∥ exp(t(D(x, y) − D(y, x)))∥X ≦ 1. Das heißt, X ist h̄ermitesch.

Seien nun x, y ∈ X und sei λ ∈ C jeweils beliebig, aber fest. Dann gelten
folgende Äquivalenzen: λ · IdX − D(x, y) ist in L(X) invertierbar ⇔ ∃G ∈ L(X)
mit IdX = (λ · IdX − D(x, y)) ◦ G = G ◦ (λ · IdX − D(x, y)) ⇔ ∃G ∈ L(X) :
IdY = (λ · T ◦ IdX − DY (Tx, Ty) ◦ T ) ◦ G ◦ T −1 = T ◦ G ◦ (λ · IdX ◦ T −1 −
T −1 ◦ DY (Tx, Ty)) ⇔ ∃G ∈ L(X) : IdY = (λ · IdY − DY (Tx, Ty)) ◦ T ◦ G ◦
T −1 = T ◦ G ◦ T −1(λ · IdY − DY (Tx, Ty)) ⇔ λ · IdY − DY (Tx, Ty) ist in
L(Y ) invertierbar. Einerseits folgt speziell für alle x ∈ X und allen λ ∈ C die
Äquivalenz λ ∈ σX(D(x)) ⇔ λ ∈ σY (D(Tx)). Und andererseits gilt also für alle
λ ∈ C die Äquivalenz: λ · IdX −D(x, y) ist für alle x, y ∈ X in L(X) invertierbar
⇔ λ · IdY − D(x, y) ist für alle x, y ∈ Y in L(Y ) invertierbar. Damit gilt in X
für alle x, y ∈ X: σ(D(x, y) + D(y, x)) ⊆ R.

Sei x ∈ X. Dann gilt: ∥DX(x)∥ = supy∈SX
∥{xxy}X∥X = supy∈SX

∥T{xxy
}X∥Y = supy∈SY

∥{Tx Tx y}Y ∥Y = ∥DY (Tx)∥. Somit gilt ∥DX(x)∥ = ∥DY (Tx
)∥ = ρY (DY (Tx)) = sup{|λ| : λ ∈ σY (DY (Tx))} = sup{|λ| : λ ∈ σX(DX(x))}
= ρX(DX(x)) und X ist +hermitesch, also hermitesch.

Wegen σX(DX(x)) = σY (DY (Tx)) für alle x ∈ X sieht man sofort, dass X
positiv ist. C∗-Bedingung für Tripel: ∥D(x)∥ = supy∈SX

∥{xxy}∥X = supy∈SX

∥{Tx Tx Ty}∥Y = supy∈SY
∥{Tx Tx y}∥Y = ∥D(Tx)∥ = ∥Tx∥2 = ∥x∥2 und X

ist ein JB∗-Tripel über K.

4.7.7 Satz (Kaup [175](1983), Seite 523). Sei X ein J∗-Tripel über C. Dann
sind äquivalent:

(a) X ist ein JB∗-Tripel über C.

(b) X ist positiv und ∥{xxx}∥ = ∥x∥3 für alle x ∈ X.

(c) Für jedes x ∈ X existiert eine kommutative C∗-Algebra A über C und ein
isometrischer Tripel-Isomorphismus von Xx auf A△.

(d) X ist positiv und ∥ · ∥ = ∥ · ∥∞. (Siehe Bemerkung 4.6.24.)

Beweis. Siehe auch:
(a)⇔(b): Upmeier [279](1985), Seite 336 und Seite 348, Satz 20.25.
(a)⇔(d): Dies gilt per Definition der spektralen Halbnorm in Bemerkung

4.6.24.
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4.7.8 Bemerkung. Da in einem JB∗-Tripel über C nach Satz 4.7.7 das Tri-
pelprodukt und die Norm sich gegenseitig eindeutig bestimmen, nennt man die
Norm eines JB∗-Tripels über C auch die JB∗-Norm von { }. Für JB∗-Tripel
über R liegen die Verhältnisse anders! Siehe 4.7.63.

4.7.9 Satz (Horn [140](1987), Satz 2.4). Seien X und Y zwei JB∗-Tripel über
K. Sei T : X → Y ein Tripel-Isomorphismus der zugrunde liegenden Tripel über
K. (Die Abbildung T wird also nicht als stetig vorausgesetzt.) Dann ist T eine
Isometrie.

Beweis. Sei x ∈ X. Sei λ /∈ σ
(
D(x)

)
. Dann existiert also ein S ∈ L(X) mit

S ◦
(
λ − D(x)

)
= IdX ⇔ ST −1T

(
λ − D(x)

)
= IdX ⇔ ST −1(λ − D(Tx)

)
◦ T =

IdX ⇔ TST −1(λ − D(Tx)
)

= TT −1 ⇔ TST −1(λ − D(Tx)
)

= IdY . Es folgt
λ /∈ σ

(
D(Tx)

)
. Also gilt σ

(
D(x)

)
= σ

(
D(Tx)

)
, womit das dritte Gleichheitszei-

chen in der folgenden Gleichungskette gerechtfertigt wird. ∥x∥2 = ∥D(x)∥ (C∗-
Bedingung für Tripel) = sup

{
|λ| : λ ∈ σ

(
D(x)

)}
(+Hermitezität) = sup

{
|λ| :

λ ∈ σ
(
D(Tx)

)}
= ∥D(Tx)∥ (+Hermitezität) = ∥Tx∥2 (C∗-Bedingung für Tri-

pel).

4.7.10 Satz (Upmeier [279](1985), Seite 336). Sei X ein JB∗-Tripel über K.
Dann gilt für alle x ∈ X die Gleichung ∥{xxx}∥ = ∥x∥3.

4.7.11 Untertripel und JC∗-Tripel (Upmeier [279](1985), Seiten 301, 305
und 337). Als Korollar von Satz 4.7.10 hat man: Sei X ein JB∗-Tripel über K
und U ein abgeschlossenes Untertripel von X. Dann ist auch U ein JB∗-Tripel
über K. Möchte man dies betonen, so sagt man in dieser Situation auch, dass
U ein Unter-JB∗-Tripel über K von X sei.

Betrachte L(H1, H2) für Hilberträume H1, H2 über K. (Es sei an 3.4.8 er-
innert.) Bezeichne für x ∈ L(H1, H2) die Hilbertraumadjungierte mit x∗. Dann
ist L(H1, H2), versehen mit dem Tripelprodukt {xyz} := 1

2 (xy∗z + zy∗x), ein
JB∗-Tripel über K; in Anlehnung an 4.7.3 wird es mit L(H1, H2)△ bezeichnet,
oder einfach auch wieder als L(H1, H2), wenn der Zusammenhang klar ist. Für
die Bergmann-Operatoren gilt dann:

B(x, y)z =
(
IdH2 − xy∗)z(IdH1 − y∗x

)
für alle x, y, z ∈ L(H1, H2);

man vergleiche mit Gleichung (3.14) von 3.5.33. Man bemerke, dass wegen der
für jeden Hilbertraum H über K bestehenden isometrischen Isomorphie H ∼=
L(K, H) jeder Hilbertraum über K als ein JB∗-Tripel über K aufgefasst werden
kann, siehe 4.7.63 für eine Konkretisierung. Die abgeschlossenen Untertripel von
L(H1, H2)△, die ja nach dem eingangs genannten Korollar JB∗-Tripel über K
sind, werden JC∗-Tripel über K genannt. (Bei Harris [128](1973) und Isidro
[146](1989) heißen sie J∗-Algebren.)

Als Beispiele von JC∗-Tripeln über C führt Kaup [179](2007), Seite 50, an,
die abgeschlossenen linearen Hüllen in L(H), H ein Hilbertraum über C, von
allen Teilmengen ABC mit B ⊆ L(H) eine C∗-Algebra über C und A, C ⊆ B
beliebig.

4.7.12 Eindeutige Hahn-Banach-Fortsetzung (Edwards und Rütti-
mann [85](1992), Theorem 2.6). Sei X ein JB∗-Tripel über C. Sei U ein abge-
schlossenes Untertripel von X. Dann ist U genau dann ein inneres Ideal von X,
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wenn die für jedes lineare, stetige Funktional auf U durch den Satz von Hahn-
Banach garantierte normgleiche lineare Fortsetzung auf X eindeutig bestimmt
ist.

4.7.13 Die Norm eines Tripotents. Sei X ein JB∗-Tripel über K. Als eine
unmittelbare Folgerung aus dem Satz 4.7.10 gilt Tri(X)× ⊆ SX . Insbesondere
bemerke man, dass jedes unitäre Element von X stets tripotent ist.

4.7.14 Definition (Upmeier [279](1985), Seite 349). Sei X eine unitale
Banach-Jordan-Algebra über C (siehe Definition 2.3.15), versehen mit einer In-
volution ∗. Sei X mit dem in 4.6.10 definierten Tripelprodukt (4.14) ausgestattet.
Dann heißt X eine JB∗-Algebra (oder auch (unitale) Jordan C∗-Algebra, siehe
Edwards [82](1980)), wenn für alle x ∈ X die Gleichung ∥{xxx}∥ = ∥x∥3 gilt.
Eine JBW ∗-Algebra (oder auch Jordan W ∗-Algebra) ist eine JB∗-Algebra, die
ein Prädual besitzt.

Eine JC∗-Algebra ist eine abgeschlossene unitale Jordan ∗-Unteralgebra von
A△, A eine unitale C∗-Algebra über C.

Manche Autoren wie zum Beispiel Isidro, Kaup und Rodríguez Palacios
in [147](1995), Seite 312, und Kaup [179](2007), Seite 50, definieren eine JC∗-
Algebra als eine abgeschlossene ∗-Unteralgebra von L(H), H ein Hilbertraum
über C, die bezüglich des reellen Jordanproduktes (x, y) 7→ 1

2 (xy + yx) (siehe
Definition 3.2.14) abgeschlossen ist.

4.7.15 JB∗-Algebra-Ordnung. Sei A eine JB∗-Algebra.
(a) (Hanche-Olsen und Størmer [125](1984), Seite 82). Als partiel-

le Ordnung ≦ auf der Menge Proj(A) verwendet man die in 2.1.45 definier-
te Ordnung. Auf dem selbstadjungierten Teil A(∗) von A gilt Pos(∗; A(∗)) =
Pos(∗σ; A(∗)). (Falls man eine JB∗-Algebra nicht als unital definiert, gilt im
Allgemeinen nur ⊇.) Pos(∗; A(∗)) ist ein punktierter, spitzer, konvexer Kegel in
A(∗), induziert also gemäß 2.2.12 auf A(∗) eine partielle Ordnung.

(b) (Edwards, Fernández Polo, Hoskin und Peralta [83](2010), Sei-
te 126). Eingeschränkt auf Proj(A(∗)) stimmt die von Pos(∗; A(∗)) auf A(∗) in-
duzierte Ordnung überein mit der Ordnung von Proj(A) . (Als Mengen gilt
natürlich Proj(A(∗)) = Proj(A).)

(c) Für lineare Funktionale auf A wird gemäß 2.3.33 die Definition 3.2.24
mit der Menge Pos(idem; A) — sprich, der Menge der idempotenten Elemente
von A — anstatt mit Pos(∗; A) formuliert.

(d) (Edwards [82](1980), Seite 400). Normale lineare Funktionale auf A(∗)R
werden ganz entsprechend wie in 3.7.37 definiert. Ein ℓ ∈ A# heißt normal, wenn
Re(ℓ) und Im(ℓ) normal auf A(∗) sind.

4.7.16 JB∗-Algebra und JC∗-Algebra (Upmeier [279](1985), Seite 351).
Mit dem Tripelprodukt, mit dem per Definition 4.7.14 eine JB∗-Algebra ausge-
stattet ist, ist jede JB∗-Algebra ein JB∗-Tripel über C. Für JB∗-Tripel über C,
die ein unitäres Element haben, gilt auch die Umkehrung: Ist X ein JB∗-Tripel
über C und e ∈ X unitär, so wähle dazu als Produkt die e-Multiplikation und
als Involution die Abbildung Q(e), also x 7→ x∗ := {exe}; es liegt dann eine
JB∗-Algebra mit e als Eins vor; siehe Kaup [175](1983), Seite 525 und auch
Upmeier [279](1985), Seite 320, Satz 19.13; des Weiteren siehe auch hier bei
4.7.20.

Sei X eine JC∗-Algebra. Dann ist X nach 4.7.11 ein JB∗-Tripel über C und
daher nach Satz 4.7.7(a)(b) auch eine JB∗-Algebra.
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Bezüglich der von Kaup [179](2007) definierten Version einer JC∗-Algebra
X gilt: X ist offensichtlich eine Banach-Jordan-Algebra über C; ist X zusätz-
lich unital und mit dem in 4.6.10 definierten Tripelprodukt (4.14) versehen, so
ist X eine JB∗-Algebra. Des Weiteren stimmt dann das Tripelprodukt überein
mit dem auf X eingeschränkten Tripelprodukt von L(H)△ (Isidro, Kaup und
Rodríguez Palacios [147](1995), Seite 312). Bezeichnet ◦ das reelle Jordan-
produkt von X, so ist X wegen xyx = 2x ◦ (x ◦ y) − (x ◦ x) ◦ y auch ein Beispiel
eines JC∗-Tripels über C (Kaup [179](2007), Seite 50).

4.7.17 Satz. Seien X und Y zwei JB∗-Tripel über C. Dann gilt:

(a) Sei T ∈ L(X, Y ) bijektiv. Dann ist T genau dann eine Isometrie, wenn T
ein Tripel-Isomorphismus ist.

(b) Sei T ∈ L(X). Dann ist T genau dann hermitesch, wenn iT eine Tripel-
Derivation ist.

(c) Für alle x, y, z ∈ X gilt ∥{xyz}∥ ≦ ∥x∥∥y∥∥z∥, das heißt, für alle x,
y ∈ X gilt ∥D(x, y)∥ ≦ ∥x∥∥y∥.

Beweis. Die wenn-Aussage von (a) ist im Satz 4.7.9 enthalten. (b) und die
genau-dann-Aussage von (a) findet man bei Kaup [175](1983), Seite 523.
Für einen Beweis per Tripotenten der genau-dann-Aussage von (a) siehe
Fernández-Polo et al. [94](2004), Seite 439, Theorem 2.2; dort wird die-
se Aussage auch Kaup’s Banach-Stone-Theorem genannt. (c) ist ein Korol-
lar des Gelfand-Naimark-Theorems für JB∗-Tripel über C, siehe Friedman
und Russo [101](1986), Seite 145. An dieser Stelle sei bemerkt, dass Kaup
[175](1983) bereits ∥D(x, y)∥ ≦ 2∥x∥∥y∥ für alle x, y ∈ X zeigte.

4.7.18 JB∗-Algebra. Da hier JB∗-Algebren per Definition unital sind, folgt,
dass die per Definition vorhandene Involution einer JB∗-Algebra stets eine Iso-
metrie ist.

Beweis. Sei X eine JB∗-Algebra und ∗ ihre Involution. Sei x ∈ X beliebig. Nach
Gleichung (4.14) in 4.6.10 gilt x∗ = Q(e)x. Nach 4.7.16 ist X ein JB∗-Tripel
über C und per der somit möglichen Anwendung des Satzes 4.7.17(c) hat man
∥x∗∥ ≦ ∥e∥∥x∥∥e∥ = ∥x∥. Analog demnach auch ∥x∥ = ∥x∗∗∥ ≦ ∥x∗∥.

Definiert man allgemeiner eine JB∗-Algebra ohne die Forderung der Unita-
lität, so wird die Involution zusätzlich explizit als isometrisch gefordert.

4.7.19 Reell-lineare Isometrie. Die entsprechende Aussage von Satz
4.7.17(a) für R-lineare Isometrien stimmt im Allgemeinen nicht. Für das dafür
Gültige siehe Dang [57](1992): Satz 2.6 und Theorem 3.1.

Zumindest gilt aber (ebd.): Seien X und Y zwei JB∗-Tripel über C und
sei T : X → Y eine R-lineare surjektive Isometrie. Dann gilt für alle x ∈ X
die Gleichung T {xxx} = {(Tx)(Tx)(Tx)}. Von den weiter unten definierten
∗JB-Tripeln weiß man, dass auch die Umkehrung gilt, siehe Satz 4.7.54.

4.7.20. Wegen Satz 4.7.17(c) bemerke man: Ist X ein JB∗-Tripel über C und
a ∈ SX , so ist X, versehen mit der a-Multiplikation, eine Banach-Jordan-
Algebra über C. Siehe auch 4.6.10, 4.7.16 und 4.7.38.
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4.7.21 (Kaup [178](2002)). Die beschränkten, symmetrischen Gebiete (mit Ba-
sispunkt) von Banachräumen über C bilden eine Kategorie D: Sei Ω ein be-
schränktes, symmetrisches Gebiet eines Banachraumes über C. Bezeichne sa,
a ∈ Ω, die Symmetrien in Ω bei a ∈ Ω. Dann ist per

µ : Ω × Ω → Ω, (y, z) 7→ yz := sy(z) (4.15)

eine Multiplikation auf Ω definiert. Ein Morphismus der Kategorie ist eine holo-
morphe Abbildung φ : Ω1 → Ω2 zwischen beschränkten, symmetrischen Gebie-
ten (mit Basispunkt) für die φ(yz) = φ(y)φ(z) für alle y, z ∈ Ω1 gilt (und die
die Basispunkte aufeinander abbildet).

Dann ist jede biholomorphe Abbildung φ : Ω1 → Ω2 zwischen beschränkten,
symmetrischen Gebieten ein Isomorphismus der Kategorie.

Man kann zeigen, dass ein Morphismus zwischen symmetrischen offenen Ein-
heitskugeln von Banachräumen, der die Ursprünge aufeinander abbildet, gleich
der Restriktion einer kontraktiven, linearen Abbildung zwischen den besagten
Banachräumen ist.

Bezeichne E die Kategorie aller Banachräume über C mit linearen Kontrak-
tionen als Morphismen. Unter der in 4.5.40 gemachten Voraussetzung hat man
dann den folgenden Funktor: F : D → E , Ω 7→ F(Ω) := Tp(Ω) für jedes be-
schränkte, symmetrische Gebiet Ω ∈ D mit Basispunkt p, φ 7→ F(φ) := Tp(φ)
für jeden Morphismus φ in D. Da jede Einheitskugel im Ursprung die Symme-
trie x 7→ −x erlaubt, besteht wegen der in 4.5.17 erwähnten Äquivalenz das Bild
des Funktors F aus genau den Banachräumen über C, dessen offene Einheits-
kugel homogen ist. (Stachó und Isidro [266](1990), Seite 172, nennen solche
Banachräume Jordan-Banachräume, abgekürzt JB-Räume.) Siehe auch 4.5.34.

Die offene Einheitskugel des einem JB∗-Tripel über K zugrunde liegenden
Banachraumes über K ist symmetrisch (Upmeier [279](1985), Korollar 20.13).
Im Fall von K = C gilt auch die Umkehrung; damit hat man: Ein Banachraum
über C ist genau dann ein JB∗-Tripel über C, wenn seine offene Einheitskugel
symmetrisch (oder wegen 4.5.17 dazu äquivalent: homogen) ist; das Tripelpro-
dukt ist dann eindeutig bestimmt.

Das Bild F(D) besteht also genau aus allen JB∗-Tripeln über C. Im Detail
kann man dabei die Werte von F wie folgt Jordan-algebraisch charakterisie-
ren: Sei Ω ein beschränktes, symmetrisches Gebiet eines Banachraumes über C.
Weiterhin gemäß der Anmerkung 4.5.40 sei Ω als die offene Einheitskugel eines
Banachraumes X über C realisiert. Die auf Ω in (4.15) definierte Multiplikation
µ ist eine R-analytische Abbildung und die dritte partielle Ableitung von µ bei
(0, 0) ∈ Ω × Ω

Λ := ∂3

∂z∂y∂z

(
(y, z) 7→ µ(y, z)

)
(0, 0)

ist eine R-trilineare Abbildung X3 → X, die in den äußeren Variablen kommu-
tativ und C-bilinear ist. Mit

{xyz} := −1
4Λ(x, y, z)

als Jordan-Tripelprodukt ist dann X ein JB∗-Tripel über C.

4.7.22 (Kaup [178](2002) und [179](2007)). Die JB∗-Tripel über C bilden eine
Kategorie. Die Morphismen dieser Kategorie sind die Tripel-Homomorphismen.
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Jeder solcher Morphismus T : X → Y ist kontraktiv, also insbesondere ste-
tig, hat in Y ein abgeschlossenes Bild und induziert eine lineare Isometrie von
X/ker(T ) auf T (X). Für jedes abgeschlossene Ideal I eines JB∗-Tripels X über
C ist der Quotient X/I in kanonischer Weise wieder ein JB∗-Tripel über C. Die
Kategorie der JB∗-Tripels über C ist abgeschlossen bezüglich der Bildung von
ℓ∞-Summen im Sinne von 4.6.21.

Ganz mit 4.7.21 hat man den folgenden Satz, der bereits in Kaup
[175](1983), aufbauend auf die gleich hier in 4.7.26 erwähnte ursprüngliche
Funktorkonstruktion, bewiesen wurde:

4.7.23 Satz. Die Kategorie D ist per F äquivalent zu der Kategorie der JB∗-
Tripel über C.

F heißt daher auch der Jordan-Funktor .

4.7.24 (Dineen [70](1986), Seite 133, Satz 4; Arazy [9](1987); siehe auch
Chu und Mellon [50](1998)). Sei X ein Banachraum X über C. X ist ge-
nau dann ein JB∗-Tripel über C, wenn der symmetrische Teil Xsym von X
gleich ganz X ist, das heißt, wenn in der Situation von 4.5.29 die Gleichung
X =

{
h(0) : h

∂

∂z
∈ p
}

gilt. In Verallgemeinerung von 4.5.37 definiert man ein

sogenanntes partielles Jordan-Tripelprodukt auf X × Xsym × X per {xyz} :=
∼
qy (x, z). Xsym ist der größte Unterraum von X, dessen offene Einheitskugel
ein beschränktes, symmetrisches Gebiet ist; mit anderen Worten ist Xsym das
größte in X liegende JB∗-Tripel über C. Es sei an Satz 4.5.30 erinnert.

Man sagt (Arazy, ebd., Seite 145), X habe die lineare biholomorphe Eigen-
schaft (im Englischen linear biholomorphic property, LBP), falls Aut(intBX) ⊆

L(X) gilt. X hat genau dann die LBP, wenn h ∈ L(X) für alle h
∂

∂z
∈

aut(intBX) gilt und dies wiederum ist äquivalent zu Xsym = {0}.

4.7.25 (Meyberg [212](1972), Seite 43). Sei X ein allgemeines Tripel über K.
X heißt ein Lie-Tripel über K, wenn gilt:

(a) {xxy} = 0 für alle x, y ∈ X;

(b) {xyz} + {yzx} + {zxy} = 0 für alle x, y, z ∈ X; (Jacobi-Gleichung)

(c) {uv{xyz}} = {{uvx}yz} + {x{uvy}z} + {xy{uvz}} für alle u, v, x, y,
z ∈ X.

Ist X ein Lie-Tripel über K, so ist es üblich, die ansonsten mit geschweiften
Klammern geschriebene Abbildung { } mit eckigen Klammern, also als [ ] zu
schreiben. [ ] nennt man das Lie-Tripel-Produkt des Lie-Tripels X.

4.7.26 (Kaup [178](2002) und [179](2007); Oucheva [228](2001)). Anders als
die in 4.7.21 per der dritten partiellen Ableitung beschriebene Konstruktion
des Jordan-Funktors, geht die ursprüngliche Konstruktion zurück auf die in
Kaup [173](1977) durchgeführte Konstruktion des Funktors von der Katego-
rie der einfach-zusammenhängenden, symmetrischen Banach-Mannigfaltigkeiten
über C mit Basispunkt auf die Kategorie der J∗-Tripel über C, angewandt auf
den Spezialfall, dass man als symmetrische Banach-Mannigfaltigkeit über C mit
Basispunkt ein beschränktes, symmetrisches Gebiet mit Basispunkt eines Ba-
nachraumes über C betrachtet:
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Sei Ω ∈ D mit Basispunkt p, Ω also ein beschränktes, symmetrisches Gebiet
eines Banachraumes Y über C mit p ∈ Ω. Über die Identifikation von Tp(Ω) mit
Y renormiere man den Banachraum Y zu einem Banachraum X, indem man
Tp(Ω) mit der Carathéodory-Norm bezüglich p ausstattet. Damit ist die Norm
von X äquivalent zu der Norm von Y . Die folgenden Aussagen beziehen sich
auf den Banachraum X. Sei Kp die Isotropie-Untergruppe in p, soll heißen,

Kp := {g ∈ AutMF (Ω) : g(p) = p}.

Für jedes g ∈ Kp ist Dg(p) ∈ GL(X) eine Isometrie. Die Symmetrie sp ∈ Kp

in p ist im Zentrum von Kp (siehe 4.5.17 und Definition 4.3.9 und betrachte
für alle h ∈ Kp die Fixpunktgleichung Int(h)sp = sp in den beiden Formulie-
rungsvarianten hsp = sph und sh(p) = hsph−1). Nach 4.5.28 und 4.3.10 ope-
riert die Symmetrie sp per ihrer adjungierten Darstellung Ad(sp) der Banach-
Lie-Gruppe AutMF (Ω) auf deren Lie-Algebra g(AutMF (Ω)), die, wie bereits in
4.5.28 erwähnt, mit aut(Ω) identifiziert werden kann, das heißt, wenn man für
alle g ∈ AutMF (Ω) und für alle m ∈ Ω kanonisch den Ausdruck Lg(m) als g(m)
und den Ausdruck T (Lg) als T (g) interpretiert, dass speziell für g = sp gilt:
Ad(sp) = (sp)∗|aut(Ω) ∈ Aut(aut(Ω)).

Wegen s2
p = IdΩ gilt

(
Ad(sp)

)2 = Ad(s2
p) = Ad(IdΩ) = Idaut(Ω). Wendet

man demnach Ad(sp) in der Eigenwertgleichung Ad(sp)V = λV , λ ∈ C, V ∈
aut(Ω)×, an, so sieht man, dass Ad(sp) die beiden Eigenwerte λ = −1 und λ =
+1 hat. Man kann also die Lie-Algebra aut(Ω) mittels der beiden Eigenräume

p := {V ∈ aut(Ω) : Ad(sp)V = −V }

und
k := {V ∈ aut(Ω) : Ad(sp)V = V }

als
aut(Ω) = p∔ k

darstellen. k kann identifiziert werden mit der zu der Banach-Lie-Untergruppe
Kp ⊆ Aut(Ω) korrespondierenden Lie-Unteralgebra von aut(Ω); des Weiteren
gilt k = {V ∈ aut(Ω) : V (p) = 0}, [k, p] ⊆ p und [p, p] ⊆ k. p ist ein Lie-
Tripel mit dem Lie-Tripel-Produkt [xyz] := [[x, y], z] für alle x, y, z ∈ p. Die
Auswertungsabbildung aut(Ω) → X, h(z) ∂

∂z
7→ h(p) ist nach 4.5.34 surjek-

tiv und gibt somit einen R-linearen Isomorphismus von p auf XR. Damit hat
man auf X ein Lie-Tripel-Produkt (x, y, z) 7→ [xyz] erhalten, welches R-trilinear
und C-linear in z ist. Dann ist das Jordan-Tripelprodukt definiert als der Teil
von (x, y, z) 7→ 1

2 [xyz], welcher konjugiert-linear in y ist (oder dazu äquivalent:
welcher linear in x ist), genauer:

{xyz} := 1
4

(
[xyz]+i[x(iy)z]

) (
= 1

4

(
[xyz]−i[(ix)yz])

)
für alle x, y, z ∈ X.

X, ausgestattet mit diesem Tripelprodukt, ist ein JB∗-Tripel über C.
(Wegen [p, p] ⊆ k hat man mittels p ∼= XR auf X das k-wertige Klammer-
produkt [·, ·] : X × X → k und für jedes x ∈ X, t ∈ R ist der Operator itD(x)
die Ableitung des Automorphismus exp

(
t[x, ix]

)
∈ Kp.)
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Wie bereits in 4.5.40 erwähnt, kann man Ω mit der offenen Einheitskugel von
X identifizieren, wobei der Basispunkt von Ω dem Ursprung von X entspricht.

Man kann den Jordan-Funktor auch ohne Verwendung von Lie-Gruppen
oder einer Realisation als offene Einheitskugel konstruieren, womit dann die
Abhängigkeit des Jordan-Tripelproduktes von der komplexen Struktur des Tan-
gentialraumes Tp(Ω) vermieden werden kann.

4.7.27 (Kaup [176](1984); Kaup [179](2007), Seite 53). Sei X ein JB∗-Tripel
über C und bezeichne { }X sein Tripelprodukt. Sei P ∈ L(X) eine Projektion
mit ∥P∥ = 1. Auf dem Bild Y := ran(P ) sei das Tripelprodukt { }Y per
{xyz}Y := P{xyz}X für alle x, y, z ∈ Y definiert; es wird das projizierte
Tripelprodukt genannt. Im Allgemeinen ist dann zwar Y kein Untertripel von X.
Aber es gilt die folgende Aussage:

(
Y, { }Y

)
ist ein JB∗-Tripel über C. Für JB∗-

Tripel über R gilt diese Aussage im Allgemeinen nicht, siehe das Gegenbeispiel
in 4.7.63.

4.7.28 Bidual. Sei X ein JB∗-Tripel über C, I eine beliebige Indexmenge und
U ein Ultrafilter auf I. Setze Xν := X für alle ν ∈ I und bezeichne Y die
ℓ∞-Summe ℓ∞

(⊕
ν∈I Xν

)
im Sinne von 4.6.21. Dineen [71](1986) bemerkt

zunächst, dass wegen der Stetigkeit der Abbildung D : Y ×Y → Y die Teilmenge

NU :=
{

(xν)ν∈I ∈ Y : lim
U

∥xν∥ = 0
}

,

ein abgeschlossenes Tripelideal des JB∗-Tripels Y über C ist, also die Ultrapo-
tenz XU ein JB∗-Tripel über C ist und folgert durch eine einfache Kombination
bestehender Ergebnisse, dass der Bidualraum X∗∗ ein JB∗-Tripel über C ist.
Derselbe Autor hat dies auch in Dineen [70](1986) gezeigt, dort aber aufwen-
diger unter Verwendung von Vektorfeldern mittels 4.7.24, konnte dafür aber
auch folgern, dass die kanonische Inklusionsabbildung iX eines JB∗-Tripels X
über C ein isometrischer Tripel-Isomorphismus auf ein Norm-abgeschlossenes
w∗-dichtes Untertripel von X∗∗ ist, das heißt, jedes f ∈ AutMF (int(BX)) setzt
sich zu einem f̃ ∈ AutMF (int(BX∗∗)) fort.

Der Beweis in Dineen [70](1986) der Aussage, dass mit X auch der Bidual-
raum X∗∗ ein JB∗-Tripel über C ist, fußt auf der Ultrapotenz-Formulierung
des Prinzips der lokalen Reflexivität; bezüglich dieser Formulierung siehe Hein-
rich [130](1980), Seite 86, Satz 6.7. Barton und Timoney [12](1986) haben
die Ultrafilter-Argumentation in Dineen’s Beweis ausgebaut und zeigen dann
damit, dass das Tripelprodukt von X∗∗ getrennt w∗-stetig ist. Damit zeigen sie
weiter, dass jedes JB∗-Tripel X über C, dessen zugrunde liegender Banachraum
ein Dualraum ist, ein Prädual besitzt, bezüglich dessen das Tripelprodukt von
X getrennt w∗-stetig ist; siehe dazu aber Horn [140](1987), Bemerkung 3.5 und
ebd. Seite 127.

Horn, ebd., zeigt:
(a) Jedes JB∗-Tripel X über C, dessen zugrunde liegender Banachraum ein

Dualraum ist, das ein Prädual besitzt, bezüglich dessen das Tripelprodukt von
X getrennt w∗-stetig ist, hat ein stark eindeutiges Prädual (ebd., Theorem 3.21).

(b) Jedes JB∗-Tripel X über C, das ein stark eindeutiges Prädual besitzt,
hat ein getrennt w∗-stetiges Tripelprodukt (ebd., Satz 3.24).

Folglich haben Barton und Timoney [12](1986) als Theorem, dass jedes
JB∗-Tripel X über C, dessen zugrunde liegender Banachraum ein Dualraum
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ist, ein stark eindeutiges Prädual besitzt und, dass das Tripelprodukt von X
getrennt w∗-stetig ist.

Es liegt also eine Situation wie bei den C∗-Algebren vor, siehe die Sätze
3.7.22 und 3.7.42. Dementsprechend definiert man:

4.7.29 Definition. Ein JB∗-Tripel über C heißt ein JBW ∗-Tripel über C,
wenn der zugrunde liegende Banachraum ein Dualraum ist.

4.7.30. Somit ist wegen Satz 3.7.22 offensichtlich jede W ∗-Algebra über C ein
JBW ∗-Tripel über C. Siehe 4.7.50 für den reellen Fall.

4.7.31. Aus 4.7.28 zusammen mit dem Bipolarensatz 2.5.6 und Satz 2.4.36 folgt:
Jedes schwach∗-abgeschlossene Untertripel eines JBW ∗-Tripels über C ist ein
JBW ∗-Tripel über C. Siehe Korollar 4.7.51 für einen reellen analogen Fall.

4.7.32 (Stachó [265](2007), Seite 3). Das JB∗-Tripel
(

C0
(
[−1, 1],C

))△
hat

keine von Null verschiedenen Tripotenten.

4.7.33. Ähnlich wie in Satz 3.7.45(b) hat man: Sei X ein JBW ∗-Tripel über
C. Dann gilt X = span Tri(X). (Man beachte, dass hier kein cl nötig ist.)

4.7.34 Ideale. Sei X ein JB∗-Tripel über C. Dann gelten die folgenden Aus-
sagen.

(a) Jeder abgeschlossene Untervektorraum U von X mit {XUU} ⊆ U ist
ein Tripelideal.

(b) Ist I ein Tripelideal von X, so ist I⊥ (im Sinne von 4.6.3(h)) ein abge-
schlossenes Tripelideal von X.

(c) Genau die abgeschlossenen Tripelideale von X sind die M -Ideale von X.
(d) Falls X ein JBW ∗-Tripels über C ist, dann sind genau die schwach∗-

abgeschlossenen Tripelideale von X die M -Summanden von X. Siehe auch
4.7.56.

Beweis. (a) Siehe Zitierung „[6]“ in Bunce, Chu und Zalar [40](2000), Sei-
te 18. (b) Bunce, Chu und Zalar [40](2000), Seite 18. (c) Barton und
Timoney [12](1986), Seite 187, Theorem 3.2. (d) Horn [140](1987), Theo-
rem (4.2)(4), Lemmata (4.3) und (4.4).

4.7.35 Satz (Dang und Russo [58](1994), Theorem 1.2). Sei X ein Banach-
Jordan-Tripel über C, das die folgenden drei Bedingungen erfüllt:

(a) ∥{xxx}∥ = ∥x∥3 für alle x ∈ X;

(b) ∥{xyz}∥ ≦ ∥x∥∥y∥∥z∥ für alle x, y, z ∈ X;

(c) σ(D(x)) ⊆ R+ für alle x ∈ X.

Dann ist X ein JB∗-Tripel über C.

4.7.36. Die JB∗-Tripel sind ursprünglich als JB∗-Tripel über C entstanden.
Die hier gegebene, von Upmeier [279](1985) stammende Definition von JB∗-
Tripeln umfasst auch direkt ein reelles Analoga, nämlich die JB∗-Tripel über R.
Es gibt aber noch andere Möglichkeiten, reelle Analoga von JB∗-Tripeln über C
zu definieren, siehe unten die Definition 4.7.39. Dazu vorab folgende Definition:
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4.7.37 Definition (Dang und Russo [58](1994)). Ein J∗B-Tripel ist ein
Banach-Jordan-Tripel X über R, das die folgenden vier Bedingungen erfüllt.

(a) ∥{xxx}∥ = ∥x∥3 für alle x ∈ X.

(b) ∥{xyz}∥ ≦ ∥x∥∥y∥∥z∥ für alle x, y, z ∈ X.

(c) σ(D(x)) ⊆ R+ für alle x ∈ X.

(d) σ
(
D(x, y) − D(y, x)

)
⊆ iR für alle x, y ∈ X.

4.7.38. Es sei an die Aussage 4.7.20 erinnert. Analog gilt hier wegen 4.7.37(b):
Ist X ein J∗B-Tripel und a ∈ SX , so ist X, versehen mit der a-Multiplikation,
eine Banach-Jordan-Algebra über R.

In der einschlägigen Literatur sind hauptsächlich drei reelle Analoga von
JB∗-Tripeln über C verbreitet:

4.7.39 Definition. (a) Ein reelles JB∗-Tripel nach Upmeier ist ein JB∗-Tripel
über R. (Upmeier [279](1985))

(b) Ein reelles JB∗-Tripel nach Isidro, Kaup und Rodríguez Palacios, im
Folgenden durchweg als ∗JB-Tripel bezeichnet, ist ein Banachraum über R,
versehen mit der Struktur eines Tripels über R, für den ein JB∗-Tripel Y über
C und ein isometrischer Tripel-Homomorphismus T : X → YR existiert. (Isidro,
Kaup und Rodríguez Palacios [147](1995))

(c) Ein reelles JB∗-Tripel nach Russo ist ein J∗B-Tripel. (Dang und Russo
[58](1994))

4.7.40 Bemerkung. Nach dem Erscheinen des Artikels Isidro, Kaup und
Rodríguez Palacios [147](1995) versteht man in der Literatur üblicherweise
unter reellen JB∗-Tripeln die hier in 4.7.39(b) definierten ∗JB-Tripel und unter
JB∗-Tripeln ohne einer Angabe eines Skalarenkörpers weiterhin wie gehabt die
hier definierten JB∗-Tripel über C.

4.7.41 Untertripel und reelle Strukturierung. Ist somit X ein JB∗-Tripel
über C, so ist XR ein ∗JB-Tripel und jedes abgeschlossene Untertripel von XR
ist ein ∗JB-Tripel. Siehe auch Bemerkung 4.7.55. Nach Bemerkung 4.7.6 ist
jedes ∗JB-Tripel ein JB∗-Tripel über R.

4.7.42 J∗B-Tripel (Dang und Russo [58](1994)). Ein Banach-Jordan-Tripel
X über C ist genau dann ein JB∗-Tripel über C, wenn XR ein J∗B-Tripel
ist (ebd., Satz 1.4). Jedes abgeschlossene Untertripel eines J∗B-Tripels ist ein
J∗B-Tripel. Insbesondere ist somit für jedes JB∗-Tripel X über C jedes abge-
schlossene Untertripel von XR ein J∗B-Tripel (ebd., Bemerkung 1.5). Für jede
C∗-Algebra X über R ist X△ ein J∗B-Tripel (ebd., Seite 137).

4.7.43 Konjugation auf komplexen JB∗-Tripeln (Isidro, Kaup und
Rodríguez Palacios [147](1995), Seiten 316 und 317). Sei Y ein JB∗-Tripel
über C, auf dessen zugrunde liegenden normierten Raum über C eine Konju-
gation ∗ definiert sei (Definition 3.1.9). Mit Y aufgefasst als Banachraum wird
mit Y gemäß Bemerkung 2.9.7 der zu Y konjugiert-komplexe Banachraum be-
zeichnet. Sei κ die identische Abbildung von Y auf Y ; sie ist konjugiert-linear
und isometrisch. Man setze kanonisch

{xyz} := κ{κ−1x, κ−1y, κ−1z} für alle x, y, z ∈ Y ; (4.16)
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ausgestattet mit diesem Produkt ist auch Y ein JB∗-Tripel über C. Mit

y∗ := κ
((

κ−1y
)∗
)

für alle y ∈ Y (4.17)

ist ∗ eine Konjugation auf dem normierten Raum Y . Sei T die Abbildung

T : Y → Y , y 7→ κ(y∗)
(

= (κ(y))∗
)

.

Da T eine surjektive lineare Isometrie zwischen zwei JB∗-Tripeln über C ist, ist
T nach Satz 4.7.17(a) ein Tripel-Isomorphismus. Somit gilt für alle x, y, z ∈ Y :

κ ({xyz}∗) = {κ(x∗), κ(y∗), κ(z∗)} , (4.18)

also

{xyz}∗ = κ−1κ ({xyz}∗)
= κ−1 {κ(x∗), κ(y∗), κ(z∗)} (wegen (4.18))
= κ−1κ

{
κ−1κ(x∗), κ−1κ(y∗), κ−1κ(z∗)

}
(wegen (4.16))

= {x∗, y∗, z∗} .

Somit ist ∗ auf Y ein konjugiert-linearer Tripel-Automorphismus. Da dann für
alle x, y, z ∈ Y(∗) die Gleichung {xyz}∗ = {xyz} gilt, ist Y(∗) nach 3.1.10 ein
abgeschlossenes Untertripel des reellen JB∗-Tripels YR und somit einerseits per
4.7.11 ein JB∗-Tripel über R und andererseits ein ∗JB-Tripel.

Ist umgekehrt ∗ : Y → Y ein konjugiert-linearer Tripel-Automorphismus mit
Periode 2, so ist T ein Tripel-Isomorphismus und wieder nach Satz 4.7.17(a)
eine surjektive lineare Isometrie Y → Y , womit auch ∗ eine Isometrie ist, also
eine Konjugation auf dem Banachraum Y über C.

Man hat also (vergleiche auch mit Satz 4.7.17(a)): Ist X ein JB∗-Tripel
über C und T : X → X eine konjugiert-lineare Abbildung mit Periode 2, so ist
T genau dann eine Isometrie (also eine Konjugation), wenn T ein konjugiert-
linearer Tripel-Isomorphismus ist.

Dementsprechend wird definiert: Eine Konjugation auf einem JB∗-Tripel X
über C ist ein konjugiert-linearer Tripel-Automorphismus auf X mit Periode 2.
Mit dieser Definition ist also eine Abbildung auf einem JB∗-Tripel über C genau
dann eine Konjugation, wenn sie eine Konjugation auf dem zugrunde liegenden
Banachraum über C ist.

Ein JB∗-Tripel Y über R heißt eine reelle Form eines JB∗-Tripels X über
C, falls es auf X eine Konjugation ∗ gibt, so dass Y = X(∗) ist. Man beachte,
dass jede solche reelle Form auch eine reelle Form des Y zugrunde liegenden
Banachraumes über C ist (siehe 3.1.11) und damit wiederum auch eine reelle
Form des Y zugrunde liegenden Vektorraumes über C (Definition 2.9.23). Für
ein wie hier zu Anfang definiertes Y ist somit Y(∗), aufgefasst als ein JB∗-Tripel
über R, eine reelle Form des JB∗-Tripels Y über C.

4.7.44 Hermitefizierung von ∗JB-Tripeln (Isidro, Kaup und Rodríguez
Palacios [147](1995), Seite 317). Sei nun X ein ∗JB-Tripel. Nach Definition
gibt es ein JB∗-Tripel Y über C, so dass X als ein abgeschlossenes Untertripel
des reellen JB∗-Tripels YR auffassbar ist. Dann ist die äußere direkte Summe
Y ⊕∞ Y ein JB∗-Tripel über C. Sei ι die identische Abbildung von der Menge
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X in die Menge Y und κ wie in 4.7.43 die identische Abbildung von Y auf Y .
Sei X(C) die Komplexifizierung von X gemäß Definition 2.9.22. Dann ist

T : X(C) → Y × Y , (x, y) 7→
(

ι(x) + iι(y), κ
(
ι(x) − iι(y)

))
eine lineare, injektive Abbildung.

Beweis. Sei (x, y) ∈ X(C). Dann ist T (i(x, y)) = T (−y, x) =
(

−ι(y)+iι(x), κ
(
−

ι(y)−iι(x)
))

=
(

i2ι(y)+iι(x), κ
(
i2ι(y)−iι(x)

))
=
(

i
(
ι(x)+iι(y)

)
, iκ
(
−iι(y)+

ι(x)
))

= iT (x, y).

X kann also in Form von T (X)R als ein abgeschlossenes reelles Untertripel
von

(
Y ⊕∞ Y

)
R aufgefasst werden. Setze U := T (X(C)). Ist (u, v) ∈ U , so über-

zeugt man sich leicht, dass mit x := 1
2 ι−1(u + κ−1v

)
und y := 1

2 ι−1i
(
κ−1v − u

)
die Gleichung T (x, y) = (u, v) erfüllt ist. Als Norm auf X(C) nehme man die
von Y × Y per T auf X(C) induzierte Norm, soll heißen: ∥(x, y)∥ := ∥T (x, y)∥
für alle (x, y) ∈ X(C). Somit also U ∼= X(C) und konkret gilt ∥(x, y)∥ =
max{∥x + iy∥Y , ∥x − iy∥Y } für alle (x, y) ∈ X(C). U ist ein abgeschlos-
senes komplexes Untertripel des JB∗-Tripels Y ⊕∞ Y , also ein JB∗-Tripel
über C. Seien (a, x), (b, y) und (c, z) drei Elemente von X(C). Dann gilt (das
„ι“ wird hier zur besseren Lesbarkeit weggelassen): {T (a, x)T (b, y)T (c, z)} =(
{a + ix, b + iy, c + iz}, {κ(a − ix), κ(b − iy), κ(c − iz)}

)
=
(
A + iB, κ(A − iB)

)
mit A = {abc}+{ayz}−{xbz}+{xyc} und B = {abz}−{ayc}+{xbc}+{xyz}.
Da A und B Elemente von X sind, ist {T (a, x)T (b, y)T (c, z)} ein Element von
U . Somit ist auf X(C) das folgende Tripelprodukt erklärt:

{xyz} := T −1{Tx, Ty, Tz} für alle x, y, z ∈ X(C),

womit T ein Tripelhomomorphismus ist. Nach Bemerkung 4.7.6 ist somit X(C)
ein JB∗-Tripel über C. Die kartesische Involution auf X(C) (siehe 3.1.8) stellt
sich auf U wie folgt dar: T

(
(x, y)

)
= T

(
(x, −y)

)
=
(
ι(x)− iι(y), κ(ι(x)+ iι(y))

)
.

Für die somit naheliegende Austausch-Abbildung

∗ : Y × Y → Y × Y ,
(
u, κ(v)

)
7→
(
v, κ(u)

)
gilt also T

(
(x, y)

)
= T (x, y)∗ für alle (x, y) ∈ X(C); des Weiteren gilt somit

∗ ↾ U = T ◦¯◦ T −1 ↾ U und ¯ = T −1 ◦ ∗ ◦ T . Die Austausch-Abbildung hat die
folgenden drei Eigenschaften:

(a) Invariant auf U : Klar wegen ∗ ↾ U = T ◦¯◦ T −1 ↾ U , explizit:
(
ι(x) +

iι(y), κ
(
ι(x)− iι(y)

))∗ =
(
ι(x)− iι(y), κ

(
ι(x)+ iι(y)

))
=
(
ι(x)+ iι(−y), κ

(
ι(x)−

iι(−y)
))

.
(b) Konjugiert-linear: Für alle t ∈ C und u, v ∈ Y gilt

(
t
(
u, κ(v)

))∗
=(

tu, κ(tv)
)∗ =

(
tv, κ(tu)

)
= t
(
v, κ(u)

)
= t
(
u, κ(v)

)∗. (Dass sie es auf U ist, ist
ja wieder wegen ∗ ↾ U = T ◦¯◦ T −1 ↾ U klar.)

(c) Konjugiert-linearer Tripel-Homomorphismus: Klar, da das Tripelprodukt
auf Y × Y koordinatenweise definiert ist.
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Die Abbildung ∗ auf Y × Y ist also ein konjugiert-linearer Tripel-Automor-
phismus mit Periode 2 und nach 4.7.43 eine Konjugation auf dem JB∗-Tripel
Y ⊕∞Y über C. Da das mit der Komplexifizierung X(C) identifizierte Unter-JB∗-
Tripel U über C nach (a) abgeschlossen unter der Abbildung ∗ ist, ist auf dem
JB∗-Tripel U über C kanonisch eine Konjugation ∗ erklärt. Via der Abbildung
T gilt für sie das Analogon der in 3.1.8 erwähnten Eigenschaft X(C)(̄ )R = X der
kartesischen Involution auf X(C), explizit: U(∗) = {

(
ι(x)+iι(y), κ

(
ι(x)−iι(y)

))
:

x, y ∈ X, ι(x)+iι(y) = ι(x)−iι(y)} = {(ι(x), (κ◦ι)(x)) : x ∈ X} = T (X) = U .
Zu jedem ∗JB-Tripel X existiert somit auf X(C), versehen mit der kartesi-

schen Involution ,̄ eine eindeutige Struktur eines JB∗-Tripels über C, mit der
die kartesischen Involution ¯ eine Konjugation ist, womit insbesondere X(C) ei-
ne Komplexifizierung nach Li ist. Dieses JB∗-Tripel X(C) über C, versehen mit
der kartesischen Konjugation, wird die Hermitefizierung von X genannt und
kann als eine kanonische Wahl des JB∗-Tripels über C in der Definition des
∗JB-Tripels betrachtet werden. Siehe auch 4.7.52.

4.7.45. Die Klasse der J∗B-Tripel umfasst alle ∗JB-Tripel (Peralta [236]
(2003), Seite 101, führt dazu Isidro, Kaup und Rodríguez Palacios [147]
(1995), Seite 318, Satz 2.5, an). Jeder Hilbertraum über R ist ein ∗JB-Tripel.
Mit 4.7.11 und 4.7.41 hat man somit die folgenden Inklusionen:(

JB∗-Tripel über C
)
R ⊆

JB∗-Tripel über R
JC∗-Tripel über R ⊆ ⊆

∗JB-Tripel(
C∗-Algebra über R

)△ ⊆ ⊆
J∗B-Tripel

Hilbertraum über R ⊆

Somit ist jedes ∗JB-Tripel, aufgefasst als ein JB∗-Tripel über R, die reelle
Form seiner Hermitefizierung.

Peralta [236](2003) zeigt für J∗B-Tripel X, in denen ein unitäres Ele-
ment existiert: X ist genau dann ein ∗JB-Tripel, wenn in der Algebra L(X) der
numerische Wertebereich die Inklusion V (IdX ; D(X)) ⊆ R+ erfüllt, und dies
wiederum ist genau dann der Fall, wenn auf der Komplexifizierung des X zu-
grunde liegenden Vektorraumes die Struktur eines JB∗-Tripels über C existiert,
deren Norm die von X fortsetzt.

4.7.46 (Isidro, Kaup und Rodríguez Palacios [147](1995), Seite 319,
Satz 2.6). Ein ∗JB-Tripel X ist genau dann komplex strukturierbar (siehe
Definition 2.9.11) zu einem JB∗-Tripel über C, wenn eine komplexe Struk-
tur j ∈ L(X) existiert, die sowohl eine Tripel-Derivation ist als auch mit allen
D(x, y) ∈ L(X), x, y ∈ X, kommutiert. Da bekannt ist, dass Tripel-Derivationen
von ∗JB-Tripeln stetig sind (siehe Zitierung auf Seite 318 in ebd.), gilt für solch
eine komplexe Struktur j automatisch j ∈ L(X).

4.7.47 Definition (Isidro, Kaup und Rodríguez Palacios [147](1995), Sei-
te 327). Ein ∗JB-Tripel heißt ein ∗JBW -Tripel, wenn es eine reelle Form eines
JBW ∗-Tripels über C (Definition 4.7.29) ist. (In ebd. wird so ein ∗JBW -Tripel
ein reelles JBW ∗-Tripel genannt.)
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4.7.48 Bidual (Isidro, Kaup und Rodríguez Palacios [147](1995), Sei-
te 327, Lemma 4.2). Sei X ein ∗JB-Tripel. Dann ist der Bidualraum X∗∗ ein
∗JBW -Tripel mit einem Tripel-Produkt, das das von X fortsetzt.

4.7.49 Satz. Sei X ein ∗JB-Tripel. Dann sind äquivalent:

(a) X ist ein ∗JBW -Tripel.

(b) X ist ein w∗-abgeschlossenes Untertripel von der reellen Strukturierung
eines JBW ∗-Tripels über C.

(c) Der X zugrunde liegende Banachraum über R besitzt ein Prädual, bezüg-
lich dessen das Tripel-Produkt auf X getrennt w∗-stetig ist.

(d) Der X zugrunde liegende Banachraum über R besitzt ein Prädual.

(e) Der X zugrunde liegende Banachraum über R besitzt ein Prädual, das ein
stark eindeutiges Prädual ist.

Beweis. Die Äquivalenz von (a), (b) und (c) wird in Isidro, Kaup und Rodrí-
guez Palacios [147](1995), Seite 328, Theorem 4.4, gezeigt. Martínez und
Peralta [206](2000), Seite 638, Satz 2.3, zeigen die Aussage (d) ⇒ (e) und
beweisen damit dann die Aussage (d) ⇒ (c), ebd., Seite 643, Theorem 2.11; wie
bei den JBW ∗-Tripel über C kann also auf die getrennte w∗-Stetigkeit in (c)
verzichtet werden.

4.7.50. Wie in 4.7.30 ist somit wieder wegen Satz 3.7.22 offenbar jede W ∗-
Algebra über R ein ∗JBW -Tripel.

Analog wie in 4.7.31 hat man das

4.7.51 Korollar (Isidro, Kaup und Rodríguez Palacios [147](1995),
Seite 328). Jedes w∗-abgeschlossene Untertripel eines ∗JBW -Tripels ist ein
∗JBW -Tripel.

4.7.52 Kartesische Involution. Sei X ein ∗JBW -Tripel. Betrachte die Her-
mitefizierung X(C) von X. Da dann die kartesische Involution von X(C) eine
Isometrie ist, ist sie nach Korollar 2.10.9 schwach∗-schwach∗-stetig.

4.7.53 (Isidro, Kaup und Rodríguez Palacios [147](1995), Seite 321). Sei
X ein ∗JB-Tripel. Dann wird durch

⟨xyz⟩ := 1
3
(
{xyz} + {yzx} + {zxy}

)
für alle x, y, z ∈ X

ein Tripelprodukt auf X definiert; es wird das symmetrisierte Jordan-Tripel-
Produkt genannt. Es ist eindeutig durch die Tatsache {xxx} = ⟨xxx⟩ für alle
x ∈ X bestimmt.

4.7.54 Satz (Isidro, Kaup und Rodríguez Palacios [147](1995), Seite 330,
Theorem 4.8). Seien X und Y zwei ∗JB-Tripel. Sei T ∈ L(X, Y ) bijektiv (es
wird also T nicht als notwendig stetig verlangt). Bezeichne ⟨ ⟩ das symmetri-
sierte Jordan-Tripel-Produkt. Dann sind äquivalent:

(a) T ist eine Isometrie.
(b) T{xxx} = {(Tx)(Tx)(Tx)} für alle x ∈ X.
(c) T ⟨xyz⟩ = ⟨(Tx)(Ty)(Tz)⟩ für alle x, y, z ∈ X.
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4.7.55 Bemerkung. Gemäß Satz 4.7.54 sind die ∗JB-Tripel genau die linear-
isometrischen Kopien von abgeschlossenen, reellen Untertripeln von JB∗-
Tripeln über C.

4.7.56 Ideale. Es sei an 4.7.34(d) erinnert. Sei X ein ∗JBW -Tripel und U ein
schwach∗-abgeschlossenes Ideal von X. Dann ist U ein M -Summand von X.

Beweis. (Nach einer Argumentation im Beweis eines Satzes in Becerra Guer-
rero, López Pérez, Peralta und Rodríguez Palacios [16](2004), Sei-
te 48). Betrachte das Annihilatorsystem der Orthogonalbildung, siehe 4.6.3(h).
Nach Isidro, Kaup und Rodríguez Palacios [147] (1995), Lemma 4.3, ist
U⊥ ebenfalls ein schwach∗-abgeschlossenes Ideal von X und es gilt X = U∔U⊥.
Als abgeschlossene Untertripel von X sind U und U⊥ jeweils ∗JB-Tripel (nach
4.7.51 sogar ∗JBW -Tripel). Somit ist auch U ⊕∞ U⊥ ein ∗JB-Tripel. Betrach-
te die bijektive Abbildung S : U ⊕∞ U⊥ → X, (x, y) 7→ x + y. Sie ist ein
Tripelisomorphismus: Seien (a, x), (b, y), (c, z) ∈ U ⊕∞ U⊥. Dann gilt einer-
seits T{(a, x)(b, y)(c, z)} = T

(
{abc}, {xyz}

)
= {abc} + {xyz} und andererseits

{T (a, x)T (b, y)T (c, z)} = {a+x, b+y, c+z} = {abc}+{abz}+{ayc}+{ayz}+
{xbc} + {xbz} + {xyc} + {xyz}, was aber wegen b ⊥ z, a ⊥ y, x ⊥ b und y ⊥ c
auch gleich {abc} + {xyz} ist, das heißt, S ist ein Tripelisomorphismus. Nach
Satz 4.7.54 ist somit S eine Isometrie und U damit ein M -Summand von X.

4.7.57 Präduale (Barton und Timoney [12](1986), Seite 188, Satz 3.4;
Becerra Guerrero, López Pérez, Peralta und Rodríguez Palaci-
os [16](2004), Seite 48, Satz 2.2).

Sei X ein JBW ∗-Tripel über C oder ein ∗JBW -Tripel. Dann ist das Prädual
von X ein L-Summand von X∗, mit anderen Worten, es ist L-eingebettet.

Der Beweis dieser Aussage baut im Wesentlichen auf den beiden Fakten auf,
dass einerseits das Tripelprodukt auf X getrennt schwach∗-stetig ist (4.7.28(b)
und 4.7.49) und andererseits jedes schwach∗-abgeschlossene Ideal von X ein
M -Summand von X ist (4.7.34(d) und 4.7.56).

4.7.58 Spin-Faktoren. (a) (Kaup [174](1981), Seite 474; Upmeier [280]
(1987), Seite 6; Kaup [177](1997), Seite 199). Sei n eine beliebige Kardinal-
zahl und (H, ⟨·, ·⟩) ein Hilbertraum über C mit Hilbertraumdimension n. Sei ∗

eine Konjugation auf H. H, versehen mit dem Tripelprodukt

{xyz} := ⟨z, y⟩x − ⟨x, z∗⟩y∗ + ⟨x, y⟩z

(es sei an das Tripelprodukt (4.14) in 4.6.10 erinnert) und der (stets zu der
gegebenen Hilbertraumnorm ∥ · ∥2 äquivalenten) Norm

∥x∥ :=
√

⟨x, x⟩ +
√

⟨x, x⟩2 − |⟨x, x∗⟩|2

ist ein JBW ∗-Tripel über C; für n ≧ 3 heißt es ein (komplexer) Spin-Faktor der
Dimension n oder auch ein Cartan-Faktor IVn. Auf H(∗) gilt ∥ · ∥2 = ∥ · ∥.

(b) (Upmeier [279](1985), Seite 352). Sei (H, ⟨·, ·⟩) ein Hilbertraum über
R. Setze X := R ⊕ H. Dann ist auf dem Banachraum X über R per

(α, x)(β, y) := 1√
2

(
αβ + ⟨x, y⟩, αy + βx

)
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ein kommutatives Produkt erklärt. Versehen mit diesem Produkt und der Norm
∥(α, x)∥ := |α| + ∥x∥

ist X eine Banach-Jordan-Algebra über R mit Eins e := (
√

2, 0); sie heißt ein
(reeller) Spin-Faktor . X, versehen mit dem Tripelprodukt

{xyz} := 1
2
(
⟨x, y⟩z + ⟨z, y⟩x − ⟨x, z∗⟩y∗)

ist ein JB∗-Tripel über R.
4.7.59 Zerlegungen von Jordan-Tripeln. Sei X ein allgemeines Jordan-
Tripel über K. Sei p ∈ Tri(X). Mögliche Eigenwerte des Operators D(p) sind 0,
1
2 und 1. Somit existiert stets die Zerlegung von X bezüglich des Tripotents p,

X = X0(p)∔X1/2(p)∔X1(p), (4.19)
in die drei Eigenräume

Xλ(p) := Eig
(
D(p), λ

)
, λ ∈

{
0,

1
2 , 1
}

;

für einen Beweis siehe Upmeier [279](1985), Seite 357, Satz 21.9, und — ähnlich
wie bei Satake [254](1980), Seite 242 — Stachó [265](2007), Seite 3, Fußno-
te 2. Die kanonischen Projektionen X → Xλ(p) werden mit Pλ(p) bezeichnet,
λ = 0, 1

2 , 1; im Fall, dass X ein ∗JB-Tripel oder ein JB∗-Tripel über C ist,
sind diese Projektionen allesamt kontraktiv (Peralta und Stachó [235](2001),
Seite 83) und insbesondere ist somit dann die angegebene Zerlegung eine innere
topologische Summe. Man beachte, dass, korrespondierend zu den Eigenwerten
λ = 0, 1

2 , 1, manche Autoren anstatt des hier verwendeten Indexes λ den Index
2λ verwenden. Ist

X0(p) = {0},

so heißt p vollständig (im Englischen complete). Versehen mit der p-Multiplika-
tion als Multiplikation ist X1(p) eine Jordan-Algebra über K (es sei an 4.6.10
erinnert) mit Eins p; im Fall, dass X ein Banach-Jordan-Tripel über C und p ̸= 0
ist, ist diese Jordan-Algebra unital (Upmeier, ebd., Seite 360, Lemma 21.11 und
Loos [200](1971), Seite 17); insbesondere ist also X1(p) eine JB∗-Algebra, falls
X ein JB∗-Tripel über C und p ̸= 0 ist.

(Friedman und Russo [100](1985), Seite 69; Martínez und Peralta [206]
(2000); Meyberg [212](1972), Seiten 163 und 164). Die Projektionen Pλ(p),
λ = 0, 1

2 , 1, erfüllen die folgenden Gleichungen:

P0(p) = B(p), also P0(p) = IdX − 2D(p) + Q(p)2,

P1/2(p) = 2
(
D(p) − Q(p)2),

P1(p) = Q(p)2.

Nach zum Beispiel Gleichung (J.3.2) in Faraut, Kaneyuki, Korányi, Lu
und Roos [92](2000), Seite 431, gilt für alle x ∈ X die Gleichung Q(x)2 =
2D(x)2 − D(x). Insbesondere lassen sich somit die Projektionen Pλ(p), λ = 0,
1
2 , 1, auch wie folgt als ganzzahlige Polynome über D(p) ausdrücken:

P0(p) = IdX − 3D(p) + 2D(p)2,

P1/2(p) = 4
(
D(p) − D(p)2),

P1(p) = 2D(p)2 − D(p).
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Ausgehend von diesen Gleichungen kann man wieder Pλ(p)Pµ(p) = δλµPµ(p)
(Kronecker-Delta) für alle λ, µ ∈ {0, 1

2 , 1} zeigen, siehe Friedman und Russo,
ebd., und Meyberg, ebd.; des Weiteren erhält man mit diesen Projektionen
genau wieder die anfangs angegebene Zerlegung (4.19) von X bezüglich des
Tripotents p. Es gilt die Mengen-Gleichung

X1(p) = Q(p)X. (4.20)

Beweis. Sei y ∈ Q(p)X, also y = Q(p)x für ein x ∈ X. Folglich ist D(p)y =
D(p)Q(p)x und dies ist nach der Homotopieformel (4.10) aus 4.6.7 gleich
Q(Q(p)p, p)x, also D(p)y = Q(p)x = y und y ∈ X1(p). Umgekehrt hat man
X1(p) = Q(p)2X ⊆ Q(p)X.

Man bemerke D(p) = 1
2 P1/2(p) + P1(p). Da p ein idempotentes Element in

der Jordan-Algebra X(p) über K ist (siehe 4.6.10), ist die vorliegende Zerlegung
offensichtlich gleich der Peirce-Zerlegung von X(p) bezüglich des Idempotents
p ∈ X(p), siehe 2.3.17. Dementsprechend wird die vorliegende Zerlegung (4.19)
die Peirce-Zerlegung von X bezüglich des Tripotentes p genannt, die Pλ(p) heißen
die Peirce-λ-Projektionen und die Xλ(p) die Peirce-λ-Räume von X bezüglich
des Tripotentes p, λ = 0, 1

2 , 1. Man bemerke, dass ein x ∈ X genau dann unitär
ist, wenn es tripotent ist und X = X1(x) gilt.

Nebenbei sei angemerkt, dass die Peirce-Zerlegung ein Beispiel ist einer all-
gemeineren von Neher eingeführten Peirce-Graduierung; siehe Edwards und
Rüttimann [87](2003). Es gilt folgende „Peirce-Arithmetik“, siehe Upmeier,
ebd.: {

X0(p) X1(p) X
}

=
{

X1(p) X0(p) X
}

= {0} (4.21)

(auf 4.7.61 vorgreifend, in Worten: X0(p) und X1(p) sind zueinander orthogonal)
und {

Xk(p) Xℓ(p) Xm(p)
}

⊆ Xk−ℓ+m(p),

wobei Xλ(p) := 0 für alle λ /∈ {0, 1
2 , 1} gesetzt ist. Insbesondere sind somit alle

drei Eigenräume Xλ(p), λ = 0, 1
2 , 1, Untertripel von X; speziell sind X0(p) und

X1(p) innere Ideale von X. Ist also X ein ∗JB-Tripel, so ist auch jeder dieser
drei Eigenräume ebenfalls ein ∗JB-Tripel, und des Weiteren, falls X ein JB∗-
Tripel über C ist, ist gemäß 4.7.11 jeder dieser drei Eigenräume ebenfalls ein
JB∗-Tripel über C. Falls X ein JBW ∗-Tripel über C ist, so sind alle drei Peirce-
λ-Projektionen wegen 4.7.28 schwach∗-stetig, mithin sind dann damit alle drei
Peirce-λ-Räume schwach∗-abgeschlossen und mit 4.7.31 ebenfalls wieder JBW ∗-
Tripel über C, λ = 0, 1

2 , 1; wegen Satz 4.7.49(c) und dessen Korollar 4.7.51 gilt
das entsprechende auch für den Fall, dass X ein ∗JBW -Tripel ist (Martínez
und Peralta [206](2000)).

Sei weiterhin wie gehabt X ein allgemeines Jordan-Tripel über K. Sei p ∈
Tri(X). Da p offensichtlich in dem Untertripel P1(p) ein unitäres Element ist,
ist X1(p), versehen mit der p-Multiplikation als Multiplikation, gemäß 4.6.10
eine Jordan-Algebra über K mit Eins p; des Weiteren ist dann im Fall, dass X
ein Jordan-Tripel über K ist, Q(p) eine Involution auf dieser nichtassoziativen
Algebra über K. Ist insbesondere X ein Banach-Jordan-Tripel über K, so ist
X1(p) eine involutive Banach-Jordan-Algebra über K (Upmeier, ebd., Seite 360,
Lemma 21.11). Ist also X ein JB∗-Tripel über C und das Tripotent p von Null
verschieden, so ist X1(p) eine JB∗-Algebra.
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Sei p ∈ Tri(X). Gemäß der Fundamentalformel (4.12) von 4.6.7 gilt Q(p)3 =
Q(p). Somit folgt aus der Eigenwertgleichung Q(p)x = λx, dass ein Eigenwert
λ ∈ K von Q(p) stets die Gleichung λ3 = λ erfüllen muss. Mithin besitzt der
Operator Q(p) als mögliche Eigenwerte −1, 0 und 1. Als Untervektorräume von
XR setzt man

Xλ(p) := Eig
(
Q(p), λ

)
, λ ∈ {−1, 0, 1}.

Die kanonischen Projektionen X → Xλ(p) werden mit P λ(p) bezeichnet, λ =
−1, 0, 1. Ist X ein Jordan-Tripel über K, so bemerke man, dass dann X1(p)
der selbstadjungierte Teil der — gemäß des vorigen Absatzes mit der Involution
Q(p) ausgestatteten — Jordan-Algebra X1(p) über K ist, in Zeichen also(

X1(p)
)

(Q(p)) = X1(p);

insbesondere ist dann also nach 3.1.10 die Projektion P 1(p) gleich 1
2
(
IdX +

Q(p)
)
P1(p). Da nun also auch Q(p)(1 − P1(p)) = 0 gilt, hat man für X wieder

als ein allgemeines Jordan-Tripel über K die Zerlegungen

X1(p) = X−1(p)∔X1(p),
X0(p) = X0(p)∔X 1

2
(p),

X = X−1(p)∔X0(p)∔X1(p).

Ist X ein JB∗-Tripel über C oder ein ∗JB-Tripel, so gilt die folgende Rechen-
regel: {

Xk(p) Xℓ(p) Xm(p)
}

⊆ Xkℓm(p), k, ℓ, m ∈ {−1, 1};

insbesondere sind X−1(p) und X1(p) Untertripel von XR. Falls X ein Jordan-
Tripel über C ist, gilt des Weiteren

X−1(p) = iX1(p),

denn: x ∈ X−1(p) ⇔ {pxp} = −x ⇔ {p(−ix)p} = −ix ⇔ −ix ∈ X1(p) ⇔
x ∈ iX1(p); falls X ein Jordan-Tripel über R ist, können X−1(p) und X1(p)
verschiedene Dimensionen aufweisen (Kaup [177](1997), Seite 196).

4.7.60 M-Summand (Friedman und Russo [100](1985), Seite 72, Lem-
ma 1.3). Sei X ein JB∗-Tripel über K. Dann sind X0(p) und X1(p) komple-
mentäre M -Summanden von X0(p)∔X1(p). Mit anderen Zeichen gilt also:(

P0(p) + P1(p)
)
X ∼= X0(p) ⊕∞ X1(p).

Das heißt, für alle x ∈ X gilt die Gleichung ∥P0(p)x + P1(p)x∥ =
max{∥P0(p)x∥, ∥P1(p)x∥} und somit auch für alle x∗ ∈ X∗ die Gleichung
∥x∗ ◦ P0(p) + x∗ ◦ P1(p)∥ = ∥x∗ ◦ P0(p)∥ + ∥x∗ ◦ P1(p)∥.

Beweis. Da P0(p) und P1(p) kontraktiv sind, sind auch die Abbildungen P0(p) ↾
X0(p) ∔ X1(p) und P1(p) ↾ X0(p) ∔ X1(p) kontraktiv, das heißt, ∥P0(p)x∥ =
∥P0(p)

(
P0(p) + P1(p)

)
x∥ ≦ ∥P0(p)x + P1(p)x∥ und analog auch ∥P1(p)x∥ ≦

∥P0(p)x + P1(p)x∥ für alle x ∈ X.
Sei x ∈ X. Setze y0 := P0(p)x und z0 := P1(p)x. Setze m :=

max{∥y0∥, ∥z0∥}. Falls m = 0, ist nichts zu zeigen. Liege also der Fall
m ̸= 0 vor. Setze y := y0/m und z := z0/m. Dann ist max{∥y∥, ∥z∥} = 1.
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Mit Satz 4.7.10 und Gleichung (4.21) in 4.7.59 hat man für alle n ∈ N:
∥P0(p)x + P1(p)x∥ = ∥y0 + z0∥ = m∥y + z∥ = m∥{(y + z)(y + z)(y + z)}∥1/3 ≡
m∥(y + z)3∥1/3 = · · · = m∥(y + z)(3n)∥(3−n) = m∥y(3n) + z(3n)∥(3−n) ≦

m ·
(

∥y(3n)∥ + ∥z(3n)∥
)(3−n)

= m ·
(

∥y∥(3n) + ∥z∥(3n)
)(3−n)

≦ m · (2)(3−n) und
dies konvergiert für n → ∞ nach m = max{∥P0(p)x∥, ∥P1(p)x∥}.

4.7.61 Orthogonalität (Loos [202](1977), Seite 3.8, Lemma 3.9). Sei X ein
allgemeines Jordan-Tripel über K. Gemäß 4.7.59 bezeichne X0(p) für eine belie-
biges tripotentes Element p von X den Kern der Abbildung D(p). Seien p und q
zwei tripotente Elemente von X. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) p ∈ X0(q), (e) q ∈ X0(p),
(b) D(q)p = 0, (f) D(p)q = 0,

(c) {qqp} = 0, (g) {ppq} = 0,

(d) D(q, p) = 0, (h) D(p, q) = 0.

Beweis. Die Äquivalenzen (a) ⇔ (b) ⇔ (c) und (e) ⇔ (f) ⇔ (g) sind klar.
(c) ⇒ (d): Gelte (c). Zuerst bemerke man Q(q)p = {qpq} = {qp{qqq}} =

{q{pqq}q} (Homotopieformel (4.10)) = {q{qqp}q} = 0. Damit gilt:
[D(q), D(q, p)]
= D

(
{qqq}, p

)
−D

(
q, {qqp}

)
(Bemerkung 4.6.8) = D(q, p) = −[D(q, p), D(q)] =

−D
(
{qpq}, q

)
+ D

(
q, {pqq}

)
(Bemerkung 4.6.8) = D

(
q, {qqp}

)
(ebige Vorbe-

merkung) = 0.
(d) ⇒ (g): Gelte (d). Dann ist {ppq} = {qpp} = D(q, p)p = 0.
(g) ⇒ (h): Vertauschen von p und q und dann (c) ⇒ (d) anwenden.
(h) ⇒ (c): {qqp} = {pqq} = D(p, q)q.

Insbesondere ist das System
(
Tri(X), Tri(X); D ↾ Tri(X)2; L(X)

)
ortho-

symmetrisch. Es sei an 4.6.20 erinnert. Sind p und q orthogonal, so kommu-
tieren die beiden Operatoren D(p) und D(q), p + q ist tripotent und es gilt
D(p + q) = D(p) + D(q).

Beweis. Seien p und q orthogonal zueinander. Dann gilt [D(p), D(q)] =
D
(
{ppq},

q
)

− D
(
q, {ppq}

)
(Bemerkung 4.6.8) = 0 und

{
(p + q)(p + q)(p + q)

}
=

{ppp} + {ppq} + {pqp} + {pqq} + {qpp} + {qpq} + {qqp} + {qqq} = p + q.
D(p + q) = D(p, p) + D(p, q) + D(q, p) + D(q, q) = D(p) + D(q).

Ist X ein Jordan-Tripel über C oder ein ∗JB-Tripel, so gilt: p und q sind
genau dann orthogonal, wenn p + q und p − q tripotent sind (Edwards, Mc-
Crimmon und Rüttimann [84](1996), Seite 200; Isidro, Kaup und Rodrí-
guez Palacios [147] (1995), Lemma 3.6).

4.7.62 (Fernández Polo, Martínez Moreno, Peralta [94](2004), Sei-
te 441, Korollar 2.5). Sei X ein JB∗-Tripel über C oder ein ∗JB-Tripel. Sei
p ∈ X mit ∥p∥ = 1. Dann sind äquivalent:

(a) p ist vollständig, sprich p ∈ Tri(X) mit B(p) = 0. (Definition in 4.7.59.)

(b) p ist ein Extremalpunkt von BX .
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(c) p ist ein reeller Extremalpunkt von BX .

(d) Nur für x = 0 existiert λ > 0 mit ∥p + λx∥ = ∥p − λx∥ = 1.

Falls X ein JB∗-Tripel über C ist, ist die folgende Aussage äquivalent zu jeder
der vier vorstehenden Aussagen (Kaup und Upmeier [183](1977), Seite 190.
Satz 3.5):

(e) p ist ein komplexer Extremalpunkt von BX .

Ist X ein JB∗-Tripel über C, so ist ein p ∈ Tri(X)× genau dann vollständig,
wenn es regulär ist (Kaup und Upmeier [183](1977), Seite 189, Lemma 3.2).
Für eine weitere äquivalente Formulierung für den Fall, dass X ein JBW ∗-Tripel
über C ist, siehe (4.24) in 4.7.66.

4.7.63 Hilbertraum (Chu und Isidro [47](2000), Beispiel 2.8). Sei H ein
Hilbertraum über C. Dann ist H, versehen mit dem Tripelprodukt

{xyz} := 1
2

(
⟨x, y⟩z + ⟨z, y⟩x

)
,

ein JBW ∗-Tripel über C. Innerhalb eines jeden solchen JBW ∗-Tripels über C
gilt: Die Menge aller von Null verschiedenen Tripotente ist genau gleich der
Menge der Extremalpunkte der abgeschlossenen Einheitskugel des gegebenen
Hilbertraumes H. Ist p ∈ Tri(H), so lauten die Peirce-Räume bezüglich p:
H0(p) = {0}, H 1

2
(p) = {p}⊥ und H1(p) = Cp.

Speziell liefert der Hilbertraum H = C2 das folgende Gegenbeispiel für
ein JB∗-Tripel über R, für das sich die Aussage von 4.7.27 nicht überträgt:
Stachó [267](2001) gibt für das ∗JB-Tripel X = HR eine kontraktive Pro-
jektion p an, so dass p(X), versehen mit dem projizierten Tripelprodukt (siehe
4.7.27), kein ∗JB-Tripel ist. Nichtsdestotrotz, und dabei von der in Satz 4.7.7(d)
beschriebenen Situation für JB∗-Tripel über C abweichend, existieren auf p(X)
verschiedene Jordan-Tripelprodukte, so dass p(X), jeweils weiterhin mit der
kanonischen Hilbertraumnorm von H versehen (es sei an 3.4.10 erinnert), ein
∗JB-Tripel ist (ebd., Seite 227).

4.7.64 C∗-Algebra (Burgos, Fernández Polo, Garcés, Martínez
Moreno und Peralta [41](2008), Seite 229).

Sei A eine C∗-Algebra über C. Bezeichne X das JB∗-Tripel A△ über C.
Existiere ein tripotentes Element p ∈ Tri(X). Dann gilt X0(p) = (1−pp∗)A(1−
p∗p), X 1

2
(p) = pp∗A(1−p∗p)∔(1−pp∗)Ap∗p, X1(p) = pp∗Ap∗p, wobei p jeweils

auf der rechten Seite jeder Gleichung gemäß 4.7.3 als eine partielle Isometrie von
A aufgefasst wird. Es sei an Gleichung (3.14) aus 3.5.33 erinnert. Des Weiteren
vergleiche man auch mit Gleichung (2.19) von 2.1.33.

4.7.65 Stetige Funktionen (Chu und Isidro [47](2000), Beispiel 2.9). Sei
X := C(Ω) die C∗-Algebra über C der komplexen, stetigen Funktionen auf
einem kompakten Hausdorffraum Ω. Versehen mit dem Tripelprodukt {fgh} :=
fgh ist X ein JB∗-Tripel über C. Es gilt Tri(X) = {f ∈ C(Ω) : f ◦ (1 − |f |2) =
0} und die Peirce-Räume bezüglich eines g ∈ Tri(X)× lauten: X 1

2
(g) = {0},

X1(g) = {f ∈ C(Ω) : g−1(0) ⊆ f−1(0)}.
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4.7.66 Tripelordnung (Battaglia [15](1991)). Für das Folgende sei als eine
Analogie an die Äquivalenz (2.21) aus 2.1.45 erinnert. Sei X ein Jordan-Tripel
über K. Setze für alle p, q ∈ Tri(X)

p ≦ q :⇔
(

q − p ∈ Tri(X) und p ⊥ q − p
)

;

mit anderen Worten:

p ≦ q ⇔ ∃r ∈ p⊥ ∩ Tri(X) : q = p + r.

Sei X ein JB∗-Tripel über C oder ein ∗JB-Tripel. Seien p, q ∈ Tri(X). Dann
sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) p ≦ q, (iv) D(p)q = p,

(ii) P1(p)q = p, (v) D(p, q) = D(p),
(iii) Q(p)q = p, (vi) D(q, p) = D(p).

Beweis. Für die folgenden beiden Implikationen wird 4.7.61 verwendet:
(i) ⇒ (v): p ≦ q ⇒ p ⊥ q − p ⇒ D(p, q − p) = 0;
(i) ⇒ (vi): p ≦ q ⇒ D(q − p, p) = 0.
(v) ⇒ (iii): D(p, q) = D(p) ⇒ {pqp} = {ppp} = p; analog:
(vi) ⇒ (iv): D(q, p) = D(p) ⇒ {ppq} = {qpp} = {ppp} = p.
(iii) ⇒ (ii): Klar wegen P1(p) = Q(p)2.
(iv) ⇒ (ii): Schlichtes Anwenden der Jordan-Gleichung: P1(p)q = Q(p)2q =

{p{pqp}p} = −{qp{ppp}} + {pp{qpp}} + {{qpp}pp} = −p + p + p = p.
Während die bisher gezeigten Implikationen auch gelten, wenn X nur als

ein Jordan-Tripel über K angenommen wird, wird die Äquivalenz von (i) und
(ii) von Friedman und Russo [100](1985), Korollar 1.7, unter Verwendung der
Struktur der JB∗-Tripel über C bewiesen. Man überlegt sich leicht, dass die
Äquivalenz von (i) und (ii) dann auch für X als ein ∗JB-Tripel gilt.

Sei X ein Jordan-Tripel über K und seien p, q ∈ Tri(X) mit p ≦ q. Dann
gilt die Gleichungskette

P1(q)p = Q(q)p = D(q)p = p, (4.22)

mit anderen Zeichen also

{q{qpq}q} = {qpq} = {qqp} = p.

Des Weiteren gilt
X1(p) ⊆ X1(q). (4.23)

Beweis. p ≦ q ⇒ D(q, p) = D(p) wegen (vi). ⇒ {qpq} = D(p)q = p wegen (iv).
⇒ Q(q)2p = {q{qpq}q} = {qpq} = p ⇔ p ∈ X1(q) ⇔ D(q)p = p.

Sei x ∈ X1(p), also x = Q(p)x. Unter Berücksichtigung der Fundamentalfor-
mel und der eben bewiesenen Gleichungskette gilt somit: Q(q)x = Q(q)Q(p)x =
Q(q)Q(Q(p)q)x = Q(q)Q(p)Q(q)Q(p)x = Q(Q(q)p)x = Q(p)x = x, also
x ∈ X1(q).

Hat man anfangs nur Q(q)p = p vorliegen, so folgt zumindest p = {pqq} =
{qpq} = {qqp} und daraus wiederum {ppq} = {pqp} = {qpp}.
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Beweis. p = {qpq} = {qp{qqq}} = {{qpq}qq} = {pqq} und {ppq} = {p{qpq}q}
= {pq{pqq}} = {pqp}.

Gilt für zwei Tripotente p, q ∈ X sowohl die Ungleichung X1(p) ⊆ X1(q) als
auch die Gleichung Q(q)p = Q(p)q, so folgt p ≦ q.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt die Implikation Q(p)x = x ⇒ Q(q)x = x. Da
p = Q(p)p, also auch Q(q)p = p.

Mit den nun vorhandenen Aussagen lässt sich jetzt zeigen, dass ≦ auf Tri(X)
eine partielle Ordnung mit 0 als kleinstem Element ist.

Beweis. 0 ≦ x für alle x ∈ Tri(X) ist klar. Ebenso die Reflexivität. Zur Anti-
symmetrie: Sei x ≦ y und y ≦ x. Dann gilt x − y = {x − y, x − y, x − y} =
{x − y, x − y, x} − {x − y, x − y, y} = 0 − 0 = 0. Es bleibt die Transitivität zu
zeigen: Sei x ≦ y und y ≦ z. Dann gilt die Gleichungskette (4.22), insbesondere
also Q(y)x = x. Somit gilt {xzx} = {Q(y)x, z, Q(y)x} = Q(Q(y)x)z; dies ist
nach der in 4.6.7 aufgeführten Fundamentalformel (4.12) gleich Q(y)Q(x)Q(y)z;
dies wiederum ist nach (iii) gleich Q(y)Q(x)y = Q(y)x = x. Also gilt Q(x)z = x,
das heißt, x ≦ z.

Jeder lineare Tripel-Homomorphismus zwischen zwei Jordan-Tripeln über K
erhält die Ordnung ≦.

Beweis. Seien p, q ∈ Tri(X) mit p ≦ q. Dann gilt D(Tp)(Tq − Tp) = {Tp, Tp,
T (q − p)} = T

(
D(p)(q − p)

)
= 0.

Sei X ein JBW ∗-Tripel über C. Dann besitzt Tri(X) genau dann ein größtes
Element, wenn X = {0} gilt. Für nicht triviales X gibt es also stets eine nicht
leere Teilmenge von Tri(X), die kein Supremum besitzt. Im Gegensatz dazu,
existiert aber für jede nicht leere Teilmenge von Tri(X) stets ihr Infimum. Für
eine beliebige Teilmenge M von Tri(X) existiert genau dann das Supremum
von M , wenn M eine obere Schranke hat. Ist (xν)ν∈I ein aufsteigendes Netz
in Tri(X), so existiert das Supremum sup(xν)ν∈I und ist gleich dem schwach∗-
Grenzwert von (xν)ν∈I . Für jedes p ∈ Tri(X) sind die beiden folgenden Aussagen
äquivalent:

(a) p ist vollständig (in 4.7.59 definiert)
(b) p ist ein maximales Element in Tri(X).

(4.24)

In diesem Zusammenhang sei an 4.7.62 erinnert.
(Peralta und Stachó [235](2001), Seite 81). Sei X ein JB∗-Tripel über C

oder ein ∗JB-Tripel. Dann gelten für alle p, q ∈ Tri(X) mit p ≦ q die beiden
Inklusionen X1(p) ⊆ X1(q) und X0(q) ⊆ X0(p).

Sei X ein Jordan-Tripel über K. In Analogie zu den in 2.1.47 definierten
minimal idempotenten Elementen eines Ringes heißt ein p ∈ Tri(X) minimal
tripotent, wenn p ̸= 0 und p ein minimales Element in

(
Tri(X)×,≦

)
ist. Of-

fensichtlich ist ein p ∈ Tri(X)× genau dann minimal tripotent, wenn es keine
zwei zueinander orthogonale q, r ∈ Tri(X)× mit p = q + r gibt. In Analogie zu
der bei den minimal Idempotenten vorliegenden gleichen Situation, kann man
daher minimal Tripotente auch als irreduzibel tripotent bezeichnen.

Die Abbildung p 7→ X1(p) von Tri(X)× in die Menge aller Untervektorräume
von XR ist eine streng ordnungserhaltende Abbildung.
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Beweis. Dass die Abbildung ordnungserhaltend ist, ist wegen der Inklusion
(4.23) klar. Sei nun p < q, also p ≦ q, p ̸= q. Angenommen, X1(p) ⊇ X1(q).
Nach Definition von X1(q) ist q ∈ X1(q). Nach Annahme also auch q ∈ X1(p),
das heißt, q = Q(p)q = {pqp}, aber wegen p ≦ q ist {pqp} = p, somit p = q,
Widerspruch.

(Becerra Guerrero, López Pérez, Peralta und Rodríguez
Palacios [16](2004)). Sei X ein allgemeines Jordan-Tripel über K. Liege
der Fall vor, dass p ein tripotentes Element von X ist. Das Tripotent p heißt
divisionsminimal tripotent (im Englischen division tripotent), wenn es von
Null verschieden und die Jordan-Algebra X1(p) über K eine Divisions-Jordan-
Algebra über K ist (siehe Definition 2.3.15). (Man bemerke die wegen Gleichung
(4.20) X1(p) = {pXp} aus 4.7.59 bestehende Analogie zu der Definition der
schiefminimalen Idempotente in 2.1.47.)

Liege zusätzlich der Fall vor, dass das Tripotent p von Null verschieden sei.
Ist X ein ∗JB-Tripel (also insbesondere zum Beispiel die reelle Strukturierung
eines JB∗-Tripels über C), so ist p genau dann divisionsminimal tripotent, wenn
der selbstadjungierte Teil der Jordan-Algebra X1(p) über R, also X1(p), gleich
Rp ist. Da für JB∗-Tripel X über C die Gleichung X1(p) = X1(p)∔ iX1(p) gilt,
ist in einem JB∗-Tripel X über C ein p ∈ Tri(X)× genau dann divisionsminimal
tripotent, wenn die Jordan-Algebra X1(p) über C gleich Cp ist; nach Gleichung
(4.20) aus 4.7.59 ist dies für solche X wiederum äquivalent zu der Gleichung
Q(p)X = Cp.

Wegen der vorhin erwähnten strengen Monotonie der Abbildung p 7→ X1(p)
ist offensichtlich jedes divisionsminimal tripotente Element minimal tripotent;
im Fall, dass X ein Prädual besitzt, gilt auch die Umkehrung (Peralta und
Stachó [235](2001), Seite 81, Satz 2.2, und Seite 85), also:

Ist X ein JBW ∗-Tripel über C oder ein ∗JBW -Tripel,
so ist ein p ∈ X genau dann minimal tripotent, wenn
es divisionsminimal tripotent ist.

(4.25)

Als ein Beispiel, wo diese Umkehrung nicht gilt, hat man den Funktionenraum
und das ∗JB-Tripel C([0, 1],R) (ebd., Seite 81). Es sei an die in 2.4.18 darge-
stellte ähnliche Situation bei Ringen erinnert. Sei X ein ∗JBW -Tripel und p ein
minimal tripotentes Element von X. Bezüglich der Eigenschaften, die dann p als
ein Element von X(C) aufweist, siehe Peralta und Stachó [235](2001), Sei-
te 85. Das ebd. zu findende Lemma 3.2 wurde von Becerra Guerrero, López
Pérez, Peralta und Rodríguez Palacios [16](2004), Seite 55, Korollar 3.5,
auf den Fall verallgemeinert, dass X ein ∗JB-Tripel und p divisionsminimal
tripotent in X ist.

4.7.67. Sei X ein allgemeines Jordan-Tripel über K. Sei U ein inneres Ideal
von X. Dann ist ein p ∈ Tri(U) genau dann ein divisionsminimal tripotentes
Element von U , wenn es ein divisionsminimal tripotentes Element von X ist.

Beweis. Sei U erst einmal nur ein Untertripel von X und p ∈ Tri(U). Dann gilt
zunächst einmal (siehe 4.7.59) X1(p) ⊆ X1(p) (4.20)= Q(p)X und X1(p) ∩ U =
U1(p). Liege nun zusätzlich der Fall vor, dass U ein inneres Ideal von X sei.
Dann gilt Q(p)X ⊆ U , also X1(p) ⊆ U . Es folgt X1(p) = U1(p).
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4.7.68. Sei X eine C∗-Algebra über C. Dann ist eine idempotente partielle
Isometrie p ∈ X genau dann schiefminimal idempotent, wenn p ∈ X△ divisi-
onsminimal tripotent ist.

Beweis. In X△ gilt für jedes x ∈ X: {pxp} = 1
2(px∗p + px∗p) = px∗p. Wie

in Bemerkung 3.1.4 erwähnt, gilt mit der dortigen Schreibweise hier X = X∗;
daher ist {pXp} = pX∗p = pXp.

Nach 2.4.18 hat somit das JB∗-Tripel C([0, 1],C) über C kein divisionsmi-
nimal tripotentes Element.

4.7.69 Atome in C∗-Algebren. Sei A eine C∗-Algebra über K und p ∈ A×

eine Projektion. Es sei an die Definition 3.5.57 eines Atoms erinnert. Es gilt: p
ist genau dann ein Atom von A, wenn p ∈ A△ divisionsminimal tripotent ist.

Beweis. Da in A△ für jedes x ∈ A die Gleichung px∗p = {pxp} gilt, folgt mit
Lemma 3.2.5: (pAp)(∗)R = {x ∈ A : px∗p = x}R = {x ∈ A : {pxp} = x}R =
{x ∈ A : Q(p)x = x}R = (A△)1(p).

Ist ein x ∈ A△ divisionsminimal tripotent, so ist x∗x ein Atom von A.

Beweis. Falls x eine Projektion von A ist, ist das nach der eben gemachten
Aussage klar. Falls aber x keine Projektion von A ist, so ist x nach 4.7.3
zumindest eine partielle Isometrie von A. Ganz gemäß Becerra Guerre-
ro und Martín [18](2005), Seite 328, kann man nun wie folgt argumentie-
ren. Sei p die Anfangsprojektion von x, also p := x∗x. Sei y ∈ (pAp)(∗)R, also
py∗p = y. Dann gilt Q(x)(xy) = {x, xy, x} = x(xy)∗x = (xx∗x)(y∗x∗)x =
x(x∗xy∗x∗x) = xpy∗p = xy, das heißt, xy ∈ (A△)1(x). Nach Vorausset-
zung ist (A△)1(x) = Rx, das heißt, xy = λx für ein λ ∈ R. Somit gilt
λp = λx∗x = x∗(λx) = x∗(xy) = x∗((xx∗x)(y∗x∗)x) = ppy∗p = py∗p = y,
das heißt, y ∈ Rp und p ist ein Atom von A.

Somit enthält eine C∗-Algebra über K genau dann mindestens ein Atom,
wenn A△ mindestens ein divisionsminimal tripotentes Element enthält.

4.7.70 Minimale Tripotente in iX(X). Sei X ein JB∗-Tripel über C oder
ein ∗JB-Tripel. Sei p ∈ X. Es sei an die Äquivalenzaussage (4.25) von 4.7.66
erinnert. Die folgenden beiden Aussagen sind äquivalent:

(a) p ist ein divisionsminimal tripotentes Element von X.

(b) iX(p) ist ein minimal tripotentes Element von X∗∗.

Beweis. Zunächst sei daran erinnert, dass iX(X) schwach∗-dicht in X∗∗ ist, sie-
he 2.5.11(b). Zu (a) ⇒ (b): Gelte (a), das heißt, X1(p) = Rp. Da nach 4.7.28 bzw.
4.7.49 das Tripelprodukt auf X∗∗ getrennt schwach∗-stetig ist, ist die Projekti-
on P 1(p̂) von X∗∗ auf (X∗∗)1(p̂) schwach∗-stetig. Somit ist P 1(p̂)X̂ schwach∗-
dicht in P 1(p̂)X∗∗. Es ist P 1(p̂)X̂ = 1

2
(
IdX∗∗ + Q(p̂)

)
Q(p̂)2X̂ = iX

(1
2
(
IdX +

Q(p)
)
Q(p)2X

)
= iX(Rp) = Rp̂. Da Rp̂ in X∗∗ schwach∗-abgeschlossen ist, folgt

P 1(p̂)X∗∗ = Rp̂, das heißt, p̂ ist minimal tripotent in X∗∗.
Zu (b) ⇒ (a): Gelte (b). In (X∗∗)R ist P 1(p̂)X̂ ein Untervektorraum, der

schwach∗-dicht in dem Unterraum P 1(p̂)X∗∗ enthalten ist. Nach Voraussetzung
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ist P 1(p̂)X∗∗ = Rp̂, also P 1(p̂)X̂ = Rp̂. Wegen P 1(p̂)X̂ = iX(P 1(p)X), also
P 1(p)X = Rp und p ist divisionsminimal tripotent in X.

4.7.71 Bemerkung. Der folgende Satz wird in Edwards, Fernández Polo,
Hoskin und Peralta [83](2010) und in Fernández Polo und Peralta
[95](2010) bewiesen und war eine bis dahin über 20 Jahre lang offene Vermutung.

Sei X ein JB∗-Tripel über C. Dann sind sowohl die abgeschlossenen Seiten
von BX als auch die schwach∗-abgeschlossenen Seiten von BX∗ kugelabgeschlos-
sen.

Mit 2.11.7 hat man also für beliebige JB∗-Tripel über C als Folgerungen:

(a) Eine Seite von BX ist genau dann abgeschlossen, wenn sie kugelabge-
schlossen ist.
(b) Eine Seite von BX∗ ist genau dann schwach∗-abgeschlossen, wenn sie
kugelabgeschlossen ist.

4.7.72 Rang (Kaup [177](1997), Seite 196). Der Rang (im Englischen rank)
eines JB∗-Tripels über C oder eines ∗JB-Tripels X ist die kleinste Kardinalzahl,
die größer oder gleich der Mächtigkeit jeder orthogonalen Teilmenge von X ist.

Jeder Hilbertraum über C, gemäß 4.7.63 aufgefasst als ein JB∗-Tripel über
C, ist vom Rang eins (Burgos, Fernández Polo, Garcés, Martínez
Moreno und Peralta [41](2008), Seite 228, Bemerkung 15).

4.7.73 Tripelordnung und Kugelsystem (Edwards und Rüttimann [86]
(2001); Edwards und Rüttimann [81](1988)). Sei X ein Jordan-Tripel über
K. Bezeichne Tri(X)˜ die disjunkte Vereinigung von Tri(X) mit einer einele-
mentigen Menge {ω}. Tri(X)˜ wird überdies als eine punktierte Menge mit
Basispunkt 0 aufgefasst. Die Relation ≦ auf Tri(X) wird zu der Relation

≦ ∪
(
Tri(X)˜ × {ω}

)
auf Tri(X)˜ erweitert; diese wird dann ebenfalls mit ≦ bezeichnet und ist eine
partielle Ordnung auf Tri(X)˜.

Sei X JBW ∗-Tripel über C oder ein ∗JBW -Tripel. Betrachte das Kugelsys-
tem des Dualsystems (X∗, X). Setze ω⊣ := BX∗ . (Also ω⊣

⊣ = ∅.) Die Abbildung

Tri(X)˜ → Faces(∥ · ∥; BX∗), p 7→ p⊣ (4.26)

ist ein Ordnungsisomorphismus. Da Faces(∥ · ∥; BX∗) ein vollständiger Verband
ist, ist somit auch Tri(X)˜ ein vollständiger Verband. Ein Atom von X ist
ein Extremalpunkt der abgeschlossenen Einheitskugel BX∗ des Präduals X∗.
Wegen 2.11.12 sind somit genau die minimalen Elemente von Faces(∥ · ∥; BX∗)×

die Atome von X. Insbesondere bildet somit die Abbildung p 7→ p⊣ die Menge
der minimalen Elemente von Tri(X)˜× bijektiv auf die Menge der Atome von
X ab. Siehe hierzu auch 4.7.74(b).

Die Abbildung

Tri(X)˜ → Faces(w∗; BX), p 7→ p⊣
⊣ (4.27)

ist ein Antiordnungsisomorphismus mit

p⊣
⊣ = p + BX0(p) für alle p ∈ Tri(X).
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Insbesondere ist jedes tripotente Element p von X nach 4.7.61(a) jeweils das
kleinste Element von p⊣

⊣ ∩ Tri(X). Mit 2.11.12 hat man als eine Folgerung des
Weiteren insbesondere die in 4.7.62 und (4.24) von 4.7.66 bereits für JBW ∗-
Tripel über C formulierte Gleichheit der Menge der maximalen Elemente von
Tri(X) und der Menge der Extremalpunkte von BX auch für ∗JBW -Tripel.

Es gilt:

Expfaces(∥ · ∥; BX∗) = Semiexpfaces(∥ · ∥; BX∗) = Faces(∥ · ∥; BX∗)
und Semiexpfaces(w∗; BX) = Faces(w∗; BX).

Beweis. Siehe [86], Seite 171, Lemma 2.1, Theorem 3.7 und Lemma 3.8. Bleibt
zu zeigen, dass für ∗JBW -Tripel die Abbildung p 7→ p⊣

⊣ ein Antiordnungsiso-
morphismus ist. Dazu betrachte ebd., Lemma 3.8. Unter Mitverwendung der
dortigen Terminologie ergibt sich die Behauptung dann wie folgt:

Sei A die Hermitefizierung von X und σ die nach ebd., Lemma 3.1, existieren-
de Involution mit X = X(C)(σ∗), wobei σ∗ so wie in ebd., Lemma 3.1, aufzufassen
ist. Bezeichne ⊤ das Kugelannihilatorsymbol von (A∗, A) und ⊣ (wie gehabt)
das Kugelannihilatorsymbol von ((Aσ∗)∗, Aσ∗) = (A∗

σ, Aσ∗) = (X∗, X). Für
jedes p ∈ Tri(Aσ∗) ist die Mengengleichung p⊤

⊤ ∩ Aσ∗ = p⊣
⊣ zu zeigen. Die

dazu entscheidende Aussage findet sich in ebd., Lemma 3.6(i), wonach p⊤ = p⊣
gilt.

„⊆“: Sei x ∈ p⊤
⊤ ∩ Aσ∗ und ℓ ∈ p⊣. Nach der Vorbemerkung also ℓ ∈ p⊤

und somit ℓ(x) = 1, das heißt, x ∈ p⊣
⊣.

„⊇“: Sei x ∈
(

Aσ∗
)

1
mit: Für alle ℓ ∈ p⊣ : ℓ(x) = 1. Wieder nach der

Vorbemerkung gilt also: Für alle ℓ ∈ p⊤ : ℓ(x) = 1. Also x ∈ p⊣
⊣.

4.7.74 Trägerpunkte. (a) Sei X ein JBW ∗-Tripel über C oder ein ∗JBW -
Tripel. Betrachte das Kugelsystem des Dualsystems (X∗, X). Sei x ∈ SX . Nach
2.11.7 gilt x⊣ ∈ Faces(∥ · ∥; BX∗) \ {BX∗}. Das damit gemäß (4.26) aus 4.7.73
eindeutig bestimmte Element p aus Tri(X) mit p⊣ = x⊣ wird der Träger von x
(in X) (im Englischen support) genannt, in Zeichen p = sptX(x). In Edwards
und Rüttimann [81](1988), Seite 324, Lemma 3.4, findet man für JBW ∗-Tripel
über C drei Aussagen, die den Träger von x in X charakterisieren.

(b) Sei X ein JBW ∗-Tripel über C oder ein ∗JBW -Tripel. Betrachte
das Kugelsystem des Dualsystems (X∗, X). Sei ℓ ∈ SX∗ . Nach 2.11.7 ist
ℓ⊣ ∈ Faces(w∗; BX). Das dann gemäß (4.27) aus 4.7.73 eindeutig bestimmte
Element p aus Tri(X)× mit ℓ⊣ = p⊣

⊣ wird der Träger von ℓ (in X) genannt, in
Zeichen p = sptX(ℓ); nach (4.27) gilt ℓ⊣ = sptX(ℓ) + BX0(sptX (ℓ)). (Nach dem
Satz von Hahn-Banach ist hier stets ℓ⊣ ̸= ∅, also p ̸= ω. p kann auch nicht Null
sein, denn: p = 0 ⇒ p⊣

⊣ = ∅⊣ = BX ⇒ ℓ⊣ = BX , was aber für kein ℓ ∈ SX∗

sein kann.) Man bemerke, dass wegen 1.1.19(d) und der Anmerkung nach (4.27)
in 4.7.73 der Träger von ℓ das kleinste Element von ℓ⊣ ∩Tri(X) ist; also gilt ins-
besondere ℓ(p) = 1, p ⊣ ℓ bezüglich des Kugelsystems des Dualsystems (X, X∗),
das heißt, mit 4.7.13 und Bemerkung 2.11.3 ist ℓ ein Stützfunktional für BX bei
p.

Für jedes ℓ ∈ SX∗ gilt die Äquivalenz der folgenden Aussagen:
(a) ℓ ist ein Atom von X.
(b) ℓ ⊣ p für ein minimal tripotentes p.
(c) ℓ ist ein Stützfunktional für BX bei einem minimal tripotenten p.
(d) ℓ ⊣ p für p = sptX(ℓ) und p ist minimal tripotent.
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(e) sptX(ℓ) ist minimal tripotent.

Beweis. (a) ⇒ (b): Wähle gemäß der Anmerkung zu (4.26) dasjenige p ∈ Tri(X)
mit p⊣ = {ℓ}.

(b) ⇒ (a): ℓ ⊣ p ⇔ p ∈ ℓ⊣ ⇒ ℓ ∈ ℓ⊣
⊣ ⊆ p⊣. Da p minimal tripotent ist, ist

p⊣ nach der Anmerkung zu (4.26) einelementig, also p⊣ = {ℓ}, das heißt, ℓ ist
ein Atom von X.

(b) ⇔ (c): Siehe Bemerkung 2.11.3.
(b) ⇒ (d): Wie vorhin festgestellt, ist sptX(ℓ) das kleinste Element von

ℓ⊣ ∩ Tri(X). Es gilt also insbesondere sptX(ℓ) ≦ p und da p ein minimales
Element in Tri(X)× ist, folgt sptX(ℓ) = p.

Die Implikation (d) ⇒ (b) und die Äquivalenz (d) ⇔ (e) sind klar.

Für eine weitere äquivalente Aussage siehe Korollar 4.7.83.
Für den Fall, dass X ein JBW ∗-Tripel über C ist, zeigt Edwards und

Rüttimann [81](1988), Seite 326, Lemma 3.6, dass der Träger von ℓ in X
genau das in Friedman und Russo [100](1985), Seite 75, mit e(ℓ) bezeichnete
eindeutige Tripotent p in X ist, für das sowohl die Gleichung ℓ◦P1(p) = ℓ gilt, als
auch ℓ ↾ X1(p) ein treuer, positiver, normaler Zustand auf der JBW ∗-Algebra
X1(p) ist (siehe 4.7.15).

Zwei Elemente x∗, y∗ ∈ SX∗ heißen orthogonal (zueinander), wenn ihre Trä-
ger in X orthogonal sind.

(c) Sei X ein JB∗-Tripel über C oder ein ∗JB-Tripel. Sei x ∈ SX . Man be-
trachte die Kugelsysteme der Dualsysteme (X, X∗), (X∗, X∗∗) und (X∗∗, X∗∗∗).
Es sei an die Gleichung (2.37) in 2.11.13 erinnert. Nach 2.11.7 gilt x⊣ ∈
Faces(w∗; BX∗), also auch x⊣ ∈ Faces(∥ · ∥; BX∗) = Faces(∥ · ∥; BX∗∗∗). Es sei
daran erinnert, dass wegen 4.7.28 und 4.7.48 das Bidual X∗∗ ein JBW ∗-Tripel
über C bzw. ein ∗JBW -Tripel ist. Wegen des Ordnungsisomorphismus (4.26)
aus 4.7.73 existiert genau ein p ∈ Tri(X∗∗)× mit p⊣ = x⊣; es wird der Träger
von x in X∗∗ genannt, in Zeichen p = sptX∗∗(x). Speziell bemerke man, dass
X genau dann glatt bei x ist, wenn sptX∗∗(x) minimal tripotent in X∗∗ ist.
Des Weiteren gilt wegen (b) im Fall, dass X bei x glatt ist, für das ℓ ∈ SX∗

mit x⊣ = {ℓ} die Gleichung sptX∗∗(ℓ) = sptX∗∗(x). Da für jeden normierten
Vektorraum Y über K bezüglich der Dualsysteme (Y, Y ∗) und (Y ∗, Y ∗∗) für alle
y ∈ Y stets die Gleichung y⊣ = iY (y)⊣ gilt, hat man im speziellen Fall, dass
x selbst bereits ein tripotentes Element ist, die Gleichung iX(x) = sptX∗∗(x)
vorliegen.

4.7.75. Sei X ein JB∗-Tripel über C oder ein ∗JB-Tripel. Sei x∗ ∈ X∗ und p ein
tripotentes Element von X mit ∥x∗ ◦ P1(p)∥ = ∥x∗∥. Dann gilt x∗ = x∗ ◦ P1(p).

Beweis. Dies wird für JB∗-Tripel über C in Friedman und Russo [100](1985),
Seite 73, Satz 1(a), bewiesen. Nach Martínez und Peralta [206](2000), Sei-
te 642, Lemma 2.9, funktioniert der Beweis von [100] auch für ∗JB-Tripel.

In Peralta und Stachó [235](2001), Seite 83, Lemma 2.7, wird für X
ein ∗JB-Tripel allgemeiner gezeigt: Ist x∗ ∈ SX∗ und p ∈ x∗⊣ ∩ Tri(X), so
gilt x∗ = x∗ ◦ P 1(p). (Dies ist allgemeiner, da 1 = x∗(p) = x∗ ◦ P1(p)p ≦
∥x∗ ◦ P1(p)∥ ≦ ∥x∗∥∥P1(p)∥ ≦ 1.)
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4.7.76 Atomare Projektionen. Sei X ein JBW ∗-Tripel über C oder ein
∗JBW -Tripel. Sei ℓ ein Atom von X und p der Träger von ℓ in X. Betrachte das
Dualsystem (X, X∗). Es sei an 2.2.26 erinnert. Dann ist der Rang-Eins-Operator
p ⊗ ℓ im Fall, dass X ein JBW ∗-Tripel über C ist, gleich der Peirce-Projektion
P1(p), und im Fall, dass X ein ∗JBW -Tripel ist, gleich der Projektion P 1(p).

Beweis. Der JBW ∗-Tripel über C-Fall findet sich in Friedman und Russo
[100](1985), Seite 79, Satz 4(a). In diesem Zusammenhang sei an 3.3.3 und die
Formulierung X1(p) = Cp für die Aussage, dass p divisionsminimal tripotent
ist, erinnert.

Betrachte nun den ∗JBW -Tripel-Fall. Da p nach 4.7.74(b) divisionsminimal
tripotent ist, gilt X1(p) = Rp, das heißt, es gibt ein x∗ ∈ X∗ mit P 1(p) = p⊗x∗.
Nach 4.7.75 gilt nun ℓ = ℓ◦P 1(p), womit klar ist, dass man für x∗ das Funktional
ℓ einsetzen darf.

4.7.77 Atomare Zerlegung. (a) Sei X ein JBW ∗-Tripel über C. Bezeichne
X∗ sein Prädual. Setze

A := cl span ex BX∗ ,

das heißt, A ist die abgeschlossene, lineare Hülle der Atome von X. Nach Fried-
man und Russo [100](1985), Seite 84, Theorem 1, ist A ein L-Summand von
X∗. Bezeichne N den nach 2.5.17 eindeutig bestimmten, zu A komplementären
L-Summanden. Falls N von {0} verschieden ist, hat die abgeschlossene Ein-
heitskugel BN keinen Extremalpunkt, da dann entweder X = N vorliegt oder
andernfalls 2.4.21 greift. Nach 2.4.19 gilt X ∼= A∗ ⊕∞ N∗. Nach 2.4.20 (dort mit
p = 1) gilt A ∼= X∗/N und N ∼= X∗/A. Betrachte das Dualsystem (X∗, X). Da
nach 2.4.36(a)

(
X∗/N

)∗ ∼= N⊥ und
(
X∗/A

)∗ ∼= A⊥ gilt, ist somit A∗ ∼= N⊥

und N∗ ∼= A⊥. Setzt man A := N⊥ und N := A⊥, so hat man also

X = A ⊕∞ N .

Ebd. wird die Gleichung N = span {ℓ ∈ SX∗ : ℓ ist orthogonal zu allen
Atomen von X} gezeigt (siehe die Definition in 4.7.74(b)). Setze

M := span
{

p ∈ X : p minimal tripotent
}

.

In ebd., Seite 85, Korollar 2.9, wird die Gleichung

N = M⊥

gezeigt (man beachte dazu die Gleichung (2.26) in 2.2.27 und, dass sptX ex BX∗

genau gleich der Menge der minimal tripotenten Elemente von X ist). Somit
gilt wegen M ⊆ M⊥

⊥ = N⊥ und des Bipolarensatzes die Gleichung

A = cl(w∗; M).

Man bemerke, dass somit N kein minimal tripotentes Element enthalten kann.
In ebd., Seite 86, Theorem 2, wird gezeigt, dass A ein Tripelideal von X ist.
Somit ist A ein JBW ∗-Tripel über C, welches gleich der schwach∗-abgeschlos-
senen Hülle seiner minimal tripotenten Elemente ist. In demselben Theorem von
ebd. wird die Gleichung

N =
⋂{

X0(p) : p minimal tripotent in X
}

(4.28)
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gezeigt. Somit ist N ein JBW ∗-Tripel über C, welches kein minimal tripotentes
Element enthält. Mit 4.7.33 und der getrennt schwach∗-Stetigkeit des Tripelpro-
duktes von X folgt aus dieser Gleichung unmittelbar, dass A und N zueinander
orthogonal sind, also N = {x ∈ X : D(x, y) = 0 für alle y ∈ A} = {x ∈ X :
D(x, p) = 0 für alle minimal tripotenten Elemente p von X}; insbesondere ist
somit auch N ein Tripelideal von X.

(b) Sei X ein ∗JBW -Tripel. Setze wie in (a) wieder M := span
{

p ∈ X :
p minimal tripotent

}
(wobei diesmal natürlich nur reelle Linearkombinationen

zu bilden sind). Des Weiteren setze dann wieder A = cl(w∗; M). Peralta und
Stachó [235](2001), Seite 86, Theorem 3.6, zeigen, dass A ein M -Summand von
X ist. Bezeichne N den nach 2.5.17 eindeutig bestimmten, zu A komplementären
M -Summanden. Dann wird in ebd. gezeigt, dass N gleich der zu M orthogonalen
Menge ist; insbesondere sind also A und N zueinander orthogonal. Als ein M -
Summand in einem Dualraum (siehe 2.5.17), aber auch da die Abbildung D(x) ∈
L(X) für jedes x ∈ X nach Satz 4.7.49(c) schwach∗-stetig ist, ist N schwach∗-
abgeschlossen. Betrachte das Dualsystem (X∗, X). Nach dem Bipolarensatz gilt
A = A⊥

⊥ und N = N⊥
⊥. Mit 2.5.12 gilt X∗ = A⊥ ∔N⊥ und aus der in 2.5.17

genannten Dualität von P-Abbildungen folgt X∗ = A⊥ ⊕1 N⊥. Setze A := N⊥
und N := A⊥, also X∗ = A⊕1 N . Wie in (a) sieht man A∗ ∼= N⊥ und N∗ ∼= A⊥;
also wieder A ∼= A∗ und N ∼= N∗.

Da wegen X∗ = (X, σ(X, X∗))∗ alle Elemente von X∗ auf X w∗-stetig sind,
gilt A⊥ = M⊥, also N = M⊥.

Sei ℓ ∈ ex BX∗ . Dann ist p := sptX(ℓ) ∈ M ; insbesondere ist ℓ(p) = 1,
und daher ℓ /∈ M⊥. Wegen 2.4.21 gilt somit cl span ex BX∗ ⊆ A. Dass auch die
umgekehrte Inklusion gilt, sieht man wie folgt: Bezeichne ¯ die kartesische Invo-
lution auf X(C). Nach 3.1.15 und 4.7.52 gilt X∗ = X(C)∗(̄ ) und A∗ = A(C)∗(̄ ).
Wendet man (a) auf X(C) an, so ist die dort betrachtete schwach∗-abgeschlossene
lineare Hülle der minimal tripotenten Elemente von X(C) (also das dortige „A“)
nach ebd. gleich A(C). Somit gilt nach (a): A = A∗ =

(
cl span ex BX(C)∗

)
(̄ ) ⊆(

cl span ex BX∗

)
(̄ ) = cl span ex BX∗ .

Da der atomare Teil von X(C), soll heißen, die in X(C) schwach∗-abgeschlos-
sene Hülle der minimal tripotenten Elemente von X(C), gleich A(C) ist (siehe
ebd.), und A = A(C)(̄ ) gilt, ist A ein Tripelideal von X. Ganz entsprechend
sieht man, dass auch N ein Tripelideal von X ist.

Falls N von {0} verschieden ist, also entweder N = X oder 2.4.21 anwendbar
ist, gilt ex BN = ∅.

Sei q ∈ Tri(X). Wegen
((

X(C)
)

0(q)
)

(̄ )
=
(
X(C)(̄ )

)
0(q) = X0(q) und N =(⋂{(

X(C)
)

0(p) : p minimal tripotent in X(C)
})

(̄ )
gilt auch hier die Gleichung

(4.28) von (a).
Insgesamt liegt also eine vollkommen zu (a) analoge Situation vor.
(c) Sei X ein JBW ∗-Tripel über C oder ein ∗JBW -Tripel. Die dann gemäß

(a) beziehungsweise (b) vorliegende direkte Summe X∗ = A ⊕1 N heißt die ato-
mare Zerlegung (im Englischen atomic decomposition) von X∗ in den atomaren
Teil A und den nicht atomaren Teil N . Man sagt auch, X = A ⊕∞ N sei die
atomare Zerlegung von X in den atomaren Teil A und den nicht atomaren Teil
N . X heißt atomar (im Englischen atomic), falls X = A vorliegt.

4.7.78 Geometrische Charakterisierung. An dieser Stelle sei auf Neal und
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Russo [223](2004), Seite 586, Theorem 3.1, hingewiesen, wonach ein Banach-
raum X über C genau dann isometrisch zu einem JB∗-Tripel über C ist, wenn
sein Dualraum X∗ gewisse rein geometrische Eigenschaften aufweist.

4.7.79 Atomar und Radon-Nikodým. (a) Ein JBW ∗-Tripel über C heißt
ein Faktor , wenn es nicht als eine ℓ∞-Summe von zwei von {0} verschiedenen Tri-
pelidealen geschrieben werden kann. Solch ein Faktor wiederum heißt vom Typ I ,
wenn er mindestens ein minimal tripotentes Element enthält. Nach Fried-
man und Russo [101](1986), Seite 144, Satz 2, ist jedes atomare JBW ∗-Tripel
über C eine ℓ∞-direkte Summe von JBW ∗-Tripel-Faktoren vom Typ I. Nach
Horn [139](1984), Seite 81, Korollar 9.1.2, sind die JBW ∗-Tripel-Faktoren
vom Typ I genau die sogenannten Cartan-Faktoren. (Für eine straffe Übersicht
über die Cartan-Faktoren siehe Fernández Polo, Martínez und Peral-
ta [93](2004).)

(b) Nach Chu und Iochum [49](1987), Seite 463, Theorem 2, besitzt das
Prädual eines JBW ∗-Tripels über C genau dann die Radon-Nikodým-Eigen-
schaft, wenn es eine ℓ∞-direkte Summe von Cartan-Faktoren ist.

(c) Sei X ein ∗JBW -Tripel. Das Prädual des atomaren Anteils der Her-
mitefizierung X(C) von X, also cl span ex BX(C)∗ , hat nach (a) und (b) die
Radon-Nikodým-Eigenschaft, und da die Radon-Nikodým-Eigenschaft sich auf
Unterräume überträgt, besitzt auch A∗ =

(
cl span ex BX(C)∗

)
(̄ )

die Radon-
Nikodým-Eigenschaft, wobei ¯ die kartesische Involution von X(C) bezeichnet
und A der atomare Teil von X ist.

(d) Zusammenfassend gilt also: Sei X ein JBW ∗-Tripel über C oder ein
∗JBW -Tripel. Dann besitzt das Prädual des atomaren Teils von X die Radon-
Nikodým-Eigenschaft

4.7.80 Prädual und Radon-Nikodým. Sei X ein JBW ∗-Tripel X über C.
Barton und Godefroy [13](1986), Seite 300, Theorem 1, haben gezeigt: Das
Prädual X∗ von X besitzt die Radon-Nikodým-Eigenschaft genau dann, wenn
BX∗ ⊆ cl co ex BX∗ gilt. Als eine Folgerung aus ihren Beweis ebd., merken sie
an, dass das Prädual X∗ von X die Radon-Nikodým-Eigenschaft besitzt, wenn
die Gleichung BX∗ = cl co ex BX∗ gilt. Somit hat man: Das Prädual X∗ von X
besitzt genau dann die Radon-Nikodým-Eigenschaft, wenn es die Krein-Milman-
Eigenschaft aufweist.

4.7.81 Satz. Sei X ein JB∗-Tripel über C oder ein ∗JB-Tripel. Sei a ∈ SX .
Die drei folgenden Aussagen sind äquivalent:

(a) Die Norm von X ist bei a stark subdifferenzierbar.

(b) sptX∗∗(a) ∈ iX(X).

(c) ΦX ist (n − w)-oberhalbstetig bei a.

Des Weiteren ist die Norm bei allen Tripotenten von X stark subdifferenzierbar.

Beweis. Für X ein JB∗-Tripel über C siehe Becerra Guerrero und Rodrí-
guez Palacios [20](2003), Seite 386, Theorem 2.7.

Für X ein ∗JB-Tripel siehe Becerra Guerrero und Peralta [19](2004),
Seite 506, Korollar 2.2 und Seite 507, Korollar 2.5; für (c) kann man wie im
Beweis des JB∗-Tripel über C-Falles argumentieren, da das dazu verwendete
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Theorem 2.5 aus [20] per Korollar 2.3 aus [19] analog auch für ∗JB-Tripel gilt.

4.7.82 Satz (Becerra Guerrero und Martín [18](2005), Seite 323, Lem-
ma 3.1). Sei X ein JB∗-Tripel über C oder ein ∗JB-Tripel. Sei a ∈ SX . Die
folgenden beiden Aussagen sind äquivalent:

(a) X ist Fréchet-glatt bei a. (Definition in 4.1.11)

(b) In X existiert ein divisionsminimal tripotentes Element p mit iX(p) =
sptX∗∗(a).

Beweis. Nach 4.1.7 ist X genau dann Fréchet-glatt bei a, wenn die Norm von X
bei a sowohl stark subdifferenzierbar als auch glatt ist. Nach Satz 4.7.81 ist die
starke Subdifferenzierbarkeit der Norm bei a äquivalent zu sptX∗∗(a) ∈ iX(X).
Nach der Bemerkung in 4.7.74(c) ist die Glattheit der Norm bei a äquivalent
dazu, dass sptX∗∗(a) minimal tripotent in X∗∗ ist. Also ist die Fréchet-Glattheit
bei a äquivalent dazu, dass in X ein p existiert, für das sowohl iX(p) = sptX∗∗(a)
gilt als auch iX(p) minimal tripotent in X∗∗ ist. Mit 4.7.70 folgt unmittelbar
die Behauptung.

4.7.83 Korollar. Sei X ein JBW ∗-Tripel über C oder ein ∗JBW -Tripel. Be-
zeichne X∗ ein Prädual von X. Zusätzlich zu den in 4.7.74(b) aufgeführten
äquivalenten Aussagen (a) bis (e) hat man: Sei ℓ ∈ SX∗ . Dann sind äquivalent:

(a) ℓ ist ein Atom von X.
(b) ℓ ist per einem minimal tripotenten Element von X ein stark exponierter

Punkt von BX∗ .

Beweis. Dass (a) aus (b) folgt ist klar, siehe das Diagramm in 2.11.11. Gelte
nun (a). Nach 4.7.74(b)(b) existiert ein minimal tripotentes Element p in X mit
p ∈ ℓ⊣. Wie in 4.7.74(c) bemerkt, gilt iX(p) = sptX∗∗(p). Nach Satz 4.7.82 heißt
dies, dass X bei p Fréchet-glatt ist, was mit 4.1.11 sofort (b) liefert.

4.7.84 Normierende atomare Zerlegung. Sei X ein JB∗-Tripel über C
oder ein ∗JB-Tripel. Nach 4.7.28 bzw. 4.7.48 ist X∗∗ ein JBW ∗-Tripel über C
oder ein ∗JBW -Tripel. Mit den Bezeichnungen von 4.7.77 sei X∗∗ = A ⊕∞ N
die atomare Zerlegung von X∗∗ und X∗ = A ⊕1 N die atomare Zerlegung
des Präduals von X∗∗. Sei pA die zu dem M -Summand A korrespondierende
M -Projektion und sei pN die zu dem M -Summand N korrespondierende M -
Projektion.

(a) (Friedman und Russo [101](1986), Seite 144, Satz 1). Die Abbildung
pA ◦ iX ist ein isometrischer Tripelhomomorphismus, bettet also X isometrisch
in das atomare JBW ∗-Tripel über C bzw. ∗JBW -Tripel ein. Folglich ist A ein
normierender Unterraum von X∗.

Beweis. (Ganz nach ebd.) Offensichtlich ist die Abbildung pA ◦ iX ein kon-
traktiver Tripelhomomorphismus. Bleibt zu zeigen, dass er isometrisch ist. Sei
dazu x ∈ SX und ℓ ∈ ex(x⊣). Da x⊣ nach 2.11.7 eine extremale Teilmenge
von BX∗ ist, ist wegen der Kompatibilitätseigenschaft extremaler Mengen (sie-
he 2.2.44) das Funktional ℓ auch ein Extremalpunkt von BX∗ , das heißt, ℓ ∈ A.
Wegen A = N⊥ gilt ⟨ℓ, N ⟩ = {0}. Folglich hat man: 1 = ∥x∥ = ∥iX(x)∥ ≧
∥(pA ◦ iX)(x)∥ ≧ ℓ

(
(pA ◦ iX)(x)

)
= ℓ
(
iX(x)

)
= ℓ(x) = 1. Da wegen A∗ = A die
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Abbildung iX,A (siehe 2.4.9) isometrisch ist, ist A ein normierender Unterraum
von X∗. Dass A normierend ist, folgt aber bereits auch direkt mittels des Satzes
von Krein-Milman aus der Tatsache, dass ex BX∗ ⊆ BA gilt.

(b) (Becerra Guerrero und Martín [18](2005), Seite 325, Theo-
rem 3.8). Falls X kein divisionsminimal tripotentes Element enthält, ist die
Abbildung pN ◦ iX ein isometrischer Tripelhomomorphismus, bettet also X iso-
metrisch in den nicht atomaren Teil N von X∗∗ ein. Folglich ist dann N ein
normierender Unterraum von X∗.

Beweis. Setze U := ker(pN ◦ iX), also U = i−1
X (A). Da A ein abgeschlos-

senes Tripelideal von X∗∗ ist, ist U ein abgeschlossenes Tripelideal von X.
Betrachte die beiden Dualsysteme (X, X∗) und (X∗, X∗∗). Da A schwach∗-
abgeschlossen ist, ist der schwach∗–Abschluss von iX(U) in X∗∗, sprich U⊥⊥,
ein Untertripel von A. Bezeichne NU den nicht atomaren Teil von U⊥⊥. Da
NU =

⋂{
(U⊥⊥)0(p) : p minimal tripotent in U⊥⊥} gilt, gilt wegen 4.7.67

die Gleichung NU =
⋂{

(U⊥⊥)0(p) : p minimal tripotent in X∗∗}, also NU =
U⊥⊥ ∩

⋂{
X0(p) : p minimal tripotent in X∗∗}, das heißt, NU = U⊥⊥ ∩ N ,

und somit NU = {0}, das heißt, U⊥⊥ ist ebenfalls atomar. Wegen U∗∗ ∼=(
X∗/U⊥)∗ ∼= U⊥⊥ (konkret: Bezeichnet j die kanonische Einbettung von

U in X und j∗∗ die duale Abbildung der dualen Abbildung von j, so gilt
j∗∗(iX(U)) = U⊥⊥.) ist U∗ ein Prädual von U⊥⊥; dieses besitzt nach 4.7.79
die Radon-Nikodým-Eigenschaft. Nach 4.1.8 ist U ein Asplundraum. Wäre nun
U ̸= {0}, so gäbe es eine in U dichte Menge von Punkten, wo die Norm jeweils
Fréchet-differenzierbar wäre. Sei x solch ein, aber von 0 verschiedener, Punkt.
Dann wäre die Norm bei x/∥x∥ Fréchet-differenzierbar, mit anderen Worten,
bei x/∥x∥ Fréchet-glatt. Nach Satz 4.7.82 würde somit in U ein divisionsmi-
nimal tripotentes Element vorhanden sein und nach 4.7.67 müsste dann aber
dieses Element auch ein divisionsminimal tripotentes Element von X sein, im
Widerspruch zur anfangs gemachten Voraussetzung. Somit gilt U = {0} und die
Abbildung pN ◦ iX ist injektiv.

Da A und N zueinander orthogonal sind, ist pN , und somit auch pN ◦iX , ein
Tripelhomomorphismus. Somit ist (pN ◦ iX)(X) ein Untertripel von N und da
die Abbildung pN ◦iX als stetige Abbildung beschränkt ist, ist dieses Untertripel
auch abgeschlossen in N , das heißt, es ist ein JB∗-Tripel über C bzw. ein ∗JB-
Tripel. Nach Satz 4.7.17(a) und 4.7.54 ist die Abbildung pN ◦ iX eine Isometrie.
Ganz analog wie bei (a) sieht man, dass N normierend ist.



Kapitel 5

Die Daugavet-Eigenschaft

5.1 Definition, Beispiele und einige Eigenschaf-
ten von Daugavet-Objekten

5.1.1 Definition (Kadets, Shvidkoy, Sirotkin und Werner [163](2000)).
Sei Y ein normierter Vektorraum über K und X ein abgeschlossener Untervek-
torraum von Y . Sei J : X → Y die kanonische Einbettung. Sei M eine Teilmenge
von L(X, Y ). Man sagt, das Paar (X, Y ) besitze die Daugavet-Eigenschaft be-
züglich M (abgekürzt DP(M), im Englischen Daugavet property for M), falls
für alle T ∈ M die sogenannte Daugavet-Gleichung

∥J + T∥ = 1 + ∥T∥

erfüllt ist; falls dabei der Fall X = Y vorliegt, sagt man einfach, X besitze bezüg-
lich M die Daugavet-Eigenschaft. Es sei an die in 2.2.26 eingeführte Schreibweise
erinnert. Ist U eine Teilmenge von X∗ und besitzt dann das Paar (X, Y ) die
Daugavet-Eigenschaft bezüglich der Menge

{
y⊗x∗ ∈ L(X, Y ) : x∗ ∈ U, y ∈ Y

}
,

so sagt man auch, das Paar (X, Y ) (bzw. X, falls X = Y ) habe die Daugavet-
Eigenschaft bezüglich U (abgekürzt DP (U)); falls dabei U = X∗ vorliegt, also
das Paar (X, Y ) die Daugavet-Eigenschaft bezüglich der Menge aller Rang-Eins
Elemente von L(X, Y ) besitzt, lässt man den Bezug auf U in der Regel weg.
(Üblicherweise wird die Teilmenge U von X∗ ein normierender Unterraum von
X∗ sein.) X heißt ein Daugavetraum, falls X die Daugavet-Eigenschaft besitzt.
Setze

LD(X, Y ) :=
{

T ∈ L(X, Y ) : ∥J + T∥ = 1 + ∥T∥
}

und LD(X) := LD(X, X).

Die Elemente von LD(X, Y ) heißen Daugavet-Operatoren (für das Paar (X, Y ));
LD(X) entsprechend.

5.1.2. (a) Daugavet [59](1963) zeigte, dass alle kompakten Operatoren aus
L
(
C([0, 1],R)

)
die Daugavet-Gleichung erfüllen; siehe Werner [292] für ei-

ne Übertragung von [59] ins Englische. Sei M ein kompakter Hausdorffraum.
Setze Z := C(M,K). Sei T ∈ L(Z). Dann ist ∥IdZ + T∥ oder ∥IdZ − T∥
gleich 1 + ∥T∥. Genau für den Fall, dass M keinen isolierten Punkt auf-
weist, ist C(M,K) ein Daugavetraum. Ist Y ein Banachraum über K, so
ist C(M, Y ) ein Daugavetraum, wenn C(M,K) oder Y ein Daugavetraum
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ist. Ist (X, Σ, µ) ein Maßraum, so sind die Funktionenräume L1(X, Σ, µ),
L1(C)(X, Σ, µ), L∞(X, Σ, µ) und L∞(C)(X, Σ, µ) jeweils genau dann Daugavet-
räume, wenn der Maßraum (X, Σ, µ) atomlos ist. Die Folgenräume c0 und c
sind keine Daugaveträume. Da für jedes p ∈ N mit 1 ≦ p ≦∞ der Folgenraum
ℓp gleich Lp(N, PN, µ), µ das Zählmaß (im Englischen counting measure; für
A ⊆ N ist µ(A) gleich der Anzahl der Elemente von A, wenn A endlich ist,
sonst unendlich), und jedes n ∈ N ein Atom ist (µ ist also sogar rein atomar),
sind die beiden Folgenräume ℓ1 und ℓ∞ keine Daugaveträume.

(b) Sei X ein normierter Vektorraum über K. Dann gilt wegen 2.2.4 für alle
λ ≧ 0 die Inklusion λ · LD(X) ⊆ LD(X).

(c) Sei X ein Banachraum über K, der die Daugavet-Eigenschaft besitzt.
Dann hat die Einheitskugel BX keinen stark exponierten Punkt. Insbesondere
besitzt X also nicht die Radon-Nikodým-Eigenschaft und ist somit auch nicht
reflexiv, geschweige endlichdimensional.

(d) Sei (X, Y ) ein Paar von Banachräumen über K. Setze für diese Nummer
als eine Vereinfachung der Schreibweise

A :=
{

T ∈ L(X, Y ) : T ist stark Radon-Nikodým
}

und
B :=

{
T ∈ L(X, Y ) : T fixiert nicht ℓ1

}
.

Für jedes λ ∈ K gilt zwar λ·A ⊆ A, aber im Allgemeinen ist A kein Vektorraum.
B hingegen ist ein Vektorraum über K. Für den Fall X = Y ist bekannt, dass
Kw(X) ⊆ A∩B gilt. Liege nun der Fall vor, dass das Paar (X, Y ) die Daugavet-
Eigenschaft besitze. Dann gilt A ∪ B ⊆ LD(X, Y ). Im Fall von X = Y gilt
span(A + B) ⊆ LD(X).

Die beiden entsprechenden Aussagen für den Fall X ̸= Y der beiden eben
gemachten Aussagen für den Fall X = Y gelten im Allgemeinen nicht.

(e) Für jeden Banachraum X über C ist jedes T ∈ L(X) mit ∥T∥ ∈ σ(T )
ein Daugavet-Operator.

(f) Sei X ein Banachraum über K. Falls X∗ ein Daugavetraum ist, so ist
auch X ein Daugavetraum. Für den Funktionenraum C[0, 1] gilt die Umkehrung
dieser Aussage nicht.

(g) Ein Banachraum X über C ist genau dann ein Daugavetraum, wenn für
alle x∗ ∈ X∗ und x ∈ XR der Operator x ⊗ Re x∗ aus L(XR) ein Element von
LD(XR) ist. Das heißt, X ist genau dann ein Daugavetraum, wenn XR einer ist.

(h) Sei X ein Banachraum über K, der die Daugavet-Eigenschaft besitzt.
Dann ist jedes M -Ideal von X ein Daugavetraum.

(i) Sei X ein Banachraum über K und T ∈ L(X). Dann sind die folgenden
beiden Aussagen äquivalent:

(α) T ∈ LD(X).
(β) sup Re Vspatial(T ) = ∥T∥. (Definition 2.11.15)
(j) Sei X ein Banachraum über K, der die Daugavet-Eigenschaft besitzt.

Dann enthält X einen zu dem Folgenraum ℓ1 isomorphen Untervektorraum,
und X∗ sogar einen zu ℓ1 isometrisch isomorphen Untervektorraum.

Beweis. (a) Holub [138](1986), Seite 398. C(M, Y ): Kadets, Kalton und
Werner [160](2003), Seite 202. L1(µ): Werner [289](1996), Seite 453, Korollar
6. L∞(µ): Kadets, Shvidkoy und Werner [164](2001), Seite 269. Bezüglich
L1(µ) und L∞(µ) siehe auch die Einleitung in Abramovich [1](1991). c0, c:
Martín [204](2003), Seite 635, Beispiel 4. (b) Abramovich, Aliprantis und
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Burkinshaw [3](1991), Seite 217, Lemma 2.1. (c) Wojtaszczyk [293](1992),
Seite 1048, Satz 1. (d) Bezüglich stark Radon-Nikodým siehe Kadets,
Shvidkoy, Sirotkin und Werner [163](2000), Seite 857. Bezüglich ℓ1 sie-
he Shvydkoy [260](2000), Seite 202, Theorem 4. (e) Abramovich und
Aliprantis [2](2002), Seite 456, Lemma 11.3. (f) Kadets, Shvidkoy,
Sirotkin und Werner [163](2000), Seite 857. (g) Kadets, Martín und
Merí [161](2007), Seite 2388, Bemerkung 2.1. (h) Für K = R siehe Kadets,
Shvidkoy, Sirotkin und Werner [163](2000), Seite 861, Satz 2.10. Der
K = C-Fall folgt dann aus (g) und der Bemerkung über die K-Unabhängigkeit
von P-Idealen in 2.5.17. (i) Martín und Oikhberg [205](2004), Seite 161,
Lemma 2.3(a). (j) Kadets, Shvidkoy, Sirotkin und Werner [163](2000),
Seite 861, Theorem 2.9 und Seite 864, Korollar 2.13.

5.1.3. Die Daugavet-Eigenschaft lässt sich mit den in 2.6.13 definierten Schei-
ben und sogar allgemeiner mit schwach offenen Teilmengen formulieren. Sei
(X, Y ) ein Paar von Banachräumen über K. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

(a) (X, Y ) besitzt die Daugavet-Eigenschaft.

(b) Für jedes y ∈ SY , jedes x∗ ∈ SX∗ und jedes ε > 0 existiert ein z∗ ∈ SX∗

und ein η > 0, so dass S(BX , z∗, η) ⊆ S(BX , x∗, ε) gilt und für alle x ∈
S(BX , z∗, η) die Ungleichung ∥x + y∥ ≧ 2 − ε erfüllt ist.

(c) Für jedes x∗ ∈ SX∗ , jedes y ∈ SY und jedes ε > 0 existiert ein z ∈ SY

und ein η > 0, so dass S(BY ∗ , z, η) ⊆ S(BY ∗ , y, ε) gilt und für alle y∗ ∈
S(BY ∗ , z, η) die Ungleichung ∥x∗ + y∗ ↾ X∥ ≧ 2 − ε erfüllt ist.

(d) Für jedes y ∈ SY , jedes x∗ ∈ SX∗ und jedes ε > 0 existiert ein x ∈
SX ∩ S(BX , x∗, ε), so dass ∥x + y∥ ≧ 2 − ε gilt.

(e) Für jedes y ∈ SY , jedes x∗ ∈ SX∗ und jedes ε > 0 existiert ein y∗ ∈
SY ∗ ∩ S(BY ∗ , y, ε), so dass ∥x∗ + y∗ ↾ X∥ ≧ 2 − ε gilt.

(f) Für jedes y ∈ SY , jedes ε > 0 und jede relativ zu X schwach offene, nicht
leere Teilmenge U von BX existiert eine relativ zu X schwach offene, nicht
leere Teilmenge V von BX mit V ⊆ U und ∥x + y∥ ≧ 2 − ε für alle x ∈ V .

(g) Für jedes x∗ ∈ SX∗ , jedes ε > 0 und jede relativ schwach∗ offene, nicht
leere Teilmenge U von BY ∗ existiert eine relativ schwach∗ offene, nicht
leere Teilmenge V von BY ∗ mit V ⊆ U und ∥x∗ + y∗ ↾ X∥ ≧ 2 − ε für alle
y∗ ∈ V .

Beweis. (a) bis (e): Kadets, Shvidkoy, Sirotkin und Werner [163](2000),
Seite 857, Lemmata 2.1 und 2.2. (a), (f) und (g): Shvydkoy [260](2000), Lem-
ma 3.

5.1.4 Bemerkungen. Im Folgenden werden einige Möglichkeiten genannt, wie
man weitere zu 5.1.3(a) äquivalente Aussagen — die fortan meist ohne explizite
Erwähnung verwendet werden — erhalten kann.

(a) In 5.1.3 kann man statt y∗ ↾ X auch J∗(y∗) schreiben.
(b) In 5.1.3(b) und (c) kann man statt ∃η > 0 auch ∃η ∈ (0, 1) schreiben,

wenn man statt ∀ε > 0 den Ausdruck ∀ε ∈ (0, 1) verwendet.
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(c) In 5.1.3(b), (d) und (f) kann man statt ∥x+y∥ ≧ 2−ε auch ∥x−y∥ ≧ 2−ε
schreiben.

(d) Analog kann man in 5.1.3(c), (e) und (g) statt ∥x∗ + y∗ ↾ X∥ ≧ 2 − ε
auch ∥x∗ − y∗ ↾ X∥ ≧ 2 − ε schreiben.

Beweis. (a) Klar. (b) Abramovich und Aliprantis [2](2002), Seite 488, Lem-
ma 11.46. (c) und (d) Klar.

5.1.5 Bemerkung (Kadets, Shvidkoy, Sirotkin und Werner [163](2000),
Seite 3). Sei (X, Y ) ein Paar von Banachräumen über K, welches die Daugavet-
Eigenschaft besitze. Als eine Folgerung von 5.1.4(c) und (d) ist der Durchmes-
ser von sowohl jeder Scheibe von BX als auch von jeder schwach∗-Scheibe von
BX∗ gleich 2. Damit hat man einerseits wieder die Bemerkung von 5.1.2(c),
dass X nicht die Radon-Nikodým-Eigenschaft aufweist und andererseits, dass
auch X∗ nicht die Radon-Nikodým-Eigenschaft aufweist. Wegen der genannten
Durchmesser-Eigenschaft von BX∗ ist nach 4.1.11 die Norm von X extrem rau.

Beweis. (Nach Abramovich und Aliprantis [2](2002), Seite 490, Korol-
lar 11.47.) Sei x∗ ∈ SX∗ und ε > 0. Sei 0 < µ < ε beliebig und dann
y ∈ SY ∩ S(BX , x∗, µ). Nach 5.1.3(b) existiert ein z∗ ∈ SX∗ und ein η > 0 mit
S(BX , z∗, η) ⊆ S(BX , x∗, µ) und für alle x ∈ S(BX , z∗, η) gilt ∥x − y∥ ≧ 2 − µ
Da nun x und y beide Elemente von S(BX , x∗, ε) sind, folgt, dass S(BX , x∗, ε)
Durchmesser 2 hat.

Die Aussage für BX∗ geht analog: Sei x ∈ SX und ε > 0 und dann 0 <
µ < ε und x∗ ∈ SX∗ ∩ S(BX∗ , x, µ). Nach 5.1.3(c) existiert ein z ∈ SY und
ein η > 0 mit S(BY ∗ , z, η) ⊆ S(BY ∗ , x, µ) und für alle u∗ ∈ S(BY ∗ , z, η) gilt
∥x∗ −J∗(u∗)∥ ≧ 2−µ. Da x∗ und J∗(u∗) beide Elemente von S(BX∗ , x, ε) sind,
folgt, dass S(BX∗ , x, ε) Durchmesser 2 hat.

Mit einer zu dem ebigen Beweis ganz analogen Argumentation, angewandt
auf (f) und (g) von 5.1.3, erhält man offenbar die allgemeinere Aussage, dass
der Durchmesser von sowohl jeder schwach offenen, nicht leeren Teilmenge von
BX als auch von jeder schwach∗ offenen, nicht leeren Teilmenge von BX∗ gleich
2 ist.

5.1.6 Schmale Operatoren.
(Kadets, Kalton und Werner [160](2003)). Seien X und Y zwei Ba-

nachräume über K. Dann heißt ein T ∈ L(X, Y ) schmal (im Englischen nar-
row), wenn für jedes x ∈ SX , jedes y ∈ SX , jede Scheibe S von BX , die y
enthält, und jedes ε > 0 ein v ∈ S existiert, so dass ∥x + v∥ ≧ 2 − ε und
∥T (y − v)∥ ≦ ε gilt. Die schmalen Operatoren wurden in Kadets, Shvidkoy
und Werner [164](2001) eingeführt.

(Bilik, Kadets, Shvidkoy und Werner [24](2005)). Ein T ∈ L(X, Y ) ist
genau dann schmal, wenn für jedes x ∈ SX , jedes y ∈ SX , jedes x∗ ∈ X∗ und
jedes ε > 0 ein z ∈ SX existiert, so dass ∥x + z∥ ≧ 2 − ε und ∥T (y − z)∥ +
|x∗(y − z)| ≦ ε gilt.

Sei X ein Banachraum über K, der die Daugavet-Eigenschaft besitzt. Dann
gilt mit den Bezeichnungen von 5.1.2(d), dass span(A + B) eine Teilmenge der
Menge aller schmalen Elemente von L(X) ist.

5.1.7. Sei X ein Banachraum über K. Dann sind die folgenden Aussagen äqui-
valent:
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(a) X ist ein Daugavetraum.

(b) Für jedes x ∈ SX , jede relativ schwach offene Teilmenge U von BX und
jedes ε > 0 existiert eine relativ schwach offene Teilmenge V von BX mit
V ⊆ U und ∥x + y∥ ≧ 2 − ε für alle y ∈ V .

(c) Für jedes x ∈ SX , jede relativ schwach offene, nicht leere Teilmenge U von
BX und jedes ε > 0 existiert ein y ∈ U mit ∥x + y∥ ≧ 2 − ε.

(d) Für jedes x ∈ SX und ε > 0 gilt BX = cl co
{

y ∈ BX : ∥x + y∥ ≧ 2 − ε
}

.

(e) Für jedes x ∈ SX und ε > 0 gilt BX = cl co
(

BX \
(
x + (2 − ε) · BX

))
.

(f) Für jedes x∗ ∈ SX∗ , jeder schwach∗-abgeschlossenen Scheibe S von BX∗

und jedes ε > 0 existiert eine Scheibe T von BX∗ mit T ⊆ S und ∥x∗ +
y∗∥ ≧ 2 − ε für alle y∗ ∈ T .

(g) 0 ∈ L(X) ist schmal.

(h) L(X) enthält mindestens ein schmales Element.

Beweis. (a) ⇔ (b): Werner [290](2001), Lemma 2.2. (a) ⇔ (c): Kadets,
Shvidkoy und Werner [164](2001), Lemma 1.1. (a) ⇔ (d): Werner
[290](2001), Korollar 2.3. (d) ⇔ (e): Sei x ∈ SX , ε > 0 und y ∈ BX . Dann gilt:
∥y − x∥ > 2 − ε ⇔ Für jedes z ∈ BX gilt y − x ̸= (2 − ε)z. ⇔ Für jedes z ∈ BX

gilt y ̸= x + (2 − ε)z ⇔ y /∈ x + (2 − ε) · BX . (a) ⇔ (f): Werner [290](2001),
Lemma 2.4. (a), (g), (h): Kadets, Kalton und Werner [160](2003).

5.1.8. Sei X ein Banachraum über K und V ein normierender Unterraum von
X∗. Dann sind äquivalent:

(a) X hat die Daugavet-Eigenschaft bezüglich V .

(b) Für jedes x ∈ SX , jedes x∗ ∈ SV und jedes ε > 0 existiert ein y ∈
S(BX , x∗, ε) für das ∥x + y∥ ≧ 2 − ε gilt.

(c) Für jedes x ∈ SX , jedes x∗ ∈ SV und jedes ε > 0 existiert ein y∗ ∈ SV

und ein η > 0, so dass S(BX , y∗, η) ⊆ S(BX , x∗, ε) gilt und für alle y ∈
S(BX , y∗, η) die Ungleichung ∥x + y∥ ≧ 2 − ε erfüllt ist.

Beweis. Kadets, Shepelska und Werner [162](2008), Theorem 2.2.

5.1.9 Satz (Becerra Guerrero und Martín [18](2005), Seite 320, Theo-
rem 2.2). Sei X ein von {0} verschiedener Banachraum über K für den zwei
normierende Untervektorräume Y und Z von X∗ mit X∗ = Y ⊕1 Z existieren.
Dann ist X ein Daugavetraum.

Beweis. (Ganz nach ebd.) Sei x0 ∈ SX , f0 ∈ SX∗ und ε > 0. Schreibe f0 = y0 +
z0 mit y0 ∈ Y und z0 ∈ Z. Also ∥f0∥ = ∥y0∥ + ∥z0∥. Setze U := S(BX∗ , x0, ε).
Nach 2.5.8 ist BZ schwach∗-dicht in BX∗ . Und da U in BX∗ eine schwach∗-
offene, nicht leere Teilmenge in BX∗ ist, existiert ein z ∈ BZ ∩ U . Wegen ∥z∥ ≧
sup{|z(x)| : x ∈ SX} = sup{Re z(x) : x ∈ SX} gilt ∥z∥ ≧ 1 − ε. Wieder nach
2.5.8 ist auch BY schwach∗-dicht in BX∗ . Daher existiert ein in BY liegendes
Netz (yν)ν∈I , das schwach∗ gegen z konvergiert. Da z ein Element der in BX∗
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schwach∗-offenen Scheibe U ist, kann man ohne Einschränkung annehmen, dass
das Netz (yν)ν∈I ganz in U liegt. Nach 4.1.12(a) ist die Norm von X∗ schwach∗-
unterhalbstetig. Da nun das Netz (yν +y0)ν∈I schwach∗ gegen z+y0 konvergiert,
gilt gemäß 1.2.9 die Ungleichung lim infν ∥yν + y0∥ ≧ ∥z + y0∥. Wegen ∥z +
y0∥ = ∥z∥ + ∥y0∥ > 1 + ∥y0∥ − ε, also lim infν ∥yν + y0∥ > 1 + ∥y0∥ − ε. Setze
△ := ∥z + y0∥ − (1 + ∥y0∥ − ε), also △ = ∥z∥ − (1 − ε) und 0 < △ ≦ ε.
Nach Definition des Limes inferior existiert ein ν0 ∈ I mit inf{∥yµ + y0∥ : ν0 ≦
µ} ≧ lim infν ∥yν + y0∥ − △, das heißt, es existiert ein µ ∈ I mit ∥yµ + y0∥ ≧
∥z+y0∥−△ = 1+∥y0∥−ε. Somit hat man einerseits ∥f0+yµ∥ = ∥y0+z0+yµ∥ =
∥(y0 + yµ) + z0∥ = ∥y0 + yµ∥ + ∥z0∥ ≧ 1 + ∥y0∥ + ∥z0∥ − ε = 1 + ∥y0 + z0∥ − ε =
1 + ∥f0∥ − ε = 2 − ε und andererseits, da yµ ∈ U ist, Re yµ(x0) > 1 − ε. Mit der
Besetzung von y als x0, x∗ als f0 und y∗ als yµ gibt 5.1.3(e) die Behauptung.

5.1.10 Korollar (Becerra Guerrero und Martín [18](2005), Seite 320,
Korollar 2.3). Sei X ein L-eingebetteter Banachraum über K mit ex BX = ∅.
Dann ist X∗ (und somit auch X) ein Daugavetraum.

Beweis. (Ganz nach ebd.) Sei ex BX = ∅. Folglich ist X nicht reflexiv. Mithin
sei Z ein von {0} verschiedener Untervektorraum von X∗∗ mit X∗∗ = iX(X)⊕1
Z. Mit 2.4.21 hat man somit ex BX∗∗ = ex BZ . Nach dem Satz von Krein-
Milman 2.11.11 gilt somit BX∗∗ = cl(w∗; co ex BX∗∗) = cl(w∗; co ex BZ) =
cl(w∗; BZ), das heißt, BZ ist in BX∗∗ schwach∗-dicht. Nach dem Satz von Gold-
stine 2.5.11(b) ist iX(X) ebenfalls schwach∗-dicht in BX∗∗ . Nach 2.5.8 sind also
iX(X) und Z beide für X∗ normierende Untervektorräume von X∗∗ und mit
Satz 5.1.9 ist X∗ ein Daugavetraum. Dass dann auch X ein Daugavetraum ist,
ist in 5.1.2(f) bemerkt worden.

5.2 Die Daugavet-Eigenschaft in JB∗-Tripeln
5.2.1 Satz (Becerra Guerrero und Martín [18](2005), Satz 3.9). Sei X
ein JB∗-Tripel über C oder ein ∗JB-Tripel. Falls X von {0} verschieden ist,
ist X genau dann ein Daugavetraum, wenn X kein divisionsminimal tripotentes
Element besitzt.

Beweis. Ist X von {0} verschieden und besitzt es keine divisionsminimal tripo-
tenten Elemente, so folgt mit 4.7.84 und Satz 5.1.9, dass X ein Daugavetraum
ist. Besitzt andererseits X ein divisionsminimal tripotentes Element, etwa p, so
ist die Norm von X nach Satz 4.7.82 bei p Fréchet-glatt, das heißt, die Rauheit
von X bei p ist gleich 0. Da aber nach Bemerkung 5.1.5 die Norm eines Dau-
gavetraumes extrem rau ist, also die Rauheit von X bei jedem x ∈ SX gleich 2
ist, kann X dann kein Daugavetraum sein.

Mit 4.7.69 hat man somit unmittelbar das

5.2.2 Korollar. Eine von {0} verschiedene C∗-Algebra über K ist genau dann
ein Daugavetraum, wenn sie nicht atomar ist.

5.2.3 Von Neumann Typen. Sei H ein Hilbertraum über K und A eine von
Neumann-Algebra auf H über K. Ist A vom Typ II, Typ III oder eine direkte
Summe von einer Typ II- und einer Typ III-von Neumann-Algebra, so weist A
keine Atome auf, siehe 3.7.58, 3.7.59, 3.7.60, 4.7.68 und 4.7.69; somit ist also
jedes solch ein A ein Daugavetraum.



5.2. Die Daugavet-Eigenschaft in JB∗-Tripeln 297

5.2.4 Beispiele von Faktoren vom Typ II und III (Fillmore [96](1996),
Seiten 61, 62 und 81; Fremlin [99](2006), 255M und Kapitel 44; Jones und
Sunder [159](1997), Kapitel 1; Larsen [196] (1973), Seite 21, Beispiel 1.2.9;
Li [197](1992), Kapitel 7.3; Sunder [271](1987), Seite 121, Beispiel 4.1.14, und
Seite 146; Takesaki [274](2001), Abschnitt V.7).

Nach 5.2.3 ist jede von Neumann-Algebra über C, die ein Faktor vom Typ II1,
II∞ oder III ist, ein Daugavetraum. Im Folgenden werden einige konkrete Bei-
spiele solcher Faktoren angeführt.

(a) Sei M eine von Neumann-Algebra über C auf einem Hilbertraum H, also
M ⊆ L(H). Sei G eine Gruppe, die auf M operiert, soll heißen, es gibt einen
Gruppenhomomorphismus r von G in die Gruppe aller ∗-Automorphismen von
M ; als Operation von G auf M bezeichne dann α die mit der Darstellung r
assoziierte Auswertungsabbildung, also α : G × M → M , α(g, m) := r(g)(m).
Betrachte das Hilbertraum-Tensorprodukt H ⊗ ℓ2(G) von H und ℓ2(G), wobei
ℓ2(G) der Hilbertraum aller quadratsummierbaren, komplexwertigen Funktio-
nen auf G ist; dazu unitär äquivalent wird H ⊗ ℓ2(G) hier aufgefasst als der
Hilbertraum H := ℓ2(G, H) aller quadratsummierbaren H-wertigen Funktionen
auf G, also

H =
{

φ : G → H :
∑
g∈G

∥φ(g)∥2 < ∞

}
.

(Für manche Betrachtungen ist es oftmals praktisch die Elemente von H aufzu-
fassen als Spaltenvektoren mit normquadratsummierbaren Einträgen von H, in
der in 2.4.19 eingeführten Schreibweise also als ℓ2

(⊕
g∈G Hg

)
, wobei Hg := H

für alle g ∈ G gesetzt worden ist.) Durch(
π(x)φ

)
(g) := α

(
g−1, x

)
φ(g) für alle x ∈ M, φ ∈ H, g ∈ G

ist π : M → L(H) eine treue W ∗-Darstellung von M auf H, soll heißen, ein
w∗ − w∗-stetiger, injektiver ∗-Homomorphismus von M in L(H). Durch(

λ(g)φ
)
(h) := φ(g−1h

)
für alle g, h ∈ G, φ ∈ H

ist λ : G → L(H) eine treue, unitäre Darstellung von G auf H, soll heißen, ein
injektiver Gruppenhomomorphismus von G in die Gruppe der unitären Elemen-
te von L(H). Dann wird die kleinste von Neumann-Algebra auf H, die sowohl
π(M) als auch λ(G) umfasst, also

(
π(M) ∪ λ(G)

)′′, mit M ×α G bezeichnet
(andere auch übliche Bezeichnungen sind M ⋊α G, M ⊗α G und R(M, G, α));
sie heißt das (per α) verschränkte Produkt (im Englischen crossed product) von
M und G (bei Takesaki, ebd., auch die Kovarianz-von Neumann Algebra von
(M, G, α)).

(b) Sei M := {mz ∈ L(C) : z ∈ C}, wobei mz(w) := zw für alle z, w ∈ C
gesetzt sei, die von Neumann-Algebra über C auf dem Hilbertraum H := C, die
durch die kanonische Einbettung von C in L(C) entsteht. Sei G eine abzählbare
ICC-Gruppe (siehe 4.3.9) mit G ̸= {e}. Sei α die triviale Operation von G auf
M , also

α(g, mz) = mz für alle g ∈ G, z ∈ C.

Setze H, π und λ wie in (a). Dann ist
(
π(mz)φ

)
(g) = mz

(
φ(g)

)
= z · φ(g) für

alle z ∈ C, φ ∈ H, g ∈ G, also

π(mz)φ = zφ für alle z ∈ C, φ ∈ H,
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das heißt, π entspricht der kanonischen Einbettung von C in L(H). Dann ist die
von Neumann-Algebra M×αG =

(
π(M)∪λ(G)

)′′ =
(
C·IdH∪λ(G)

)′′ = λ(G)′′ ⊆
L(H) ein Faktor vom Typ II1, die sogenannte Linksgruppen-von Neumann-
Algebra der Gruppe G; man symbolisiert sie auch per C×αG, R(G) oder W ∗(G).

(c) Sei Ω eine lokal kompakte, Hausdorff’sche topologische Gruppe, die das
zweite Abzählbarkeitsaxiom erfüllt (sprich, deren Topologie eine abzählbare Ba-
sis besitzt), versehen mit einem linken Haarmaß µ auf der Borel-σ-Algebra Σ
von Ω. Dann ist Ω separabel und σ-finit. Sei G eine abzählbare, dichte Unter-
gruppe von Ω. Setze

βg(h) := β(g, h) := gh für alle g ∈ G, h ∈ Ω.

Die Gruppe G operiert also auf der Gruppe Ω per Linkstranslationen βg, g ∈ G.
Bezeichne für zwei Elemente A, B ∈ Σ mit A△B die symmetrische Differenz
(A ∪ B) \ (A ∩ B) von A und B. Die Linkstranslationen βg, g ∈ G, operieren
ergodisch — soll heißen, dass für jedes A ∈ Σ die Gültigkeit der Gleichung
µ
(
βg(A)△A

)
= 0 für alle g ∈ G stets µ(A) = 0 oder µ(Ω \ A) = 0 impliziert

— und frei — soll heißen, dass für jedes g ∈ G \ {e} die Gleichung µ
(
{h ∈ Ω :

βg(h) = h}
)

= 0 gilt — von G auf dem Maßraum (Ω, Σ, µ) per maßerhaltenden
Automorphismen — soll heißen, per Bijektionen T : Ω → Ω mit (i) A ∈ Σ
impliziert T (A), T −1(A) ∈ Σ und (ii) für alle A ∈ Σ gilt genau dann µ(A) = 0,
wenn µ

(
T −1(A)

)
= 0 gilt —. Setze

H := L2(C)(Ω, Σ, µ)

und dann
M :=

{
mf ∈ L(H) : f ∈ L∞(C)(Ω, Σ, µ)

}
,

wobei mf (g) := f · g für alle f ∈ L∞(C)(Ω, Σ, µ), g ∈ H gesetzt worden sei. M
ist eine maximal abelsche (heißt, M = M ′) von Neumann-Algebra (also eine so
genannte masa) auf dem Hilbertraum H. Sei α die von β induzierte (wegen der
Separabilität und σ-Finitheit von Ω eindeutig bestimmte) Operation von G auf
M , das heißt,

α(g, mf ) = mf◦β(g−1,·) für alle g ∈ G, mf ∈ M.

Dann ist die von Neumann-Algebra M ×α G ein Faktor vom Typ I oder vom
Typ II. (Statt M ×α G schreibt man auch L∞(C)(Ω, Σ, µ) ×α G.) Genauer gilt:
M×αG ist vom Typ I, wenn G diskret ist und G = Ω gilt; das Zählmaß auf P(Ω)
ist dann ein Haarmaß. Zum Beispiel ist M ×α G vom Typ In, wenn G = Ω = Zn

die zyklische Gruppe der Ordnung n, n ∈ N×, ist, und vom Typ I∞, wenn G und
Ω die kompakte, abelsche topologische Gruppe SC ist (mit Gruppenoperation
die Multiplikation von komplexen Zahlen). Wenn G nicht diskret, aber kompakt
ist, ist die von Neumann-Algebra M ×α G ein Faktor vom Typ II1; dies ist zum
Beispiel der Fall, wenn man Ω := SC setzt, als Haarmaß µ das durch 2π dividierte
Lebesguemaß des mit SC identifizierten Intervalls (−π, π], also µ(Ω) = 1, und als
G eine abzählbare, unendliche, dichte Untergruppe von Ω wählt, zum Beispiel
G := {exp(i2πnω) : n ∈ Z} für eine beliebig, aber fest gewählte irrationale Zahl
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ω. Die Operation α von G auf M stellt sich dann dar als

(
α(z, mf )g

)
(w) =

((
f ◦ β

(1
z

, ·
))

· g

)
(w)

= f
(w

z

)
· g(w) für alle z ∈ G, w ∈ Ω, mf ∈ M , g ∈ H.

Mit den Bezeichnungen von (a) gilt(
π(mf )φ

)
(z)(w) =

(
α(1

z
, mf )φ(z)

)
(w)

=
(
mf◦β(z,·)(φ(z))

)
(w)

= f(zw) · φ(z)(w)

für alle mf ∈ M , z ∈ G, w ∈ Ω, φ ∈ H; des Weiteren ist

(λ(z)φ)(w) = φ(w

z
) für alle w, z ∈ G, φ ∈ H.

Wenn G weder diskret noch kompakt ist (beachte, dass µ genau dann endlich
ist, wenn G kompakt ist), ist die von Neumann-Algebra M ×α G ein Faktor
vom Typ II∞; diese Situation liegt zum Beispiel vor, wenn man Ω als die lokal
kompakte, abelsche Gruppe (R, +) wählt, wobei sich als Haarmaß unmittelbar
das Lebesguemaß anbietet, und als G die rationalen Zahlen. Wieder mit den
Bezeichnungen von (a) gilt dann offensichtlich für alle z ∈ Q, mf ∈ M , φ ∈ H(

α(z, mf )g
)
(w) = f(w − z) · g(w) für alle w ∈ R, g ∈ H,(

π(mf )φ
)
(z)(w) = f(w + z) · φ(z)(w) für alle w ∈ R, und

(λ(z)φ)(w) = φ(w − z) für alle w ∈ Q.

(d) Sei Ω die lokal kompakte, abelsche Gruppe (R, +), versehen mit dem
Lebesguemaß auf der Borel-σ-Algebra Σ von R. Sei p > 1 eine beliebig, aber
fest gewählte rationale Zahl. Sei G die Gruppe Z × Q. Setze

β
(
(n, q), t

)
:= pnt + q für alle (n, q) ∈ Z × Q, t ∈ R.

Die Abbildung β operiert also von G auf R per Homöomorphismen. Sei M wieder
wie in (c) die von L∞(C)(Ω, Σ, µ) auf L2(C)(Ω, Σ, µ) operierende von Neumann-
Algebra und sei α ebenfalls wie in (c) definiert. Dann ist die von Neumann-
Algebra M ×α G ein Faktor vom Typ III.

5.2.5 Satz (Becerra Guerrero und Martín [18](2005), Satz 3.10). Sei X
ein JB∗-Tripel über C oder ein ∗JB-Tripel. Falls X von {0} verschieden ist,
sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(α) X ist ein Daugavetraum.
(β) Die Norm von X ist extrem rau.
(γ) Die Norm von X ist an keinem Punkt von SX Fréchet-glatt.

Beweis. (α) ⇒ (β): Bemerkung 5.1.5.
(β) ⇒ (γ): Klar.
(γ) ⇒ (α): Falls (γ) gilt, existiert in X gemäß Satz 4.7.82 kein divisionsmi-

nimal tripotentes Element von X, so dass X nach Satz 5.2.1 ein Daugavetraum
sein muss.
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5.2.6 Bemerkungen (Becerra Guerrero und Martín [18](2005), Sei-
ten 326, 327, Bemerkungen 3.11 und 3.12).

(a) Für den Folgenraum ℓ1 gilt zwar die Aussage (β) (und somit auch (γ)
von Satz 5.2.5), er ist aber, wie in 5.1.2(a) bemerkt, kein Daugavetraum.

(b) John und Zizler [157](1978), Seite 341, Bemerkung 4, versehen ℓ1(I), I
eine nicht abzählbare Menge, mit einer äquivalenten Norm, die nirgendwo glatt
ist — für die also insbesondere die Aussage (γ) von Satz 5.2.5 zutrifft —, aber
nicht rau ist.

(c) Sei X ein JBW ∗-Tripel über C oder ein ∗JBW -Tripel. Nach Becerra
Guerrero, López Pérez, Peralta und Rodríguez Palacios [16](2004),
Seite 51, Korollar 2.5, gilt: Ist X nicht reflexiv, so ist die Norm des Präduals
von X extrem rau.

5.2.7 Satz (Becerra Guerrero und Martín [18](2005), Seiten 321, 322,
Theorem 3.2). Sei X ein JBW ∗-Tripel über C oder ein ∗JBW -Tripel. Bezeich-
ne X∗ das Prädual von X. Falls X von {0} verschieden ist, sind die folgenden
Aussagen äquivalent:

(a) X ist ein Daugavetraum.

(b) X∗ ist ein Daugavetraum.

(c) Der Durchmesser von jeder relativ schwach offenen, nicht leeren Teilmenge
von BX∗ ist gleich 2.

(d) Der Durchmesser von jeder Scheibe von BX∗ ist gleich 2.

(e) BX∗ hat keine stark exponierten Punkte.

(f) BX∗ hat keine Extremalpunkte, mit anderen Worten, X hat keine Atome.

(g) X hat keine minimal tripotenten Elemente.

(h) X hat keine divisionsminimal tripotenten Elemente.

Beweis. (a) ⇒ (b): Dies wurde in 5.1.2(f) bemerkt.
(b) ⇒ (c): Bemerkung 5.1.5.
(c) ⇒ (d): Klar.
(d) ⇒ (e): Klar, da sonst Widerspruch zu der in 2.11.11 erstgenannten äqui-

valenten Formulierung eines stark exponierten Punktes.
(e) ⇒ (f): Sonst Widerspruch zu Korollar 4.7.83.
(f) ⇔ (g): Dies wurde nach (4.26) in 4.7.73 bemerkt.
(g) ⇔ (h): Aussage (4.25) in 4.7.66.
Für die letzte zum Ringschluss benötigte Implikation hat man nun zwei

Möglichkeiten: Die Äquivalenz (h) ⇔ (a) gemäß Satz 5.2.1 oder die Implikation
(f) ⇒ (a), die wie folgt begründet werden kann: X∗ ist nach 4.7.57 L-eingebettet.
Gilt (f), so ist X∗ nach dem Satz von Krein-Milman 2.11.11 nicht reflexiv und
mit Korollar 5.1.10 folgt (a).

Wieder mit 4.7.69 hat man somit unmittelbar das

5.2.8 Korollar. Das Prädual einer von {0} verschiedenen W ∗-Algebra A über
K ist genau dann ein Daugavetraum, wenn A nicht atomar ist.
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5.2.9 Korollar (Becerra Guerrero und Martín [18](2005), Seite 324, Ko-
rollar 3.5). Sei X JB∗-Tripel über C oder ein ∗JB-Tripel. Dann ist X∗ kein
Daugavetraum. Falls X ein Bidual eines Raumes ist, ist X kein Daugavetraum.

Beweis. (Ganz nach ebd.) X∗∗ ist nach 4.7.28 bzw. nach 4.7.48 ein JBW ∗-
Tripel über C bzw. ein ∗JBW -Tripel. Nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki
und dem Satz von Krein-Milman 2.11.11 besitzt BX∗ = BX∗∗∗ mindestens einen
Extremalpunkt. Ist X = Y ∗∗, so hat aus dem gleichen Grund BX∗ = BY ∗

mindestens einen Extremalpunkt.

5.2.10 Bemerkungen (Becerra Guerrero und Martín [18](2005), Sei-
te 324, Bemerkung 3.6 und Seite 327, Bemerkung 3.12). (a) In 5.1.2(a) wur-
de festgestellt, dass der Folgenraum c0 kein Daugavetraum ist. Nichtsdesto-
trotz gelten die Aussagen (c) (siehe Becerra Guerrero, López Pérez und
Rodríguez Palacios [17](2003), Seite 754, Lemma 2.2) und (f) des Satzes
5.2.7, wenn man dort für X∗ den Raum c0 einsetzt.

(b) Es existiert ein Banachraum Z, dessen abgeschlossene Einheitskugel
beulbar ist — also Z in der Rolle von X∗ nicht die Aussage (d) des Satzes 5.2.7
erfüllt —, aber keinen Extremalpunkt aufweist. (In ebd. wird hierzu Edelstein
[80](1973), Satz 1, angeführt.)

(c) Obgleich jede Scheibe der abgeschlossenen Einheitskugel des Folgenrau-
mes ℓ∞ Durchmesser 2 hat (insbesondere also Bℓ∞ keinen stark exponierten
Punkt hat), besitzt Bℓ∞ , da ℓ∞ ein Dualraum ist, Extremalpunkte.

(d) In Hinblick auf die in Satz 5.2.7(c) formulierte Eigenschaft des Prädual-
balls sei folgendes angemerkt: Sei X ein JB∗-Tripel über C oder ein ∗JB-Tripel.
Betrachte die Eigenschaft: Der Durchmesser jeder relativ schwach offenen Teil-
menge von BX ist gleich 2. In Becerra Guerrero, López Pérez, Peralta
und Rodríguez Palacios [16](2004), Seite 49, Theorem 2.3, wurde gezeigt,
dass X diese Eigenschaft aufweist, wenn X nicht reflexiv ist.

5.2.11 Satz. Sei X ein JBW ∗-Tripel über C oder ein ∗JBW -Tripel. Dann
ist der nicht atomare Teil von X ein Daugavetraum. Somit ist auch der nicht
atomare Teil von X∗ ein Daugavetraum.

Beweis. Da der nicht atomare Teil von X ein JBW ∗-Tripel über C bzw. ein
∗JBW -Tripel ist, das keine minimal tripotenten Elemente enthält, ist er nach
Satz 5.2.7 ein Daugavetraum. Der nicht atomare Teil von X∗ ist das Prädual
des nicht atomaren Teils von X. Nun siehe 5.1.2(f).
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Symbol-, Namen- und
Sachverzeichnis

(A) (das von A erzeugte Ideal), 40
(A)ℓ (das von A erzeugte Linksideal), 40
(A)r (das von A erzeugte Rechtsideal), 40
1 (multipl. mnemotechn. Eins), 38
1-komplementiert, 96
AI (Menge aller Abb. von I nach A), 5
A△, 257, 260, 267, 268, 271
A× (depunktierte Menge), 6
Ared (reduzierende Ideal), 181
Ap (Kompression von A unter p), 179
B(x; r) (abg. Kugel mit Radius r um x),

43
BX (abgeschlossene Einheitskugel), 66
Gal(E : K) (Galoisgruppe), 236
J⌟ (zu J komplementärer P-Smd.), 115
SX (Einheitssphäre), 66
T # (algebr. duale Abb. von T ), 70
Tp (Kompression von T ), 178
U(x; r) (offene Kugel mit Radius r um x),

43
Ua : x 7→ axa, 178
UF,ε (Nullumgebung), 103
X-beschränkt, 117, 118
X∗ (topol. Dualraum von X), 94
X# (algebr. Dualraum von X), 70
X∗ (vermeintliches Prädual von X), 139
Xsym (symmetr. Teil e. Banachr.), 247
Xx (von x erzeugtes Untertripel), 257
X(∗) (selbstadj. El. von X), 157
X(−∗) (schiefs.adj. El. von X), 157
Xherm (hermit. El. von X), 148
[E : K] (Körpererweiterungsgrad), 236
[·, ·] (Lumer-Produkt), 147
[a, b], 67, 78
[p]ℓ, [p]r (Äquivalenzklassen), 55, 61
ΓA (Gelfand-Raum), 154, 182, 185
ΦA(e), 141, 144, 148, 185, 187, 190
ΦX(·), 140
∗ verschiedene Produkte

AB, An, 40, 48, 80
A · B (Modultheorie), 48

A ◦ B (◦ eine Verknüpfung), 33
Mn (kartes. Produkt e. Moduls), 48

X ∼= Y (isometrische Isomorphie), 67
⊣ (Kugelannihilator), 140
≡ℓ, ≡r (Äquivalenzrelationen), 55
F̂ (das zu F assoz. homog. Polynom), 77
≦, 90
≦∗, 165, 211
≦ℓ, 54, 57, 61, 90, 175
≦UR, 175
≦r, 54, 57, 90, 175
≦ℓr, 54, 90, 175
∂f(x0) (Subdifferential von f bei x0), 141
⊥, 36, 102
πX∗ (kanon. Proj. von X∗∗∗ auf X∗), 114∏

ν∈I
Aν (kartesisches Produkt), 5

ρ(a) (Spektralradius von a), 151
M ≃ N (Isomorphie) , 49
∼
p (symmetrisiertes Polynom), 77, 228,

247, 249, 264
τ(X, Y ) (Mackey-Topologie), 118, 201
Ran(f) (Bild e. mengenwertigen Abb.), 9
dist(A, B) (Abstand zweier Mengen A,

B), 43, 134
domeff(f) (effektiver Def.bereich von f),

135
epi(f) (Epigraph der Funktion f), 43, 135,

136
graph(f), 8
ran(f) (Bild von f), 6
sptX(ℓ) (Träger von ℓ ∈ X∗ in X), 284
sptX(x) (Träger von x ∈ X in X), 284
sptX∗∗ (x) (Träger von x ∈ X in X∗∗), 285
▽̃Rf(a) (R-Quasigradient von f bei a),

226
▽Rf(a) (R-Gradient von f bei a), 134, 222
a|b, 39, 42
a|ℓb, 39
a|rb, 39
f : A⇝ B (mengenwertige Abbildung), 8
f : A⇒ B (mengenwertige Abbildung), 8

320
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f⟨M⟩, 9
f−−1 (Inverse e. mengenwertigen Abb.), 8
g∗, 231
iX (kan. Inklusionsabb.), 70, 94, 114, 266
iX,U , 70, 94, 114, 115, 137
p ∼ q (äquivalente Proj.), 213
p⊥, 89
sℓ(T ) (Linksträger von T ), 175
sr(T ) (Rechtsträger von T ), 175
sp (Spurfunktional), 171
x∗ (ein Element von X∗), 94
x# (ein Element von X#), 70
y ⊗ f (lineare Abbildung), 73, 94
⊖, 82, 89, 124, 234
⊕, 85, 86
S′ (Kommutante von S), 38

A1 (A × K), 86
R1 (R × Z), 52
X1 (X × K), 70

Abbildung, 5
1-1, 6
adjungierte, 89
analytische, 221, 229
antiisotone, 15
antiordnungsisomorphe, 15
antitone, 15
assoziierte bilineare, 77
assoziierte quadratische, 77
bianalytische, 221, 229
bilineare, 71
biunivoque, 6
duale, 94, 112, 115, 116, 146, 172, 184

algebraische, 70
einen Raum fixierende, 94
identische, 6
injektive, 6
isotone, 14
kompakte, 94
komplex-analytische, 221
konvexe, 134
n-lineare, 71
n-lineare stetige, 95
R-lineare, 48
mengenwertige, 8
monotone, 13
nach oben halbstetige, 24, 25
nach unten halbstetige, 24, 25
oberhalbstetige, 24, 25, 136, 227, 228
(τX − τY )-oberhalbstetige, 107, 146,

227, 228, 288
(τ − d)-oberhalbstetige, 108
offene, 24

one-to-one, 6
ordnungserhaltende, 14
ordnungsisomorphe, 15
ordnungsumkehrende, 15
positiv definite, 73, 161
positive, 73, 161
propere, 135
quadratische, 76
Rang-Eins, 71, 73, 94, 286
reell-analytische, 221
schmale, 294
schwach kompakte, 103, 292
selbstadjungierte, 158
semilineare, 48, 72, 156, 158, 172, 249
Ψ-semilineare, 48, 127
sesquilineare, 72
sestertilineare, 249
stark Radon-Nikodým, 122, 292
stetige, 23, 28, 103, 120, 237
streng ordnungserhaltende, 14
surjektive, 6
trilineare, 71
unitale, 40, 41, 154
unterhalbstetige, 24, 25, 136, 227,

228, 296
(τX − τY )-unterhalbstetige, 108, 227,

228
(τ − d)-unterhalbstetige, 108

Abbildungen, zueinander duale, 104
abelsch, 33, 217
abgeschlossene Hülle, 22
Ableitung, 22, 223
Abschluss, 22
Abschlussoperator, 18
Abschnittsfilter, 14
absolut konvergent, 92
absolut summierbar, 92
Absolutbetrag, 191
absolutkonvex, 67
absolutkonvexe Hülle, 68
Absolutpolare, 109
absorbierend, 68
absorbiert, 68
Abstand (zweier Mengen), 43
abzählbar kompakt, 28
Abzählbarkeitsaxiom, erstes, 26
Abzählbarkeitsaxiom, zweites, 26
ACC, 11
accessible point, 144
accumulation point, 22
Ad (adjungierte Darstellung), 239
ad (adjungierte Abbildung), 89
adherence point, 22
Adjungierte, 89, 158
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Hilbertraum-, 172
adjungierte Abbildung, 89
adjungierte Darstellung, 239
Adjungierung, 161
affiner Untervektorraum, 76
Aktion einer Gruppe, 237
Algebra, 80

alternative, 83, 85, 170
Banach-, 80
halbnormierbare, 80
hermitesche, 167
Involution einer, 161
involutive, 161
Jordan-, 85, 253
komplex strukturierbare, 129
Komplexifizierung e. norm., 134
nichtassoziative , 80
normierbare, 80
normierte, 80
∗-normierte , 164
symmetrische, 161, 162, 166, 167,

183–185, 187
topologische, 123, 201
unitale, 80
Vidav-, 149, 188
vom komplexen Typus, 129
vom reellen Typus, 129
vom stark reellen Typus, 129, 155

Algebra-Ideal, 81
Algebrahalbnorm, 80, 169
algebraisch gesättigt, 76
algebraisch irreduzibel, 125, 186
algebraische Struktur, 33
Algebranorm, 80, 134
analytische Automorphismengruppe, 229
analytischer Fluss, 233
analytisches Vektorfeld, 231
Anfangsmenge, 176
Anfangsprojektion, 177, 185, 190, 282
Annihilator, 35, 36, 102, 112
annihilatorabgeschlossen, 36
annihilatorabgeschlossene Hülle, 36
Annihilatorsystem, 34, 38, 49, 72, 74, 88,

102, 140, 142, 161, 186, 235, 237,
273, 284

Annulator, 36
Anti-Kommutativität, 82
Anti-Kommutator-Produkt, 85
Antiautomorphismus, 40, 161
Antidarstellung, 125
Antihomomorphismus, 40, 125
antimultiplikativ, 40
Antiordnungsisomorphismus, 15, 143, 283
antiselbstadjungiert, 157

antisymmetrisch, 7
Antiverband, 10, 192, 193, 208
approximative Eins, 86, 194, 205, 257
äquilibriert, 67
äquivalente Abbildungen, 229
äquivalente Darstellungen, 125
äquivalente Projektionen, 213
Äquivalenz zweier äquiv. Darst., 125
Äquivalenzrelation, 8, 55, 61, 177, 213,

235
artinsch, 12, 59, 82
Asplundraum, 225
assoziativ, 33
Assoziator, 44
Astriktion, 6, 95, 178
asymmetrisch, 7
Atlas, 228
Atom (einer C∗-Algebra), 195, 218, 220,

282, 296, 300
Atom (eines JBW ∗-Tripels), 283, 300
Atom (für ein Maß), 121, 292
atomar, 287
atomare Zerlegung, 286, 287
atomloses Maß, 121
aufsteigende Ketten-Bedingung, 11
aufwärts filtrierend, 7
ausgeartet, 35
ausgeglichen, 68
Auswahlaxiom, 8, 10
Auswertungsabbildung, 70, 233, 234, 243

lineare, 229
mit einer Darstellung einer Gruppe

assoziierte, 237
Auswertungsfunktional, 70, 94, 116, 154
Aut(M), 37, 124, 229
aut(M), 124, 233
Automorphismus, 37

Algebra-, 124
induzierter innerer, 238

axiom of restriction, 10

Bahn, 235
balanced, 67
Banach-Jordan-Algebra, 85, 262, 268,

274, 275
Banach-Jordan-Tripel, 250, 275

allgemeines, 250
Banach-Lie-Algebra, 82, 124
Banach-Lie-Gruppe, 234
Banach-Mannigfaltigkeit, 229

normierte, 241
Banach-∗-Algebra, 164
Banach-Tripel, 250

allgemeines, 250
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Banachalgebra, 80
involutive, 164
∗-normierte involutive, 164

Banachraum, 92
base norm spaces, 102
Basis, 51
Basis einer Topologie, 26
Basispunkt, 243, 244
Berührungspunkt, 22
Bergmann-Metrik, 246
Bergmann-Operator, 250, 260
berühren, 222
beschränkt (Abbildung), 99, 112, 118,

130, 209, 290
beschränkt (Gebiet), 240, 242, 243, 245–

249, 255, 263–265
beschränkt (Netz), 13, 14, 69, 70, 86, 197,

199, 208–211, 257
beschränkt (Topol. Vektorraum), 118–

123, 142, 144, 145, 192, 199,
209, 210, 221

beschränkt (Vektorfeld), 231
β(X, Y ) (starke Topologie), 118
Betrag, 168
Betragsstützpunkt, 140
Betragsstützfunktional, 140
beulbar, 120, 301
Beulpunkt, 120, 121, 145
bianalytisch äquivalent, 221
Biball, 244
bikontraktiv, 114, 159
Bild, 6
Bildprojektion, 175
bilineare Abbildung

zu einer Darstellung assoziierte, 125
Bilinearform, 72, 77, 134

kanonische, 72
Bilinearsystem, 72, 125
Bipolarensatz, 110, 207
Bogenlänge, 241
Box-Operator, 251

C (komplexe Zahlen), 42
c (konvergente Folgen), 101, 292
C(X, Y ), 98
Cb(X, Y ), 99
c0 (Nullfolgen), 80, 93, 101, 117, 197, 292,

301
C0(X,K), 99
Cantor-Bernstein-Eigenschaft, 214
Carathéodory-Norm, 246
Cartan-Faktor, 273, 288
Cauchy-Filter, 91
Cauchy-Folge, 92

Cauchy-Netz, 92
Cauchy-Riemann-Konzept, 228
Cayley-Dickson, 170
circled, 67
cl(τ ; A) , 22
cl(s*o; A) , 200
cl(so; A) , 199
cl(uso; A) , 200
cl(uwo; A) , 199
cl(wo; A) , 197
cluster point, 22
Co-Isometrie, 185
conditionally compact, 28
Cp(H1, H2), 195
C∗-Algebra, 181, 194, 195, 217, 257, 259–

261, 267, 268, 282, 296
C∗-Algebra von Operatoren, 181
C∗-Algebranorm, 181

schwache, 181
C∗-Bedingung, 181

schwache, 181
C∗-Bedingung für Tripel, 257
C∗-Norm, 181

schwache, 181
C∗-Tripel, 257

D(·, ·), 250
Darstellung, 125

adjungierte, 239
analytische, 237
nicht in X ausgeartete, 125
stetige, 237
treue, 237

Darstellung einer Gruppe, 237
Darstellungssatz

Fréchet-Riesz’scher, 172
Daugavet-Eigenschaft, 291
Daugavet-Gleichung, 291
Daugavet-Operatoren, 291
Daugavetraum, 291
DCC, 11
dentable, 120
Der(A) (Derivationen von A), 89
Derivation, 89

Tripel-, 251, 253, 262, 271
Derivationen-Algebra von A, 89
Derivierte, 22
Diagonale, 7
dicht, 104, 111, 112, 125, 180, 188, 203
dicht (bezüglich), 22
Differential, 230, 233, 238
R-differenzierbar, 222
Dimension, 51, siehe Hilbertraumdimen-

sion, 172
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dimensioniert, 51
dimensionierter Ring, 51
Distanzfunktion, 68
division tripotent, 281
Divisions-Jordan-Algebra, 85, 281
Divisionsalgebra, 80, 168, 169
divisionsminimal tripotent, 281–283, 286,

289, 290, 296, 299, 300
Divisionsring, 42
Divisorenring, 42
Dixmier-Projektion, 114
domain of integrity, 42
3-Kugel-Eigenschaft, 116
Dual bezüglich einer Bilinearform, 105
duales Paar, 75
Dualität, 75, 112
Dualraum

algebraischer, 70
eines Produktes, 107
stetiger, 94

Dualsystem, 72
Produkt mehrerer, 107
stetiges, 105

Durchmesser
beulbar, 120
Beulpunkt, 121
C∗-Algebra, 195
Daugaveträume, 294
ℓ∞, 301
Prädual, 300
δ-rau, 227
stark exponierter Punkt, 145

duxial, 94

e (Eins), 38
e (neutrale Element; Eins), ii, 33
echte Teilmenge, 5
echter Kegel, 69
echtes Idempotent, 38
effektiver Definitionsbereich, 135
Eig(T, λ) (Eigenraum), 71
Eigenraum, 71
Eigenvektor, 71
Eigenwert, 71
Einbettung, 70
eindeutige Hahn-Banach-Fortsetzung,

146, 261
eindeutiges Prädual, 137
einfach, 47, 80
einfach zusammenhängend, 32
Einheit, 41
Einheitengruppe, 41
Einheitskugel, abgeschlossene, 66
Einheitskugelannihilatorsystem, 140

Einheitssphäre, 66
Einparametergruppe, 233
Eins, 33, 38, 52, 86, 87, 161–164, 166, 182,

186, 189, 208
siehe auch approximative Eins, 86

Elementarfilter, 14
endlich, 6
endlich erzeugt (Ideal), 40, 62
Endmenge, 176
Endomorphismus, 37
Endprojektion, 177, 185, 190
Epigraph, 43, 135, 136
Epimorphismus, 37
ε-Beulpunkt, 120
ε-schwach∗-Beulpunkt, 120
equilibrated, 67
erstes Element, 9
erweiterte reelle Zahlen, 43
erweiterte reelle Zahlengerade, 42
Erweiterung, 86
erzeugend, 69
Erzeugendensystem, 49
exC(K), 79
exR(K), 79
ex(K), 79
Expfaces(τ ; C), 143
expo(A), 144
Exponential, 233
Exponentialabbildung, 233, 234
τ -exponierte Seite, 143
exponierter Punkt, 144, 145
extremale Teilmenge, 78
Extremalpunkt, 79, 101, 120, 121, 145,

181, 189, 277, 278, 283, 296, 300,
301

komplexer, 79, 278
reeller, 79, 278

exzeptionelle Jordan-Algebra, 85

F (X, Y ) (lin.Abb.endl.Ranges), 71, 94
F(X, Y ) (stet.lin.Abb.endl.Ranges), 94
facear operation, 143
Faces(τ ; C), 142
Faktor, 208, 216, 217, 220, 297–299
Faktor (JBW ∗-Tripel), 288
Faktor vom Typ I (JBW ∗-Tripel), 288
fallende Ketten-Bedingung, 11
Faserung, 8
fast alle, 6
Filter

feinerer, 14
konvergenter, 29
Limespunkt, 29

Finaltopologie, 29
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Fixgruppe, 235
Fixpunkt, 157

isolierter, 242
Fixpunktkörper, 236
Fixpunktmenge (einer Abbildung), i, 6,

46, 87, 157
Fixpunktmenge (Fixsystem), 235
Fixsystem, 235
Fixsystem einer auf einer Gruppe operie-

renden Menge, 235
Fluss

analytischer, 233
lokaler analytischer, 233

Folgenraum, 101, 292, 301
folgenvollständig, 92
Form

assoz. quadratische, 77
quadratische, 77, 170
reelle, 131, 159, 269, 271

Fortsetzung, kanonische komplex-lin., 132
Fréchet-Ableitung, 222, 223
Fréchet-differenzierbar, 222
Fréchet-Raum, 93, 96
Fréchet-Riesz, 209
Fréchet-Riesz’scher Darstellungssatz, 172
frei, 51
freie Gruppe, 238
freier Modul, 49
Frobenius, 169
Fσ-Menge, 22
Fundamentalformel, 252
fundierte Menge, 11
Fundierungsaxiom, 3, 4, 10
5-lineare Gleichung, 250
Funktion, im Unendl. verschwindende, 99
Funktional, Norm-annehmendes, 140
Funktionenräume, 98

g(G) (Lie-Alg. e. Banach-Lie-Grp.), 234
G(·) (Menge d. invertierb. El.), 38
G(·) (Menge der Inversen), 41, 163, 221
Gâteaux-Ableitung, 224

komplexe, 225
Gâteaux-differenzierbar, 223, 224
Gâteaux-holomorph, 225
Gâteaux-Variation, 224
Galois(unter)körper, 236
Galois-Verbindung, 15

antitone, 16
monotone, 15

Galoisgruppe, 236
galoissch, 236
Galoissystem, 235
Gδ-Menge, 22

Gebiet eines Banachraumes, 221
Gelfand-Homomorphismus, 154
Gelfand-Naimark-Segal-Konstrukt., 185
Gelfand-Raum, 154

erweiterter, 154
Gelfand-Topologie, 154
Gelfand-Transformierte, 154
generalized sequence, 13
geordnet (∗-Algebra), 193, 194
geordneter Vektorraum, 67
gerichtete Familie, 13
gerichtete Menge, 8
gesättigt, 76
getrennt stetig, 123
GL(X) (in L(X) inv.-bare El.), 123
gl(X), 124
glatte Norm, 140, 141, 226, 227
glatter Punkt, 140, 144
gleichgradig stetig in e. Punkt, 122
gleichstetig, 122, 123
GL(X) (in L(X) inv.-bare El.), 123
Gq(·) (Menge der Quasi-Inversen), 39, 41,

64
R-Gradient, 222
Gradientenabbildung, 73, 172

rechte, 72
Graduierung

additive, 83
multiplikative, 83
Peirce-, 275

Graph einer Abbildung, 8
Grenzwert, 25
größtes Element, 9
Gruppe, 34

Darstellung einer, 237
Gruppenisomorphismus, 41
Gruppoid, 33
gutes Produkt, 188

H (Quaternionen), 168
Häufungspunkt, 22
Hüllenoperator, 18
halbeinfach, 58, 59
Halbgruppe, 33
Halbnorm, 66, 103, 134

Algebra-, 80
spektrale, 257

Halbordnung, 7
halbprim, 52, 194
halbprimitiv, 57
halbproper (∗-Algebra), 193, 194
Halbraum, 76
Hamilton-Algebra der Quaternionen, 168
Harish-Chandra-Realisierung, 246, 248



Symbol-, Namen- und Sachverzeichnis 326

Hauptgleichung, 250
Hauptideal, 40
Hauptidealbereich, 42
Hauptidealring, 42
Hausdorffraum, 30–32, 73, 91, 93, 102,

104, 123, 182, 184, 197
Hermitefizierung, 271
h̄ermitesch, 255

+hermitesch, 255
hermitesch (Banach-Jordan-Tripel), 256
hermitesch (Element e.unit. Alg. ü. C),

148, 149, 153, 158, 164, 187, 188,
254–256

hermitesch (Involution; Algebra), 167, 183
hermitesch (Metrik), 246
hermitesch (nach Vidav), 149, 188
hermitesch (sesquilin. Abb.), 72, 161, 254
1-hermitesch, 148
Hermitezität (Ban.-Jord.-Trip. ü.C), 256
Hermitezität (norm. Vektorräume), 148
Hilbert’sche direkte Summe, 174, 186
Hilbert-Schmidt-Norm, 196
Hilbert-Schmidt-Operator, 196
Hilbertraum, 92, 171, 260, 271, 278
Hilbertraumadjungierte, 172, 202–204,

260
Hilbertraumdimension, 172
holomorph, 223
homöomorph, 24
Homöomorphismus, 24, 67, 115, 138
homogen, 237
Homomorphiesatz für Ringe, 54
Homomorphismus, 37, 40, 48, 67, 90, 125,

126
Anti-, 40
Gruppen-, 48
Tripel-, 250

homotop, 31
Homotopie, 31
Homotopieformel, 252
Hyperebene, 76

ICC-Gruppe, 238, 297
IdA, 6
Ideal, 39, 44, 81, 250

beidseitiges, 39, 81
einer Menge, 237
endlich erzeugtes, 40, 62
inneres, 250, 251, 260, 275

Idem(·), 38
Idempotent, 38
idempotent, 38, 45, 54–57, 60, 124, 189,

250
Identitätssatz, 241

Im (Imaginärteilbldg. Kplxfzg.), 132, 158
Im (Imaginärteilbldg.), 131, 158
imitieren eines Raumes, 93
Immersion, 240
Index, 13
Induktionsbedingung, 12
induktiv geordnet, 10
Infimum, 9, 20, 21, 43, 175, 210
infinitesimale Automorphismen, 233
infinitesimale Drehung, 247
infinitesimale Transformation, 231
infinitesimale Transvektion, 247
infinitesimaler Generator, 233
Initialtopologie, 29
Injektion, 6
Inklusionsabbildung

kanon., 70, 94, 114
Innere, 22
innerer Punkt, 22
Int (Konjugation), 238
integral domain, 42
integrierbares Vektorfeld, 233
Integritätsbereich, 42
interior, 22
Intervall, 78
intrinsische Norm, 182
invariant, 125
Inverse, 34, 38
invertierbar, 34, 38, 85
Involution, 162

gespiegelte, 157
kanonische, 162, 164, 165, 190
kartesische, 158, 160, 163, 184, 188,

254
Vidav-, 165

Involution einer Algebra, 161
Involution eines Ringes, 161
Involution eines Vektorraumes, 156
involutive Algebra, 161
involutive Banachalgebra, 164
irreduzibel, 89, 125, 186
irreduzibel idempotent, 57
irreduzibel tripotent, 280
irreflexiv, 7
isolierter Punkt, 23, 32
Isometrie, 67, 94, 107, 150, 183, 185, 240,

246, 248, 259, 260, 262
partielle, 176, 177, 185, 186, 189, 190,

213, 220
isometrisch, 67
isometrisch komplex strukturierbar, 129
Isomorphie, isometrische, 86
Isomorphismus, 37, 67, 107

Tripel-, 251
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Isotropie-Unteralgebra, 248
Isotropie-Untergruppe, 235, 245, 265

Jacobi-Gleichung, 82, 83, 264
Jacobson-halbeinfach, 65, 89, 181, 193,

194
Jacobson-Radikal, 64, 65, 126, 153, 163,

181
James-Raum, 130
JB-Raum, 263
JB∗-Algebra, 261, 262, 275
JB∗-Tripel, 160, 208, 257, 288

reelle Analoga, 268
JBW ∗-Algebra, 261
JBW ∗-Tripel, 267, 271
JC∗-Algebra, 261
JC∗-Tripel, 260
Jordan C∗-Algebra, 261
Jordan W ∗-Algebra, 261
Jordan-Algebra, 85, 253, 274, 275
Jordan-Banachraum, 263
Jordan-Funktor, 264
Jordan-Gleichung, 250
Jordan-Multiplikationsoperator, 251
Jordan-Paar, 252
Jordan-Tripel, 250

allgemeines, 250
lineares, 250

Jordan-Tripel-Gleichung, 250
Jordan-Tripelprodukt, 250, 252

partielles, 264
symmetrisiertes, 272

Jordanprodukt
komplexes, 163
reelles, 163, 261, 262

J∗-Algebren, 260
J∗-Ideal, 257
J∗-Tripel, 256
J∗-Tripel

lineares, 256
J∗B-Tripel, 268

K, 42
K(H), 117, 139, 184, 195, 197, 198
K(X, Y ) (kompakte lin. Abb.), 94
Kw(X, Y ) (schwach komp. lin. Abb.), 103
Körper, 235
Kalotte, 76
kanonische Bilinearform, 72
kanonische Inklusionsabbildung, 94, 114
kanonische Involution, 162, 164, 165, 190
kanonische komplex-lin. Fortsetzung, 132
kanonische Projektion, 114
kanonische Quotientenabbildung, 93

Kaplansky, Formel von, 213
Karte, 228
kartesische Involution, 158, 160, 163, 184,

188, 254, 287
Kegel, 69, 165, 190, 233
Keil, 69, 90
Keim, 229
Kern, 22, 37, 40, 71, 126
Kernprojektion, 175
Kette, 7
kleiner als relativ zu, 214
kleinstes Element, 9
KMP (Krein-Milman-Eigenschaft), 144
kofinal, 8
Kommutante, 38, 88, 124, 168, 238
kommutativ, 33, 38, 88, 154, 192, 208, 217,

220, 250
kommutativ konvergent, 92
kommutatives Diagramm, 124
Kommutator, 44, 88, 231
kompakt, 28
Kompaktifizierung, 154
kompatibel, 228, 240
Kompatibilitätseigenschaft, 79
Komplement, 96

topologisches, 96
komplex strukturierbar, 129, 271
komplexe Struktur, 129, 131
komplexe Strukturierung, 129
komplexer Typus, 129
Komplexifizierung, 131, 160, 270, 271
Komplexifizierung e. norm. Algebra, 134
Komplexifizierung nach Li, 160, 163, 184,

271
Komplexprodukt, 33
Komposition, erlaubte, 170
Kompositions-Algebra, 170
Kompression, 178, 179
Kondensationspunkt, 22
Konjugation, 160, 173, 238, 269
Konjugation e. norm. Vektorraumes, 159
Konjugationsklasse, 238
konjugiert-lin. Tripel-Homomorph., 251
konjugiert-linear, 48, 251, 253, 265, 268–

271
konjugierte Quaternion, 168
Kontraktion, 114, 240
kontraktiv, 114, 139, 159, 182, 183, 264
konvergente Reihe, 92
Konvergenz bzgl. e. Filters, 29
Konvergenzradius, 221
konvex, 67, 69
konvexe Funktion, 134
konvexe Hülle, 68
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Körper, 42
Kp (Isotropie-Untergruppe), 245, 265
Krein-Milman-Eigenschaft, 144, 145, 288
kreisförmig, 67
kreisförmige Hülle, 68
Kreuzprodukt, 82
Kronecker-Delta, 39
kugelabgeschlossen, 140
Kugelannihilator, 140
Kugelannihilatorsystem, 140
kugelorthogonal, 140
Kugelsystem, 140

L(X, Y ) (lineare Abbildungen), 70
Ln(X, Y ) (n-lineare Abbildungen), 71
L(X, Y ) (stetige lin. Abbildungen), 94
Ln(X, Y ) (stetige n-lin. Abbildungen), 95
Lp(X, Σ, µ), 99
Lp(X, Σ, µ), 99, 117
Lp(C)(X, Σ, µ), 99
Lp(C)(X, Σ, µ), 99
L(X), 71, 89
L-eingebetteter Raum, 117, 273, 296, 300
L-Projektion, 115
L-Summand, 115, 273, 286
La (Links-Multiplikation), 41
lattice, 10
LBP, 264
leere Indexmenge, 5, 34
Lemma von Schwarz, 241
Lie-Algebra, 82

assoziierte, 82, 88
Lie-Algebra e. Banach-Lie-Gruppe, 234
Lie-Tripel, 264
Lie-Tripel-Produkt, 264
Liften eines Moduls, 132
Limes inferior, 43
Limes superior, 43
limit points, 23
lin. bihl. Eigenschaft, 264
Lindelöf-Raum, 28
linear unabhängig, 51
R-linear unabhängig, 49
lineare Hülle, 49
lineares Jordan-Tripel, 250
lineares Tripel, 249
linke Gradientenabbildung, 72
links, 72
links ausgeartet, 35
links-invertierbar, 34, 38
Links-Multiplikation, 41, 87, 129, 147,

186, 254
links-quasi-invertierbar, 39
links-quasi-regulär, 64

links-reguläre Darstellung, 126
Links-Translation, 234
Linksadjungierte (Galois), 15
Linksannihilator, 35, 251
linksartinsch, 47, 59, 82
Linkseins, 33, 38
Linkseins modulo e. Rechtsideals, 63
Linksideal, 39, 81
Linksinverse, 34, 38
Linksmodul, 46
linksneutrales Element, 33
linksnoethersch, 47, 59, 62, 82
Linksnullteiler, 39
Linkssockel, 65
Linksteiler, 39
Linksträger, 175, 178
lokal dicht, 23
lokal kompakt, 28
lokal konvex, 90, 93, 123
lokal linearisierbar, 239
lokal wegzusammenhängend, 31
lokal zusammenhängend, 31
lokaler analytischer Fluss, 233
ℓp, 101, 133, 197, 292, 301
Lp(µ), 80, 96, 160, 196
Lumer-Produkt, 147, 148

Norm bestimmendes, 148

MK(n), 168
Mm, Mm, 13
Mm, Mm, 211
M -eingebetteter Raum, 117, 217
M -Ideal, 116, 292
M -Projektion, 115
M -Summand, 115, 116, 267, 273, 276, 287
Mackey-Topologie, 118, 201
Magma, 33
Majorante, 9
masa, 298
Maßtheorie, 99
Matrizenring, 39, 53, 62, 63, 82, 167, 168
maximal kommutativ, 38, 88, 124
Maximal-Prinzip, 10
Maximalbedingung, 11
maximales Element, 9
maximales Ideal, 59, 82, 163
Metrik, 43

hermitesche, 246
Riemann’sche, 246

metrischer Raum, 43
minimal idempotent, 56, 60, 99, 217, 280
minimal tripotent, 280–282, 284, 285, 289,

300
Minimalbedingung, 11
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minimales Element, 9
minimales Ideal, 59, 82, 94, 169
Minkowski-Funktional, 68, 134
Minkowski-Norm, 134
Minorante, 9
mnemotechnische Eins, 38
Modul, 46, 47
modular, 63, 162
modulus support functional, siehe Be-

tragsstützfunktional
Monoid, 34
Monomorphismus, 37, 107
monoton fallend vollständig, 13
monoton steigend vollständig, 13
monoton vollständig, 69, 207, 210, 211
monoton vollständig nach KRT, 70
Moore-Smith-Folge, 13
Morphismus, 244
Multiplikation

a-, 250, 253, 262, 268
getrennt stetige, 123

Multiplikationsoperator
Jordan-, 251

Murray-von Neumann-Äquivalenz, 213

N (natürliche Zahlen), 6
narrow operator, 294
Netz, 13

feineres, 13
Konvergenz, 29
monoton fallend, 13
monoton steigend, 13
nach oben beschränkt, 13
nach oben ordnungsbeschränkt, 13
nach unten beschränkt, 13
nach unten ordnungsbeschränkt, 13
streng monoton fallend, 13
streng monoton steigend, 13

von Neumann-Algebra, 202, 227
atomare, 220
diskrete, 218
echt unendliche, 217
endliche, 217
halbdiskrete, 218
halbendliche, 218
halbkontinuierliche, 218
kontinuierliche, 218
rein unendliche, 217
Typ H, 220
Typ I, 218, 220, 298
Typ I∞, 219, 298
Typ Ifin, 219
Typ In, 298
Typ II, 218, 220, 296, 298

Typ II1, 219, 298
Typ II∞, 219, 299
Typ III, 217, 220, 296, 299
unendliche, 217

von Neum.-Alg. ü.R n.Størmer-Ayupov,
203

neutrales Element, 33
nicht ausgeartet, 72, 125
nicht in X ausgeartet, 125
nicht links ausgeartet, 72
nicht rechts ausgeartet, 72
nicht trennend, 35
nil, 52
nil-Radikal, 58, 60, 63, 64
niles Ideal, 52
nilpotent, 52, 58, 60, 64
nirgends dicht, 23
noethersch, 12, 59, 62, 82
Norm, 66, 240

δ-raue, 227
äquivalente, 134
Algebra-, 80, 134
extrem raue, 227, 294
Fréchet-Differenzierbarkeit, 227
Fréchet-glatte, 122, 227
Gâteaux-Differenzierbarkeit, 226
glatte, 140, 141, 226, 227
intrinsische, 182
Minkowski-, 134
raue, 227
reguläre, 87
stark subdifferenzierbare, 288
Unterhalbstetigkeit, 227

Norm-1-komplementiert, 96
Norm-annehmend, 142
Norm-bestimmend, 94
Norm-Topologie, 66
normal, 163, 187
normale Linearform, 211, 261
normaler Raum, 31
Normalisator, 238
Normalteiler, 34
normierend, 94, 110
normiert, 125
normierte ∗-Algebra, 164
p-Norm, 100
nuklear, 196
nuklearer Operator, 196
nuklearer Raum, 93
nullhomotop, 32
Nullteiler, 39
nullteilerfrei, 39, 42
numerischer Radius, 147
numerischer Wertebereich, 146, 271
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bzgl. e. Semiskalarpr., 147

obere Schranke, 9
Operation e. Gruppe auf e. Menge, 234
Operator, 44
K-Operator-Ring, 44
Operatorenbereich, 33, 44
OProj(H)) (Orthog.proj. von L(H)), 174
Orbit, 235
ordnungsbeschränkt, 13, 192
Ordnungsintervall, 67, 192
Ordnungsisomorphismus, 15, 283
orthogonal, 36, 38, 88, 102, 186, 251, 257,

277
orthogonal (Funktionale), 285
orthogonal (Operator), 177
orthogonalabgeschlossen, 36, 74, 76, 105
orthogonalabgeschlossene Hülle, 36
Orthogonalmenge, 36
Orthogonalprojektion, 174
Orthogonalraum, 73
Orthonormalbasis, 172
Orthonormalsystem, 172
orthosymmetrisch, 35, 88, 251, 256, 277

P (L oder M), 115
P n(X, Y ) (n-homogene Polynome), 77
Pn(X, Y ) (stet. n-homog. Polyn.), 95
P(M) (Potenzmenge der Menge M), 5
P-eingebetteter Raum, 117
P-Summand, 115
Paarung, 75
Parallelotop, 29
Parseval’sche Gleichung, 172
partielle Fréchet-Ableitung, 223
partielle Ordnung, 7
pcran(T ) (Bildproj. von T ), 175
Peirce

-Raum, nicht-diagonaler, 85
-Unteralgebra, diagonale, 85

Peirce-Raum, 275, 278
Peirce-Zerlegung, 46, 56, 83, 85, 275
Permutation, 6, 45, 92
Permutationsoperator, 71
pker(T ) (Kernproj. von T ), 175
Polare, 109
Polarisationsgleichung, 77
Polarisierung, 78
Polynom

assoziiertes n-homogenes, 77
n-homogenes, 77
stetiges n-homogenes, 95

polynomiales Vektorfeld, 232
Polynomring, 62, 237

Polyradius, 244
Polyscheibe, 244
Polyzylinder, 244
Pos(idem; ·), 90
Pos(·; ·), 90
Pos(σ; ·), 152
Pos(*σ; ·), 163
Pos(*;·), 165
Pos(*W;L(H)), 174
Pos(Vσ; ·), 152, 153, 256
Pos(V;·), 148, 149, 153
Pos(W;L(H)), 174
positiv, 42, 255, 256

echt, 42
positive Linearform, 165
Positivität, Konzept der, 90, 163, 165
Potenzmenge, 5
Potenzreihe, 221
Prädual, 137, 144, 160, 226, 227, 261, 266,

272, 273, 281, 283, 288, 289, 292,
300

eindeutiges, 137
stark eindeutiges, 137

prägeordneter Vektorraum, 67
Prähilbertraum, 73
Präordnung, 7, 54
pre-facear operation, 143
Primelement, 42
Primideal, 53
primitiv idempotent, 56
Primring, 53, 193
principal ideal domain, 42
principal ideal ring, 42
Prinzip d. gleichmäß. Beschränktht., siehe

Satz von Banach-Steinhaus
Prinzip der lokalen Reflexivität, 266
Produkt

direktes, 48, 70, 131
inneres direktes, 37
kartesisches, 5, 6, 8, 29, 48
verschränktes, 297

Produkttopologie, 29, 101, 134
Produkttopologie auf

⊕
ν∈I

Xν , 97
Proj(A) (Proj. e. ∗-Algebra A), 163, 174
Projektion

Ap, 206
C∗-Norm, 182
L- und M -, 115
L(X), 89
∗-Algebra, 163
∗-Darstellung, 180
äquivalente, 213
abelsche, 217
atomare, 195, 296, 300
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auf cl(AH), 206
bikontraktive, 114, 159
diskrete, 218
echt unendliche, 217
Eins, 163
endliche, 216
erzeugende, 213
Extremalpunkt, 189
halbabelsche, 218
halbkontinuierliche, 218
Hilbertraum, 174
innere topol. Summe, 95
komplementäre, 89
Kompression, 178
kontinuierliche, 218
kontraktive, 114, 139, 266
rein unendliche, 217
Tangentialbündel, 230
treue, 217
unendliche, 216
Verband, 210
zentrale, 89, 216

proper
∗-Algebra, 193, 194
Idempotent, 38
Teilmenge, 5

Ψ (Ringhom.), 127
Pták, 167
Pullback, 127
punktierte Menge mit Basispunkt, 5, 35,

36, 38, 47, 66
punktierter Kegel, 69

Q(·, ·), 250
rq (Quasi-Inverse von r), 39
quadratische Form, 77, 170

assoziierte, 77
Quadratwurzel, 174, 190, 191
Quasi-Inverse, 39
quasi-Inverse

Links-, 39
Rechts-, 39

quasi-invertierbar, 39, 63, 129, 161
Quasi-Produkt, 38, 55
quasi-proper (∗-Algebra), 193, 194
quasi-regulär, 64
Quasi-Spektrum, 151
R-Quasigradient, 226
Quasiordnung, 7
Quaternion

Betrag, 168
konjugierte, 168

Quaternionen, 168
Quotient, 76, 93, 101, 107, 113, 264

Quotientenabbildung, kanonische, 93
Quotiententopologie, 93, 113, 114

R (reelle Zahlen), 42
R (erweiterte reelle Zahlen), 42
R(·), 72, 161
R-minimales Element, 10
Ra (Rechts-Multiplikation), 41
radial, 68
Radikal, 57

S-Radikal, 58, 59, 81
radikal, 58
Radikal eines Ideals, 53
Radikal-Eigenschaft, 58, 59, 64, 81
Radikalring, 58
Radon-Nikodým-Eigenschaft, 122, 140,

144, 145, 195, 226, 288, 290,
292, 294

Rand, 22
Randpunkt, 22
Rang, 283
Rauheit, 227
Re (Funktionale), 128
Re (Realteilbldg. Kplxfzg.), 132, 158
Re (Realteilbldg.), 131, 158
realification, 128
rechts, 72
rechts ausgeartet, 35
rechts-invertierbar, 34, 38
Rechts-Multiplikation, 41, 87
rechts-quasi-invertierbar, 39
rechts-quasi-regulär, 64
rechts-reguläre Darstellung, 126
Rechts-Translation, 234
Rechtsadjungierte (Galois), 15
Rechtsannihilator, 35, 251
rechtsartinsch, 59, 82
Rechtseins, 33, 38
Rechtsideal, 39, 81
Rechtsinverse, 34, 38
Rechtsmodul, 47
rechtsneutrales Element, 33
rechtsnoethersch, 59, 82
Rechtsnullteiler, 39
Rechtsshiftoperator, 177
Rechtssockel, 65
Rechtsteiler, 39
Rechtsträger, 175, 178
reduzierende Ideal, 193
reduzierendes Ideal, 181
reduziert, 181, 193, 194
reell, 149, 203
reelle Form, 131, 159, 269, 271
reelle Strukturierung, 128
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reeller Ring, 129
reeller Typus, 129, 134, 153, 155
reelles JB∗-Tripel, 268
reflexiv, 7, 114, 142, 195
regulär, 193, 194, 250, 278
reguläre Norm, 87
regulärer Raum, 30
Regularitätsaxiom, 10
Reihe, 92
rein atomares Maß, 121, 292
Relation, 6

duale, 7
relativ kompakt, 28
residuation theory, 16
Restriktion, 6, 178
Restriktion des Homomorphismus, 126
Richtung, 7
Richtungsableitung, 224
Riemann’sche Metrik, 246
Riesz, 172
Riesz’scher Raum, 67
Ring, 38, 203

S-K-Ring, 59
S-Ring, 58
alternativer, 45
Involution eines, 161
nichtassoziativer, 37
nichtassoziativer K-, 44
nichtassoziativer S-K-, 59
selbstadjungierter Teil, 161
vom komplexen Typus, 129

Ring mit einem Ring von Operatoren, 44
Ring mit Operatoren, 44
Ring mit Operatorenbereich, 44
Ring-Ideal, 81
rough norm, 227

σ(S) (Klasse aller S-Ringe), 58, 59
S (Radikal-Eigenschaft), 58
Sn (Permutationsgruppe), 34
S∞, 34, 238
S(·), 72, 161
S-Topologie, 117, 118
Satz von

Alaoglu-Bourbaki, 113, 123, 138,
139, 142, 228

Artin, 45
Banach-Steinhaus, 118, 199
Banach-Stone (Kaup), 262
Bishop-Phelps, 142, 145
Cartan (Eindeutigkeit), 242
Cartan (Klassifizierung), 246
Dixmier-Ng, 137
Eberlein-Šmulian, 195

Goldstine, 111, 282, 296
Hahn-Banach, 71, 102, 107, 111, 112,

114, 119, 120, 142, 145, 152, 154,
261, 284

Harish-Chandra (Einbettung), 246
Hellinger-Toeplitz, 173
Jordan-Hölder, 61, 62
Kaplansky (Dichte), 204
Krein-Milman, 139, 144, 189, 296,

300, 301
Krein-Smuljan, 114
Lindenstrauss, 144
Mackey (beschränkte Mengen), 119
Mazur, 169
Riemann (Abbildungen), 244
Straszewicz-Klee, 144
Vidav-Palmer, 182, 188, 190
Vigier, 208, 210
von Neumann (Dichte), 203
von Neumann (Doppel-Kommut.),

203
Wedderburn-Artin, 62

Satz von der offenen Abbildung, 112
Schattenklasse, 195
Scheibe, 119, 195
schiefhermitesch (Algebra), 167
schiefhermitesch (El.e.unit.Alg.ü.C), 130,

148
Schiefkörper, 42, 80, 169
schiefminimal idempotent, 55, 57, 60, 61,

81, 99, 169, 170, 184, 195, 217,
219, 220, 281, 282

schiefselbstadjungiert, 157
schwach Hahn-Banach-glatt, 146
schwache C∗-Algebranorm, 181
schwache C∗-Bedingung, 181
schwache C∗-Norm, 181
schwache Operator-Topologie, 197
schwache Topologie, 102
schwacher Asplundraum, 225
schwach∗-Asplund-Raum, 226
schwach∗-Beulpunkt, 120
schwach∗-Operatortopologie, 198
schwach∗-Scheibe, 119
schwach∗-Topologie, 102, 104
Segment, 78
sehr proper (∗-Algebra), 193, 194
Seite, 79, 142, 283
Selbstabbildung, 6
selbstadj. Teil e. Vektorraumes, 157
selbstadjungiert, 157, 161
τ -semi-exponierte Seite, 143
Semiexpfaces(τ ; C), 143
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Semiskalarprodukt, 73, siehe Lumer-
Prod.

separabel, 22
Sesquilinearform, 72
Sesquilinearsystem, 72
σ-kompakt, 28
σ-schwache Operator-Topologie, 198
σ-starke Operator-Topologie, 200
σ-stark∗ Operator-Topologie, 200
Skalar (Moduln), 47
Skalarbereich, Einschränkung des, 127
Skalarenring, 47
Skalarprodukt, 73, 165

VR-wertiges, 161
skew minimal idempotent, 57
slice, 119
smooth, 140, 227
so (starke Op.-Topologie), 199
soc(R) (Sockel), 65
Sockel, 65
span, 75, 104, 164, 180, 188, 190, 197, 211,

213
span(S) (erzeugte Untermodul von S), 49
spektrale Halbnorm, 257
Spektralradius, 151
Spektrum, 150
spezielle Jordan-Algebra, 85
Spin-Faktor, 273, 274
spitzer Kegel, 69
Spur, 165, 171, 196
Spurabbildung, 171
Spurform, 255
Spurfunktional, 196
Spurklasse-Operatoren, 196
s*o (stark∗ Op.-Topologie), 200
stärkste Operator-Topologie, 200
Stützpunkt, 140
Stabilisator, 235, 238
Stabilitätsuntergruppe, 235
Standuntergruppe, 235
stark eindeutiges Prädual, 266, 267
stark exponierter Punkt, 145, 227, 289,

292, 300, 301
stark extremaler Punkt, 121, 145
stark subdifferenzierbar, 222, 225, 226,

288
starke Operator-Topologie, 199
starke Topologie, 118
stark∗ Operator-Topologie, 200
∗-Abbildung, 158
∗-Algebra, 161

normierte, 164
∗-Antidarstellung, 179
∗-Antihomomorphismus, 180

∗-antisymmetrisch, 157
∗-Banachalgebra, 164
∗-Darstellung, 179
∗-Homomorphismus, 180
∗-Ideal, 163
∗-normierte involutive Banachalgebra,

164
∗-radikal, 181
∗-symmetrisch, 157
∗-Teilmenge, 157, 161
sternförmig, 78
∗JB-Tripel, 268, 273
∗JBW -Tripel, 271
stetiges n-homogenes Polynom, 95
Stetigkeitspunkt, 120, 121
Strecke, 78
streng komplexe Struktur, 131, 156
streng monoton fallend vollständig, 13
streng monoton steigend vollständig, 13
strikte partielle Ordnung, 7
strikte Halbordnung, 7
strongly subdifferentiable, 222
strukturierbar, komplex, 129, 271
Strukturierung

komplexe, 129
reelle, 128

Strukturtheorem, 61
Stützfunktion, 140

Halbstetigkeit, 227
Stützfunktional, 140, 284
Stützpunkt, 145
Subbasis einer Topologie, 26–28
Subdarstellung, 126
Subdifferential, 141
subdifferenzierbar, 222
R-subdifferenzierbar, 222
R-Subgradient, 222
Submersion, 239, 243
Summe, 92

algebraische, 49
äußere direkte, 49
direkte, 41, 49
direkte algebraische, 49
erzeugte (Ideale), 40
innere direkte, 37, 41, 96
innere direkte algebraische, 49, 76
innere topologische direkte, 96
lokal konvexe direkte, 98
topologische direkte, 96, 107

summierbar, 90
Support, siehe Stütz..., siehe Träger (eines

Operators)
Supremum, 9, 20, 21, 43, 175, 210
Surjektion, 6
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Symmetrie (Mannigfaltigkeit), 242, 243,
263, 265

symmetrisch (n-lin. Abb.), 71–73, 77
symmetrisch (∗-Algebra), 161, 162, 166,

167, 183–185, 187
symmetrisch (Mannigfaltigkeit), 242–244,

246, 248, 249, 254, 256, 263–265
symmetrisch (Relation), 7
symmetrische Gruppe, 34
symmetrischer Teil, 247, 248, 264
System, 34

T (M) (VR aller analyt. VF auf M), 231
T0-Raum, 29, 123
T1-Raum, 30, 43, 123
T2-Raum, 30, 43, 123
T3-Raum, 30, 43
T3a-Raum, 30, 43
T4-Raum, 31, 43
Tangentialbündel, 230
Tangentialnorm, 240
Tangentialraum, 230
Tangentialvektor, 230
Teiler, 39
Teilnetz, 13
Tensorprodukt, 132
Topologie, 21

analytische, 243
diskrete, 21, 99, 100
feinere, 27
gröbere, 27
indiskrete, 21
leere, 21
Produkt-, 29
Tychonoff-, 29
von einer Subbasis erzeugte, 27, 28

Topologie der
glm. Konv. auf Kompakta, 247
lokal konvexen direkten Summe, 97
lokalen glm. Konv., 247
punktw. schwachen Konv., 197
punktweisen Konvergenz, 103, 154,

199
topologisch äquivalent, 126
topologisch irreduzibel, 126, 186
topologisch komplementär, 96
topologisch komplementierbar, 96
topologisch komplementiert, 96
topologisch zyklisch, 125
topologisch zyklischer Vektor, 125
topologische Algebra, 123, 124, 201, 205,

207
topologische Äquivalenz, 126
topologische Gruppe, 90

topologischer Raum, 21
topologischer Vektorraum, 90
Torsionselement, 49
torsionsfrei, 49
total, 75, 104
Totalordnung, 7
Träger einer Relation, 7
trägerabgeschlossen, 7
trägerabgeschlossene Hülle, 7
traceform, 255
Träger (eines Operators), 176
Träger eines ℓ ∈ X∗ in X, 284
Träger eines x ∈ X in X∗∗, 285
Träger eines x ∈ X in X, 284
transfinite Induktion, 12
transfinite Rekursion, 12
transitiv, 7, 235
Transitivitätsgebiet, 235
trennen, die Punkte, 75
trennend, 35, 125
Trennungsaxiome, 29, 123
treu, 49, 125, 194, 237
treue Linearform, 165
Tri(·), 250
Tripel, 249

allgemeines, 249
lineares, 249
trilineares, 249

Tripel-Derivation, 251, 253, 262, 271
Tripel-Homomorphismus, 250

konjugiert-linearer, 251
Tripel-Isomorphismus, 251, 259
Tripelideal, 250, 267, 273
Tripelprodukt, 250

projiziertes, 266
Tripelsystem, 249
Tripotent, 250
tripotent, 250, 257, 262, 267
trivial, 125
Tychonoff-Raum, 30
Tychonoff-Topologie, 29
Tychonoff-Würfel, 29

Ultrafilter, 14, 266
fixiert, 14
freier, 14

Ultrapotenz, 102, 266
Ultraprodukt, 102
ultraschwache Operator-Topologie, 198
ultraschwache Topologie, 212
ultrastarke Operator-Topologie, 200
ultrastark∗ Operator-Topologie, 200
Umgebung, 22
Umgebungsbasis, 26, 28
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Umgebungsfilter, 29
Umgebungssubbasis, 26, 28, 103
Umkehrabbildung, 6
unbedingt konvergent, 92
unendlich, 6
Ungleichung von Cauchy-Schwartz-

Bunyakovsky, 166
uniform boundedness theorem, siehe Satz

von Banach-Steinhaus
unitär, 163, 164, 177, 187, 189, 213, 250,

254, 258, 261, 271, 275
exponentiell, 164

unitär (Operator), 177
unitär äquivalent, 177, 213
unital, 47, 80, 186
universell, 212
universelle Darstellung, 186
unpunktierter Kegel, 69
Unter-JB∗-Tripel, 260
Unteralgebra, 80
untere Schranke, 9
Untergruppe, 34
Untermodul, 47
Unterraum, 66
Unterring, 38
Untertripel, 250, 260

von x erzeugtes, 257
Untervektorraum, 66
upward-filtering, 7
uso (ultrastarke Op.-Topologie), 200
us*o (ultrastark∗ Op.-Topologie), 200
uwo (ultraschwache Op.-Topologie), 198

V (1; x) (num. Ber. von x bzgl. 1), 146
V (a) (algebr. num. Wertebereich), 147,

226
Vspatial(T ) (räuml. num. Wertebereich),

147, 173, 226, 292
Varietät, affine, 237
Vektor, 66
Vektorfeld

integrierbares, 233
polynomiales, 232
vollständiges, 233

Vektorprodukt, 82
Vektorräume in Dualität setzen, 75
Vektorraum, 66

antiselbstadjungierter Teil, 157
geordneter, 67, 165
Involution eines, 156
komplex strukturierbarer, 129, 271
komplexe Strukturierung, 129
Komplexifizierung, 131
Konjugation eines, 159

konjugiert-komplexer, 128, 172, 268
prägeordneter, 67
reelle Strukturierung, 128
selbstadjungierter Teil, 157
vom komplexen Typus, 129

Vektorverband, 67
verallgemeinerte Folge, 13
Verband, 10, 67, 175, 192, 210

vollständiger, 10, 21, 22
Verknüpfung, 33
Verknüpfung e. leeren Familie, 34
Vertex, 141, 145, 150, 189
Vertex nach Ingelstam, 134
Vertex-Eigenschaft nach Ingelstam, 134
Vidav, hermitesch nach, 149
Vidav-Algebra, 149, 188
Vidav-Involution, 165
vollständig, 92, 119, 274, 277
vollständig regulärer Raum, 30
vollständiges Vektorfeld, 233

W (T ) (num. Ber. von T bzgl. [·, ·]), 147
Würfel, 29

euklidischer, 29
Tychonoff-, 29

Weg, 31
geschlossener, 31

wegzusammenhängend, 31, 32, 69
Weierstrass-Konzept, 228
Wertebereich

numerischer, 146
algebraischer, 147, 226
räumlicher, 147, 226

wesentlich, 125
Algebra, 180, 203–206
Darstellung, 126, 180

wo (schwache Op.-Topologie), 197
wohlfundiert, 10
Wohlordnung, 12
W ∗-Algebra, 202, 267, 272, 300
W ∗-Algebra über K auf einem Hilbert-

raum H, 202
W ∗-Algebra über R auf einem Hilbert-

raum H über C, 202
w∗o (schwach∗ Op.-Topologie), 198

Z (ganze Zahlen), 42
Zählmaß, 292
Zariski-Abschluss, 237
zentral, 61
zentral idempotent, 38
zentral in S, 38
zentraler Träger, 214
Zentralisator, 238
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Zentrum, 38, 124, 207, 208, 238
zerstörter Teil e. Ringes, 46
zirkulär, 67
Zorn, Lemma von, 10, 12, 14, 59, 64
zulässig, 118, 119
K-zulässig, 44
zusammenhängend, 31, 32, 69, 99
Zustand, 165, 185

x-unitaler, 141
unitaler, 141, 185

Zustandsraum, 141
zyklisch, 125
zyklischer Vektor, 125
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