Kapitel 4

Lagrangesche Multiplikatorenregeln

fiir Naherungslosungen

4.1 Verfahren zur Herleitung von Multiplikatorenregeln fiir

Niherungslosungen

4.1.1 Direkte Verfahren

Im Abschnitt 2.3 wurde bereits angedeutet, wie man notwendige Optimalitdtsbedingungen in Form
Lagrangescher Multiplikatorenregeln mit Anwendung der Bildraumtechnik erh#lt: Man betrachte im
Bildraum zum einen die ,erreichbare* Menge, das heifit alle Bilder zuldssiger Elemente; im unten-
stehenden Modell wire das f(X). Zum anderen konstruiere man zu allen Bildpunkten f(zg) eine
(iiblicherweise konvexe) Menge, die die Funktionswerte enthilt, die ,besser” als f(zo) sind; diese
Menge wird unten mit W (xzq) bezeichnet. Die Konstruktion erfolgt so, dafl beide Mengen genau dann
disjunkt sind, wenn z( eine Optimallésung der betrachteten Aufgabe ist.

Das Ziel ist es nun, beide Mengen durch ein lineares, stetiges Funktional zu trennen. Um einen
Trennungssatz anwenden zu konnen, ist man meist gezwungen, die Menge f(X) durch eine geeignete
konvexe Menge zu ersetzen, die die wichtigsten Eigenschaften der Menge beibehélt. Diese Konvexifi-
zierung stellt fiir gewohnlich den aufwendigsten Teil der Arbeit mit der Bildraumtechnik dar.

Hat man ein solches trennendes Funktional gefunden, liefert dies im wesentlichen bereits den
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gewiinschten Langrangeschen Multiplikator. Eine recht gute Darstellung dieser Vorgehensweise findet
man in [39].

In einigen Féllen fithrt diese Methode auch bei ndherungsweise optimalen Losungen zum Erfolg. Um
dies vorzufiihren, wollen wir die Herangehensweise, die Pourciau in [39] zur Herleitung einer konvexen
Multiplikatorenregel benutzt, auf den Fall von Naherungslosungen derselben Aufgabe iibertragen.

Betrachtet wird das folgende Optimierungsproblem
fi(x) — Min!
iiber xz € {z € R"| far(x) <0,..., fom,(2) < 0,2 € X},

wobei X eine konvexe Teilmenge des R™ist und fi, fa1,..., fom, reellwertige konvexe Funktionen auf

X sind. Dann gilt das folgende Resultat.

Theorem 4.1 (Konvexe Multiplikatorenregel) Sei xo € X eine Minimallisung des obigen Pro-
blems. Dann ezistiert ein Multiplikator X = (A1, Xa1, . . ., Ao, ) € RFF™2\ {012} mit Ay > 0, Aoy, > 0
(k=1,...,mgo) und
A @) = (A flxo)  VoeX,
)\Qkfgk(xo) = 0 (k’z 1,...,m2).

Zum Beweis wird in [39] fiir jedes 29 € X eine konvexe Menge

1 < fi(zo)
W (o) := ¥ = (y1,421, - -, Yam,) € R1H™2 y21: =0 (4.1)
Yom, < 0
definiert. Es ist klar, dafl ¢ genau dann eine Minimalldsung ist, wenn
F(X) W (z0) = 0. (4.2)

Sei nun z. lediglich eine e-Minimallésung (¢ > 0), das heifit, z. ist zuldssig und es gilt

Ji(ze) < fi(z) +€

fiir jedes  mit € X und for(z) < 0 (k = 1,...,mq). Offensichtlich ist z. eine e~Minimallgsung
genau dann, wenn

F(X) N [ (e.07) + W(a2)] = 0. (4.3)
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f (o) F(X) flzo)  f(X)
\_// \._//
W (zo) —(£,0) + W)
Abbildung 4.1: Trennbarkeit wegen f(X) N Abbildung 4.2: Trennbarkeit wegen f(X) N
W (zo) = 0 im Optimalpunkt. [—(¢,0)) + W(z.)] = 0 im e-Optimalpunkt.

Unter Ausnutzung von (4.3) anstelle von (4.2) kénnen wir den Beweis analog zu Pourciau wei-
terfithren und erhalten schliellich eine Multiplikatorenregel fiir Naherungslésungen.
Zur Konvexifizierung der Menge f(X) betrachten wir an ihrer Stelle die Menge f(X) + R}ﬁmz.

Offenbar ist diese Menge konvex und Gleichung (4.3) ist dquivalent mit

[f(X) + R0 [=(e,0™2) + W ()] = 0. (4.4)
Die Anwendung eines Trennungssatzes liefert die Existenz eines Multiplikators A = (A1, Aa1, ..., A2m,)

€ RUtm2\ {012} mit
N f(@)+E) > (N, —(6,0m™) +y) VozeX VkeRY™ vyeW(x),

woraus folgt

(A fx) > —ed + (N y) Ve e X VyecdW(z,). (4.5)
Wegen f(z.) € cl W(z.) folgt aus (4.5)
(A f() > (N flre)) —eM Vo e X. (4.6)

Wiére Ay < 0 oder Ao < 0 (k = 1,...,mz2), so kann die rechte Seite der Ungleichung (4.5) bei
geeigneter Wahl von y € ¢l W(z.) beliebig groff werden und jede linksseitige Konstante (X, f(x))
(x fest in X) iibersteigen. Mithin muf} gelten

)\1 ZO, )\Qk ZO (k/’: 1,...,m2). (47)
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Wegen
J1 (zs)

le(fEs)

[ W (e k=1,...,
(o) cdW(a) ma)

f2m2 (xs)
ergibt (4.5) mit & = x. schliefilich

1

5)\2kf2k($g) > —e\ (k=1,...,ms)
und wegen Aoy > 0 und for(z:) <0

—2eM < )\Qkfgk(xg) <0 (k =1,...,ma). (4.8)

Mit (4.6), (4.7) und (4.8) haben wir in Analogie zur konvexen Multiplikatorenregel folgende Regel

fiir Naherungslosungen bewiesen.

Satz 4.2 Sei x. € X eine e-Minimallosung (¢ > 0) des gegebenen Problems. Dann existiert ein

Multiplikator X = (A1, Aa1, - - -, Aam,) € REF™2\ {012} mit Ay >0, Aop, >0 (k=1,...,m2) und
A f(@) = A fe)) —eh Vo e X,
—2eXA1 < Aog far(z:) <0 (k=1,...,m2).
Bemerkung 4.1 Die in der Komplementarititsbedingung auftretende Schranke —2eA; ist durch weit-

gehend analoge Ubertragung der Pourciauschen Beweiskette entstanden. Die Schranke lift sich jedoch

verschdrfen: Es gilt ndmlich

fl(zs)
f21(33s)

fou—1(ze)
0

Jo kg1 (ze)

f2m2 (mé‘)
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woraus folgt

)\gkfgk(l‘g) > —e)\ (k =1,...,ms) (4.9)

Dieser Schlufi konnte auch im Pourciauschen Originalbeweis fir e = 0 zur Anwedung kommen.

4.1.2 Verfahren unter Verwendung des Variationsprinzips von Ekeland

Eine andere Variante zur Herleitung von Optimalitdtsbedingungen fiir Ndherungslosungen basiert auf
der Anwendung des Ekelandschen Variationsprinzips. Dieses wurde erstmalig im Jahre 1974 veroffent-

licht [11]. Eine Formulierung lautet:

Theorem 4.3 Sei X ein Banachraum und sei f : X — RU{+00} eine eigentliche, unterhalbstetige,
nach unten beschrinkte Funktion.

Dann existiert fiir jedes € > 0, fiir jeden Punkt xo € X mit

Flao) < int f(x) + <
und jedes A > 0 ein Punkt x. € X, so daf§
(i) f(z<) < f(wo),
(i) |lze — zoll <A,
(iii) f(x) > f(xe) = 5o — 2| Vo # ..
Fiir restringierte Aufgaben verwendet man die folgende Form des Satzes.

Korollar 4.4 Sei X ein Banachraum und sei f : X — R eine unterhalbstetige Funktion, die auf
einer nichtleeren, abgeschlossenen Teilmenge S von X nach unten beschrdnkt ist.

Dann existiert fiir jedes € > 0 und fir jeden Punkt xo € S mit

flawo) < inf f(2) +<

ein Punkt x. € S, so daf8
(i) f(ze) < f(wo),
(ii) ||z — zo| <V,
(iii) f(@) 2 f(z:) — VEllo - o] Yo € S,
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Beweis. Man ersetze f durch die eigentliche, unterhalbstetige und nach unten beschrénkte Funktion

Fla) = f(z), wenn zelS

+o00, wenn xz€ X\S.

und wende Theorem 4.3 mit A = /¢ an. |

Die Herleitung einer Multiplikatorenregel mit Hilfe des Variationsprinzips beruht im wesentlichen
auf folgender Uberlegung: Nach (iii) ist x. eine Minimallésung einer im Vergleich zum Ausgangspro-
blem etwas gestorten Aufgabe. Mithin erfiillt x. eine der (meist bekannten) notwendigen Optima-
litdtsbedingungen fiir das gestérte Problem. Man untersucht nun, ob sich aus diesen Bedingungen
Riickschliisse auf das urspriinglich betrachtete Problem ziehen lassen.

Diese Vorgehensweise soll beispielhaft an der konvexen Optimierungsaufgabe aus dem vorangegan-
genen Abschnitt erldutert werden. Zusétzlich zu den dort getroffenen Vereinbarungen sei vorausgesetzt,
dafl die Menge S := {x € X| fai1(x) <O0,..., fam,(x) < 0} abgeschlossen und die Funktion f; iiber S
nach unten beschriankt ist.

Gegeben sei € > 0. Sei xg € S eine e-Minimallosung des Problems, das heif3t

fi(zo) < ;Ielgfl(a:) +e.

Dann gibt es ein z., so dafi die Aussagen (i), (ii) und (iii) von Korollar 4.4 erfiillt sind. Nach (iii)
ist z. eine Minimalstelle der Funktion fi(.) + v/||. — z¢|| {iber S. Da diese Funktion konvex ist,
konnen wir die konvexe Multiplikatorenregel anwenden und erhalten die Existenz eines Multiplikators

A= ()\1,)\21, .. .,)\QWZ) S R1+m2 \ {01+m2} mit )\1 Z 0, )\Qk Z O, )\Qkfgk(mg) =0 (k? = 1, e ,mg) und
A1 fi(z) [ — ||

< Sl Y B PV B >Z<A,f(ws)> Vo e X,

)‘27712 f2m2 (35) 0
was gleichbedeutend ist mit
A f@) = (N flae)) = Vehllz —ael| Vo eX.
Somit ist gezeigt:

Satz 4.5 Seixg € S eine e-Minimallosung (¢ > 0) des gegebenen Problems. Dann existiert ein Punkt

ze. € 5, so dafs
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(i) fi(ze) < fi(wo),
(it) ||lze — woll < VE,

(ZZZ) d\ = ()\1,)\21,...,)\2m2) S R1+m2\{01+m2} mit Ay > 0, Aop >0 (k = 1,...,m2) und

A f@) = (A fe)) —Vehllz —ze|| Vo e X,
Mk for(ze) = 0 (k=1,...,myg).

Optimalitdtsbedingungen, die mit Hilfe des Ekelandschen Variationsprinzips erzeugt werden, finden

ihre Anwendung meist in folgender Form.

Korollar 4.6 Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine e-Minimallosung z. € S des gegebenen Problems, fiir
die ein Multiplikator X\ = (A1, A1, .., Aom,) € R¥™2 \ {01T™2} emistiert mit Ay > 0, Agp > 0
(k=1,...,m2) und

A f@) = N fe)) —Vellz —zll  VreX,
)\2kf2k(:r€) =0 (kil,...,mg).

Beweis. Sicher gibt es zu gegebenem ¢ > 0 ein xp € S mit

fi(zo) < ;Ielgfl(a:) +e.

Dann existiert es ein z. € S, das (i), (ii) und (iii) von Satz 4.5 erfiillt. Aus (i) folgt die e-Optimalitt

von T.:
Ji(ze) < fi(xo) < iréfsfl(z) +e.

Aus (iii) folgen die restlichen Behauptungen. |

Bemerkung 4.2 Die Qualitit der Optimalititsbedingung in Korollar 4.6 ist eine andere als die von
Satz 4.2. Wihrend letztere Aussage eine notwendige Bedingung ist, das heif$t, jede e—optimale Ldisung
muf$ die dort angegebenen Figenschaften haben, besagt Korollar 4.6 nur:

Unter all den Punkten, die die geforderten Eigenschaften besitzen, befindet sich wenigstens einer, der

eine e—optimale Lisung der Aufgabe ist.
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4.2 Zur Struktur von Multiplikatorenregeln fiir Niherungs-
l16sungen

Obwohl die im vorangegangenen Abschnitt hergeleiteten Multiplikatorenregeln relativ rasch aus dem
Ekelandschen Prinzip folgen, erlauben sie uns doch bereits einen Einblick in die fundamentale Struktur
von Lagrangeschen Multiplikatorenregeln fiir Ndherungslosungen.

Notwendige Optimalititsbedingungen in Form von Multiplikatorenregeln bestehen, wie allgemein

bekannt, im wesentlichen aus zwei Aussagen:

e einer Stationaritdtsbedingung, die etwa das Verschwinden der Ableitung der Lagrange—Funktion

im Fall differenzierbarer Funktionen unterstellt, und

e einer Komplementarititsbedingung, die fordert, dafl die Multiplikatoren, die mit nichtaktiven

Nebenbedingungen korrespondieren, Null sein miissen.

Diese Struktur tritt im multikriteriellen Fall, aber auch im Fall skalarer Optimierungsaugaben auf.
Erwartungsgeméf stellen notwendige Optimalitdtsbedingungen fiir Ndherungslosungen schwéchere

Anforderungen auf als die vergleichbaren Bedingungen fiir exakte Losungen. Diese Abschwichung

betrifft bei Multiplikatorenregeln im allgemeinen beide Fundamentalaussagen. So wird bei Satz 4.2 im

Vergleich zur konvexen Multiplikatorenregel (Theorem 4.1) die Stationaritétsbedingung

(A f() = (N f(zo))  VYreX

ersetzt durch

A (@) = (A fze)) —edr Vo e X.

Die Niherungslosung x. erweist sich also als eine lediglich anndhernde Minimalstelle der Lagrange—

Funktion. Weiterhin wird die Komplementarititsbedingung
)\Qkfgk(l'o) =0 (kil,...,’n’LQ)

abgeschwécht zu

_5)\1 S)\Qkak(-ra) SO (k:: 17"'7m2)7

was besagt, dal der komplementére Schlupf Aoy for (z:) durchaus negative Werte, die aber nicht weit
von Null entfernt liegen, annehmen kann.

Multiplikatorenregeln fiir Ndherungslosungen bestehen also aus
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e einer leicht verletzten Stationaritdtsbedingung und
e einer leicht verletzten Komplementaritdtsbedingung.

Die ,leichte Verletzung® 148t sich durch den Toleranzparameter ¢, der die Giite der Optimalitdt der
Niherungslosung beschreibt, quantifizieren.

Die oben betrachteten Sétze haben fiir die Grofle der Abweichung von den exakten Optimalitétsbe-
dingungen starre Schranken vorgegeben. Es ist moglich, diese Schranken innerhalb gewisser Spielrdume
flexibel zu gestalten, so daf} sich der Grad der Abweichung von der strengen Stationaritdt und der
Grad der Abweichung bei der Komplementaritéit wechselseitig kompensieren. Ein interessantes Re-
sultat iiber dieses Phénomen findet man in einer Arbeit von Strodiot, Nguyen und Heukemes [46].
Dieses besagt, daf} eine e-Naherungslosung eine Multiplikatorenregel erfiillt, bei der die Stationaritéts-
bedingung in der Gréflenordnung eines Parameters €1 und die Komplementaritéitsbedingung in der
Groflenordnung von €5 verletzt sind, wobei €1 > 0, e2 > 0 gilt und €1 + €2 < € eingehalten wird.

Um dieses Resultat konkret zu formulieren, betrachten wir
fi(x) — Min!

tiber € {z € R"| for(x) <0,..., fom,(x) <0},

wobei f1, fo1, ..., fom, reellwertige konvexe Funktionen auf R™ sind. Nach [40] bezeichnen wir fiir eine

konvexe Funktion g : R™ — R die Menge

0:9(x0) = {z" € R"[ (z", 2 — x0) < g(y) — g(x) + ¢}

als e-Subdifferential von g im Punkt =g € R™.

Fiir diese Aufgabe wird in [46] gezeigt:

Theorem 4.7 Fir das obige Problem sei die Regularitdtsbedingung
dz € R": ka(J_E)<0 (kil,...,mg)

erfillt. Der Punkt x. € R™ ist eine e—Minimallosung (¢ > 0) des Problems genau dann, wenn Kon-

stanten g1 > 0, g9, > 0 (k=1,...,ma) mit

e1+ Y ex<e (4.10)
k=1
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und Multiplikatoren o, > 0 (k =1,...,mgo) existieren, so dafl
mao
0 € Dey fr(we) + Y Oeyk(Nan for) (), (4.11)
k=1
mo mo
a1ty e —e< ) Aanfalze) <0. (4.12)
k=1 k=1
Bemerkung 4.3 Bei der Wahl von &1 = €91 = -+ = €am, = 0 ergibt sich aus (4.11), (4.12) eine

strenge Erfillung der Stationarititsbedingung und eine mazximale Verletzung der Komplementaritdts-

bedingung:
ma
0 € dfi(xe) + Za()\zkf2k)($s)7
k=1
— < Z)\%f%(xa) <0.
k=1
Im anderen Extremfall ergibt sich bei Wahl von €1 und o (k=1,...,ma) mit &1+ 21 €2, = € die

grofitmaogliche Storung bei der Stationaritit und die strenge Komplementaritdt:

ma2

0€ 0., filze) + Zaezk(/\Zkak)(zs)a

k=1

)\Qkfgk(xg) =0 (/{32 1,...,m2).

In der jingeren Literatur findet man in einer Arbeit von Yokoyama [55] eine Anwendung dieses
Theorems auf multikriterielle Aufgaben.

Bei Multiplikatorenregeln fiir Ndherungslosungen, die mit Hilfe des Ekelandschen Variationsprin-
zips hergeleitet wurden, zeigt sich die Verdnderung im Vergleich zur Regel fiir exakte Losungen nur
in einer Abschwéchung der Stationaritétsbedingung, wihrend der komplementére Schlupf weiterhin
verschwindet. Dies ist typisch fiir derartige Aussagen, da hier nicht N&herungslosungen der urspriing-

lichen Aufgabe, sondern exakte Losungen einer gestorten Aufgabe betrachtet werden.

4.3 Multiplikatorenregeln fiir Ndherungslésungen unter Be-

nutzung derivierter Mengen

Nach einer allgemeinen Betrachtung der Struktur n&herungsweiser Optimalitdtsbedingungen wollen
wir uns nun auf solche Multiplikatorenregeln konzentrieren, bei denen derivierte Mengen Verwen-

dung finden. Es ist mir gelungen, eine mit der Multiplikatorenregel von Breckner (Theorem 2.2)
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zusammenhingende Optimalitdtsbedingung zu beweisen, die fiir Ndherungslosungen der betrachteten
Aufgabe gilt. Diese Herleitung erfolgte unter Verwendung des Variationprinzips von Ekeland.

Eine Anwendung des Ekelandschen Prinzips auf derivierte Mengen allgemeiner Natur erwies sich
zunéchst als undurchfiihrbar. Es mufiten zuséitzliche Anforderungen an die Ableitungmengen gestellt
werden, um iiberhaupt Ergebnisse zu erzielen. Einige dieser Zusatzbedingungen werden im folgenden
diskutiert. Es zeigt sich weiterhin, dafl diese Anforderungen die Allgemeinheit in nur geringem Mafle
einschrénken; inbesondere werden wir nachweisen, dafl bereits die in Theorem 2.3 benutzte derivierte
Menge einer der Zusatzbedingungen geniigt.

Da die Zielfunktion der zugrunde liegenden Aufgabe vektorwertig ist, benttigen wir eine Erwei-
terung des Ekelandschen Prinzips fiir solche Funktionen. Eine derartige Erweiterung stammt von
Tammer [47] aus dem Jahre 1992.

Hierbei betrachten wir ann&hernd effiziente Punkte der Menge f(S), wobei S eine nichtleere,
abgeschlossene Teilmenge eines Banachraumes X und f : X — RP eine vektorwertige Funktion sind.

Gegeben seien ein konvexer Kegel K € RP mit nichtleerem Inneren sowie ein Element k9 € int K.

Sei weiterhin K D K ein konvexer Oberkegel von K mit den Eigenschaften

dK+(K\{0}) C intK, (4.13)

WK +bdK C cK. (4.14)

Wir setzen voraus, daB die Funktion f auf X nach unten halbstetig beziiglich ¥° und K ist, das heift,
die Menge
M, :={z e X; f(z) ek’ — cl K} (4.15)

ist abgeschlossen fiir jedes r € R. Schliellich sei f auf S nach unten beschrénkt, das heif3t, es existiert
ein y € RP mit
f(S) cy+ K. (4.16)

Bemerkung 4.4 Jeder konveze, abgeschlossene Kegel K € RP mit
K Cint K

erfillt die Bedingungen (4.18) und (4.14). Diese Bedingungen erfassen jedoch eine griflere Menge
zulissiger Oberkegel. Im skalaren Fall (p = 1) kann beispielsweise K=K= Ry gesetzt werden, so

daf$ das gewdhnliche Ekelandsche Variationsprinzip ein Spezialfall der Erweiterung von Tammer ist.
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Bemerkung 4.5 Firp =1 und K = K = R, sind die Forderungen (4.15) und (4.16) identisch mit
der unteren Halbstetigkeit

Die Mengen M, .= {x € X; f(x) <r} sind abgeschlossen fiir jedes r.
beziehungsweise der Beschrinktheit
fle)zy Vxes

der reellwertigen Funktion f.

Wir benutzen die folgende Modifikation des vektorwertigen Variationsprinzips. Sie ergibt sich als

Folgerung von Theorem 4.1 in [47].

Theorem 4.8 Sei X' ein Banachraum und f : X — RP eine vektorwertige Funktion definiert auf
X. Sei S eine nichtleere, abgeschlossene Teilmenge von X. Im Raum RP seien ein konvexer Kegel K
mit nichtleerem Inneren sowie ein Element k° € int K gegeben. Weiterhin sei K D K ein konvezer
Oberkegel von K mit den Eigenschaften (4.13), (4.14). Die Funktion f sei auf X nach unten halbstetig
beziiglich kO und K und auf S nach unten beschrinkt.

Dann existiert fiir jedes € > 0 und jedes xg € S mit

(f(wo) — ek — K\ {0}) N f(S) =0
ein re € S mit

(i) (f(ze) —ek® — K\ {0}) N f(S) =0,
(ii) [lze — oll < VE,
(iii) (fero(xe) = K\ {0}) N fero(S) =0,

wobei foo(x) == f(x) + ez — z||K°.

Bemerkung 4.6 Bemerkenswert ist, dafl im vektorwertigen Fuall eine zusdtzliche Bedingung an den
Punkt xo auftritt, die im skalaren Fall keine Entsprechung hat. Es geniigt also nicht, daff f(xq) ein
effizienter Punkt der Menge f(S) beziiglich K ist, vielmehr wird die Effizienz von f(xo) beziiglich eines
Oberkegels K gefordert.

FEine solche Eigenschaft wird in der Literatur als ,eigentliche® Effizienz von xo bezeichnet (vgl. [31],
Definition 2.2.1).
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Dieses Ekelandsche Varationsprinzip fiir vektorwertige Funktionen soll im folgenden zur Herleitung
einer Multiplikatorenregel fiir Naherunglosungen, die sich auf die Verwendung derivierter Mengen
stiitzt, dienen. Wir betrachten erneut das Optimierungsproblem, welches von Theorem 2.2 behandelt
wird. Fiir die Anwendbarkeit von Theorem 4.8 miissen die Anforderungen an die Aufgabe allerdings
etwas verschérft werden.

Betrachtet wird das Problem
fi(x) — K7 — Min!

iber z €S :={xe€ X| fa(x) € =Ko, f35(x) € —K3,2 € X}
unter den Voraussetzungen:

(V1) X ist ein reeller Banachraum.

(V2) X C X ist eine nichtleere Teilmenge von X. K1 C R™ | Ko C R™? und K3 C R™3 sind konvexe

Kegel, K1 und K5 haben ein nichtleeres Inneres, K5 und K3 sind abgeschlossen.
(V3) Die zuldssige Menge S ist abgeschlossen.
(V4) Ein Element k° € int K sei gegeben.
(V5) Gegeben sei weiterhin ein konvexer Oberkegel K O K mit den Eigenschaften (4.13) und (4.14).
(V6) fi: X — R™  fo: X — R™2, f3: X — R™2.
(V7) f1 ist auf X nach unten halbstetig beziiglich £ und K.
(V8) f1 ist auf S nach unten beschrénkt.

Die Aussage (iii) von Theorem 4.8 liefert einen effizienten Punkt der Menge f.zo0 1(S) beziiglich
K, wobei f.po : X — R™ definiert ist durch

fewo(@) = f(2) + ez —acl| [ om= |. (4.17)

Um Theorem 2.2 anwenden zu kénnen, miissen wir zunéichst einen K—Ableitungskegel D, o fiir
fero an der Stelle x. konstruieren.
Dazu sei angenommen, es wére eine K—Ableitungsmenge D fiir f an der Stelle z. gegeben. Wir

nehmen weiterhin an, dafl D die folgende Spezialbedingung erfiillt:
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(S1) Derivierte Menge mit linearer w—Funktion.
Jedem d € D kann ein h € X zugeordnet werden, so daf gilt: Fiir jedes n-Tupel {d*,...,d"} C D
werden die Anforderungen von Definition 2.4 durch die Funktion
w(t) = ajg—i-Ztihi V(t1,...,tn) € B (r)
i=1
erfiillt, wobei h' der zu d* gehorige Vektor ist (i = 1,...,n).
Gegeben sei ein n—Tupel {d,...,d"} C D. Fiir dieses existieren nach Definition 2.4 gewisse Gréfien
r>0,w: BY(r) — X und ¢: B}(r) — R™ mit
Flw®) = flae) =Y tid — |ltllot) € =K V(t1,...,tn) € BL(r). (4.18)
i=1
Gesucht ist nun ein n-Tupel {d’,...,d"}, so daB
Faro((8)) — furo(a2) zt di— o) € =K Viti,....ta) €BI(r).  (419)

Unter Beachtung von (S1) ergibt sich

fero (W(#)) = fero (z2) Zt dz — tlle(t)
= flw(®) thz [tlo(t) + Vellw(t) — zel|(k%,0™2,0m2) +

(K°,0m2,0™m2)

flw() = f(z) = Ztidi — itlle(?)

Y(ty,. .. tn) € B™(r).

Wegen ||S0 t:h?|| < SO0 tal| B fiir (4, ..., t,) € RY folgt

zn: tiht

i=1

i=1

Hieraus und aus (4.18) folgt dann

fero(w(t)) = fero (<) thz = litlle(?)

€ D tild +VER (K, 0m2,0m3) —di) = K V(t1,....tn) € BL(r).
1=1

)+ > tild -
=1

+ Ztl(dl -
=1

(K°,0m2,0m) € > ti[|h'|(k°,0m2,0m) = K V(t1,...,tn) € R}

d;)
d;)
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Setzen wir also

di = d' + e||h||(K°,0m2,0m3)  (i=1,...,n),

so ist (4.19) erfiillt.
Mithin ist die Menge D.xo C R™, die definiert ist durch

d + Ve|[h||(k°,0™2,0™3) € Do <= d € D,

eine K—Ableitungmenge fiir f.;o an der Stelle z. und nach Lemma 2.1 der Kegel convcone (Do) ein
K—Ableitungskegel fiir f.o an der Stelle x., sofern nur D € R™ eine K—Ableitungsmenge fiir f an
der Stelle z. mit der Eigenschaft (S1) ist.

Auch in einigen anderen Spezialfillen kénnen solche Transformationen angegeben werden, daf

{d},...,d"} die Bedingung (4.19) erfiillt.

(S2) Derivierte Menge mit Lipschitz—stetiger w—Funktion.
Jedem d € D kann eine Konstante L > 0 zugeordnet werden, so dafl gilt: Fiir jedes n—Tupel
{d*,...,d"} C D gibt es eine Funktion w nach Definition 2.4, die zusitzlich

llw(t —x€||<ZL1 Y(t1,....ty) € BTL(r)
erfiillt, wobei L! die zu d* gehorige Konstante ist. Dann wird durch

di=d' + VEL'(K°,0m2,0m3)  (i=1,...,n)
die Bedingung (4.19) erfiillt.

(S3) Derivierte Menge mit differenzierbarer w—Funktion.
Jedem d € D kann ein o’ € X zugeordnet werden, so daf} gilt: Fiir jedes n—Tupel {d*,...,d"} C

D gibt es eine Funktion w nach Definition 2.4, die zusétzlich

() =we + > _tiw" + |tls(t)  V(t1,...,tn) € BL(r)

i=1

mit limy o s(t) = 0 erfiillt, wobei w’® der zu d* gehorige Vektor ist. Dann wird durch
di = '+ VR (0,072, 0™)  (i=1,...,n)

zwar nicht die Bedingung (4.19) erfiillt, aber es gilt an deren Stelle eine Aussage der Form

fak“( ( )) fak“ 358 thl HtHQE ) €-K v(tlv"'vtn) EB:?(T)v
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wenn wir setzen
0(t) == o(t) + Vells(t)[| (K%, 0m2,0™2).

Es ist einzusehen, dafl wegen lim; o s(t) = 0 mit g auch g, die Bedingung (C) von Definition 2.4
erfiillt.

Ein Resultat, das man unter Verwendung von (S1) erhélt, ist das folgende.

Satz 4.9 Fir jedes € > 0 und jedes g € S mit
(fi(wo) —ek® = K\ {0™}) N f1(S) =0

eristiert ein x. € S mit

(i) (fi(zz) —ek® = Ky \ {0™}) N fi(S) =0,
(ii) ||z — w0l < VE,
(i1i) Fir jede K—Ableitungsmenge D C R™ fiir f an der Stelle x., die (S1) erfiillt, existiert
ein Multiplikator A € K7 x K3 x K3\ {0™} mit
(A d)
(A2, fa(ze)) = 0.

Y

—VEllhll(A, k%) Ve D,

Beweis. Nach Theorem 4.8 existiert ein . € X mit den Eigenschaften (i) und (ii) sowie

(fero 1 (<) = Ka \ 0™ }) N fepo 1 (5) = 0.

Daher gilt erst recht
(feko,l(z€> —int Kl) N feko,l(S) =0.

Nach den vorangegangenen Uberlegungen ist die Menge convcone (Do) C R™ ein K—Ableitungskegel
fiir f.r0 an der Stelle z., weil D € R™ eine K—Ableitungsmenge fiir f an der Stelle z. ist. Also folgt
aus Theorem 2.2 die Existenz eines Multiplikators A € K7 x K5 x K5\ {0™} mit

(A2, fa(ze)) =0

und

(Ade)y > 0 Vd. € convcone (Deyo),
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(A de)

Y

0 Vd. € Do,
O (d+ VEIRI(R, 072, 0m5))) > 0 Vde D,
(A d)

v

—Vellhll(A, k%) Vd e D.

Ahnliche Sitze lassen sich auch fiir die Spezialfille (S2) und (S3) angeben.

Es zeigt sich, daf} in vielen praktischen Féllen derivierte Mengen auftreten, die eine solche spezielle
Struktur haben. Dies trifft bereits unter den Voraussetzungen von Theorem 2.3 zu. Um dies zu zeigen,
setzen wir Ky := R, Ko := R} und K3 := {0™3}. In diesem Fall sei K ein entsprechender
Oberkegel von RY".

Dann ergibt sich das folgende Resultat als Folgerung von Satz 4.9.

Satz 4.10 Gegeben seien € > 0 und ein Punkt xqg € S mit

(fi(wo) — ek® — K\ {0™}) N f1(S) = 0.

Fiir jedes & € X mit |T — xol] < /& gebe es eine Menge Xo(Z) C X sowie eine Funktion Fi :

Xo(Z) — R™, die die folgenden Bedingungen erfiillen:
(@) Xo(Z) ist nichtleer und konvez.
(l;) F; 1 und F; o sind konvex, F; 3 ist affin.

(¢) Fiir jede Zahl n € N und jedes n—Tupel {z*,... 2"} C Xo(Z) gibt es ein r > 0, so dafs
T+ zn:tixi €X  Y(t,....ty) € BL(r)
i=1
gilt und die Funktion
(tr,...,tn) € BY(r) — f3 (55+ ih%) c R™s
i=1

stetig 1st.

(d) Fiir alle x € Xo(Z) gilt

Jimn sup [1(@ +az) = f1(T)

10 a S Fi,l(z)a
a
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fo(@ + ax) — fo(7)

lim sup < Fio(x),
al0 a
lim fo@+az) - (&) _ F 3(x),
al0 a

und fiir jedes konvexe Polytop P C Xo(Z) ist die Konvergenz gleichmdfig fiir alle x € P.
Dann existiert ein x. € S mit

(i) (fi(ze) —ek® = RTN\{0™ ) N f1(S) =0,
(i) lxe — woll < VE,

(i1i) Es existiert ein Multiplikator X € R™ \ {0™} mit Ay > 0™, Ay > 0™2,

A Fe(2)) > —Vellzl|(A, k%) Vo e Xo(z.),
(A2, fa(xe)) = 0.

Beweis. Zunichst zeigen wir, daff fiir jedes £ € X mit ||Z — xo] < /e die Menge Fz(Xj) eine K-
Ableitungsmenge fiir f an der Stelle Z ist, die (S1) erfiillt.

Wie im im Originalbeweis von Theorem 2.3 (vgl. [5], Theorem 4.1) gezeigt wird, ist unter den dort
angegebenen Voraussetzungen (a) — (d) die Menge F'(Xy) eine K—Ableitungsmenge fiir f an der Stelle
70, wobei fiir jede Zahl n € N und jedes n—Tupel {F(z'),..., F(z")} C F(Xy) die Anforderungen in

Definition 2.4 von der Grofe r geméif (c), von der Grofie w definiert durch
w(t) == xo—l—Ztix" V(t1,...,tn) € B (r)
i=1

sowie von der Grofle o definiert durch

oft) = i (Fw(®) = fzo) = 3202, F(z™)), wenn (t1,....t,) € Bi(r) \ {0}
0, wenn  (t1,...,t,) =0

erfiillt werden.
Analog ergibt sich, da wegen (&) — (d) fiir jedes & € X mit ||Z—xo|| < /& die Menge Fj(Xo(Z)) eine K -
Ableitungsmenge fiir f an der Stelle 7 ist, deren w—Funktion fiir jedes n—Tupel {F(z!),..., F(2")} C

F;(Xo(z)) die Gestalt
w(t) = 5:—&—2151'30" V(t1,...,tn) € B (r)
i=1

besitzt. Mithin erfiillt F;z(Xo(Z)) die Spezialbedingung (S1), indem wir jedem d € Fz(Xo(Z)) einen
Punkt h € X¢(%) zuordnen, fiir den F3(z) = d gilt.
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Nach Satz 4.9 existiert ein Punkt z. € S, welcher (i) und (ii) erfiillt. Nach der vorangegangenen
Uberlegung ist wegen (ii) die Menge D = F,_(Xo(2.)) eine K—Ableitungsmenge fiir f an der Stelle x.,
die (S1) erfiillt. Somit existiert nach Satz 4.9 weiterhin ein Multiplikator A € R x R[> x R™3\ {0}

mit

(A2, fo(ze)) = 0,
(A F() > —Vellz|(Aa, k%) Vo e Xo(z.)

Die Struktur der Voraussetzungen fiir Satz 4.10 lehnen sich an die Voraussetzungen von Theo-
rem 2.3 an. Wie bereits erwihnt, erlaubt Theorem 2.3 weitere Spezialisierungen fiir den konvexen
(vgl. Satz 2.4) und den differenzierbaren Fall (vgl. Satz 2.5). Ebenso folgen aus Satz 4.10 die Sétze
4.11 (im konvexen Fall) und 4.12 (im differenzierbaren Fall).

Satz 4.11 Gegeben seien € > 0 und ein Punkt xqg € S mit
(fi(wo) —ek® = K\ {0™}) N f1(S) = 0.

Sei die Menge X konvex, seien die Funktionen fi und fo konvex und sei f3 affin.

Dann existiert ein T, € S mit

(i) (fi(ze) —ek® = R \{0™ ) N f1(S) =0,
(ii) |lwe — 2ol < VE,

(iti) Es existiert ein Multiplikator A € R™\ {0™} mit Ay > 0™, Ay > 02,

A f@) = (s filee) > —Velo—az||(A, k%) VzeX,
(A2, fa(ze)) = 0.

Beweis. Wie im im Beweis von Satz 2.4 (vgl. [5], Corollary 4.2) gezeigt wird, erfiillen unter den dort
angegebenen Voraussetzungen die Menge X := X — xo und die Funktion F(z) := f(x 4+ x9) — f(20)
die Voraussetzungen (a) — (d) von Theorem 2.3.

Aus analogen Griinden erfiillen unter den Voraussetzungen des zu beweisenden Satzes die Menge
Xo(Z) :== X — & und die Funktion Fj(z) := f(z + &) — f(&) die Voraussetzungen (i) — (d) von
Satz 4.10 und zwar fiir jedes beliebige T € X.
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Dann folgt aus Satz 4.10 die Existenz eines z. € S mit den Eigenschaften (i) und (ii), fiir das
dariiberhinaus gilt:

Es existiert ein A € R™ \ {0™} mit A; > 0™, Ay > 02,

(A2, fa(we)) =0

und

N flat) = flz)) = —Velel|(a,k%)  VoeX —a.,
M\ flata)) = (M, filze) > —Vellzll(M, k%) Ve e X —a,
N f@) = O, filee)) =2 —Vellz —ae||(A, k%) Vo e X,

Satz 4.12 Gegeben seien € > 0 und ein Punkt xqg € S mit
(fi(wo) —ek® = K\{0™}) N f1(8) = 0.

Die Funktion f sei auf der Menge {Z € X; ||Z — xo|| </} Fréchet—differenzierbar.
Dann existiert ein x. € S mit

(i) (fi(ze) —ek® = R\ {0™}) N f1(S) =0,

(i) [lze — oll < VE,

(iii) Es existiert ein Multiplikator A € R™ \ {0™} mit A\ > 0™, Ay > 0™2,

mi mao m3
Z A, fri(ze) + Z Aoy for (@) + Z s, [y (@)
k=1

i=1 =1

< Ve, KDY,

(A2, fa(ze)) = 0.

Beweis. Wie im im Beweis von Satz 2.5 (vgl. [5], Corollary 5.2) gezeigt wird, erfiillen unter den
dort angegebenen Voraussetzungen die Menge Xy := X und die Funktion F(z) := f'(zo)(z) die
Voraussetzungen (a) — (d) von Theorem 2.3.

Aus analogen Griinden erfiillen unter den Voraussetzungen des zu beweisenden Satzes die Menge
Xo(#) := X und die Funktion Fj(x) := f'(&)(z) die Voraussetzungen (a) — (d) von Satz 4.10 fiir jedes
beliebige Z € X' mit || — 20| < /2.
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Dann folgt aus Satz 4.10 die Existenz eines z. € S mit den Eigenschaften (i) und (ii), fiir das
dariiberhinaus gilt:

Es existiert ein A € R™ \ {0™} mit A; > 0™, Ay > 02,

(A2, fa(ze)) =0
und
A f'(@e) (@) = =Vel|z (A, k%) Vo e X
Aus Symmetriegriinden gilt daher auch
[N (@) (@))| < VElloll (A, k%) Vo e X.

Daraus folgt schlieflich

my ma m3
Z A, fri(ze) + Z Aoy for (@) + Z s, fo (@)
k=1

i=1 =1

*

S M Flia) @)+ 3 Ao Fhila) @) + S Dty fiyle) (@)
=1 k=1 =1
= sup |\ (@) (@))]

llzll=1

< Ve sup [lafl(h, k%)

llzll=1

= VE(,KO).

= sup
[ll|=1

Bemerkung 4.7 Satz 4.12 ist die Erweiterung eines bekannten Resultats von Ekeland (vgl. [11],

Theorem 3.1) fiir Probleme mit vektorwertigen Zielfunktionen. Die dort verwendete Regularititsbedin-
gung

Die Fréchet-Ableitungen f3, (z) (k € I(z)) und f5,(x) (I € {1,...,m3}) sind fiir jedes x
mit ||z — zo|| < /€ linear unabhingig.
(Hierbei sei I(z) :={k € {1,...,ma}| fax(z) = 0}.)

sichert auch im Fall von Satz 4.12 in (i) die Existenz eines Multiplikators A mit Ay # 0™,

Beweis. Wire in (iii) Ay = 0™, so wiirde folgen

D Aok fal@e) + > Aau, fiy(ae) = 0.

k=1 =1
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Aus (Mg, fa(x:)) = 0 ergibt sich Ao, =0 (k € {1,...,ma} \ I(z:)). Also wire

Z )‘Qkafék(‘ré‘) + Z)‘glafél(xf) =0.
=1

kel(x:) =

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Funktionale f}, (z.) (k € I(x.)) und f3,(z) (1 € {1,...,m3})

miilte dann gelten

0 (/{ZGI(.Z‘E)),

>

N

o
I

Asp = 0 (le{l1,...,ms}).

Dies widerspricht aber A = (A1, A2, Ag) # 0™. |



