MafB- und Integrationstheorie
WS 2002/03

Prof. H.C. Grunau
E. Sassone

1 15.10.2002

1.1 Aufgabe

Gegeben seien diese 4 Operationen iiber Mengen: U, N, \ und A (symmetrische Differenz)
[AAB = (A\ B)U(B\ 4)]

1 Wenn ich nur A und () kenne, kann ich AU B und A\ B als Kombination von A und N schreiben?
Stellen Sie die jeweils anderen mit Hilfe der beiden folgenden dar:

2 Aund U
*3 A und \

*4 Uund \

1.2 x Aufgabe

Sei X beliebige Menge, fir A C X bezeichneA = X \ A.
Man zeige fiir beliebige Teilmengen A, A;, B, B; C X

A\B=AN°B (UA> =N
() =y (ua)n(un) -yuns)

7

2
1.3 Aufgabe

Gegeben sei eine Abbildung f: X — Y und A; C X.
Man beweise:

() =y s(na)nsa

1.4 x Aufgabe

Gegeben sei eine Folge ay,

Ist es wahr, dafl lim lim a,; = lim lim a,yg ?
n—oo k—oo ’ k—oo n—00 ’

Und supsup a, ; = supsup @ !
n k k n



1.5 Aufgabe

Gegeben seien die Folgen a,, und b,, mit
limsupa, = A liminfa, = a
limsupb, = B liminf b, = b

Man beweise die folgenden Ungleichungen
limsup (a, +b,) < A+ B liminf (a, + b,) > a+b
[ Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben. Die Losungen geben Sie bitte am 22.10.02
in der Vorlesung ab.]
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2.1 Aufgabe
Gegeben sei X = {x € R? : || z ||< 1}. Seien

Ay ={A C X : A hat eine zentrale Symmetrie bzgl. eines Punkts zg € X}
* Ay = {A C X : A ist punktsymmetrisch in Bezug auf (0,0) }

A3z = {A C X : A hat einen glatten Rand }.

Sind A1, As, A3 Algebren? Und o-Algebren?

2.2 Aufgabe

Gegeben seien der Einheitwiirfel in R?

X =(0,1] x (0,1] U {1,0}

und die Mengenfamilie

A={AC X : A eine Menge mit jeder Seite parallel zu einer von X und

Ve € 0A: 2z € A<« (1,0) oder (0,1) sind die &uBere Normale an A in der Punkt x oder wenn = Ecke
einer Seite mit dufleren Normale (1,0) ist }.

Ist A eine Algebra? Und eine o-Algebra?

2.3 x Aufgabe

Sei A ={A CQ: A oder®A sind endlich }.
Ist A eine Algebra? Und eine o-Algebra?

2.4 x Aufgabe

Gegeben seien eine Menge X und die Familien P(X) = {4 : A Teilmenge von X}, A= {X,0}.
Man beweise, dafl (X, P) und (X,.A) o-Algebren sind.

2.5 Aufgabe

a) Sei X =R", A ="P(X); 29 € R" sei fest. Das Dirac-Maf$} d,, in xo wird definiert durch
5 — 1 falls zg e M
10 falls wp ¢ M

Ist (X, A, dz,) ein MaBraum?
b) Seien X = Q, A= P(Q) und p das Zahlma$ .
Ist (X,.A, p) ein Maraum ?



2.6 x Aufgabe

Gegeben seien zwei offene Intervalle A = [[7, (mi,n;) ; B =[], (pi, ¢;), man schreibe die Menge AN B
als Intervall.

[ Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben. Die Losungen geben Sie bitte am 29.10.02
in der Vorlesung ab.]



MafB- und Integrationstheorie
WS 2002/03

Prof. H.C. Grunau
E. Sassone

3 29.10.2002

3.1 Aufgabe

Man beweise, daf} jede unendliche o—Algebra sogar iiberabzihlbar unendlich ist.

3.2 x Aufgabe

Gegeben sei (A;)jes eine beliebige Familie von o-Algebren; so ist A = (] A; ebenfalls eine o Algebra.
jeJ

3.3 % Aufgabe

Gegeben seien die Mafrdume (X, A, pu)gen, ist auch (3, o pux) ein Maf auf (X, A)?

Definition
Sei X eine beliebige nichtleere Menge. Wir nennen eine Funktion
p:P(X)—R
eine dufleres Maf$ auf X, falls gilt:
L p(0) =05
2. stets gilt: M C N = pu(M) < u(N);

3. stets gilt: 1 (Upen M) < D pen i (My).

3.4 « Aufgabe
Wir definieren die folgende Abbildung p* : P(R™) — [0, o0], so dafl p*(0) = 0 und fiir M # 0:
p (M) =sup{|z; —yi|, i=1,...,n, x,y € M}.

Ist p* ein dufleres Maf} ?

3.5 Aufgabe

Es sei (u})jes eine Familie von dufieren Maflen iiber P(X).
a) Zeigen Sie: u(M) = sup{u;(M);j € J} ist ein duleres Mafl .
b) Ist (M) = inf{p;(M);j € J} ein duBeres MaB ?
c) Zeigen Sie: es gibt ein eindeutig bestimmtes duleres Mafl p mit
1) p < p¥ fiir alle j € J. B
2) Ist A ein weiteres dufleres Mafl mit A < uj* fir alle j € J, so folgt A < 1.



3.6 * Aufgabe

Nehmen Sie ohne Beweis an, daf} es eine offene beschréinkte Menge G C R™ gibt mit |0G|, > 0. Diese
offene Menge ist also insbesondere nicht Jordan-mefibar.

Man beweise: Ist D eine beschrinkte offene Jordan-meBbare Menge mit G ¢ D C R", so ist A = {M C
D : M ist Jordan-mefbar } keine o—Algebra.

3.7 Aufgabe

(Lebesguesches Lemma)

Man beweise die folgende Behauptung.

Sei K C R™ eine kompakte Menge, (G;);cs eine offene Uberdeckung von K. Dann existiert ein A > 0, so
daB man fiir jedes M C K mit diam(M) < A ein ¢ finden kann mit M C G;.

[ Die mit x gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben. Die Losungen geben Sie bitte am 05.11.02
in der Vorlesung ab.]
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4.1 % Aufgabe

Sei G = [0,1]; man schneide das offene Stiick der Linge 1/¢ in der Mitte heraus; man entferne jeweils
ein (1/q)? langes offenes Stiick aus der Mitte der zwei neuen Intervalle. Wenn man unendlich oft die-
selbe Prozedur mit offenen Stiicken der Lénge (1/¢)" in allen neuen Intervallen wiederholt, bekommt
man die sogenannte Cantormenge. Man beweise, daf3 die Cantormenge mit ¢ = 3 eine iiberabzihlbare
(Lebesguesche) Nullmenge ist.

4.2 Aufgabe
Sei C' die Cantormenge mit ¢ > 4; man beweise da C' = 9C = 9(]0,1] \ C).

4.3 % Aufgabe

Ist K C R™ kompakt, so gilt:
K ist eine Lebesguesche Nullmenge genau dann, wenn K auch eine Jordansche Nullmenge ist.

4.4 x Aufgabe

Es sei X eine beliebige Menge, A ein System von Teilmengen von X und m : A — [0, o0] eine beliebige
Funktion. Die Funktion p : P(X) — [0, o0] sei definiert durch p(f) =0

w(E) =inf {3 m(4;) : A; € A, E C UA;} fiir ) # E C X mit endlichen oder abzihlbaren Uberdeckungen
(A;) von E und u(E) = oo falls es keine abzihlbare Uberdeckung von E in A gibt. Man beweise, dafl u
ein dufleres Maf auf X ist.

4.5 Aufgabe

Sei X ein metrischer Raum, A. = {A C X : diam(A) < ¢} und m(A) = h(diam(A)) wo h eine stetige
monoton wachsende Funktion ist, mit h(0) = 0. Wir wissen nach Aufgabe 4.4, da8 A ein duBleres Mafl
pe induziert. Wir definieren jetzt pu(E) = lim._o, pe(E) fiir £ C X. Man beweise, daf 1 ein dufleres Mafl
mit der folgenden Eigenschaft ist: (AU B) = u(A) + p(B), falls der Abstand der beiden Mengen A und
B grofer als Null ist.

Sei h(s) = s (« reell und positiv); wir nennen g = p(®) das a-dimensionale Hausdorff-Maj.

Das eindimensionale Hausdorff-Ma$f} ist also durch

pM(E) = lim inf {Z diam (4;) : E C UA;, diam (4;) < 6}

€—>0+

definiert. Man beweise, daff das eindimensionale Hausdorfi-Ma$ p(!) fiir stetig differenzierbare Kurven in
R™ gerade die Kurvenlédnge ist.



[ Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben. Die Losungen geben Sie bitte am 12.11.02
in der Vorlesung ab.]
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5.1 % Aufgabe

Gegeben seien eine Cantorsche Menge G (fiir die Definition siche man die Aufgabe 4.1) und eine be-
schrinkte offene Menge D mit G C D C R; man berechne das Maf von G.
Man beweise: A = {M C D : M ist Jordan-mefibar } ist keine o—Algebra.

Definition

Gegeben sei eine Menge M, wir definieren eine Relation ~ auf den Elementen von M. Sie wird genau
dann eine Aquivalenzrelation genannt, wenn gilt:

a) Fiir jedesa € M : a ~ a.

b) Fir allea,be M : a~b&b~a

c¢) Fir alle a,b,¢c € M mit a ~ b und b ~ ¢ folgt stets a ~ c.
Wir nennen [a] = {b € M : b ~ a} die Aquivalenzklasse von a, Klasseneinteilung die Einteilung von M
in Aquivalenzklassen. M ist paarweise disjunkte Vereinigung dieser Aquivalenzklassen.

5.2 x Aufgabe

Sei n € Z fest. Wir definieren die A quivalenzrelation Modulo n auf den Elementen von Z so, da8l a ~ b
genau dann, wenn a — b = kn fiir ein k € Z.
Man beweise, daf} dieses eine Aquivalenzrelation ist.

5.3 Aufgabe

Sei die folgende Aquivalenzrelation in R definiert : z ~ y < x —y € Q. Die zugehérigen Klassen sind
die Mengen ¢ + Q mit @ € R, und esist a+ Q = b+ Q & a — b € Q. Man wéhle aus jeder Klasse
einen Vertreter vom Betrag kleiner als 1. Es sei A C (—1,1) die Menge dieser Vertreter (hier wird das
Auswahlaxiom benutzt). In folgenden sind r, s rationale Zahlen. Man zeige:

a) (r+A)N(s+A) =0 fiir r # s.

b) U(r+A4) =R.

T
c) Fiir die Menge S = |J (r+ A) ist (—1,1) C S C (—3,3).
[r|<2

Man zeige, dafl A nicht mefibar ist.

[Hinweis: Mit Hilfe von a) und c¢) leite man aus der Mef3barkeit der Mengen r + A einen Widerspruch
ab; dabei sind die Félle A(A) = 0 und A(A4) > 0 zu unterscheiden.]



5.4

Aufgabe

Es sei p ein dueres Maf3 in R™ mit der folgenden Additivitdtseigenschaft:

w(AUB) = u(A) + u(B) falls dist (A, B) > 0, (1)

wobei dist (A, B) den Abstand der beiden Mengen bezeichnet.
Die Menge A C R™ wird analog zur Vorlesung p—mefbar genannt, wenn

W(E) = u(ENA) + u(E N °A) fiir alle £ C R™ 2)

Die py—meBbaren Mengen bilden eine o—Algebra S, auf der u o—additiv ist. Man beweise die folgenden
Sétze:

(a)

(b)

(c) %

5.5

Seien G # R™ eine offene Menge und Gj, die Menge aller Punkte z € G mit dist (z,°G) > 1, k =
1,2, .... Zeigen Sie: Hat u die Eigenschaft (1), so gilt fiir jede beliebige Menge E C G:

p(E) = lim p(E N Gy).

k—oo

Man kann Gy # () annehmen. Es sei Ry = Giy1 \ Gk, Ex = EN G und Fy = EN Ri. Man zeige
nacheinander: dist(G, Gi41) > 0, dist (R, Gi42) > 0 also dist(Ey, E\ Eg41) > 0, dist(Fj, Fy2) >
dist((Fg, E \ Ext2) > 0 (falls keine leere Menge auftritt). Aus > u(Fy) = oo folgt > p(Foy) =
oo oder Y pu(Fopyq) = oo, und hieraus ergibt sich mit (1), angewandt auf endliche Teilsummen,
lim pu(Fy) = p(F) = oo. Sind die beiden Summen konvergent, so strebt p(E \ Ex) — 0 und aus
w(E) < u(Ey) + u(E \ Ey) folgt die Behauptung.

Wenn p die Eigenschaft (1) hat, dann sind alle Borelschen Mengen p—mef3bar.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dal Bedingung (2) fiir offene Mengen erfiillt ist. Natiirlich diirfen Sie
(a) und frithere Aufgaben verwenden.

Folgern Sie daraus, dafl das Hausdorff-Maf} in der Tat ein Maf} auf der Borel-o— Algebra des R"
ist.

* Aufgabe

Man definiert die Hausdorff-Dimension fiir eine beschrankte Menge M C R™:

D(M) = inf{a: «a—dimensionales Hausdorffsches Mafl von A ist Null }

Bestimmen Sie dann die Hausdorff-Dimension von k-dimensionalen Untervektorrdumen des R™ (geschnit-
ten mit einer beliebigen Kugel).

[ Die mit x gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 19.11.02 in der Vorlesung ab.]
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6.1 Aufgabe

Man beweise, daf} jede abgeschlossene Menge H C R" eine G5— Menge ist.

6.2 Aufgabe
Sei D C R™ mefibar. Seien f : R — R stetig und ¢ : D — R meBbar. Man beweise: f o g ist auch mefibar.

6.3 x Aufgabe
Sei D C R™ meBbar. Seien g, h : D — R mefbar. Man beweise

e die Aquivalenz von (a) - (d) von Satz 4.5 fiir die Funktion h
d.h: A ist mefibar genau dann, wenn eine der folgenden gleichwertigen Bedingungen erfiillt ist:
(a) Fiir jedes o € R ist {h > a} € L(D)
(b) Fiir jedes o € Rist {h > a} € L(D)
(c) Fiir jedes o € R ist {h < a} € L(D)
(d) Fiir jedes ae € R ist {h < a} € L(D)

e g7, g"(n € N), é( falls ¢ #0 in D), g - h sind meBbar.

6.4 x Aufgabe

Seien f : By — FE5 eine Abbildung, £ eine o—Algebra auf E;. Man zeige, dal {A C Ey : f~1(A4) € &}
eine o —Algebra ist auf Fs ist.

6.5 x Aufgabe

Seien (ag)rex, K C N, die paarweise verschiedenen Werte der Treppenfunktion f, so daf die Mengen
Dy={xz e D: f(z)=ax} disjunkt sind, und f(z) =) arlp,.
k

Man beweise, daf} die Treppenfunktion genau dann mefibar ist, wenn alle D meflbar sind.

6.6 Aufgabe

Sei D C R™ mefibar. Gegeben seien zwei Funktionen f,g: D — [—00, 0c], mefibar. Man beweise, dafl die
Menge P ={z € D: f(x) < g(x)} meBbar ist.

[ Die mit x gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben.
Die Losungen geben Sie bitte am 26.11.02 in der Vorlesung ab.]
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7.1 x Aufgabe

Man beweise, daf die Menge der Punkte, wo eine Folge von reellen, meflbaren Funktionen (punktweise)
konvergiert, eine mefibare Menge ist.

Die folgenden Aufgaben beziehen sich (noch) auf das (uneigentliche) Riemann—Integral und dienen dazu,
Thnen Hilfsmittel fiir praktische Rechnungen an die Hand zu geben.

7.2 Aufgabe

Gegeben sei eine stetige Funktion f : R — R, man beweise die folgende Formel fiir radialsymmetrische
Integration:

R
= z||) dor = ne "L (r) dr
PRy [ el de = e [t an

wobei e, = vol,(B1(0)) = fBl(O) 1dz ist.

7.3 x Aufgabe
Berechnen Sie

/ exp(—22 — y?) d(z. )
RQ

und stellen Sie eine Verbindung mit dem (Gaufischen Fehler—) Integral

/ exp(—=?) dzx
R
her.

7.4 x Aufgabe
Zeigen Sie, daf} fiir das Volumen der Einheitskugel e,, = vol,(B1(0)) = [ B (0) 1 d gilt:

7Tn/2

“TrEy)

dabei ist ['(z) = [; t* 'e~" dt die Gamma-Funktion.
Hinweis: Mittels des Satzes von Fubini und Aufgabe 7.2 kénnen Sie eine Rekursionsformel fiir e,, herleiten.
Bei der Bestimmung von I' (%) hilft Aufgabe 7.3.

Bemerkung. In einer “korrekt normierten” Definition des a—dimensionalen Hausdorffmafles ist noch
der Faktor e,27% mit aufzunehmen. Die vorhergehende Aufgabe gibt uns die Moglichkeit, e, fiir reelles
positives « zu betrachten.

[ Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben. Die Losungen geben Sie bitte am 03.12.02
in der Vorlesung ab.]
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8.1 Aufgabe

Man benutze die Definition, um das Integral fol xz%dx mit o € R zu berechnen.

8.2 Aufgabe

Man beweise den folgenden Fortsetzungssatz (von Tietze):

Jede auf einer abgeschlossenen Menge A C R™ stetige und reellwertige Funktion g besitzt eine stetige
Fortsetzung h auf den ganzen Raum.

Hinweise: man nimmt eine Folge von Punkten {ay },en so dal die Folge dicht in A ist.

Dann, fiir x ¢ A sei p(x,a) = max(2 — dig(;ak), 0) und man baue die Funktion
g(x) falls z € A
h(z) = k%:l?*kp(w,ak)g(ak)

= falls x € A
kZ::I 27Fp(x,ar)

8.3 x Aufgabe

Seien D C R™, meBbar, A(D) < oo, f : R™ — R meBbar und € > 0. B
Man beweise, daf ein kompaktes K C D existiert, mit A\(D\K) < ¢, und eine stetige Funktion f : R" — R,
sodafl f = f auf K.

8.4 Aufgabe

Analog zur Vorlesung formuliere und diskutiere man das Integral auf (Ng, P(Np),Zdhlmaf).

8.5 x Aufgabe

Sei D C R™ mefibar, A(D) < oo. Sei fr, — f punktweise fast iiberall in D .
AuBlerdem existiere ein Zahl M so daf fiir jedes k gilt: |fx(x)| < M fast iiberall in D.
Man zeige, dafl

lim /th(;r)dx:/f(x)dx

h—o0

13



8.6 * Aufgabe
Man kontrolliere, falls man den lim mit dem Integral wechseln kann:

" x x
lim (1 ——=)"e2dzx
n—oo Jq n

lim fi(z) =

n—oo

K2x(1 —kx) fallsO0<ax< %;
0 falls x > %

[ Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben. Die Losungen geben Sie bitte am 10.12.02
in der Vorlesung ab.]
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9.1 x Aufgabe

Man beweise den Hilfsatz 5.4:
Seien D C R"™ eine Lebesgue-mefibare Menge und f : D — R eine beliebige Funktion. Es gebe eine
Partition 7y von D, so dal S*(|f|, m0) < oo, d.h. (AK) gelte. Dann gilt

(a) T = T = T . —00 < S*(f, 7T1) < S*(f, 7T2) < S*(f,ﬂ'g) < S*(f, 7['1) < 0
(b) Sind 7, w9 = 7o, SO ist S*(f, 7T1) < S*(f, 7'('2)

(¢) Fiir alle 7 = 7y und alle entsprechenden Stiitzstellenauswahlen gilt:

=5*(|fl;mo) < Su(f,m) < o(f,m, &) < §*(f,m) < 5°(|f],70)

9.2  x Aufgabe

Seien D C R eine mefibare Menge, f : D — R eine beliebige Funktion und es gebe eine Partition 7wy von
D, so daBl S*(|f], o) < oo, d.h. (AK) gelte.

Man beweise, dafl die Definition von (Lebesgueschem) Ober- und Unterintegral keine Abhéngigkeit von
der Wahl der Partition my hat.

9.3 Aufgabe

Sei f € L1(D). Falls m < f <n und A\(D) < oo, dann existiert ein ¢, m < ¢ < n, so daf

/ f(x)dx =cA(D)
D

9.4 x Aufgabe

Seien D € L(R™), (Dg)yeny € L(R™), D = |J Dy, DN D;j =0 falls k # j und f € LY(D).
k=1

Man beweise, dafl f auf D integrierbar ist genau dann, wenn fiir alle k¥ f auf Dy integrierbar ist und
>k Jp, [fldz < co. In diesem Falle gilt

/D f(x)dwzg RELE

15



9.5 Aufgabe
Sei f € LY(R™). Man zeige:

(a) Zu jedem £ > 0 gibt es ein K > 0, so daB mit D :={z € R": |f(z)| > K} gilt:
[ 1f@)do <.
D

(b) Zu jedem € > 0 gibt es eine beschrinkte mefibare Menge D C R™, so daf3

/ (@) de < e.
R™\D

Hinweis: Sie diirfen bereits benutzen, dafl jede integrierbare Funktion auch mefbar ist.

9.6 x Aufgabe

Sei f € £L'(R™). Man zeige: Zu jedem & > 0 gibt es ein § > 0 derart, da8 fiir jede meSbare Menge D C R"
gilt:

AMD) <6 = /D|f(:zc)|d:c§5.

Hinweis: Die vorhergehende Aufgabe.

[ Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben. Die Losungen geben Sie bitte am 17.12.02
in der Vorlesung ab.]
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10.1 Aufgabe

Man benutze den Satz von Beppo Levi, um zu beweisen

lim ——————dz.

.
o hovoo k(2 — 2)2 1 3

Y Tk+3 dx—/4 7k +3
k—o0 2 k($—2)2+3 o 2

10.2 x Aufgabe

Seien
Dy, ={(z,y) 12 >0,y >0,2> +y* < k}

—ka? 2P+ (y(k+1)?
fr=eFt2 e k2

Was koénnen wir iiber klim ka fr(z,y)d(z,y) sagen?
—00

10.3 Aufgabe

Sei f : R — R so, daf sogar |f| auf R uneigentlich Riemann-integrierbar ist. Man zeige: Dann ist
f € LYR). Gilt dieselbe Behauptung auch, wenn man nur f als uneigentlich Riemann-integrierbar
voraussetzt?

10.4 x Aufgabe

1 fallsn<z<n+1,
0 sonst.

Sei fn(x) =
a) Man finde die Funktion f(z) = lim f,(z).
b) Man beweise, daB lim [p fo(x)dz # [ f(z)dx.

c) Welche Eigenschaft des Satzes von majorisierten Konvergenz von Lebesgue ist nicht erfiillt?

10.5 x Aufgabe
Sei f:]0,1] — R eine stetige Funktion. Man beweise, daf

1
. k N
lim /0 f(z¥)dz = f(0).

k—oo

17



10.6 x Aufgabe

Sei f € L([a,b]). Man beweise, daf8 die Integralfunktion F(z) = [ f(t) dt stetig in [a, ] ist.
Hinweis: man benutze die Aufgabe 9.6.

10.7 Aufgabe

Es seien D C R™ meBbar und beschrinkt und fx (k € N),g : D — R mefibare Funktionen mit den
Figenschaften:

e Es gibt eine Konstante C' > 0 derart, daf} fiir alle £ € N gilt:
[ i@ <c.
D

o Fiir fast alle x € D gilt:
lim fr(x) =0.

k—oo

e Das folgende Integral ist endlich:

/ lg(z)]? dz < .
D

Man zeige, dafl dann gilt:

dim [ (fi(2) - g(2)) dz =0,
i |

Hinweis: Fiir beliebiges § > 0 und a,b € R hat man |ab| < §a® + 4%62. Absolutstetigkeit des Integrals.

[ Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben. Die Losungen geben Sie bitte am 14.01.03
in der Vorlesung ab.]
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11 14.01.03

11.1 Aufgabe

Man beweise den folgenden Satz iiber die Stetigkeit parameterabhéingiger Integrale:
Sei G C R™ offen, D C R™ meBbar und f : G x D — R eine Funktion, so daf} gilt:

o Fiir fast alle y € D ist G 5 z +— f(z,y) stetig.
e Firallexz € Gist D 5y f(x,y) integrierbar.

e Es gibt eine integrierbare Funktion F € £!(D), so da8 fiir alle (z,y) € G x D gilt:

|f(x,y)] < F(y).

Dann gilt:
G [ flay)dy
D

ist stetig.

11.2  x Aufgabe

Man beweise den folgenden Satz iiber die Differenzierbarkeit parameterabhéngiger Integrale:
Sei G C R™ offen, D C R™ meBbar und f : G x D — R eine Funktion, so daf} gilt:

e Fiir fast alle y € D existieren die partiellen Ableitungen G > x — 8%]_ flz,y) (j=1,...,m) und
sind stetig.

e Firallez € Gist D 5y +— f(x,y) integrierbar.

e Es gibt eine integrierbare Funktion F € £(D), so daf fiir alle (,y) € Gx D und alle j = 1,...,m
gilt:
o f(wy)| < F)

Dann ist

GBxH/jjf(w,y)dy

stetig partiell differenzierbar und es gilt:

0 0
agcj/Df(ﬂﬁ,y)dy—/Daycjf(ﬂw)dy-
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11.3 Aufgabe
Gegeben seien eine Funktion f € £! (R"), die Abbildung

1

_ ) cpe P 2] < 1
) =
A { 0 Jal=1

wo ¢, so ist, daf} fR" o(z)dr =1, und ein reeller Wert h > 0; man beweise, dafl die Abbildung

o) =35 [0 (552 s
in C*® (R") N L (R") liegt.

Hinweis: Parameterabhéngige Integrale, Satz von Fubini.

11.4 x Aufgabe

Man beweise, dafl die Gamma-Funktion

beliebig oft stetig differenzierbar ist.

11.5 * Aufgabe

Gegeben sei eine beliebige positive mebare Funktion f : R™ — [0, co]. Man priife, dafl diese Funktion
durch

L5 M (M) = /M (@) da

auf R™ ein bzgl. des Lebesgueschen Mafles A absolutstetiges Mafl u induziert.
Hinweis: Satz von Beppo Levi.

Man folgere daraus: Das Tragheitmoment eines (mefibaren) Kérpers K C R? bzgl. einer Drehachse G
kann als Maf} interpretiert werden.
Hinweis: Das Tragheitsmoment eines Korpers K bzgl. einer Drehachse G ist I' = [} d*(z)pu(z)dz, wo
d(x) der Abstand zwischen x und G und p(x) die mefibare Dichte des Korpers K ist.

[ Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben. Die Losungen geben Sie bitte am 21.01.03
in der Vorlesung ab.]
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Termin fiir die Scheinklausur: 31.01.2003, 9-11 Uhr, Gebdude 2, Raum 20

12 21.01.2003

12.1 Aufgabe
Seien f,g : R™ — R meflbar. Man zeige daf} auch die Faltung

(z,y) — f(z —y)g(y)

in R?" meBbar ist.
Hinweis: Transformationsformel in R2",

12.2  x Aufgabe

Gegeben seien das Lebesguesche Maf§ A auf R", die Menge B = {z € R" : ||z|| < 1} und die Abbildung
w: L(R™) — [0, 00], so daf fiir jedes M € L gilt:

w(M) = (M N B).

Ist p ein Maf3? Darf man den Satz von Radon-Nikodym benutzen? Falls ja, welches ist die Funktion f,
so daB (M) = [,, f(x)dz?

12.3 Aufgabe

Gegeben sei die Funktion

h(lﬁ y Z) — ﬁ falls ("L‘aya Z) ¢ Bl(o)v
e 0 falls  (z,y,2) € B1(0).

Kann man das Integral nur beziiglich x auf dem ganzen Gebiet R als reelle Zahl berechnen? und beziiglich
z? Kann man das Integral G(D) = [, h(z,y, 2)d(z,y, z) fiir jede Menge D € L(R?) (wiederum als reelle
Zahl) berechnen?

12.4 Aufgabe
Gegeben sei die Abbildung G : L(R?) — [0, 0o], definiert wie oben.

a) Ist G ein Maf3?

b) Kann man den Satz von Radon-Nikodym benutzen?
Falls ja, finde man auch die erzeugende Funktion!
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12.5 * Aufgabe

Gegeben seien das Gebiet G = {(x,,2) : =3 < z < 3, =3 < 2%y < 3} und die Funktion f(z,y,z2) = -,
man berechne das Integral mit der Transformationsformel in R3.

12.6 Aufgabe

Man berechne das Integral
/ cos(z? + y*)d(z, y).
2 +y? <5

12.7 x Aufgabe

Sei B = B1(0) € R? die Kugel vom Radius 1 mit Zentrum in dem Nullpunkt.
Seien f € L1(B), D = (0,1) x (0,7) x (0,27),

rsin(6) cos(v))
¢: D — R3, P(r,0,) = | rsin(f)sin(v))
r cos(f)

Man bestimme das Bild ¢(D). Man beweise, dafl

/ (f 0 6)(r, 6, )r2 sin(6) d(r. 8, ) = / f(y,2) d(z,y, 7).
D B

[ Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Hausaufgaben. Die Losungen geben Sie bitte am 28.01.03
in der Vorlesung ab.]
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MafB- und Integrationstheorie

WS 2002/03
Klausur, 31.01.2003, Ohne Hilfsmittel

Prof. H.C. Grunau, E. Sassone

Jede Aufgabe wird mit 5 Punkten bewertet. Ab 14 erreichten Punkten betrachten wir die Teilnahme
an dieser Klausur als erfolgreich. Viel Erfolg!
1 Aufgabe

Gegeben seien die Menge A = [0, 1] und die Familie 4 = {B C A : B = ) oder B ist endliche Vereinigung
von Intervallen mit rationalen Endpunkten }. Man beweise, dafl A eine Algebra, aber keine o—Algebra
ist.

2 Aufgabe

Ist die Funktion f: R" — R, f(z) =

n
x; auf R™ messbar? Und integrierbar?
r=1

3 Aufgabe

Man formuliere die Sitze von Beppo Levi und Lebesgue.

4 Aufgabe

L falls 224 ¢y?>>1
Gegeben sei die Funktion f: R? — R, f(x,y) = { (22+y%)2
0 falls 22 +9y? <1

Man entscheide begriindet, fiir welche y das Integral fR f(z,y)dz existiert. In diesem Fall berechne man
es.

5 Aufgabe

xz

Gegeben sei die Funktion f(z,y) = )} man berechne das Integral von f auf dem Gebiet G =
xé4y<)2
{(z,9) 12> 0,1 < (2° +9°) <e}.

6 Aufgabe
Gegeben sei die Folge von Funktionen
k45
fulz) = x2+(-DF 4 5 falls 0 <z <10,z £N,
(=1)*FK, falls 2 € [0,10] NN.

Kann man klim folo fx(z) dz berechnen? Welchen Wert erhélt man?
— 00
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7 Aufgabe

Sei D C R™ messbar, es seien f; : D — R messbar. Die Folge sei monoton wachsend: fi1(x) > fi(x);
f(z) :=limy_o fr(x). AuBerdem sei f; € £L1(D). Dann gilt:

/* f(z)dx = oo oder / f(z)dr = lim [ fp(x)dz.
D D k—oo Jp
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