UNTERLAGEN ZUR MULTIPLIKATIVEN IDEALTHEORIE IN
KOMMUTATIVEN RINGEN

VORLESUNG “KOMMUTATIVE ALGEBRA”, SOMMERSEMESTER 2008

1. NOETHERSCHE RINGE

Definition 1.1. Ein kommutativer Ring mit Eins R ist Noethersch, wenn die
geordnete Menge (Id R, C) die ACC erfiillt.

Lemma 1.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann sind daquivalent:

(1) R ist Noethersch.

(2) Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt.

(3) Jede nichtleere Menge von Idealen von R hat ein beziglich C mazimales
Element.

Satz 1.3 (Hilberts Basissatz). Sei R ein Noetherscher kommutativer Ring mit
FEins. Dann ist auch der Polynomring R[x] Noethersch.

2. SUMMEN, PRODUKTE UND QUOTIENTEN VON IDEALEN

Definition 2.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I,. Ideale
von R. Wir definieren I + J durch

I+J:={i+jliel je J}.
Lemma 2.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I,.J Ideale von

R. Dann I+ J ein Ideal von R. Auferdem ist [ +J das von IUJ erzeugte Ideal.

Definition 2.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I,. Ideale
von R. Wir definieren [ - J durch

I-J:= {ZikjklnENo,il,...,inEI,jl,...,anJ}.
k=1

Definition 2.4. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und seien I,.J Ideale
von R. Dann ist I - J ein Ideal von R. Auflerdem gilt I -J C 1IN J.
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Definition 2.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei [ ein Ideal von
R. Dann definieren wir fiir jedes n € Ny ein Ideal /™ durch
I =R, I* =117 fir k> 1.

Definition 2.6. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei A ein Ideal von R,
und sei B eine Teilmenge von R. Wir definieren

(A:B)g:={re R|¥be B:rbe A}.
(A : B)g ist der Noethersche Quotient von A und B.

Lemma 2.7. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, sei A ein Ideal von R, und
sei B eine Teilmenge von R. Dann ist (A : B)g ein Ideal von R.

3. PRIMAR- UND PRIMIDEALE

Definition 3.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei () ein Ideal von
R. @ ist primdr, wenn

(1) Q@ #R,
(2) Fir alle a,b € R mit ab € @Q gilt a € @, oder es gibt ein n € N, sodass
" € Q.
Definition 3.2. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei P ein Ideal von
R. P ist prim, wenn

(1) P£R,
(2) Fiir alle a,b € R mit ab € P gilt a € P oder b € P.

Definition 3.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von
R. Dann ist das Radikal von I gegeben durch

VI={reR|ImeN:rmel}.

Satz 3.4. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und sei I ein Ideal von R.
Dann ist /T ein Ideal von R, und es gilt I C /I. Wenn I # R, gilt auferdem
VI #R.

Satz 3.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, und sei () ein primares Ideal
von R. Dann gilt:

(1) V/Q ist prim.
(2) Fiir jedes prime Ideal P von R mit Q C P gilt auch /Q C P.

4. ZERLEGUNG VON IDEALEN

Definition 4.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von R.
Das Ideal I ist schnitt-irreduzibel wenn fiir alle Ideale A, B von R mit AN B =1
gilt: A =1 oder B = 1.
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Satz 4.2. Sei R ein Noetherscher kommutativer Ring mit Fins. Dann ist jedes
Ideal von R Durchschnitt endlich vieler schnitt-irreduzibler Ideale.

Satz 4.3. Sei R ein Noetherscher kommutativer Ring mit Eins, und sei I ein
schnitt-irreduzibles Ideal von R mit I # R. Dann ist I primar.

Satz 4.4. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, sein € N, seien Qq,...,Q,

primdre Ideale von R mit \/Qi1 = -+ =/Qn. Sei Q :== Q1N ---NQ,. Dann ist
Q primdr, und VQ = Q1 = - = /Qn.

5. EINDEUTIGKEIT DER ZERLEGUNG IN PRIMARE IDEALE

Definition 5.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, sei n € N, und seien
Q1,...,Q, und I Ideale von R mit I # R. Die Folge (Q1,...,Q,) ist eine

Darstellung von I durch grofite Primdarideale [van der Waerden, 1967], wenn
(1) Alle Q; sind primér,
(2) I=QiN---NQy,
(3) Fir alle i € {1,...,n} gilt
Q1N NQi1NQiyi NNy € Qi
(4) Fir alle 4,5 € {1,...,n} mit i # j gilt V/Q; # \/Q;.
Satz 5.2 (Lasker-Noether). Sei R ein Noetherscher kommutativer Ring mit Fins,

und sei I ein Ideal von R mit I # R. Dann gibt es eine Darstellung von I durch
grofite Primarideale.

Proposition 5.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, set B ein primares

Ideal von R, und sei A ein Ideal von R mit A Z \/B. Dann gilt (B : A)p = B.

Beweis: Sei x € (B : A)g. Wir withlen a € A mit a ¢ v/B. Es gilt 2a € B. Da
B primar ist, gilt entweder x € B oder es gibt ein n € N, sodass a” € B. Im

zweiten Fall gilt a € V/B. U
Proposition 5.4. Sei R ein Noetherscher kommutativer Ring mit Eins, sei n >
2, sei I ein primdres Ideal, und sei (Qq,...,Q,) eine Darstellung von I durch

grofite Primarideale. Dann gilt n = 1.

Beweis: Wir nehmen n > 2 an. Sei ¢ € {1,...,n} so, dass /@; minimal in
{\/Qjl7€{1,...,n} ist. Wir zeigen nun, dass fiir alle j € {2,...,m} mit j # ¢
gilt:

(5.1) VQ; £ V@i

Sei dazu j so, dass /Q; C /@;. Wegen der Minimalitdt von /@); gilt dann
VQ; = /Q; und somit j = i. Das beweist (5.1). Esgibt also ay,...,a;—1,@;41,...,a, €
R, sodass fir alle j € {1,...,n}\ {i} gilt

aje@undajg\/@.
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Sei p; so, dass ajp-j € (), und sei

pi=max {p;]j € {L,...,n}\ {i}}.

Falls Q; C I, so konnen alle anderen (); aus der Darstellung von I weggelassen
werden. Also gilt in diesem Fall n = 1.

Somit gilt also Q; € I. Sei ¢ € Q; mit ¢ & I. Es gilt
q(ar- - a;-10i410,)" € Q1N NQp = 1.

Da I primar ist, gibt es ein 0 € N mit

(ay -+ a;_1a;410,)" € 1.
DaICQ; C VQ;, gilt

(a1 a;i_1a;11am)"° € \/ Q.

Das Ideal /Q; ist prim, also liegt ein a; in \/@Q;. Das ist ein Widerspruch zur
Wahl der a;. Der Fall n > 1 kann also nicht eintreten. U

Lemma 5.5. Sei R ein Noetherscher kommutativer Ring mit Eins, seien m,n €
N, und sei I ein Ideal von R mit I # R. Seien (Q1,...,Qm) und (Ky,..., K,)
Folgen von Idealen von R. Wir nehmen an, dass (Q1,...,Qwm) und (Ki,..., K,)
Darstellungen von I durch grofite Primdarideale sind, und dass /Q1 minimal in

{(VQ;lie{j....m}}

ist. Dann gilt m = n, und es gibt es eine bijektive Abbildung = : {1,...,m} —
{1,...,n}, sodass Q1 = Krqy und fiir allei € {1,...,m} gilt:

VQi =y K-

Beweis: Wir gehen mit Induktion nach min(m,n) vor. Sei min(m,n) = 1.

Wir betrachten zuerst den Fall m = 1. Dann gilt wegen Proposition 5.4 auch
n = 1. Somit gilt I = @ und I = K7, also leistet m = idy;) das Gewiinschte.
Ebenso gilt im Fall n = 1 nach Proposition 5.4 m = 1, und somit I = ); = K;.
Damit haben wir den Induktionsanfang min(m,n) = 1 gezeigt.

Fir den Induktionsschritt nehmen wir nun an, m > 2 und n > 2. Sei P ein
maximales Element in

(5.2) (VQilie{l,....m}}U{JK;|je{1,...,n}}.

mit P # +/Q;. So ein P muss es geben: nehmen wir, an /Q; wire das einzige
maximale Element. Dann gilt v/Q; > /@2, und wegen der Minimalitit von
VQ1 somit /Q; = /Qy. Das steht im Widerspruch dazu, dass (Q1,..., Q)
eine Zerlegung in grofite Primarkomponenten ist. Wir zeigen als erstes, dass P
in beiden der in (5.2) vereinigten Mengen enthalten ist.
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Nehmen wir dazu an, dass k € {1,...,m} so ist, dass P = v/Q} und P nicht in
{VE;|j€e{l,...,n}} liegt. Es gilt nun:

(5.3) Fir alle i € {1,...,m} mit i # k gilt Q Z \/Q:.

Um (5.3) zu beweisen, nehmen wir @ C 1/Q; an. Dann gilt /Qr C /Q;, und
somit erhalten wir aus der Maximalitat von /@)y die Gleichheit \/Qr = /Q;, im

Widerspruch zu einer der Zerlegungseigenschaften. Das beweist (5.3). Ebenso
gilt

(5.4) Fir alle j € {1,...,n} gilt Qr Z VK;.

Denn /Q, C /K; bedeutet wegen der Maximalitét von /Qy, dass v/Qr =
v/Kj, im Widerspruch dazu dass P nicht in {\/K;|j € {1,...,n}} liegt. Das
beweist (5.4). Es gilt
(1:Qx) =(1:Qr),
also
(@M NQm: Qr) = (K1N--NKy: Q),

und folglich
(@i Q)i e {l..omp\ {k}} = (U : Q) lj e {Ll....n}.

Nach Proposition 5.3 gilt daher

M(@ili € {L,...,m}\ {k}} = (WK1 € {1, n} ).

Also gilt ({Q:|i € {1,...,m} \ {k}} = I C Qy, im Widerspruch zu einer
Zerlegungseigenschaft. Ebenso fiithrt der Fall, dass P unter den /K, aber nicht
unter den /@); vorkommt, auf einen Widerspruch.

Wir wissen also, dass es ein k € {2,...,m} und ein [ € {1,...,n} gibt, sodass
P = /Q, = vVK;. Wir zeigen nun, dass fiir alle ¢ € {1,...,m} und alle j €
{1,...,n} mit i # k, j # 1 gilt:

Qr- K1 € /Qiund Q- K; Z /K.

Dazu zeigen wir als erstes Qn € +/Q;. Wenn Q) C +/Q;, so gilt /Qr C VQs,
und daher wegen der Maximalitit von P auch /Qj = v/Q;, im Widerspruch zu
k # 1. Also gilt Qi € +/Q;. Ebenso gilt K; € 1/Q;. Denn wenn K; C /Q;, so gilt
VK; C /Q; und somit wegen der Maximalitit von P = /K, auch vK; = 1/Q;.
Dann gilt /Qr = v/@Q; und somit k = i, im Widerspruch zu k # i. Es gibt also
¢ € Qr\VQiund ¢ € K;\ /Q;. Da /Q; prim ist, gilt q1g2 € Q. - K; und
G142 & v/Q;. Ebenso beweist man Qi - K; € /K fiir j # 1. Es gilt

I=({@Qilie {1, ..om}} =({K;ljef1,....n}}.



6 VORLESUNG “KOMMUTATIVE ALGEBRA”, SOMMERSEMESTER. 2008
Wir berechnen (I : Q- K;). Nach Proposition 5.3 erhalten wir

QN NQr1 N(Qr: Qr - KI) N Qpra N+ N Qy
:Klﬂ"'ﬂKl_lﬂ( lZQk-Kl)ﬂKH_lﬂ'-'ﬂKn.
Da Q- K; C Qg, gilt (Qr : Qk - K;) = R, und ebenso (K; : Q- K;) = R.
Wir erhalten also zwei Darstellungen von (I : Qy - K;), eine durch m — 1 und
eine durch n — 1 Primarideale. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also ein

o {L L mp\ kY = (L e\ {1, sodass Q) = Ko und VO = /K
fir alled € {1,...,m}\ {k}. Daher leistet 7 := 7' U{(k, 1)} das Gewunschte

Theorem 5.6 (Erster Eindeutigkeitssatz). Sei R ein Noetherscher kommutativer
Ring mit Eins, und sei I ein Ideal von R mit I # R. Seien (Q1,...,Q,) und
(K, ..., K,,) Folgen von Idealen von R. Wir nehmen an, dass (Q1, ..., Q) und
(K1, ..., Ky) Darstellungen von I durch gréfite Primdrideale sind. Dann gilt
n = m, und es gibt es eine bijektive Abbildung m : {1,...,n} — {1,...,m},
sodass fir alle i € {1,...,n} gilt:

V@i = VEx).

Theorem 5.7 (Zweiter Eindeutigkeitssatz). Sei R ein Noetherscher kommuta-
tiver Ring mit Fins, und sei I ein Ideal von R mit I # R. Seien (Q1,...,Qx)
und (K, ..., K,,) Folgen von Idealen von R. Wir nehmen an, dass (Q1,...,Qn)
und (K1, ..., K,) Darstellungen von I durch gréfte Primdrideale sind, sodass fir

alle j € {1,...,n} gilt:
V@ = VK

Seii € {l,...,n} so, dass /Q; minimal in {\/Q;|j € {1,...,n}} ist. Dann gilt
Qi = K;.
Beweis: Wir betrachten die Folgen (Qf,...,Q’) und (K7,...,K/), die durch

1= Qi Q= 0@, Q) = Q; fir j € {1,. n}\{l,z} und K} = K;, K] := K,
K, = Kj fir j € {1,...,n} \ {1,i} gegeben sind. Wegen Lemma 5.5 gibt es
eine bijektive Abbildung 7, sodass /Q = ,/K;r(j) fir alle j € {1,...,n} und
Qy = K/ (- Daraus erhalten wir eine bijektive Abbildung o, sodass fiir alle
JjeAl,. n} die Gleichheit \/Qj = /Ky gilt, und weiters Q; = Ky(;). Es

gilt also VEsi) =vVQi = VK. Da (Kj,..., K,) eine Darstellung durch grosste
Primérideale 1st gilt 1 = o (7). Also gilt Q; = K;. O
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