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Der Satz von Chevalley-Warning

Seien f; € Fp[Xq,..., X, ], fi #0 fiir i = 1, ..., n. Bezeichne (S) das Gleichungssystem
filzr,...,xp) =0, i=1,...,n.

Die Losungsmenge L(.S) dieses Systems ist eine Teilmenge von (F,)". Trivialerweise ist damit 0 < |[L(S)| < p".
Fiir ein Monom X' -+ X! hei$t p = py + -+ + p, der Grad des Monoms. Der Grad eines Polynoms f ist
das Maximum der Grade der in f auftretenden Monome, geschrieben als deg f. f heifit homogen, wenn alle
Monome in f den gleichen Grad haben.

Theorem (Chevalley-Warning). Ist Y., deg f; <r, so gilt
|L(S)|=0 mod p.
Zunichst betrachten wir fiir jedes u € N das Monom X" in einer Variablen vom Grad u. Wir setzen X° = 1.

0 ,u=0,
Lemma. erm‘p ¥ = 0 ,u>1lund(p—1)tu,
-1 ,u>1lund (p—1)|u.

Beweis. Fiir u = 0 gilt offensichtlich > p 2" =p-1=0.Ist u = (p — 1)v mit v > 1, so ist
IR ST
z€F, z€F,

Auf der rechten Seite sind p — 1 Summanden gleich 1 und einer 0. Also ist die Summe gleich p — 1 = —1. Ist
nun v > 1 nicht durch p — 1 teilbar, so gibt es ein z¢ € F, mit zf # 1. Multiplizieren wir Zmelb‘,, " mit xg,
so permutieren sich nur die Summanden und wir erhalten

xgy Zx“ = Z(Jcox)“ 223:"

z€F, z€F, z€F,

und damit (zf§ — 1)(erFp %) = 0. Wegen z{ # 1 folgt hieraus, dass die Summe gleich 0 ist. O

Beweis des Theorems von Chevalley-Warning. Wir setzen P := []" (1 — ff_l) € F,[X1,..., X,
Ist z = (x1,...,2,) eine simultane Nullstelle, so gilt P(z) = 1. Ist f;(z) # 0 fiir ein i, so ist fi(z)P~1 = 1, also
1— fi(z)P=! = 0 und folglich auch P(z) = 0. Damit ist P die charakteristische Funktion von L(S). Daher gilt

|L(S)| = Z P(z) mod p.
z€(Fp)"
Es bleibt also zu zeigen, dass Exe(m,)r P(z) = 0 gilt. Es ist deg(1 — fip_l) < (p—1)(deg f;). P ist ein Polynom

mit deg P =), deg(1— fip*l) <> (p—1)(deg f;) < (p—1)r nach Voraussetzung. Wir kénnen daher P
als Linearkombination von Monomen der Form X} -+ X¥r mit pu3 + -+ + p, < (p — 1)r schreiben. Es ist in
jedem dieser Monome mindestens ein p; < (p — 1). Nun gilt nach dem allgemeinen Distributivgesetz

M1 e — 2 H
E T x." = g T g x."

ze(Fp)" z1€F, z-€Fp
Nach obigen Lemma ist mindestens einer der Faktoren gleich 0, also auch das Produkt.
Dabher ist Zze(FP)*' P(z) gleich der Summe von Nullen und also selbst gleich 0. O
Bemerkung. Fir jeden endlichen Korper K der Charakteristik p ist die Anzahl der Lésungen eines Glei-
chungssystem aus Polynomen f; € K[Xy,...,X,| durch p teilbar, wenn > deg f; < r.
Korollar. Sei f € Fy[Xq,..., X, ] homogen mit 0 < deg f < r. Dann hat f eine nichttriviale Nullstelle.
Beweis. Der Punkt (0,...,0) € (F,)" ist Nullstelle von f, weil f kein Absolutglied hat. Da deg f < r, hat f

nach dem Theorem mindestens p > 2 Nullstellen, also auch eine nichttriviale. O

Korollar. Das Polynom f = aX? +bY? + cZ? € F,[X,Y, Z] hat eine nichttriviale Nullstelle.



