+ o

v
'A‘ Universitat St.Gallen

Extrema von Funktionen zweier Variablen

mit & ohne Nebenbedingungen

EIEM- (1

Schon wieder hatte jemand Darrell einen Loffel
mit der konkaven Seite nach oben untergejubelt.



Extrema von Funktionen zweier Variablen »?
mit & ohne Nebenbedingungen ¥4 Universitit St.Gallen

In diesem Kapitel behandeln wir Extrema (z¢,vyo) von Funktionen zweier reeller

Variablen f: Dy — R, Dy C R%. Wir betrachten zwei unterschiedliche Félle:

(i) | Optimierung ohne Nebenbedingung: Die Wahl der Variablen x und y ist nicht
eingeschriankt, daher kénnen die Extrema (z¢,yo) beliebige Werte des Defi-

nitionsbereichs D¢ annehmen;

(ii) |Optimierung mit Nebenbedingung: Die Extrema miissen eine zuséitzliche Be-
dingung, genannt Nebenbedingung, erfiillen, was sich als ¢(z¢, yg) = 0 schrei-
ben lasst, wobei ¢ : D, — R, D, C R?, selbst eine Funktion zweier Variablen

1st.

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seite 23
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Programm YA Universitit St.Gallen

1. Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung
Notwendige Bedingungen

2. Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung
Hinreichende Bedingungen

3. Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingung
Fragestellung

4. Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingung
Variablensubstitution (Reduktionsmethode)

5. Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingung

Methode der Lagrange-Multiplikatoren

Reto Schuppli: Mathematik B
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Lernziele YA, Universitit St.Gallen

1. Sie kdbnnen Extremwertprobleme bei Funktionen mehrerer
Variablen mit und ohne Nebenbedingungen erkennen und
formalisieren.

2. Sie kennen die notwendigen und hinreichenden Bedingun-
gen fur das Vorliegen von Extremstellen bei Extremwert-
problemen mehrerer Variablen mit und ohne Nebenbe-
dingungen.

3. Sie kennen das Vorgehen fur das Losen von Extremwert-
problemen bei Funktionen mehrerer Variablen mit und ohne
Nebenbedingungen und kOnnen es anwenden.

Reto Schuppli: Mathematik B



%
YA, Universitit St.Gallen

1 = Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung
Notwendige Bedingungen

Reto Schuppli: Mathematik B



Was sind Extremstellen?

A

Rand

absolutes Maximum
imum

rel. Mirpimum

%
YA, Universitit St.Gallen

impm

absolutelas Minirhum

a

Reto Schuppli: Mathematik B
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Notwendiges Kriterium fur relative Extremstellen 'f.
(Fermatsches Kriterium fiir ein lokales Extremum, 1636/38) YA, Universitit St.Gallen
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Theorem 10.15 (Notwendige Bedingungen fiir Extremalstellen). Sei f : Dy — R auf dem offenen

Intervall (a,b) C Dy differenzierbar. Wenn xo € (a,b) ein lokales Extremum von f ist, dann ist

f'(zog) = 0.

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum Mathematik A, Seite 177



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung <

Notwendige Bedingungen ‘: Universitit St.Gallen

I

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 24 & 25



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung <

Notwendige Bedingungen [Euler, 1755] 3&' Universitit St.Gallen

Theorem 12.1 (Notwendige Bedingungen fiir Extrema). Sei f : Dy — R, Dy C R2, partiell

differenzierbar. Wenn (zo,yo0) € Dy ein Extremum von f ist (d.h. entweder ein lokales Maximum
oder ein lokales Minimum), dann gilt

fz(xo,y0) = 0 und fy(x0,%0) = 0, (12.1)

d.h., dass die partiellen Ableitungen von f im Punkt (zq,vyo) gleich Null sind.

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seite 24
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Wirkungsverlauf von Medikamenten &~ Universitit St.Gallen

Die Wirkung W(x,t), die x Einheiten eines Medikaments t
Stunden nach der Einnahme auf einen Patienten haben,
wird in vielen Fallen dargestellt durch die Funktion:

W(xt)=x*-(a-x)-t*-e” =(a-x2—x3)-t2-e‘t

Reto Schuppli: Mathematik B
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Wirkungsverlauf von Medikamenten Y& Universitit St Gallen

Bestimmen Sie die Dosis und die Zeit t so, dass W(x,t)
maximal ist!

W(x,t)=x2-(a—x)-t2-e‘t=(a-x2—x3)-’[2-e‘t

Reto Schuppli: Mathematik B
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Wirkungsverlauf von Medikamenten Y& Universitit St Gallen

W(x,t)=x*-(a-x)-t*-e =(a-x2—x3)-’[2-e‘t

A

Reto Schuppli: Mathematik B
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Wirkungsverlauf von Medikamenten Y& Universitit St Gallen

W,t) =x%?-(a—x) - t>-et =(ax?—x3) -t?-et

ow

= E(x,t) = (2ax —3x?) ‘t?-et =x-2a—-3x) ‘t?-et =0
2
= | x=0 |V x=§a vV | t=0
offensichtliches offensichtliches

Minimum Minimum

ow
= —(x,t)=x*(a—x) -QRt-et—t?¢.e7t

)= 22 (@—x) - ( 6™

=x?-(a—x)t-et-(2—-t)=0
= | x=0 |V | x=a| V|t=0 1|V [ Tt=2

offensichtliches offensichtliches offensichtliches
Minimum Minimum Minimum

Reto Schuppli: Mathematik B
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Wirkungsverlauf von Medikamenten Y& Universitit St Gallen

Die maximale Wirkung wird zur Zeit t = 2 erreicht,

wenn die Doxis X =§ -a verabreicht wird.

Reto Schuppli: Mathematik B



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung <

Notwendige Bedingungen [Euler, 1755] 3&' Universitit St.Gallen

Theorem 12.1 (Notwendige Bedingungen fiir Extrema). Sei f : Dy — R, Dy C R2, partiell

differenzierbar. Wenn (zo,yo0) € Dy ein Extremum von f ist (d.h. entweder ein lokales Maximum
oder ein lokales Minimum), dann gilt

fz(xo,y0) = 0 und fy(x0,%0) = 0, (12.1)

d.h., dass die partiellen Ableitungen von f im Punkt (zq,vyo) gleich Null sind.

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seite 24
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Die notwendige Bedingungen sind nicht
hinreichend!

3

Gegenbeispiel:
Sattelflache

f(Xy,Y,)=0
f,(X,¥0)=0

(Xo,Yo) ist kein lokales
---]-___‘_ ___________ vig Extremum

Reto Schuppli: Mathematik B
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2. Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung
Hinreichende Bedingungen

Reto Schuppli: Mathematik B



Hinreichendes Kriterium fur relative ',
Extremstellen " Universitit St.Gallen

Theorem 10.16 (Hinreichende Bedingungen fiir Extremalstellen). Sei f : Dy — R eine n-mal
differenzierbare Funktion auf dem offenen Intervall (a,b) C Dy und zo € (a,b). Wenn es eine

gerade natirliche Zahl n > 2 gibt, so dass

f/(170) — f”(il’-O) . — f('n—l)(ajo) —0

und

f(n) (zo) #0

gilt, dann ist zo eine lokale Extremalstelle von f. Fiir ™ (x¢) > 0 ist zo ein lokales Minimum und

fiir £ (zq) < 0 ist xo ein lokales Mazimum.

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum Mathematik A, Seite 177



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung "

Hinreichende Bedingungen: Vermutung S U et @ e

Nl « 3
3L=5’\+LE,-|03;L~{X'L>103‘) S
log 2o B = 1oy, 40
)
Ioj,x:\ - |°Sa3
loq X1E

¥ )|

T el Ay
/

fx(Xo,¥0) =0 und fy(XO,yO) =0
und fxx(XO,yO) <0und fyy(XanO) <0
=  fhatin (XqYp) ein lokales Maximum

Diese Vermutung ist falsch!

Reto Schuppli: Mathematik B



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung "

Hinreichende Bedingungen: Gegenbeispiel S U s Sea e

fX(XanO) = 0 und fy(XOsyO) =0

und  fu(X0,Yo) < 0 und f,y(Xo,Yo) < O
aber:  fhatin (Xq,Y) kein lokales Maximum

Reto Schuppli: Mathematik B



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung -
Hinreichende Bedingungen: 2. Gegenbeispiel g j.iversitit St.Gallen

f(x,y) =X -4-xy+y’
f(xy)=2x-4-y=0 f(xy)=2y-4-x=0
= X, =2Y, = Y, =2X,

P(0,0) ist der einzige Kandidat flr eine Extremstelle.

f (xy)=2=1_,(0.0)>0 f,(xy)=2=1,00)>0

XX

P(0,0) ist aber kein Minimum, denn:

Veranderung in Richtungy =x:  Veranderung in Richtung y = -x:
f(X,X) = x> =4 X X+ X =-2- X f(x,-X)=x> =4 X =X+ (-X)? =6- x>
fallend wachsend

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seite 25



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung -
Hinreichende Bedingungen: 2. Gegenbeispiel g j.iversitit St.Gallen

f(X,y)=X"-4-X-y+Vy°

A
f wachsend f fallend
>
X
f fallend f wachsend

P(0,0) ist ein Sattelpunkt!

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seite 25



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung

Hinreichende Bedingungen: 2. Gegenbeispiel ‘E Ui S Q@ e

f(X,y)=X"-4-X-y+V°

Reto Schuppli: Mathematik B



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung "
Hinreichende Bedingungen 'A‘ Universitat St.Gallen

Moral:

Nicht nur die Steigungen

In x- und y-Richtung spielen
eine Rolle — auch die
»~ZWischenrichtungen® mussen
miteinbezogen werden!

Reto Schuppli: Mathematik B



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung

s 4
Hinreichende Bedingungen [Lagrange, 1759] ;" Universitit St.Gallen

Theorem 12.2 (Hinreichende Bedingungen fiir Extrema). Sei f : Dy — R, Dy C R?, eine

zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion zweier Variablen. Sei (xo,y0) € Dy ein stationdrer
Punkt von f, also

fz(x0,%0) =0, fy(zo,y0) = 0.

erfullt ist, dann ist (xo,yo) ein Extremum von f. Ausserdem gilt:

Wenn

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seite 25



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung ]

Beispiel ¥4 Universitit St.Gallen

f(X,y)=X"+y*+Xy+X-V
Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung:
f(X,y)=2X+y+1
f,(xy)=2y+x-1

f (Xy)=2
f, (Xy)=1,(xy)=1
f,(xy)=2

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seite 26



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung ]

Beispiel ¥4 Universitit St.Gallen

f(X,y)=X"+y°+Xy +X -V
Notwendige Bedingungen:
f(X,,Y,) =2x0+y0+1!=0
f,(X0,¥0) =2y, + X, —1!=O
2X, +Y, +1!=O = Y, =-2X,-1
2y, + X, —1!=O =  2:(-2X,-1)+X,-1=0
-3 X,-3=0 = X,=-1 = y,=1

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seite 26



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung <

Beispiel ¥4 Universitit St.Gallen

f(X,y)=X"+y*+Xy+X-V

Notwendige Bedingungen:

Die Funktion f kénnte im Punkt (-1,1) ein Extremum
haben!

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seite 26



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung

Beispiel

Hinreichende Bedingungen:

%
A, Universitit St.Gallen

f(X,y)=X"+y*+Xy+X-V

notwendige

fiir Maximum

fiir Minimum

fiir Sattelpunkt

- ff:fy:u fr:fy:U f.z*:fy:U
Bedingungen
Joe <0, fyy <0 Jee >0, fyy >0
hinreichende
2 2 2 g
Bedingungen few  foy — fl‘y >0 Jaz - fuy = fl‘y >0 faz - foy — fl‘y <U

f (-11)=2>0

Reto Schuppli: Mathematik B

f (-11)=2>0

f (~11)=1
£ (-11)f (-1 -f2 (-11)=2:2-£ >0

Skriptum, Seite 26




Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung <

Beispiel ¥4 Universitit St.Gallen

f(X,y)=X"+y*+Xy+X-V

Notwendige Bedingungen:

Die Funktion f konnte im Punkt (-1,1) ein
Extremum haben!

Hinreichende Bedingungen:

Die Funktion f hat im Punkt (-1,1) ein
relatives Minimum!

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seite 26



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung "
Okonomisches Beispiel 'A‘ Universitat St.Gallen

X = produzierte bzw. verkaufte Einheiten des Gutes A |

y = produzierte bzw. verkaufte Einheiten des Gutes B [+

R(x,y) = 30-x + 50-y Erl6sfunktion

C(x,y) =300 + x>+ 1.5.y2 + 25-x — 35y Kostenfunktion

P(x.y) = R(x,y) = C(x,y)
=30-x + 50-y — (300 + x2+ 1.5.y?2 — 25.-x — 35-y)
=-x?-1.5y2+55x + 85y - 300 Gewinnfunktion

FUr welche Produktionsverteilung (x,,Y,) ist der Gewinn maximal?

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 23 & 28-29



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung <
Okonomisches Beispiel 'A‘ Universitat St.Gallen

P(x,y) =-x2-1.5.y2+55x+85y-300 Gewinnfunktion

Notwendige Bedingungen:
P(Xx,y)=-2x+55 = —2x0+55;0 = x0=?=27_5

P,(x,y)=-3y+85 = —3y0+85¥0 = yo=%=28.§

Einzig mogliches Maximum (Xq,Yo) = (27.5,28.338...)!

Hinreichend Bedingungen:
P(xy)=-2x+55 = P_(xy)=-2,P_ (x,y)=0

H Xy

Py(x’y) - = 3y +85 = Pyy(X,Y) = -3, Pyx(Xay) =0

PXX(§,8_5)=-2, P (58_5)=o, P (5,8_5)=—3
>3 273 w23

55 85 55 85 55 85\ | 4
(23 BE (35| oot
(Xo,Yo) = (27.5,28.333...) ist ein lokales Maximum!

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 23 & 28-29



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung >
iISDI N . i
Beispiele YA, Universitit St.Gallen

* Weitere Beispiele finden
Sie im Skriptum!

®
py

I

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 26-28



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung
Beispiel aus der Assessmentprufung 2017 ‘E Universitit St.Gallen

Sei f:R X R — R eine Funktion zweier Variablen definiert durch
fx,y)=(x+y+a)-e*—e’.

Untersuchen Sie die Funktion f auf stationare Punkte und bestimmen
Sie gegebenenfalls, ob ein Maximum, ein Minimum oder ein Sattel-
punkt vorliegt.

1. Ableitungen:
i,y)=e*+(x+y+a)-e*=x+y+a+l)-e”
fy(x,y) =e* —¢e”
fx(,y) =e* +(x+y+a+l)-e*=x+y+at+2)-e”
foy(x,¥) = fyx(x,y) = €e*
fyy(x,y) = —¢€”

Reto Schuppli: Mathematik B



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung
Beispiel aus der Assessmentprufung 2017 ‘E Universitit St.Gallen

Sei f:R X R — R eine Funktion zweier Variablen definiert durch
fx,y)=(x+y+a)-e*—e’.

Untersuchen Sie die Funktion f auf stationare Punkte und bestimmen
Sie gegebenenfalls, ob ein Maximum, ein Minimum oder ein Sattel-
punkt vorliegt.

2. Notwendige Bedingungen:
hy)=(@+y+a+1)-e¥=0 | f(xy)=e*—e’= 0
= x+y+a+1=0 = e¥—-eV=0 = x=y

a+1_
5 =Y

= 2x+a+1 =0 = x=-—

+1 +1 0 - - .
= (—az ,—az) einziger stationarer Punkt

Reto Schuppli: Mathematik B



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung
Beispiel aus der Assessmentprufung 2017 ‘E Universitit St.Gallen

Sei f:R X R — R eine Funktion zweier Variablen definiert durch
fx,y)=(x+y+a)-e*—e’.

Untersuchen Sie die Funktion f auf stationare Punkte und bestimmen
Sie gegebenenfalls, ob ein Maximum, ein Minimum oder ein Sattel-
punkt vorliegt.

3. Hinreichende Bedingungen:
a+1

2

(— azl, — a;1) einziger stationéarer Punkt 9 = —

fix(y) =@ +y+a+2)-e* = f,. 09 =e’

foy(,y) = fyx(x,y) = e* = fry 9,9) = e’

fry(x,y) = —e” = f,y (9,9) = —e?
= fox 0,9,y ©,9) = (fiy @,9))" = €” -(—e?) — (7)< 0

Reto Schuppli: Mathematik B



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung

Beispiel aus der Assessmentprufung 2017 g% niversitit St.Gallen

Sei f:R X R — R eine Funktion zweier Variablen definiert durch
fx,y)=(x+y+a)-e*—e’.

Untersuchen Sie die Funktion f auf stationare Punkte und bestimmen
Sie gegebenenfalls, ob ein Maximum, ein Minimum oder ein Sattel-
punkt vorliegt.

3. Hinreichende Bedingungen:
a+1

2
= fo 0,9)fyy @9) = (fiy9,9))" = ? (—e®) = (¢®)’< 0

(— azl, — a;1) einziger stationéarer Punkt 9 = —

fiir Maximum fiir Minimum fiir Sattelpunkt
notwendig

fl‘:fy:U fl‘:fy:() fl‘:fy:U
Bedingung

fez <0, fyy <0 fez >0, fyy >0
hinreichend:
2 < 2 - 2

Bedingun f.rx . fyy - f.ry >0 f-rr : fyy - f:cy >0 fxx : fyy o fa:y <0

Reto Schuppli: Mathematik B




Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung
Beispiel aus der Assessmentprufung 2017 ‘E Universitit St.Gallen

Sei f:R X R — R eine Funktion zweier Variablen definiert durch
fx,y)=(x+y+a)-e*—e’.

Untersuchen Sie die Funktion f auf stationare Punkte und bestimmen
Sie gegebenenfalls, ob ein Maximum, ein Minimum oder ein Sattel-
punkt vorliegt.

3. Hinreichende Bedingungen:
a+1

2
= fo 0,9)fyy @9) = (fiy9,9))" = ? (—e®) = (¢®)’< 0

(— azl, — a;1) einziger stationéarer Punkt 9 = —

a+1 a+1
= (— o~ 2) Sattelpunkt

Reto Schuppli: Mathematik B



Extrema von Funktionen zweier Variablen ohne Nebenbedingung >

Beispiel aus der Assessmentprufung 2017 ?g Universitit St.Gallen

Reto Schuppli: Mathematik B
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3 = Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen
Fragestellung

Reto Schuppli: Mathematik B



EinfUhrungsbeispiel 1: w?
Nutzenmaximierung eines Konsumenten YA Universitit St.Gallen

c; = konsumierte Menge des Gutes 1

C, = konsumierte Menge des Gutes 2

p, = Preis einer Einheit des Gutes 1

P, = Preis einer Einheit des Gutes 2

e = verfligbares Einkommen (Budget)

u = u(c4,C,) = Nutzen eines Konsumenten

Gesucht: Konsumplan (c{*,c5*), ¢4* >0, ¢,* > 0 mit
Extremalbedingung: u(ci,c,) maximal

Nebenbedingung: ps-cy + p» -C, = € (Budgetrestriktion)

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 29 & 31-32 & 35-36



EinfUhrungsbeispiel 1: w?
Nutzenmaximierung eines Konsumenten YA Universitit St.Gallen

c; = konsumierte Menge des Gutes 1

C, = konsumierte Menge des Gutes 2

p, = Preis einer Einheit des Gutes 1

P, = Preis einer Einheit des Gutes 2

e = verfligbares Einkommen (Budget)

u = u(c4,C,) = Nutzen eines Konsumenten

Gesucht: Konsumplan (c{*,c5*), ¢4* >0, ¢,* > 0 mit
Extremalbedingung: u(ci,c,) maximal

Nebenbedingung: : o(c4,C,) :=p4:Cy + P» -C, - € = 0 (Budgetrestriktion)

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 29 & 31-32 & 35-36



EinfGhrungsbeispiel 1: v

Nutzenmaximierung eines Konsumenten YA Universitit St.Gallen

EB: u(c4,c,) maximal

NB: ¢(C1,C5) :=P4-Cy + P2Co—€ =0

Reto Schuppli: Mathematik B



EinfUhrungsbeispiel 2:
K s . Prod '<
ostenminimierung eines Produzenten & Universitit St.Gallen

K = Kapitaleinsatz

A = Arbeitseinsatz

Ck = Kostensatz fur Kapitalbenlutzung

ca = Lohnsatz

Q* = P(K,A) = Output der Produktionsfunktion P
C(K,A) = ck-K + c,-A = Produktionskosten

Gesucht: Produktionsplan (K*,A*), K* > 0, A* > 0 mit
Extremalbedingung: C(K,A) = cx-K + c5-A minimal

Nebenbedingung: P(K,A) = Q*

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 29 & 36-38



EinfUhrungsbeispiel 2:
K s . Prod '<
ostenminimierung eines Produzenten & Universitit St.Gallen

K = Kapitaleinsatz

A = Arbeitseinsatz

Ck = Kostensatz fur Kapitalbenlutzung

ca = Lohnsatz

Q* = P(K,A) = Output der Produktionsfunktion P
C(K,A) = ck-K + c,-A = Produktionskosten

Gesucht: Produktionsplan (K*,A*), K* > 0, A* > 0 mit
Extremalbedingung: C(K,A) = cx-K + c5-A minimal

Nebenbedingung: ¢(K,A) := P(K,A) -Q* =0

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 29 & 36-38



EinfUhrungsbeispiel 2:
K - - - - P d "
ostenminimierung eines Produzenten & Universitit St.Gallen

200

100

NB: o(K,A) = P(K,A) — Q* = 0

Reto Schuppli: Mathematik B



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen <
Fragestellung: Allgemeine Formulierung T4 Universitit St.Gallen

|
(20,90 (@0, %)) 7 = f(z,)’
Gesucht: (x*,y*) mit

Extremalbedingung (EB):
z = f(x,y) extremal

(minimal/maximal) n 0.5
1
Nebenbedingung (NB): / ‘
PO T plz,y) =0
0.5 1 0
z 1.5

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 29-30
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4. Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen

Optimierung durch Variablensubstitution
(Reduktionsmethode)

Reto Schuppli: Mathematik B



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen -
Variablensubstitution/Reduktionsmethode & Universitit St.Gallen

Voraussetzung: Die Nebenbedingung lasst sich nach einer Variablen
auflosen

z. B. o(x,y) =0 <y =h(x)
Vorgehen: Einsetzen in Extremalbedingung

f(x,y) = f(x,h(x)) =: F(x)

L6sen des Extremalproblems flr die Funktion F(x)
einer Variablen!

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seite 30



EinfUhrungsbeispiel 1: ?
Nutzenmaximierung eines Konsumenten ¥4 Universitit St.Gallen

c; = konsumierte Menge des Gutes 1

C, = konsumierte Menge des Gutes 2

p, = Preis einer Einheit des Gutes 1

P, = Preis einer Einheit des Gutes 2

e = verfligbares Einkommen (Budget)

u = u(c4,C,) = Nutzen eines Konsumenten

Gesucht: Konsumplan (c{*,c5*), ¢4* >0, ¢,* > 0 mit
Extremalbedingung: u(c4,c,) maximal

Nebenbedingung: : o(c4,C,) := p4-Cy + P» -Co - € = 0 (Budgetrestriktion)

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 29 & 31-32 & 35-36



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen "
Variablensubstitution/Reduktionsmethode: Beispiel 'A Universitat St.Gallen

Gesucht: Konsumplan (c4*,c,*), ¢4* > 0, ¢,* > 0 mit
Extremalbedingung: u(c,,c,) = 5:In(cy + 3) + In(c, + 1) maximal

Nebenbedingung: ¢(C4,Cy) :=2:C4 + C, - 5 = 0 (Budgetrestriktion)

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 31-32



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen "
Variablensubstitution/Reduktionsmethode: Beispiel 'A Universitat St.Gallen

Gesucht: Konsumplan (c,*,c,*), ¢;* > 0, ¢,* > 0 mit
Extremalbedingung: u(c4,c,) = 5:In(cy + 3) + In(c, + 1) maximal
Nebenbedingung: ¢(Cy,C,) :=2-C; + C, - 5 = 0 (Budgetrestriktion)
= C,=5-2-C,
= u(c,)=5-In(c,+3)+In([5-2-c,]+1) =5-In(c,+3)+In(6-2-c,)

Notwendige Bedingung:

o ) 2 ! ) 2
u(C1)= * - *=O = — = -
c,+3 6-2-c, c,+3 6-2-c,
N 5.(6_2.C;)=2.(C;+3) = 30-10'c =2-c +6
— 24=12-¢ = C:=2 [einzig mOgliche Extremstelle]

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 31-32



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen "
Variablensubstitution/Reduktionsmethode: Beispiel 'A Universitat St.Gallen

Gesucht: Konsumplan (c,*,c,*), ¢;* > 0, ¢,* > 0 mit
Extremalbedingung: u(c4,c,) = 5:In(cy + 3) + In(c, + 1) maximal
Nebenbedingung: ¢(Cy,C,) :=2-C; + C, - 5 = 0 (Budgetrestriktion)
= C,=5-2-C,
= u(c,)=5-In(c,+3)+In([5-2-c,]+1) =5-In(c,+3)+In(6-2-c,)
Hinreichende Bedingung:

u(c,)=5-(c,+3) -2:(6-2-c,)"

" 2 - > :
= U'(c,)=-5-(c,+3) -2-(-1)-(6-2-¢,) .(_2)=_(c +3)2_(6—2'C)2
5 4 1 |

= U'(c,=2)=- (2 A 3)2 - (6 5. 2)2 <0 [(lokales) Maximum!]

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 31-32



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen "
Variablensubstitution/Reduktionsmethode: Beispiel 'A Universitat St.Gallen

Gesucht: Konsumplan (c,*,c,*), ¢;* > 0, ¢,* > 0 mit
Extremalbedingung: u(c4,c,) = 5:In(cy + 3) + In(c, + 1) maximal
Nebenbedingung: ¢(Cy,C,) :=2-C; + C, - 5 = 0 (Budgetrestriktion)
= C,=5-2-C,
= u(c,)=5-In(c,+3)+In([5-2-c,]+1) =5-In(c,+3)+In(6-2-c,)
Resultat:
FUrc*=2undc,”=5-2¢c,* =1

hat man ein lokales Maximum!

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 31-32



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen <
N . e
Bemerkung 1 YA, Universitit St.Gallen

Wir miissen darauf hinweisen, dass der explizite Ausdruck y = h(x) nicht immer
aus dem impliziten Ausdruck ¢(z,y) = 0 hergeleitet werden kann. Darum kann
die Optimierung durch Variablensubstitution nicht immer angewandt werden. Als
Beispiel betrachten wir die Gleichung 22+ = 4. Diese Nebenbedingung an (x,v)
besagt, dass die Zielfunktion auf der Menge der Punkte (z,y) optimiert werden
soll, die auf dem Rand eines Kreises mit Mittelpunke (0,0) und Radius 2 liegen.
In diesem Fall lisst sich der implizite Ausdruck z? 4+ y? = 4 nicht eindeutig als
explizite Funktion der Form y = h(x) schreiben und die Substitutionsmethode

kann nicht angewandt werden.

Die Methode der Variablensubstitution (Reduktionsmethode)
lasst sich nicht immer anwenden!

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seite 30



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen <
N . e
Bemerkung 2 YA, Universitit St.Gallen

Ein weiteres Problem der Substitutionsmethode
ist, dass die notwendigen und hinreichenden Bedingungen von Problem (12.3) sich
nicht immer einfach mit dem urspriinglichen Problem (12.2) in Beziehung setzen

lassen. Dies erschwert eine mogliche 6konomische Interpretation der Resultate.

Bei der Methode der Variablensubstitution (Reduktionsmethode)
ist die 0komische Interpretation schwierig!

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seite 30
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5 = Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen

Methode der Lagrange-Multiplikatoren

Reto Schuppli: Mathematik B



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen <
Fragestellung: Allgemeine Formulierung T4 Universitit St.Gallen

Gesucht: (x*,y*) mit

|
| (0, %0, f(0, %0)) 2 = f(z,y)
Extremalbedingung (EB):
z = f(x,y) extremal 1
(minimal/maximal)

4
——————— -
4

Flache im Raum

n 05
| 1
Nebenbedingung (NB): o ‘
o(X,y)=0 Ge— ply) =0
0.5 0 y
Kurve in der x-y-Ebene . : 1.5

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 29-30



EinfGhrungsbeispiel 1: v

Nutzenmaximierung eines Konsumenten YA Universitit St.Gallen

EB: u(c4,c,) maximal

NB: ¢(C1,C5) :=P4-Cy + P2Co—€ =0

Reto Schuppli: Mathematik B



EinfUhrungsbeispiel 2:
K - - - - P d "
ostenminimierung eines Produzenten & Universitit St.Gallen

200

100

NB: o(K,A) = P(K,A) — Q* = 0

Reto Schuppli: Mathematik B



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen

Herleitung der Methode der Lagrange-Multiplikatoren ': Universitit St.Gallen

Gemeinsame Tangente
der Niveaulinie f(x,y) = ¢
und der Kurve ¢(x,y) =0

fla,y) =c \

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seite 33



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen

Herleitung der Methode der Lagrange-Multiplikatoren ': Universitit St.Gallen

Steigung der Kurve ¢(Xo,Yo) =0 = Steigung der Héhenlinie f(xq,yg) —¢c =0
_ @ (Xo:Y5) — _ f, (X0, Yo)
(py(XO’yO) fy(X01y0)

f
o oK) y%0:Yo) =:%y Lagrange-Multiplikator

cpx(XO’yO) cpy(XO!yO)

= £ (X0,¥o) =N 0, (Xq:Y0)

= £,(X0,Y0) = —Ag P, (X0, o)

0

= (X0, ¥o) + g 9, (X5,Y0)

= fy(Xo,yo)+}\'o '(Py(xo,yo) 0

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 33-34



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen ’
- i N . e
Lagrange-Bedingungen YA, Universitit St.Gallen

Lagrange-Bedingungen:

(I) fx(XO’yO)'I_)\'O. QDX(XO’yO) O

(ii) fy(XO’yo)"')"o' @y(xosyo) 0

0

(1ii) P(Xo:Yo)

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 33-34



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen

Herleitung der Methode der Lagrange-Multiplikatoren ': Universitit St.Gallen

Lagrange-Funktion:
Fx,y,24) =f(xy)+ 4 @(x,y)
Lagrange-Bedingungen:

(1) fx(Xosyo)"' Ay (PX(Xo,yo) =

(iii) P(X,Y,) =

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 33-34



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen

Herleitung der Methode der Lagrange-Multiplikatoren ': Universitit St.Gallen

Lagrange-Funktion:

F(X,y,4) = T(X,y) + A p(Xy)
Lagrange-Bedingungen:

(i) F (X0, Y05 249) =0

(ii) F, (XosY o Ag) = 0

(iii) F,(X,,Yo,4y) =0

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 33-34



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen ’
Lagrange‘sche Multiplikationsregel (1788) ': Universitit St.Gallen

Theorem 12.3 (Lagrange-Theorem, notwendige Bedingungen fiir Extrema). Seien f : Dy = R,
Dy C R2, und ¢ : D, =R, Dy C R?, partiell differenzierbare Funktionen zweier reeller Variablen.
Wenn (zo,y0) € Dy N Dy, ein Extremum von f unter der Nebenbedingung ¢(zo,yo) = 0 ist, dann

gilt
Fx(Io,yo,/\o) = 0 (129)
Fy(.’[fo,yo,/\o) = 0 (12.10)
F)\(.’Zfo,yo,/\o) = 0 (1211)
fiir Ao € R, wobei
F(z,y,A) = f(z,y) + Ap(z,y) (12.12)

die Lagrange-Funktion ist.

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 34



EinfUhrungsbeispiel 1: ?
Nutzenmaximierung eines Konsumenten ¥4 Universitit St.Gallen

c; = konsumierte Menge des Gutes 1

C, = konsumierte Menge des Gutes 2

p, = Preis einer Einheit des Gutes 1

P, = Preis einer Einheit des Gutes 2

e = verfligbares Einkommen (Budget)

u = u(c4,C,) = Nutzen eines Konsumenten

Gesucht: Konsumplan (c{*,c5*), ¢4* >0, ¢,* > 0 mit
Extremalbedingung: u(c4,c,) maximal

Nebenbedingung: : o(c4,C,) := p4-Cy + P» -Co - € = 0 (Budgetrestriktion)

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 29 & 31-32 & 35-36



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen '<
Beispiel zur Lagrange-Methode 7A. Universitit St.Gallen

Gesucht: Konsumplan (c4*,c,*), ¢4* > 0, ¢,* > 0 mit
Extremalbedingung: u(c,,c,) = = ¢,%% ¢,%° maximal

Nebenbedingung: ¢@(Cq,Cs) :=7-Cy + 5:C, - 105 = 0 (Budgetrestriktion)

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 35-36



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen '<
Beispiel zur Lagrange-Methode 7A. Universitit St.Gallen

Gesucht: Konsumplan (c4*,c,*), ¢4* > 0, ¢,* > 0 mit
Extremalbedingung: u(c,,c,) = ¢,%°- ¢,°°> maximal

Nebenbedingung: ¢(C4,Cs) = 7-Cy + 5:C, - 105 = 0 (Budgetrestriktion)
Lagrange-Funktion:
F(c,,c,A) =ci®-c5° +h-(7-¢c,+5-¢c, -105)

Lagrange-Bedingungen:

(1) Fc1(C:aC*2,7¥*) 0: 0-5°C?°'5°CZ'5+7-7\*=0

(2) F(c,c,A)=0: 05-c*-c+5-1 =0

(8) F(c,c )

0: 7-c:+5-c;—105=0

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 35-36



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen "
Beispiel zur Lagrange-Methode ¥4 Universitit St.Gallen

(1) 05 . Ci0.5 ] CO.S + 7 )\‘* _ O — 77\’* — _O.5C10.5 . 00.5
! 2 1 2

(@) 05:¢”°-c+5:1' =0 = B\ = —O.5C?'5 o205

2

(3 7-c,+5-c -105=0

7 7-n -05-¢;*°-c)® c,

> — = =

5 5. -05- c"5 *05 C,

, . (3) .
= 7-c:1=5-c2 = 14-c1—105=0

— ¢ =75 = ¢ =105

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 35-36



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen '<
Beispiel zur Lagrange-Methode 7A. Universitit St.Gallen

Gesucht: Konsumplan (c,*,c,*), ¢;* > 0, ¢,* > 0 mit
Extremalbedingung: u(c,,c,) = = ¢,%% ¢,%° maximal
Nebenbedingung: ¢(C4,Cs) :=7-Cy + 5:C, - 105 = 0 (Budgetrestriktion)

Resultat: Fur c,* = 7.5 und ¢,* = 10.5 hat man ein lokales Maximum!

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 35-36



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen '<
Bemerkung zu den Lagrange-Bedingungen YA, Universitit St.Gallen

ABER ¢

Ein Punkt (zg,v0, \o), der die Lagrange-Bedingungen erfiillt, wird als stationdrer

Punkt der Lagrange-Funktion F' bezeichnet. Theorem 12.3 besagt, dass wir bei par-
tiell differenzierbaren Funktionen nur unter den stationaren Punkten der Lagrange-

Funktion nach Extrema suchen miissen. Allerdings sind stationdre Punkte der
Lagrange-Funktion nicht unbedingt Extrema des Optimierungsproblems mit Ne-

benbedingung, da die Bedingungen in Theorem 12.3| nur notwendige, aber nicht

hinreichende Bedingungen sind.

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seite 34



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen '<
Hinreichende Bedingungen fur Extrema 7A. Universitit St.Gallen

Theorem 12.4 (Hinreichende Bedingungen fiir Extrema). Seien f : Dy — R, Dy C R?, und
¢ : Dy, — R, D, C R?, zweimal stetig partiell differenzierbar. Sei (x0,v0,\o) ein stationdrer

Punkt der Lagrange-Funktion F(z,y,\) = f(z,y) + Ap(z,y), d.h.

Fr(z0,%0,A0) = 0
Ey(z0,y0, M)
Fx(x0,%0,%0) = 0.

I
<)

Dann gilt:

(i) Falls®

2 0z (0, Yo) y(0,Y0) Fry (20, Yo, Mo)
—Faa (20, %0, M) (3 (20, 40))? — Fyy(20, Y0, M) (¢z(z0, %0))* > 0,

dann ist (zo,vo) ein lokales Mazimum von f unter der Nebenbedingung
©(w0,90) = 0;
(i1) Falls

2 ¢z (w0, Y0) Py (0, Y0) Fry(20, Yo, Mo)
—Faa (20, %0, M) (0y(0, 0))® — Fyy(20, Y0, M) (@e(0,%0))* < 0,

dann ist (zo,y0) ein lokales Minimum von f unter der Nebenbedingung

@(z0,%0) = 0.

Skriptum, Seiten 34-35

Reto Schuppli: Mathematik B



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen '<
Hinreichende Bedingungen flir Extrema 7A. Universitit St.Gallen

2

, , | > 0 — Maximum

2 ﬁnyny — Fxx*?; — Fyyz S

< 0 — Mimimmum
\

Der Ausdruck entspricht der Determinante der geranderten Hesse-Matrix:

0 (0, Y0) ¢y (70, Y0)
©2(20,%0) Frz(o,Y0,Mo) \ry(:l?o, Yo, \0)
(

F.
py(T0,90)  Fya(z0,Y0,M0)  Fyy (0, Y0, Ao)

Otto Hesse (1811-1874)

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 34-35



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen '<
Beispiel zur Lagrange-Methode 7A. Universitit St.Gallen

Gesucht: Konsumplan (c,*,c,*), ¢;* > 0, ¢,* > 0 mit
Extremalbedingung: u(c,,c,) = = ¢,%% ¢,%° maximal
Nebenbedingung: ¢(C4,Cs) :=7-Cy + 5:C, - 105 = 0 (Budgetrestriktion)

Resultat: Fur c,* = 7.5 und ¢,* = 10.5 hat man ein lokales Maximum!

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 35-36



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen '<
Beispiel zur Lagrange-Methode 7A. Universitit St.Gallen

Gesucht: Konsumplan (c,*,c,*), ¢;* > 0, ¢,* > 0 mit
Extremalbedingung: u(c,,c,) = = ¢,%% ¢,%° maximal
Nebenbedingung: ¢(C4,Cs) :=7-Cy + 5:C, - 105 = 0 (Budgetrestriktion)

Resultat: Fur ¢,* = 7.5 und ¢,* = 10.5 konnte man ein lokales Maxi-
mum haben!

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 35-36



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen '<
Beispiel zur Lagrange-Methode 7A. Universitit St.Gallen

F(cy,Cp M) =C7°-C° + A+ (7-¢,+5-¢c, - 105)
¢(c,,c,)=7-c,+5-¢c,-105
= Fc1(C11021}\') =0.5- C1_0'5 . 02'5 +7-N\

= F (¢,,C;A)=0.5-¢{-c;° +5-A

J35

= (cj,c;,x*)=(7.5,1o.5,-7—0)

~ = ¢, (7.510.5)=7
5 = ¢, (7.510.5)=5

V35)_ 35

= F,(c,C,,A\)=-0.25-¢;"*c;> = F 7.5,10.5,—7— =

— (pc1 (C1!CQ)
= (Pcz (C1’C2)

" > 0 < _ﬁ
= F_. (C,;,C;,A)=-0.25" C1_O'5 '050'5 = F__[7.510.5,- \/ﬁ = \/g
- e 70 | 210
e FL (0,00 =025-6.c¢ = F[75105-338|-_¥35
- - 70 204

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 35-36



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen '<

Beispiel zur Lagrange-Methode 7A. Universitit St.Gallen

= @, (C;,Cy) =7 = @, (7.510.5)=7

= ,(C,,C,)=5 = ¢, (7.510.5)=5

= F,(c,CA)=-0.25-¢]"°-¢c,° = F _|7.510.5-—— 391 __¥38S
- o > 70 < 150

= F_(c,c,,A)=-0.25-¢;°°-¢;>®> = F_ |7.510.5,- /39 = /35
s i 70 210

= F__(c,C,,A)=-0.25-¢2°-c;>*> = F 7.5,10.5,- 322 | V85
= e 70 294

= 2-¢,(7.510.5) ¢, (7.510.5)F,_ (7.5,1 0.5,-%5)

-F.. (7.5,10.5,—7£05) " @, (7-5,10.5)2 -F., (7.5,1 0.5,—7£05) -, (7.5,1 0_5)2 >0

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 35-36



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen '<
Beispiel zur Lagrange-Methode 7A. Universitit St.Gallen

Gesucht: Konsumplan (c,*,c,*), ¢;* > 0, ¢,* > 0 mit
Extremalbedingung: u(c,,c,) = = ¢,%% ¢,%° maximal
Nebenbedingung: ¢(C4,Cs) :=7-Cy + 5:C, - 105 = 0 (Budgetrestriktion)

Resultat: Fur c,* = 7.5 und ¢,* = 10.5 hat man ein lokales Maximum!

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 35-36



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingungen >
iIsSni N . .
Beispiele 7A. Universitit St.Gallen

* Ein weiteres Beispiel
finden Sie im Skriptum!

®
py

I

Reto Schuppli: Mathematik B Skriptum, Seiten 36-38



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingung »
Beispiel aus der Assessmentprufung 2017 3" Universitit St.Gallen

Die Funktion

[EB] z =f(x,y) = x% +y?

ist unter der Nebenbedingung

INB] o(X,y) =ax? + bxy + 5y - 16 =0

zu optimieren.

Bestimmen Sie die Parameter a und b so, dass im Punkt (1,1)
eine mogliche Extremstelle sein konnte.

Bemerkung:
Eine Abklarung, ob es sich bei (1,1) tatsachlich um eine Extremstelle (und nicht einen
Sattelpunkt) handelt und von welcher Art die Extremstelle ist (Maximum oder Minimum),

wird nicht verlangt.

Reto Schuppli: Mathematik B



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingung
Beispiel aus der Assessmentprufung 2017 3" Universitit St.Gallen

Lagrange-Funktion:

F(x,y,A) = x?> + y? +1- (ax*+bxy + 5y — 16)

fxy) o x,y)

Lagrange-Bedingungen:

E.(x,y,2) =0: 2x+ - QRax+by)=0 | (1)
E,(x,y,1) =0: 2y +A-(bx+10y) =0 | @
F(,y,2) =0: |ax?+bxy+5y2—-16=0 | &

Im Punkt (1,1) soll eine mogliche Extremstelle sein: Setze x =1 undy =1 in
die Lagrange-Bedingungen ein!

Reto Schuppli: Mathematik B



Extrema von Funktionen zweier Variablen mit Nebenbedingung

Beispiel aus der Assessmentprufung 2017

Lagrange-Bedingungen im Punkt (1,1):

E.(x,y,A) =0:
F,(x,y,4) =0:
F/l(xiyrl) = 0:

9, )

= /1: _2a+b

@ )

= L= ~ b+10

©),

= 54b—-11=0

Reto Schuppli: Mathematik B

24+A1-(2a+b)=0
24+1-(b+10)=0

a+b—11=0

2 2

© © O

v
'A‘ Universitat St.Gallen

= = 2a+b=b+10 = a=5

2a+b  b+10
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A, Universitit St.Gallen
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Ende der Vorlesung



