0.1 Inversion und Determinante von Matrizen (Fortsetzung 15.04.)

Sei K ein Korper und A € K™*" eine invertierbare Matrix. In der letzten Vorlesung haben wir die
Inversion von Matrizen auf zwei Inversionen von (5 x §)-Matrizen, drei Multiplikationen von (§ x §)-
Matrizen und eine Addition von (§ x §)-Matrizen zuriickgefiihrt. Wir bezeichnen mit I(n) die Anzahl
der Korperoperationen, die fiir die Inversion einer (n x n)-Matrix bendtigt werden, und mit M (n) die
Anzahl der Operationen, die fiir die Multiplikation zweier (n x n)-Matrizen benotigt werden. Dann

gibt es eine positive Konstante ¢ € N, so dass gilt:

1
I(n):2I(g>—|—cM(n) W)
Auch die Berechnung der Determinante einer Matrix haben wir auf die Multiplikation von Matrizen

zuriickgefiihrt. Mit den Bezeichnungen der letzten Vorlesung gilt
det(A) = det(X) det(Y) det(Z) = det(Aq1) det(D).

Fiir beide Verfahren muss A;; invertierbar sein. Wir legen nun zugrunde, dass K der Korper der reellen
Zahlen ist. Fiir den Koérper der komplexen Zahlen funktioniert die folgende Methode ganz &hnlich.
Um sicherzustellen, dass Aq1 invertierbar ist, verwenden wir positiv definite Matrizen, denn positive
definite Matrizen sind invertierbar. Eine Matrix B = (b;j)1<i j<n € R"*™ ist positiv definit, falls fiir alle
Vektoren x € R\ {0} gilt 27 Bx > 0. Dabei ist 7 der transponierte Vektor x, also ein Zeilenvektor.
Es gilt 7 Bx = > i j=1 bijviz;. Beispielsweise gilt fiir B = I,, deshalb 2T'Bx =30 22 = ||z|]*> > 0
fiir z # 0.

Falls B positiv definit ist, ist auch die Untermatrix Bi; positiv definit. Falls A invertierbar ist, ist
AT A positiv definit, denn 27 AT Az = (Ax)T Az = ||Az||? > 0 fiir Az # 0. Damit is (AT A)~! mit dem
beschriebenen rekursiven Algorithmus berechenbar. Wegen (AT A)~! = A=1AT—1 lisst sich A~ auch
(AT A)~! durch Multiplizieren von rechts mit A7 bestimmen.

Der Algorithmus funktioniert also wie folgt:

Gegeben: (n x n)-Matrix A, wobei n eine Zweierpotenz ist

(Ansonsten: Fiille die Matrix folgendermafen bis zur nachsten Zweierpotenz n+ k

auf: C = A Onk , wobei 1 < k < n und O,y die (n x k)-Nullmatrix

Orn Ij ’
-1
bezeichnet. Dann gilt C~! = (A O"’k) )
Ok Ik

Gesucht: Inverse A~}

Algorithmus: Falls n =1, invertiere direkt.
Sonst berechne B = AT A.
nur dies rekur- | Berechne B! nach dem Schema aus der letzten Vorlesung,
siv ausfithren: | wobei die Inversionen von (3 X §)-Matrizen rekursiv ausge-
fiihrt werden.

Gib B71AT zuriick.

Satz 1. Falls die Multiplikation von (n xn)-Matrizen iber R, Q oder C mit M (n) Operationen maglich
ist, so ist auch die Inversion und die Berechnung des Quadrates der Determinante von (nxn)-Matrizen
mit O(M (n)) Operationen moglich.

Beweis. Zuerst beweisen wir die Aussagen fiir die Inversion von Matrizen. Wir haben in Gleichung (1)
schon die Rekursionsgleichung fiir die Anzahl der Operation I(n) fiir die Inversionen gesehen. Wir set-
zen voraus, dass es ein a < % gibt, so dass gilt M (5) < aM(n). Nun l6sen wir die Rekursionsgleichung



auf.

konstant

dM(n)+n fiir eine Konstante ¢’
O(M(n))

Sei D(n) die Anzahl der Operationen, die benétigt wird, um das Quadrat der Determinante einer
(n x n)-Matrix zu bestimmen. Es gilt D(1) = 0. Gegeben eine (n x n)-Matrix A, berechnen wir
B = AT A. Nach dem Schema aus der letzten Vorlesung ist det(B) = det(Bi;) det(D). Berechne det B
rekursiv. Es gilt det B = (det A)2. Wir erhalten die Rekursionsgleichung:

D(n) = 2D<g) + e M(n) + 21(%) s
D(n) = zp(g) +O(M(n))

Auflgsen der Rekursiongleichung zeigt, dass D(n) = O(M(n)). O

Es ist nicht klar, wie das Vorzeichen der Determinante von A bestimmt werden kann, und das Wurzel-
ziehen ist keine Korperoperation.

0.2 Multiplikation Boolescher Matrizen

Eine Boolesche Matriz ist eine 0-1-Matrix, dass heilt A = (aij)1<ij<n ist eine Boolesche Matrix,
wenn a;; € {0,1} fiir alle 1 < 4,5 < n. Wir definieren das Produkt zweier Boolescher Matrizen
A= (aij)lgingn und B = (bij)1§i7j§n als AB = C, wobei C' = (Cij)lgi,jgn und Cij = \/Zzl(aik VAN bk])
Fiir diese Multiplikation sind die ,schnellen” Algorithmen (zum Beispiel von Strassen) nicht direkt
anwendbar, weil ({0,1}, A, V) kein Ring ist.

Daher berechnen wir stattdessen ¢;; := ZZ;’:1 = ai;br; (das nennt man ,Arithmetisierung®). Die ¢;;s
sind ganze Zahlen von 0 bis n. Wir rechnen in Z, 1. Da (Z,41,+,-) ein Ring ist, kénnen die ¢;; mit
M (n) arithmetischen Operationen berechnet werden. Wir erhalten ¢;; aus ¢é;:

0 falls éij =0
Ciq =
J 1 sonst



