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1 Einleitung

Was wissen wir?

Aus der Vorlesung ,,Grundlagen der Theoretischen Informatik“ und dem Vor-
trag iiber die ,,Chomsky Hierarchie“ haben wir ein Grundverstdndnis iiber den
Zusammenhang von Sprachen und Grammatiken.

rekursiv aufzahlbar

kontextsensitiv

kontextirei

regular

Was wollen wir?

Im folgenden wollen wir einige interessante Probleme im Zusammenhang mit
den gerade vorgestellten Sprachen kldren. Im Vordergrund stehen dabei das
Wortproblem, das Leerheitsproblem und das Aquivalenzproblem. Dabei stellt
sich uns immer die Frage, ob die Probleme entscheidbar sind, oder nicht. Wir
erinnern uns an den Vortrag iiber ,,Berechenbarkeit® und definieren:

Definition 1.1. Fine Menge A aus dem Universum X heifit entscheidbar,
genau dann, wenn die charakteristische Funktion xa : X — {0,1} definiert
durch

|1, fallsze A
Xa(z) = { 0, sonst (1)

turing-berechenbar ist. Also dann, wenn es eine Turingmaschine S gibt, die fiir
jede Eingabe x € X hilt und deren akzeptierte Sprache L(S) = A ist. Wir sagen
dann S entscheidet A.

Des weiteren fassen wir eine Klasse von Sprache als entscheidbar auf, wenn
ihr Wortproblem entscheidbar ist. Also wenn eine Turingmaschine entscheiden
kann, ob ein bestimmtes Wort von einer bestimmten Grammatik oder einem
bestimmten Automaten akzeptiert wird.



2 Entscheidungsprobleme formaler Sprachen

Regulidre Sprachen

Satz 2.1. Appa = {(B,w)|B ist ein DFA und akzeptiert w} ist entscheidbar.

Beweisidee. Wir konstruieren eine Turingmaschine S, die die Eingabe liest,
anschliefilend den DFA auf w simuliert und damit entscheidet, ob (B ,w) €
ApFa O

Satz 2.2. Eppa = {(A)|A ist ein DFA und L(A) = 0} ist entscheidbar.

Beweisidee. Diesmal entscheidet unsere Turingmaschine S die Sprache FEppa
indem sie vom Startzustand aus alle erreichbaren Zustinde markiert und am
Ende iiberpriift, ob ein akzeptierender markiert ist. O

Satz 2.3. EQpra = {(A, B)|A, B sind DFA und L(A) = L(B)} ist entscheid-
bar.

Beweisidee. Wir konstruieren den DFA C als symmetrische Differenz von L(A)
und L(B), dann gilt

L(C) = (L(A) N L(B)) U (L(A) N L(B)) (2)

und wir wenden die Turingmaschine S aus Satz 2.2 um (C) € Epga zu entschei-
den. O

Fiir die reguldren Sprachen bzw. DFAs sind also alle Probleme entscheidbar.

Kontextfreie Sprachen

Wenden wir uns nun der néichstgrofieren Klasse, den kontextfreien Grammatiken
Zu.

Satz 2.4. Acpg = {(B,w)|B ist ein CFG und akzeptiert w} ist entscheidbar.

Beweisidee. Wir wanden die Grammatik in Chomsky-Normalform um und miissen
nur noch 2|w| — 1 viele Ableitungsschritte betrachten. O

Satz 2.5. Ecpe = {(A)|A ist ein CFG und L(A) = 0} ist entscheidbar.

Beweisidee. Wir gehen wieder mit einem Markierungsalgorithmus vor und be-
ginnen bei den Terminalsymbolen. Wenn am Ende das Startsymbol markiert,
dann akzeptieren wir. O

Satz 2.6. EQcrc = {(A,B)|A, B sind CFG und L(A) = L(B)} ist unent-

scheidbar.

Hier stoflen wir zum ersten Mal an unsere Grenzen, denn im Gegensatz zu
den regulidren Sprachen sind die kontextfreien nicht beziiglich Durchschnitt und
Komplement abgeschlossen. Um zu zeigen, dass eine Sprache unentscheidbar ist
benétigen wir noch weitere Erkenntnisse aus der GTT und iiber Reduktion. Wir
kommen spéter darauf zuriick.



Rekursiv aufzihlbare Sprachen

Um zu zeigen, dass ein bestimmtes Problem nicht entscheidbar ist, ist die Reduk-
tion ein hilfreiches Mittel. Wenn wir wissen, dass ein Problem B unentscheidbar
ist und zeigen kénnen, dass sich B auf A reduzieren lisst, dann folgt daraus, dass
auch A unentscheidbar ist. Um ein erstes unentscheidbares Problem zu haben
erinnern wir uns an die Diagonalsprache.

Proposition 2.7. D = {{w)|M,, akzeptiert w nicht}, wobei M, die mit w ko-
dierte Turingmaschine bezeichnet, ist unentscheidbar.

Beweisidee. Wenn es eine Turingmaschine S gébe, die D entscheidet und w ihre
Kodierung ist, dann fiithrt

Def. von D

(=P g akzeptiert w = & T w & D. (3)

weD r
direkt zum Widerspruch. O

Nun haben wir eine Basis und konnen uns mit den rekursiv aufzéhlbaren
Sprachen beschéftigen.

Satz 2.8. Ay = {(B,w)|B ist eine TM und akzeptiert w} ist unentscheidbar.

Beweisidee. Angenommen Ary; wére entscheidbar. Dann gibt es eine TM S, die
Ay entscheidet. Daraus konstruieren wir eine TM T, die die Diagonalsprache
entscheidet, indem wir die Turingmaschine M, hinzuziehen. Wegen (M,,,w) €
Ay < (w) € D entscheidet T D, ein Widerspruch. O

Satz 2.9. Ery = {(B)|B ist eine TM und L(B) = (0} ist unentscheidbar.

Beweisidee. Wir nehmen an, dass Ery von der TM S entschieden wird. Eine
TM B’, die nur auf w B anwendet hilft uns dann (B,w) € Ay zu entscheiden.
O

Satz 2.10. EQry = {(A4,B)|A, B sind TM und L(A) = L(B)} ist unent-
scheidbar.

Beweisidee. Mit Hilfe eine zweiten TM, die jede Eingabe ablehnt kénnen wir die
Annahme, dass FQry\ entscheidbar ist direkt zum Widerspruch fiihren, indem
wir Ery auf EQry reduzieren. O

Kontextsensitive Sprachen

Um uns mit den kontextsensitiven Sprachen zu beschéftigen benttigen wir ein
weiteres Hilfsmittel.

Definition 2.11. Sei M eine TM und w eine Eingabe. Dann ist die Folge der
Konfigurationen C1,Cs, - - -, Cy, eine akzeptierende Berechnungsvergangen-
heit, wobei Cy die Startkonfiguration, Cy eine akzeptierende Konfiguration ist
und jedes C; auf Ciy1 entsprechend der Uberfihrungsfunktion von M folgt. Es
handelt sich um eine ablehnende Berechnungsvergangenheit, wenn Cy, kei-
ne akzeptierende Konfiguration ist.

Auflerdem erinnern wir uns an linear beschrankte Turingmaschinen, die nur
den Teil des Bandes benutzen darf, auf dem die Eingabe steht.



Satz 2.12. Appa = {(B,w)|B ist eine LBA und akzeptiert w} ist entscheid-
bar.

Beweisidee. Wir miissen uns nur darum kiimmern, was passiert, wenn B loopt.

Dazu geniigt es aber einzusehen, dass es beschrinkt viele Konfigurationen gibt.
O

Satz 2.13. Erpa = {(B)|B ist eine LBA und L(B) = ()} ist unentscheidbar.

Beweisidee. Wir nehmen an, dass Erga entscheidbar wire und konstruieren
einen LBA, der nur eine akzeptierende Berechnungsvergangenheit fiir w akzep-

tiert. So reduzieren wir Aty auf Erga.
O

Satz 2.14. EQrpa = {(A,B)|A, B sind LBA und L(A) = L(B)} ist unent-
scheidbar.

Beweisidee. Analog zu EQry nehmen wir einen zweiten LBA hinzu, der jede
Eingabe ablehnt. O

Nun haben wir auch fiir die kontextsensitiven Sprachen unsere Probleme
geklart, erinnern uns aber noch an eine Sprache, deren Unentscheidbarkeit wir
noch nicht beweisen konnten.

Proposition 2.15. ALLcpg = {(A4)|, B ist eine CFG und L(A) = ¥*} ist un-
entscheidbar.

Beweisidee. Wir reduzieren wieder Aty auf ALLcrg, welches angenommener-
weise von der TM S entschieden wird. Diesmal konstruieren wir einen nichtde-
terministischen Kellerautomaten, der alles akzeptiert bis auf eine akzeptierende
Berechnungsvergangenheit fiir w. Diesen wandeln wir in einen CFG D, es gilt

L(D) ; e <D> Q/ ALLCFG <~ (B,w) c ATM (4)
und ATy wire entscheidbar. Widerspruch zu Satz 2.8. O]

Beweisidee von Satz 2.6. Jetzt konnen wir auch diesen Satz beweisen, indem
wir eine CFG B’ hinzunehmen, die jedes Wort akzeptiert und aus (B, B’) €
EQcrc < (B) € ALLcri den Widerspruch zur Unentscheidbarkeit von AL Lcrg
herleiten. O

Abschlieflend fiihrt man sich am besten nochmal in einer Tabelle vor Augen,
welche Zusammenhénge wir herausgefunden haben.

Entscheidbar? H DFA ‘ CFG ‘ LBA ‘ ™
Wortproblem A ja ja ja | nein
Leerheitsproblem E ja ja nein | nein
Aquivalenzproblem EQ ja nein | nein | nein
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