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Ausbreitung der Wirmespannungen in viskoelastischen Korpern
Von W. Nowacki, Warszawa

Zusammenfassung. Fiir cinen linear-viskoelastischen Kérper mit temparaturunabhiingigen
physikalischen Kennwerten unter der Wirkung verschiedener instationiirver Temperaturfelder
werden Lésungen fiir die Spannungsausbreitung angegeben. Besonderes Augenmerk wird dem
Biotschen Kérper zugewanct.

Die Arbeiten auf dem Gebiet der Analyse von Wiirmespannungen in viskoelastischen
Korpern sind erst kiirzlich anfgenommen worden, wobei hauptsichlich das Korper-
modell mit linearer Charakteristik als Grundlage diente. Die Aufmerksamkeit der
Forscher konzentrierte sich in erster Linie auf quasistatische Probleme, also solche, bei
denen man bei langsamer zeitlicher Anderung des Temperaturfeldes die inertialen Krifte
aufler acht lassen konnte.

Die Untersuchungen auf diesem Gebiet wurden durch die Arbeiten von H. H.
Hilton® und A. Freudenthal? eingeleitet. Das bekannte Korrespondenzprinzip
zwischen den Losungen auf dem Gebiet der linearen Elastizititstheorie und der Visko-
elastizitit, das von T. Alfrey® in Bezug auf nichtkompressible Koérper erdacht und
von E. H. Lee* auf kompressible Korper verallgemeinert wurde, ist von H. H. Hilton?!
und E. Sternberg® anf Probleme der verinderlichen Wirmespannungen ausgedehnt
worden. H. Parkus® und W. Nowacki? fithrten das thermo-visko-elastische Ver-
schiebungspotential ein, indem sie es bei der Lisung einer Reihe quasistatischer Prob-
bleme zur Anwendung brachten. E. Sternberg® bearbeitete eingehend das Problem
der Wirmespannungen im unendlichen Raum mit kugeligem Hohlraum, wihrend
M. Sokolowski® sich mit diesen in einer viskoelastischen Kugel herrschenden Vor-
gingen befalBte.

Man kann wohl sagen, dafl die grundsitzlichen theoretischen Probleme, soweit sie
die Wirmespannungen in viskoelastischen Koérpern mit linearer Charakteristik betref-
fen, zur Zeit als bewiiltigt angesehen werden kénnen; die Bemiihungen der Forscher
erstrecken sich nunmehr auf die Untersuchung quasistatischer Wiarmespannungen in
viskoelastischen Werkstoffen, welche rheologische Eigenschaften aufweisen, die von der
Temperatur abhingen®: 1°,

'H. H. Hilton: “An extension of Alfrey’s elastic-visco-clastic analogy to viscoelastie thermal
stress problems”. Rep. No, TSVE — TR-2, Dep. Acro Eng., University of Illinois (1953).

z A, Freudenthal: “Effect of rheological behavior on thermal stresses”. Journ. of Appl.
Physics, 25 (1954).

P, Alfrey: “Non homogenous stresses in visco-elastic media”. Quart. Appl. Mech. 8 (1950).

4 . H. Lee: “Stress analysis in visco-elastic bodies”” Quart. Appl. Math. 13 (1955).

8 [, Sternberg: “On transient thermal stresses in linear visco-elasticity”’. Proc. of the third
US National Congr. Appl. Mech., New York (1958).

* H. Parkus: , Instationire Wiirmespannungen®, Wien (1959).

7W. Nowacki: “Ihermal stresses.due to the action of heat sources in a viscoelastic space”.
Arch. Mech. Stos, 11 (1959).

8 M. Sokolowski: ,,Wiirmespannungen in einer Kugel, die aus einem Werkstoff von viseo-
elastischer Eigenschaft hergestellt ist'‘ (polnisch). Jubiliumsschrift von Prof. W. Wierzbicki,
Warszawa (1959).

* /. H, Hilton: “Thermal stresses in thic-walled eylinders exhibiting temperature-dependent
viscoelastic properties of the Kelvin thype'. Proe. Second. US Nat. Congr. Appl. Mech. (1954).

10 R, Muki and E. Sternberg: “On transient thermal stresses in viscoelastic materials with
temperaturedependent properties’’. Im Druck.
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Der Ausbreitung von Wirmespannungen im viskoelastischen Korper mit linearer
Charakteristik wurden bisher nur wenige Arbeiten gewidmet. Hier wiren die Arbeit
von A. Katasonow!! sowie die Arbeiten von W. Nowacki'* '¥ zu nennen.

In der vorliegenden Arbeit werden wir einige Losungsvarianten fiir Spannungsaus-
breitung im unendlichen Raum sowie fiir eindimensionale Probleme, die sich auf den
Halbraum und die Schicht aus viskoelastischem Werkstoff beziehen, angeben.

I. Grundbeziehungen und Gleichungen

Wir untersuchen einen viskoelastischen, isotropen und homogenen Korper mit
linearer Charakteristik, welcher der Wirkung eines nichtstationiren Temperatur-
feldes ausgesetzt ist. Wir werden uns auf kleine Verzerrungen beschriinken und voraus-
setzen, das sowohl die mechanischen als auch die thermischen Moduli nicht von der
Temperatur abhingen. Die Annahme einer Unabhiingigkeit physikalischer Konstanten
von der Temperatur bildet eine ernsthafte Beschrinkung, sie verneint nimlich die
Empfindlichkeit des Viskosititsmoduls in bezug auf die Temperatur. Die Beriick-
sichtigung einer Verinderlichkeit des Moduls ist zwar moglich?, sie versucht jedoch
erhebliche analytische Schwierigkeiten schon fiir einfachste quasistatische Probleme.

Das Gleichungssystem, welches die Ausbreitung thermischer Spannungen in
einem viskoelastischen Korper mit linearer Charakteristik beschreibt, besteht aus
linearen Beziehungen zwischen Spannungs- und Verzerrungszustand, aus linearen
Beziehungen zwischen Verzerrungs- und Verschiebungszustand sowie aus den Bewe-
gungsgleichungen.

Die Beziehungen zwischen den Komponenten des Spannungs- und Verzerrungs-
zustandes nehmen wir in nachstehender Form an®?:

P, (D) 85 = Py (D) ey, (1.1)
Py (D) oy = Py (D) (e, —3a,T). (L2)

Hier ist T' die Temperatur, «, der Koeffizient der linearen thermischen Ausbreitung,
s, und e, die Deviatoren des Spannungs- und Verzerrungszustandes,

1 1
Sy = Oy — 3 Ous Oy Ciy = B4 — 3 O3 B (1.3)

withrend ¢,; und &;; die Komponenten des Spannungs- und Verzerrungstensors sind.
Die Operatoren P; (D), i =1, 2, 3, 4 sind lineare Differentialoperatoren in bezug auf
die Zeit ¢
Ni
P (D) =3 af D% D =

n=0

D

=, @ik (1.4)

und die /™ sind konstante Grofien.

In bezug auf das rechtwinkelige kartesische System nehmen die Beziehungen
zwischen den Komponenten des Verzerrungszustandes und den Verschiebungen u;
die Form an

A Katasonow: ,,Die Ausbreitung von sphiirischen thermoviskoelnstischen Wellen'* (russiseh)
Wiestn. Mosk. Univ. 3 (1957).

* W. Nowacki: “Thermal stress propagation in visco-elastic bodies” (I), Bull. Acad. Pol. Sc.
s. techn. 7 (1059).

1 W. Nowacki: “Thermal stress propagation in visco-elastic bodies” (IT), Bull. Acad. Pol. Sci.
s. techn. 7 (1959)
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|
&y = 3 (%5 + u;,4) (1.5)
Wenn wir in den Bewegungsgleichungen
iy =0 Uy (1.6)

die Spannungen durch die Verzerrungen ausdriicken und die letzteren wieder durch
die Verschiebungen, dann erhalten wir folgendes System von Verschiebungsgleichungen

Ly (D) g, + Ly (D) w3 = Ly (D) T',; + 0 Ly (D) “a (L.7)
WO
Ly (D) = Py (D) Py (D), Ly (D) = i 12 Py (D) Py (D) + Py (D) Py (D)],
Ly (D) =2 P, (D) P (D), L, (D) =2P,(D)Py (D). (1.8)

Wenden wir anf die Gleichungen (1.7) die Laplacesche Transformation an, indem wir
voraussetzen, dal} fiir die Verschiebungen die homogenen Anfangsbedingungen gelten,
so erhalten wir folgendes Gleichungssystem

g+ (Z—‘l* B) Wi, = ¥ f‘.: + o pru,, (1.9)
WO
== Py (p) 7 Pa(@) Pi(p) — P (p) Py (P) 2 CRIY.
b=smm: ‘== wmpgne @ ?oB4LRE)w

Funktionen des Parameters 9 sind und wo ferner

J @) = LS @)} = [ef @, 0 dt,

0

die Laplacesche Transformation in bezug auf ¢ der Funktion [ (x,, {) ist.

Lésen wir nun das System der Gleichungen (1.1), (1.2) nach o,; auf und fiithren die
Laplace-Transformation aus, dann erhalten wir folgende Beziehungen

Oy =2u ¢y + 4y Aew —y T). (1.10)

Is wiire zu beachten, dafl wir eine analoge Form zu den Gleichungen (1.9) auch im
Falle viskoelastischer Koérper mit linearer Charakteristik sowie kontinuierlicher
Relaxtionsspektren erhalten. Im Falle des Biotschen Kérpers, wo die Beziehungen
zwischen den Komponenten des Spannungs- und Verzerrungszustandes durch die

Formeln gegeben sind!415,
L

o5 =2 [at—7)

0

Ve (, ('Lr

T)d_l_

b [{b 6 —2) 5% e @) — et —) 52 T @, 1)} dr, (L11)

oty = [3b(t) + 2a ()] ap

14 M. A Biot: “Theory of stress-strain relations in anisotropic viscoelasticity and relaxation
phenomena’ J. Appl. Phys., 25 (1954).
15 D, 8, Berry: “Stress propagation in visco-elastic bodies”. J. Mech. Phys. Sol. 6 (1958).
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nehmen die Bewegungsgleichungen die Form an

h

f. {a t—7) 57 Ui + @ (t—1)+ 0 (—7)] ';.,. 1"-1-.1.‘;} dv =

y 0
0
¢
2 "
= [C(L—T) P T.dr +pu, (1.12)
0

Nach Vornahme der Laplace-Transformation auf Grund der Gleichungen (1.12) er-
halten wir das Gleichungssystem (1.9) mit der Mafigabe, daf

n=7pa, A=pb, y =pc. (1.13)
Fiir einen linear-elastischen Kérper haben die Bewegungsgleichungen die Form
Ho Uit + (R + o) Whs = vo Tsi + @ @9,
vo = (3 + 2 pp) &

Hier sind %;(0 die Komponenten des Verschiebungsvektors im vollkommen elasti-
schen Korper und die Griflen u,, 4, die Laméschen Konstanten.

Aus dem Vergleich der Gleichungen (1.14) und (1.9) ergibt sich die bekannte
elastisch-viskoelastische Analogie.

Um eine Losung des viskoelastischen Problems zu erhalten, beniitzen wir die
bekannte Losung des analogen elastischen Problems. In dieser ersetzen wir die Funk-
tion (% durch die Transformierte u, und die Konstanten A,, g, durch die GréBen

4, 7. Wenn wir die so modifizierte Losung riicktransformieren, erhalten wir die gesuchte
Loésung des viskoelastischen Problems.

(1.14)

II.-Losung der Verschiebungsgleichung

Wir wollen das System der Verschiebungsgleichungen (1.9) mit Hilfe der Green-
schen Funktionen G (x, &, t) losen, die das Gleichungssystem erfiillen

B G+ (34 1) Gt 8 (@, — &) b5 = 0 p* G,0. (2.1)

Mit GO (w,, £,, t) bezeichnen wir die Verschiebung des Punktes (,) in Richtung der
Achse z;, welche durch die momentan konzentrierte im Punkt (£,) angreifende Einzel-
kraft, die in Richtung der Achse x, wirkt, hervorgerufen wurde. Die Gleichungen (2.1)
stellen drei Gleichungssysteme dar (s = 1, 2, 3), die wiederum je drei Gleichungs-
systeme umfassen (i = 1, 2, 3). Wenn die Funktionen G, als bekannt vorausgesetzt
werden, so laB3t sich die Lésung der Gleichungen in der Form darstellen

== £
Uy (@ p) =—7 f G (@0 b ) 2B AT (), (2.2)
‘.’ L]
oder

= - 1 Ga(i) r Upy
W @) =7 [ T (6, p) 208D gy )
v

=5 [ T(.p) 6, (3 p) dV ().
Vv
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Wir haben uns hier den Maxwellschen Satz von der Gegenseitigkeit der Verschie-
bungen sowie den Greenschen Integralsatz zunutze gemacht,

Gi{” (-’lf,., Er! ?}) i Gs(‘} (Ers Xy, })) (24}

In der Gleichung (2.3) bedeutet @, (£,, ,, t) die Dilatation im Punkte (&,), die durch
Wirkung der momentan konzentrierten, in Punkt (x,) wirksamen und in Richtung
der Achse x; gerichteten Einzelkraft hervorgerufen wurde. Wenn wir mit U, (z,, £,, )
die Verschiebung des Punktes (x,) in Richtung der Achse x,; bezeichnen, die durch die
Wirkung des im Punkt (£,) gelegenen momentanen Druckzentrum hervorgerufen
wurde, so konnen wir der Gleichung (2.3) die nachfolgende Form geben

U @np) =—7 [ T(Enp) Us(@n np)dV (5). (2.5)

Im viskoelastischen Raum ist aber!®

; _ b LI Kaicad .
L i (58,., ‘Er: ?’) Tadi 7L (_j 4 2’_1} da; [ R (26)
wo
R = (2, — &) + (2 — &) + (w3 — &)Y, o = f‘{;

Mit Beachtung von (2.6), kénnen wir die Beziehung (2.5) in der Weise darstellen
U, = 0,, (2.7)
wo die Funktion @ durch das Integral

m T (&,, p) e~ Boo ) }-,.
L2 f kR {;L‘,., 'Er) d V (Er)s m = z_ +_2 #

V

D (2, p) = — : (2.8)

gegeben ist.
Die Funktion @ ist das dynamische Potential der thermoelastischen Verschiebung.
Die Form der Funktion @ (2.8) zeigt, da3 diese Funktion die Gleichung

By —p2o?® =m T, D (x,0) = D (a,,0) =0 (2.9)
zu erfiillen hat.

In der Tat, wenn wir (2.7) in das Gleichungssystem (1.9) einsetzen und dieses nach
x; integrieren, erhalten wir die Gleichung (2.9). Die hier erzielten Resultate zeigen,
dafB das Temperaturfeld in einem unendlichen viskoelastischen Raum nur Dilatations-
wellen hervorrufen kann.

Wenn wir (2.7) in die Beziehungen (1.10) einsetzen und uns die Gleichung (2.9)
zunutze machen, so konnen wir die Spannungstransformierte mit Hilfe der Funktion @
folgendermalfien ausdriicken

o =2u (Eﬁ;t: — Oy _dj: w) + 0y ple ®. (2.10)

Die Kenntnis der Funktion @ geniigh also zur Bestimmung der Verschiebungen,
Verzerrungen und Spannungen.

16 W, Nowacki: “Stress propagation in an infinite visco-elastic body produced by a time-
variable point force””. Arch. Mech. Stos., 11 (1959).



120 W. Nowacki:

Die Lisung der Gleichung (2.9) kénnen wir gleichfalls in folgender Form darstellen

O = [T (&, p)g @ & p) AV (2.11)
|J’
Daher ist
L
D (1) = [dr [T (&)@ (@ &t —7) dr. (2.12)
0 ¥

Die Funktion ¢ mull die Differentialgleichung
(P!kk — pz a* E,U =md ('Irr = Er) (-2']3)

mit den Anfangsbedingungen ¢ (x,, 0) = 0, ¢ (x,, 0) = 0 erfiillen.

Die Funktion ¢ (z,, 1) kénnen wir demnach als dynamisches Potential der thermo-
elastischen Verschiebung!? bezeichnen, das durch die Wirkung des Temperaturfeldes
T (2, t) = 0 (v, —&,) 6 (1) hervorgerufen wurde.

Die Funktion ¢ koénnen wir, den riaumlichen Eigenschaften des Temperaturfeldee
entsprechend, spezialisieren. So haben wir im Falle eines Temperaturfeldes, das eins
Symmetrie in bezug auf den Punkt aufweist, die Gleichung

(3% + 2 R op) g = & (R — Ry) (2.14)

zu lésen. Wir erhalten

[24)

2m R, [(sineRsinall / ST
P="%2" "R [ Tt oprar 4% (i L8)
]
oder
i Ay Vo ] = —Rpa T 4
¢ =—2sn [sh Rpo - e®oro H (Ry — R) +sh Rypo - e~ 827 H (R — R,)] (2.16)

wo H (z) die Heavisidesche Funktion ist. Die Funktion @ bestimmen wir durch
Integration

l.s‘k Rypo f T (R, p)etm R, d R, +
i
_ A | : (2.17)
+ e—Rpo j T (Ry, p) sh By po R, dRUJ :

0

m
pa

P = ==

Im TFalle eines axial-symmetrischen Temperaturfeldes, das nur vom Radiug r =
= (¥,® + x,%"” abhiingig ist, nimmt die Funktion die Form an

§ = —mr2 I, (pra) Ky (ry po) H (rg —1) +
+ Ky (rp ) I (ry p @) H (r — 1)), (2.18)

'7J. Ignaczak: “A dynamic nueleus o thermo-elastie strain in elastic infinite space and semi-
space’’. Bull. Acad. Pol. Sei., s. techn. 7 (1959).
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withrend wir die Funktion @ aus der Formel

ow

D = —m 12 [I, (rp3) [ Ky (ry p0) T (rys p) dry +
2 " . (2.19)
+ K, (r po) } Ly (ry po) T (ry, p) dry]
]
bestimmen.
Wenn das Temperaturfeld 7' (z,, 1) in Bezug auf die Ebene 2, x; symmetrisch ist,
so bestimmen wir die Funktion ¢ aus der Gleichung

P —Protp = —m 6 (e, — &) + 0 (v + &)] (2.20)
Die Losung dieser Gleichung nimmt folgende Form an

" [emn—t H (v, — &) + @@~ H (& — ;) +

= "2p0
. 2.21
1 6.—;}::(:,.!..,,)] , x> 0, El =~ 0, ( )
withrend wir die Funktion @ nach der Formel

_n

P i m alr, —&

D = — 5pE T (&, p) e Po@r—8) gf,
o (2.22)

+ [ T (£, p) poP G —5) dE, + / i (&, p) e~ + &) "-t'EIJ .

£ ]

bestimmen.
Wenn das Temperaturfeld 7' (z,, t) zur Ebene a, ¥, antisymmetrisch ist, so nimmt
die Funktion ¢, @ die Form an

i

A 2po i'{"—'}mﬁ T H (¥, — &) -+ ePE—8) H (51 — &) — g oty :‘13]- (2.23)
-"f:
b — — Z%&[ fT (‘Els P) g—"f":"’l'—E;] d '51 i
0
}' ] T (&, p) €710 d &, = ] T (&, p) e=oPln+ & ut&J- (2.24)
-'!;1 [;

Auf diese Weise realisieren wir den Fall des elastischen Halbraumes, der in der
Ebene x, = 0 frei von Spannungen ist.
Wenn im unendlichen Raum in gleichen Abstiinden % positive und negative ebene
Temperaturkerne stationiert werden, so wird die Funktion ¢ die Form annehmen:
o
- 2m sin &, &, sin o, ¥,
Q= ="k - 'I,,z—+_?J2 gt
=1
Die Funktion ¢ wird uns zur Bestimmung der Funktion @ fiir die Schicht von
der Stirke % dienen, in welcher das Temperaturfeld 7' (x,, {) herrscht, unter der Vor-
aussetzung, daB in den Eegrenzungsebenen o, = 0 ist.

nm
i ) D D5
&y = n 0 {-"-“'))
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Der hier dargestellte Weg zur Bestimmung der Funktion mit Hilfe des Potentials
der thermoelastischen Verzerrung leistet besondere Dienste in den Fillen, in denen
das Temperaturfeld zeitlich und rdumlich unstetig ist.

Nachstehend weisen wir einen anderen Weg zur Bestimmung der Funktion 0,
der im Falle der Wirkung von Wirmequellen bequemer ist.

Wenn wir auf die Gleichung der Wirmeleitung

T =S (2.26)

"
die Laplace-Transformation ausiiben, so erhalten wir

Ty — i: T = — & ; T (., 0) = 0. (2.27)

"

In der Gleichung (2.26) ist x = A/pc, wo A der Koeffizient der Wirmeleitung,
o die Dichte und ¢ die spezifische Wiirme ist. Dann wird @ = W/p ¢, wo W die durch
die Wirmequelle in der Zeit — und Volumeninhalt erzeugte Wirme bedeutet. Elimi-

nieren wir nun aus der Gleichung (2.9) die Funktion 7', indem wir von der Gleichung
(2.27) Gebrauch machen, so erhalten wir

(V2 — pta?) [(V’— :—J b =—""Q. (2.28)
Wir wenden auf die letzte Gleichung die komplexe Fouriersche Integraltrans-
formation an, die durch folgende Beziehungen gekennzeichnet ist
It (x,, p) = (2 m)-%2 f-f_} (2, p) € AV, AV = dx, dx, da,
— (2.29)

I:B

(@, p) = (27)—32 II ff (o, P) ek AW, AW = do., do, doty.

Die Losung der Gleichung (2.28) nimmt dann die Gestalt an

-]

B (¢, p) = — — (27)~%2 fff = o L A (2.30)

k- Dfx) (ot o + ?9' ')

oder

- m (2 m)-8/2 j
P (2, p) = — inz o2 _—_p{x { /

f 2 * (% P) """k kd W

o oy |‘ Pl""“

e
1 " Q¥ (o p) i d W
® ) oy, oy + p? ot '

Das erste Integral in Klammern auf der rechten Seite der Gleichung (2.31) ist

gleich 7'; es stellt gleichzeitig die Losung der Gleichung (2.27) dar. Das zweite Integral
kann man als Losung der Differentialgleichung

(2.31)
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S — 2528 = — 2

-, S(x,0) =8 (z, 0) =0, (2.32)

ansehen, .die in ihrem Aufbau zur Gleichung (2.9) analog ist. So kiénnen wir also das
allgemeine Integral der Gleichung (2.28) in der Form darstellen

D (@ p) = — o o (T —8) (2.33)

p! ES

Es sei hervorgehoben, daB zur Bestimmung der Funktion @ die Kenntnis der
Transformation der Funktion 7' geniigt; die Funktion S erhalten wir namlich durch
Ersetzen der GroBe p/x durch p2@® in der Transformierten 7. In dem besonderen
Fall der momentan konzentrierten Wirmequelle, die im Ursprung des Koordinaten-
systems wirksam ist, haben wir

=y n%'ﬁ o—RVplx (2.34)

Folglich
Qm

P oo —RVpix __ p—Rpa :
= 47 xR (ptot — plx) (=BT e ). (2.35)

Dieses Resultat erzielen wir auch, wenn wir von der Formel (2.17) Gebrauch machen
und die vorgeschriebene Integration durchfiihren.

Untersuchen wir nun den zeitlich harmonischen Fall des verinderlichen Tempe-
raturfeldes

T (2, 1) — Re [e T (z,)]. (2.36)

Da die Verschiebungen und Spannungen sich gleichfalls der Zeit nach harmonisch
indern werden

u; (%, 1) = Be [¢ u, ()], 045 &, ) = Re [¢ g (x,)], (2.37)

so werden die Verschiebungsgleichungen die Form annehmen:

Ay + (4 + ) U = T, + 0 (L 0)* U,
wo

= Py (iw) Py (fw) — Py (iw) Py (iw)  ~ i =
2 P, (i) ° A= 3 P, (iw) P, (iw) y ¥ =34+ 2p) (2.38)

wenn in dem viskoelastischen Korper die Beziehungen (1.1) und (1.2) gelten, sowie
pio) =io [a @) e d, @) =io [b(t)edt
0 0
im Falle des Biotschen viskoelastischen Korpers.

Daraus ist zu ersehen, daB wir die Spannungen und Verschiebungen durch die
Formeln

Uy (wf'l-r') = Re [e:'a:t 5) i] (2.39)

Ui:i (@, t) = Re {e" [2 l:(é\.u — by é:kk) + ¢ (iw)? 6}} (2.40)

ausdriicken koénnen.
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Die Funktion @ erhalten wir, indem wir in die vorher fiir @ entwickelbten Formeln
an Stelle des Laplaceschen Transformationsparameters p die GroBe iw einsetzen.
Wenn wir uns so der Formel (2.33) bedienen, erhalten wir

% i

=T o 2 o) — i)

(T — 8). (2.41)

Die Funktion S ist das partikulire Integral der Gileichung

—~ o~

8, — (i) 0§ = — = (2.42)

)

I11. Beispiele zur Ausbreitung von Wiirmespannungen
im viskoelastischen Raum

A. Wiarmeschock auf der Oberfliche
des viskoelastischen Halbraumes

Das Problem der Ausbreitung von Spannungen, die durch plotzliche Erwirmung
der den elastischen Halbraum begrenzenden Ebene hervorgerufen werden, ist von
W. 1. Danilowskaya'® fiir ein vollkommen elastisches Medium geltst worden.

Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen 7' (0,1) = T, H (!) sowie der
Anfangsbedingung 7' (2, 0) = 0 kénnen wir die Laplacesche Transformation der
Temperatur durch die Formel

T == J;)" emalox g S0 (3.1)
ausdriicken.

Die Funktion @ bestimmen wir aus der Formel (2.24). Nach Durchfiihrung der
vorgeschriebenen Integration haben wir

T, m

P = = prpit = pinl

le=ml o —g-pom) 2, > 0. (3.2)
Zu demselben Ergebnis gelangen wir, wenn wir uns der Formel (2.33) bedienen.

Bei dem erorterten Problem sind lediglich die Verschiebung u, sowie die Normal-
spannungen von Null verschieden, wobei nach (2.10)

gy = pie 6_6: Ogp = Ogy = 2;‘:"6»11 +36:11 _7_’? =2;:.m§’ ‘|‘:1E’s?’2 . (3.3)

~ Bestimmen wir nun die Wirmespannungen im Biotschen viskoelastischen Kérper.
Die in den Beziehungen (1.11) erscheinenden Funktionen a (¢), b ({) nehmen wir in
Form einer exponentionellen Abhingigkeit an

a(t) =pge ™, b(t) =A;e*, (3.4)

Die Annahme derselben Relaxationszeit ¢! fiiv beide Funktionen, welche die rheo-
logischen Eigenschaften eines Mediums charakterisiert, ist gleichbedeutend mit der
Annahme eines von der Zeit unabhingigen Poissonschen Koeffizienten 7.

18 W 1. Danilowskaya: ,,Wirmespannungen im elastischen Halbrawm, verursacht durch
plétzliche Erwirmung der Oberfliiche (russisch), Prikl. Mat. i. Mech. 9,2 (1950).
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In Ubereinstimmung mit den Formeln (1.13) ist

I R )
H=y p+e’ A =2 p+e’ (3.5)
und ferner
= = 2 ]
Y = Yo 0% = 0y p 0 ® = Jo + 2 g, ? Yo = (B4 + 2 p0) 0y
m = my =y, o °%e.
Die Funktion ¢,, = g}ﬁz @ nimmt die Form an
Oy = — T W (e=maVoln  g-miao)pe)
2 ot (p — f) ’
i (3.6)
B=——5—e>0 ¢>0.

@,

Fithren wir auf Grund des Ausdrucks (3.6) eine inverse Laplace-Transformation
durch und setzen die Bezeichnungen ein
My t

o e s p— . 2 2
C_xrr,,’r—:-:a,ﬁ’ o =& d, (3.7)

so erhalten wir

o (6 Tia) = — 2L [ (2,75 @) —gs (8,73 @) (3.8)

a,*
Wwo

]1 (C, T;Ot) = ; g’(l—a]le_'alfmfﬂffc [Eli: ——V‘c’_(_l_—- (t_)) -}- eﬂl"l-_-_a e'rfc (3}%._ -+ V'l,' (l e d) ' l
g1 (6 T 0) = €0 | =t (F) B (v — ) + (3,9)

i} L5 V=
i ai—aizy A% ) H(p—r)d
+ey | e —= (n — &) dy
0
Die verbliebenen Spannungen sind durch die Formeln gegeben.

ko 04!
Q

Oy = Og3 = — 2ty My Ty [2 (¢, 75 00) + T11s (3.10)

wo
c"'ﬂl’ P C . 'y
oG Ti0) = —5— [e“’” « epfe (ﬂr_ —1 ch‘r) =
e £ —
4- et = erfe (2“; -+ £Voc1:)J.

Die zeitliche Verinderlichkeit der Spannung o, ist fiir 7 < ¢, (¢ < 2, g,) durch
die Funktion f, (¢, 7; &) und fiir = > ¢ durch beide Funktionen f,, g, charakterisiert.

(3.11)
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Die Funktion f, (£, 7; «) hat einen diffusen Charakter, die Funktion g, (¢, 7; )
den Charakter einer Langswelle, deren Front sich mit der Fortpflanzungsgeschwindig-

keit ¢ = /g, bewegt.
Fiir 7 = ¢ erhalten wir einen Sprung in der Spannung von endlichem Werte

v

7
Tymyo -

on (6T +ia) —oy (v —; &) = ot © : (3.12)

|
| B

der sich sowohl mit dem Parameter o als auch mit der Entfernung { verringert.

Fiir einen linear-elastischen Korper (« — 0) ist: dieser Sprung eine konstante Grofe.
Nach Passieren der Langswelle durch den Querschnitt ¢ verringert sich die Spannung
in diesem Querschnitt schnell und strebt nach Null.

Man beachte weiter, daf} fiir 2, =0

011 =0, 0y =053 = — 2y my Ty 77 (3.13)

ist.
Die Druckspannungen oy, 044 sind von « und 7 abhingig. Fiir 7 = 0 nehmen sie
den konstanten Wert — 2 y, my 7', zu, den wir im Falle eines vollkommen elastischen

Koérpers fiir 7 = 0 erhalten.
Wenn auf dem Rande a;, = 0 eines viskoelastischen Halbraumes die Temperatur
T (0, t) = T, cos gt vorgeschrieben wird, so ist das Temperaturfeld durch die Funktion

T (2, 8) =Ty Re[e=—aVR], » =0 (3.14)

gegeben,
Wir berechnen ferner die Funktion @, indem wir uns der Formel (2.41) bedienen
mT,

> — (i0) 8 g0 —tate [ eVl g 0] (8.15)
1) = gt —iwx

Fiir den Biotschen Korper erhalten wir unter Voraussetzﬁng der Beziehungen (3.4)

ST y . 1 g 1
,u('&cu):j e'““”‘a(t)dtzpom, A (lw) = A PR

o

M=ty V= gt L TE (3.16)

Die Normalspannung o,, erhalten wir aus der Formel

o (@1, 1) = Re [ge™ (iw)? 5]
— EIIEE:_Q' Re {iw Eiw!_ le—zl l l‘:j e F‘W-EST‘“TJ]}‘ (3.17)

a, iw — f#
Die verbliebenen Normalspannungen sind durch die Formel

AII 0.0!

iw
Un=ﬂ'as=“_9 —

e+ iw

O — 2mg py Ty Re[

gy I’WJ : (3.18)

gegeben,
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B. Spannungsausbreitung, die in einem viskoelastischen
Raum durch eine kontinuierliche Flichenwirmequelle
hervorgerufen wird

Moge in der Ebene @, = 0 die kontinuierliche Wiarmequelle Q (x,, t) = @, 6 (,)

H (t) wirksam sein. Die Laplace-Transformation des Temperaturfeldes hat hier die
Form

Q@

% __ -7, Vol

Sy , 2, > 0. (3.19)

Ferner bestimmen wir die Funktion p?® @, indem wir uns der Formel (2.33) bedienen,

- Qump [ o—1 Vpin I .
P o - 95| ['P 72 — ?ij;c] l |n"r'pfx pG J (320)
Fiir den viskoelastischen Biotschen Kérper erhalten wir
_ - @y My 0 ] % T e—z10p V' (p+e)
. . .. = Y | | Y 21
SLUT=I 2x0,* (p-ﬁ}[ p° owlpp+ol (hal)

Nach Durchfithrung der Riicktransformation auf Grund obiger Gleichung und
Einfithrung der Bezeichnungen (3.7), finden wir, daf3

o (675 @) = — "yer® [f, (¢ T @) — g (6 75 @] (3.22)

wo

6T = = “"‘"“‘[ = erfe ( = u‘“‘_‘ai)
+ Ve (1— or.))] (3.23)

— etli—= gpfe (

0 (6w = 0= [(=3) 1, (5 Vor—e9) an - B e —0).

0

Die Spannungen g, 035, werden durch die Formel ausgedriickt

UU
Ogg = Gyg3 = — My Yy @y 09 [5 (¢, T50) + E O11s (3.24)

wo

7 e—ar - s —= ¢
fs (& t50) = N [e‘“’r“‘ erfe (—2—;;— + ‘&V'rat) — e~ gpfe (2 =

—i VQ)] . (3.25)

C. Spannungsausbreitung, die in einem viskoelastischen Raum
durch eine konzentrierte kontinuierliche Widrmequelle
hervorgerufen wird

Es moge im Ursprung des Koordinatensystems eine konzentrierte kontinuierliche
Wirmequelle Q (R, t) = @, & (R) H (1) wirksam sein. Nach Einsetzen der Temperatur-
transformierten
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T (R, p) = ;}jﬂ-;,- e~ RI9, Rt = 2.2 4 0,® + 2,2, (3.26)

in die Formel (2.33) erhalten wir

. Dy o RVbix — g—Ran) | (3.27)
4 1 x Bp (p* o* — plx)

Die Spannungstransformierten sind durch die Formeln

Gan = —4u R Op +op* @ (3.28)
Gpp = g = — 20 (Ppp + R Dyp) +0p* @ =
L a——7m 1 31427
= —5omr—2umT + -2--:1;_2ﬁ-g;iJ-<D. (3.29)

gegeben.

Bs ist zu ersehen, daBl fiir die Bestimmung der Spannungen die Kenntnis der
Funktionen p® @ sowie u @,z geniigt.

Fiir den Biotschen viskoelastischen Kérper ist

= (3.30)

_ Y e g 1
PP =— Bp =7 (e RV plx _ g—Ray I p(p+e)) = =
R-17 . Apy [eRVobk (14 RVpfx)  e—RolpWra (1 + RoyVp (p + ¢
Ry & = e )t I 5 o TN gy
k? P —p)p+e pp—F)@+e
A =B (3.31)

Cdmra,t

Wenn wir (3.30) und (3.31) in (3.28) einsetzen und die Riicktransformation vor-
nehmen sowie die Bezeichnungen (3.7) einfiihren, erhalten wir

QU ‘0 i l
orr (C, 15 0) = — s x:Hﬂ"_ﬂ:a_ [1—_-& (fi—Fs—g1 + gs) +

o ; (fo—Ss—9e+ )+ ¢ (fe—fo— 00 + 9 2 (fr—g0) ] 9 = -‘—t"--}ﬂf fo_. (3.32)

Hier sind die Funktionen f, (¢, v; &) und g, (¢, v; «) durch die Formeln (3.9), die
Funktionen f, (¢ 7:«) durch die Formel (3.11) gegeben, wihrend die Funktionen f,
(¢, 7; &) und f; (&, 7 «) durch die Formeln (3.23) und (3.25) ausgedriickt sind.

Weiter ist
T (&, 7;0) = erfe (:) i—)

w1 g Vgt =g

g2t i) = e | e® Hr—o) +-%= | e® e H — 8
.rl,z_ 2

0
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= W e
L S A s
do (6, 7i0) = * Hz—t) + 5 | &® (—va——-_c ) # (n— 2 dy,
1]2 —_ ;]
[{]
3 l—e)r—y [1— 2 ' ———————
0y [Eivie) = I e ( 2) /s [% V-:ﬁ - f”) H (n — &) dy. (3.33)

0

Im Querschnitt ¢ = const. und fiir den Augenblick = = ¢ erhalten wir einen
Spannungssprung o,, von der GriBe

al
Gamwe %
4 nto,3 L ¢

orr (5, T+ ;o) —orp (6,7 — s 0) = (3.34)

Dieser Sprung verringert sich mit der Entfernung ¢ sowie mit der Zunahme des
Parameters o.

Fiir einen linear-elastischen Kérper (x — 0) ist dieser Sprung umgekehrt propor-
tional zu ¢.

Die verbliebenen Normalspannungen bestimmen wir aus der Formel (3.29). Nach
Durchfithrung der Riicktransformation erhalten wir

1 Qo f1g My
Ogp = O = — 5 ORR — g o p [ (6 75 0)

2 42
4 3 g

+ dy (1 (6 75 0) — g4 (6 75 )], Yy = (3.35)

Wenn in den Ausdriicken (3.32), (3.35) Grenziibergiinge « — 0 vorgenommen
werden, so erhalten wir die bekannten Bezeichnungen fiir die Spannungen eines voll-
kommen elastischen Kérpers. So nimmt beispielsweise die Spannung ogrr (&, T; «)
die Form an

Qo Mg My [_1__
wxtiog (b ]2

st 0= e [(1+c+«s~cﬂ)e'—¢ ;

- erfe [2—;-;—_ — V_r-] 4+ (1 —¢ + 922 ferfe (E—IC!?- + VTr” —

e it
—(1 v =gty “]-’a et
— (4Pt ——11H ¢ —0). (3.36)

Die in diesem Abschnitt dargestellten Losungen beziehen sich auf den Biotschen
viskoelastischen Kérper. Die Anwendung dieses Modells gestattete die Erzielung von
Ergebnissen, die fiir eine Diskussion geeignet sind. Das ergibt sich aus seiner Sonder-
eigenschaft, namentlich aus der Annahme, dafi die Grofle » konstant ist.

Fiir das Maxwellsche Modell, besonders aber fiir das Kelvinsche Modell erhilt man
Resultate von einer verhiltnisméfig komplizierteren Struktur.

(Eingegangen am 3. Oktober 1960 )
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