Ubungsblatt 9 zur Vorlesung
”Statistische Methoden”

Schiatztheorie und Konfidenzintervalle
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sprechung: Woche 20

Must

Aufgabe 37 [Eigenschaften von Schitzern]

Sei z1,...,x, eine Stichprobe aus einer N/ (u, 2)-Verteilung. Geben Sie einfache Beispiele fiir:
a) einen Schétzer fiir u, der zwar erwartungstreu, aber nicht konsistent ist.
b) einen Schétzer fiir u, der zwar konsistent, aber nicht erwartungstreu ist.

Aufgabe 38 [MSE =V + 1%, Lemma 5.6]

Zeigen Sie: Mit den Bezeichnungen aus 5.1.3 gilt:

MSE(jin, 1) = Vjin] + b

Aufgabe 39 [Eindeutigkeit von KI’s]

Konfidenzintervalle sind nicht eindeutig (zB gibt es immer das vollrandomisierte KI). Geben Sie eine (ein-
fache, bekannte) Situation an, in der Sie dann 2 nichttriviale KI's angeben.

Aufgabe 40 [Konfidenzintervalle]

Der Durchmesser der von einer bestimmten Maschine gefertigten Stahlkugeln fiir Kugellager seien ungefahr
normalverteilt. Bei einer Stichprobe vom Umfang n = 30 erhélt man einen mittleren Durchmesser z = 10.2
mm und eine Streuung
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Bestimmen Sie hieraus Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert p und die Varianz ¢® zum Niveau 1 —a =

0.95.

Aufgabe 41 [Konfidenzintervalle]

Es wird angenommen, dass die Durchmesser der auf einer bestimmten Anlage hergestellten Stahlkugeln
durch die Realisationen einer normalverteilten Zufallsgrosse mit ¢ = 1.04 mm beschrieben werden konnen.
Aus einer Stichprobe vom Umfang n = 300 ergab sich z = 12.14 mm. Bestimmen Sie fiir die Ver-
trauenswahrscheinlichkeit von 0.99 die Grenzen des KI fiir den mittleren Durchmesser dieser Kugeln.



Standard

Aufgabe 42 [MLE bei der Poissonverteilung] [2 Punkte]

Berechnen Sie den MLE, wenn die Daten z1,...,z, aus einer Poissonverteilung mit Parameter A > 0
stammen. Macht das Resultat Sinn? Tipp: Benutzen Sie unbedingt den Logarithmus an geeigneter Stelle.

Aufgabe 43 [MLE bei der Exponentialverteilung] [2 Punkte]

Berechnen Sie den MLE, wenn die Daten z1,...,x, aus einer Exponentialverteilung mit Parameter A > 0
stammen. Macht das Resultat Sinn? Tipp: Benutzen Sie unbedingt den Logarithmus an geeigneter Stelle.

Aufgabe 44 [Erwartungstreuer Schitzer der Varianz] [3 Punkte]

Sei (X;)™, eine Folge von iid-Zufallsgréssen mit E[X?] < co. Zeigen Sie:
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ist ein erwartungstreuer Schétzer der Varianz. Dieses Resultat gilt iibrigens fiir beliebige Verteilungen!
"Tipp”: einfach drauflosrechnen.

Aufgabe 45 [Momentenmethode] [2 Punkte]

Sei z1, ...,z eine Stichprobe aus einer Gamma(n, A)-Verteilung, n € N; A > 0. Schétzen Sie mit Hilfe der
Momentenmethode n und .

Aufgabe 46 [Cramer-Rao-Schranke im diskreten Fall] [242 Punkte]

Formulieren Sie die Cramer-Rao-Schranke fiir diskrete Zufallsgrossen und berechnen Sie die Schranke im Fall
der Poisson-Verteilung.

Honours

Aufgabe 47 [Uniformverteilung und MLE] [1+1+1 Punkte]

a) Sei x1,...,x, eine Stichprobe aus einer U|0, §]-Zufallsgrosse. Geben Sie den MLE fiir diese Verteilungs-
familie an. Schreiben Sie dazu die gemeinsame Dichtefunktion exakt auf und maximieren Sie diese ohne
abzuleiten.

b) Suchen Sie eine reelle Zahl a, damit der MLE-Schétzer aus a) mit a multipliziert erwartungstreu ist (mit
Beweis).

c) Sei x1,...,z, eine Stichprobe aus einer U[f, § + 1]-Verteilung. Geben Sie einen sinnvollen Schétzer fiir ¢
an, welcher X1y und X,y benutzt/kombiniert. Uberpriifen Sie diesen Schétzer auf Erwartungstreue.

Aufgabe 48 [Vervollstindigung des Beweises der Cramer-Rao-Schranke] [6 Punkte]

Vervollstandigen Sie den Beweis der Cramer-Rao-Schranke (Ableitungen unter dem Integral) mit Hilfe des
Satzes der majorisierten Konvergenz von Lebesgue im stetigen Fall.



