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Analysis III
11. Übungsblatt

4. Übung zur Maß- und Integrationstheorie

1. (Messbarkeit)
Sei (X, A ) ein Messraum und fn : X → R A -messbar für n ∈ N. Seien

A := {x ∈ X : f1(x) < f2(x)}, B := {x ∈ X : f1(x) = f2(x)},
C := {x ∈ X : ∃ limn→∞fn(x)}.

Zeigen Sie, dass A, B, C ∈ A .
Hinweis: Verwenden Sie, dass R vollständig ist.

2. (Riemann- und Lebesgue-Integrierbarkeit 1)
Sei f : [a, b] → R (a < b) eine nicht-negative, messbare Abbildung, die Riemann-
integrierbar ist.
Zeigen Sie, dass f Lebesgue-integrierbar ist, mit

b∫
a

f(x)dx =

b∫
a

fdλ,

wobei links das Riemann-Integral und rechts das Lebesgue-Integral bzgl. des Lebesgue-
Maßes steht.

3. (Riemann- und Lebesgue-Integrierbarkeit 2)
Seien f, g : R → R definiert durch

f(x) :=

{
1
x2 für x ≥ 1,
0 sonst, g(x) :=

{
1
x
sin(x) für x ≥ 1,

0 sonst.

und h : (0, 1) → R, h(x) := ln(x).

Zeigen Sie, dass f und h Lebesgue- aber nicht Riemann-integrierbar sind und dass
g uneigentlich Riemann-integrierbar, aber nicht Lebesgue-integrierbar ist.
Hinweis: Definieren Sie für n ∈ N an :=

∫ πn

π(n−1)
1
x
|sin(x)|dx und schätzen Sie ab.
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