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4. Übung zur Analysis IV

Die folgendenAufgabensindzumVortragenin denÜbungstundenam4.6.2003vorzubereitenund,so-
weit schriftlich bearbeitet,bis zum2.6.2003um 15:00Uhr in die jeweiligenGruppenbriefkästeneinzu-
werfen.

(4.1) (a) ZeigenSie,daß
���

p � dp) für 0 � p � ∞ vollständigist. Dabeiseidp für allediesep entspre-
chenddefiniertwie in Aufgabe(1.2).1 2

(b) Es sei c der Raumderkonvergentenreellenoderkomplexen Folgenund c0 der Raumder
Nullfolgen.Bekanntlichgilt c0 � c � �

∞ . ZeigenSie,daß
�
c ����� ∞ 	 und

�
c0 ����� ∞ 	 vollständig

sind.3

(c) ZeigenSie,daß
���

2003���
� ∞ 	 nicht vollständigist.

(4.2) δ1 undδ2 seienSemimetrikenaufeinernicht-leerenMenge� . ZeigenSie:

(a) Sindδ1 undδ2 gleichmäßigäquivalent(sieheAufgabe(0.3)),sogilt:

� � � δ1 	 vollständig ��
 � � � δ2 	 vollständig

(b) DieseÄquivalenzgilt nicht,wennmannurvoraussetzt,daßδ1 undδ2 diegleicheTopologie
erzeugen.4

(4.3)
� � � δ 	 sei ein semimetrischerRaum.Wir definierendie Äquivalenzrelation� unddie Metrik δ
aufdemRaum����� derzugehörigenÄquivalenzklassenwie in Aufgabe0.2.ZeigenSie:

(a)
� � � δ 	 vollständig ��
 � � ��� � δ 	 vollständig

(b) δ induziertgeradedie Quotiententopologieauf � ��� .

(4.4)
� � n � δn 	 seiensemimetrischeRäume

�
n ��� 	 und � : � ∏∞

n � 1 � n . Für x � y ��� sei

δ
�
x � y 	 : �

∞

∑
n � 1

1
2n

δn
�
xn � yn 	

1 � δn
�
xn � yn 	��

ZeigenSie:

(a) δ ist eineSemimetrikauf � .

(b) δ ist genaudanneineMetrik, wennalle δn Metrikensind.

(c) � �
δ 	 ist geradedie Produkttopologie� der � �

δn 	 für n ��� , dieseist alsometrisierbar. 5

(d) Ist hingegen I eineüberabzählbareMenge,und hat manfür jedesi � I einenmetrischen
Raum

� � i � δi 	 mit # � i � 1, dannist derProduktraum∏i � I
� � i � � �

δi 	 	 nichtmetrisierbar. 6

1Siehe(B5) aufSeite25derVorlesung.
2Tip: Zu einerCF in ! p mittelsVollständigkeit von " komponentenweiseeineGrenzwertfolgebasteln.
3Tip: Abgeschl.Teilmengein vollst. Raumist vollst. Für # c $&%'% ∞ ( auchdieVollständigkeit von " benutzen.
4Tip: Z. B. δ1 # x $ y ( : )+* x , y * undδ2 # x $ y ( : )+*1- x , 1- y * auf . 1 $ ∞ . betrachten.
5Tip: /'# δ (10 / zeigenundSatz5.6.bderVorlesungbenutzen.
6Tip: x $ y 243 mit xi 5) yi für alle i 2 I nehmen,MengeA derz 263 mit zi 287 xi $ yi 9 und#7 i 2 I : zi ) xi 9;: ∞ betrachten.

Zeigen,daßx 2 A gilt, aberx durchkeineFolgein A approximierbarist.


