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Aufgabe 1. Sei (V,(, )) ein unitdrer Vektorraum und es bezeichne |[v]|| = 4/(v,v) die assoziierte Norm.
Zeigen Sie, daf3

1 i .
(v, w) = S(ll” + llwll” = [lo = wl*) + S (ol + [lwll” = llo = dw]]*).

(Hinweis: Betrachten Sie ||v — w||*> = (v — w,v — w) bzw. ||v — iw||* = (v — fw,v — iw).)

Aufgabe 2. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum (K = R oder K = C). Ein Endomorphismus
T: V — V heifit normal, wenn TT* = T"T. Zeigen Sie:

(i) Ein Endomorphismus 7' ist genau dann normal, wenn fiir alle v € V' die Norm von 7'(v) gleich der
Norm von T™(v) ist. Folgern Sie hieraus, daf§ fiir normale Endomorphismen 7" ihr Kern mit dem des
Endomorphismus T iibereinstimmt.

(Hinweis: Fiir eine Implikation der Aquivalenz kénnen Sie bestimmt Aufgabe 1 gebrauchen.)

(ii) Ist T normal, so stimmen die Kerne von 7" und T iiberein.

Es bezeichne P den Vektorraum der C*°-Funktionen auf R, die 2w-periodisch sind, d.h. ist f € P, so gilt
fiir alle z € R, daf f(z) = f(z + 27). Auf P sei ein Skalarprodukt durch

)= [ f@g@ia

definiert.

(iii) Der Endomorphismus T': P — P, f — f’ ist normal.
(Hinweis: Zeigen Sie, daf§ T die Gleichung T = —T erfiillt. Was ist (T'(f), g)?)

Aufgabe 3. Sei im folgenden V' ein C-Vektorraum.

(i) SeiT: V — V ein normaler Endomorphismus und v ein Eigenvektor von T mit Eigenwert A. Dann
ist v Eigenvektor von T™ mit Eigenwert .
(Hinweis: Zeigen Sie, daf§ (T — AI) normal ist. Dannach hilft Thnen Aufgabe 2 sicherlich weiter.)

ii) T ist genau dann normal, wenn V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren besitzt.
8 g
(Hinweis: Fiir eine Implikation vergegenwirtigen Sie sich nochmal den Beweis von Satz 9 der
Vorlesung.)

Bemerkung. Wichtig zu bemerken ist, daB sowohl unitére (wegen T* = T~'), als auch selbstad-
jungierte Endomorphismen (wegen 7' = T™) insbesondere normal sind. Demnach sind Satz 7’ und
Satz 9 der Vorlesung Spezialfille der Aussage aus Aufgabe 3 (ii). Sowohl aus Selbstadjungiertheit, als
auch aus Unitaritat folgt die Existenz einer Basis aus Eigenvektoren, allerdings aus der Existenz der Basis
nicht Selbstadjungiertheit oder Unitaritit. Diese Begriffe sind demnach stirker. In Aufgabe 3 (ii) zeigen
Sie eine Aquivalenz.
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Aufgabe 4. Sei V ein K-Vektorraum (K = R oder K = C). Sie haben in der Vorlesung gelernt, daf§
ein Skalarprodukt auf V einen kanonischen Isomorphismus zwischen V und seinem Dualraum induziert.
Kanonisch bedeutet, dafl dieser Isomorphismus nicht von der Wahl irgendwelcher Objekte abhéngt. In
Abwesenheit eines Skalarproduktes sind V und V* dennoch isomoroph. Ein Isomorphismus wird in diesem
Fall mit Hilfe einer Basis konstruiert. Ist B = (b1, ...,by) eine Basis von V und b7,...,b;,, die dazu duale
Basis. So ist die Abbildung

¢g: V— V",

die gegeben ist durch ¢p(b;) = b; fiir ¢+ = 1,...,n ein Isomorphismus. Sie sollen sich vergegenwirtigen,
dafl dieser Isomorphismus immer von der Wahl der Basis abhéngt.

(i) Zeigen Sie, dafl es zu jedem £ € Aut(V*) Basen B und B’ gibt, so daf§ das folgende Diagramm

kommutiert
v
@ o
V* §

Kommutieren bedeutet, dafl £ o ¢ = ¢pr.

V*

(ii) Der Isomorphismus ¢p ist kanonisch, d.h. hiingt nicht von der speziellen Wahl von B ab, genau
dann, wenn V' = {0} der triviale Vektorraum ist.
(Hinweis: Machen Sie sich klar, da§ ¢ genau dann kanonisch ist, wenn fiir jede andere Basis B’
der zugehorige Automorphismus £ von V*, der obiges Diagramm kommutieren 148t, die Identitét
ist.)

Bonusaufgabe. Fiir K-Vektorrdume V definieren wir V** := (V*)*.
(i) Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Die kanonische Abbildung
Ov: V— V™ mit Oy(w): V' — R, o — p(w)
ist ein Isomorphismus.

Betrachten Sie nun
W:={z: N—R: |{neN: z, # 0} < o}

den Vektorraum aller Zahlenfolgen (z,)nen mit endlichem Tréger.

(if) Zeigen Sie, daf§ der Dualraum W™ der Vektorraum aller Folgen ist
wW* = {p: N— R}.

(iii) Beweisen Sie damit, dal die kanonische Abbildung fw : W — W™** nicht surjektiv ist.

Bonusaufgabe. Differenzieren Sie das Funktional
1
A O SR — Ry [ ) = (a0,
0

das definiert ist auf den geschlossenen C'-Kurven des R®.
(Hinweis: Vergessen Sie die partielle Integration nicht.)
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