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|. Die Kardinalzahlen

Beispidl:

Laurence Sterne erzéhlt in seinem Roman von Tristram Shandy, der seine Lebensgeschichte so
ausfuhrlich schreibt, dasser fir den ersten Tag ein Jahr braucht. Wirde & in dieser Weise
weiterschreiben so wirde e fur ein paa Monate seines Lebens sin gesamtes Leben zum Schreiben
bendtigen. Wére es aber so, dasser unendlich lange Leben koénnte, so wére bei gleicher
Ausfuhrlichkeit der Schilderung die Menge der beschrieben Lebenstage der Menge der Lebengahre
gleichmadtig und beide wéren abzahlbar unendlich.

Einflhrung:

In den vorherigen Vortragen haben wir gelernt, dassnicht nur eine Zahl, ein Gegenstand oder ein
Mensch Element einer Menge, sondern auch eine Menge wiederum Element einer Menge sein
kann. AulRerdem erfuhren wir, dasszwei Mengen A und B gleichviel Elemente haben, dass $e
gleichmadtig sein kdnnen. Man rennt diese Mengen auch abzahlbar unendlich, doch dazu nachher
mehr.

Weiterfihrung:

Wir wissen nun, dassdie Mengen:

M1 = Z (Menge der ganzen Zahlen)

M2 = Q (Menge der rationalen Zahlen)

gleichmadtig zur Menge N sind, dassbedeutet dassdiese Mengen gleichviel zur Menge N sind!

Wenn eine Menge nun ,X“-Elemente innehat, so bezechnet man riickschlief3end auch die
Madtigkeit dieser Menge mit der Zahl ,x“. Da uns bekannt ist, dassdie nattrlichen Zahlen ins
abzéhlbar unendliche reichen, musde fir die Madtigkeit ihrer Menge ene neue Zahl erfunden
werden. Georg Cantor, der Pionier auf dem Gebiet der Paradoxien des Unendlichen, bezachnete
daher die Madtigkeit der natiirlichen Zahlen mit der Zahl xo. Bei dieser Zahl und den retirlichen
Zahlen spricht man von den KARDINALZAHLEN (,,Alle miteinander aquivalenten Mengen fasg
man zu einer Klasse ausammen und sagt, sie haben die gleiche Madtigkeit oder Kardinalzahl*).
Zwar bezechnet man xq als eine Zahl, jedoch mussman unter den Eigenschaften dieser Zahl und
den ,normalen” Zahlen unterscheiden! Daher kann man nicht sagen, ob X gerade oder ungerade i<t,
noch darf man diese Zahl einfach Addieren, geschweige denn Subtrahieren.

Daher mussdie Bedeutung deser Begriffe flr diese Zahl erst neu festgelegt werden!

Zusammenfasung:

Wenn run eine Menge M zur Menge der nattrlichen Zahlen gleichmadtig ist, so mussdie Menge
M abzé&hlbar unendlich sein, denn rur dann kann man sagen:

Die Menge M hat die Madtigkeit %o, genauso wie die Menge der natirlichen Zahlen die
Madhtigkeit ®q hat, also sind beide gleichmadtig!

Extra:

Es gibt natirlich auch Mengen, die zieinander elementfremd sind, man spricht dann von
digunktiven Mengen.

www.rudolf-web.de / Last Update 04.06.04




Oberstufe Mathematik — Projekt Unendlichkeit
Il. Abzéhlbarkeit — Uberabzahlbarkeit

Einflhrung:

Zuvor haben wir erkannt, dassdie Menge der natiirlichen Zahlen und auch die anderen hisher

untersuchten Mengen abzéhlbar unendlich sind. Wir nehmen daher an, dass ®mit auch alle axderen
Mengen zu den abzéhlbar unendlichen gehdren. Dem ist jedoch nicht so! Der schon eben erwéhnte
Georg Cantor madhte die Entdedkung, dassdie redlen Zahlen nicht abzahlbar unendlich sondern

Uberabzéhlbar unendlich sind.

Weiterfihrung:

Abzéhlbarkeit

Uberabzéhlbarkeit

Als abzahlbar unendliche Mengen werde
diese bezeachnret, welche &uivalent
(gleichmadtig) zur Menge der (1,2,3...)
natlrlichen Zahlen sind! Die Mengen kdnnen

Eine Uberabzéhlbar unendliche Menge
bezeachnet eine Menge die ene grolere
Madtigkeit hat, als die Madtigkeit der
natlrlichen Zahlen. Die Menge ist hier weder

sowohl endlich als auch unendlich sain! endlich noch abzahlbar.

Il . Das zweite Diagonalverfahren — Beweis der Uberabzahlbarkeit der redlen Zahlen

Man het festgestellt, dassdie Menge der natirlichen, der ganzen und der rationalen Zahlen
abzéhlbar unendlich ist. Dassdies aber nicht fur alle Mengen gilt, hat der Mathematiker Georg
Cantor 1873bewiesen. Er zeigte die Uberabzahlbarkeit der redlen Zahlen, was bedeutet, dassman
diese nicht durchnummerieren kann. Cantors Beweis lauft wie folgt ab:

Es handelt sich um einen indirekten Beweis, bel dem man davon ausgeht, die Menge der redlen
Zahlen sei abzahlbar unendlich. Ziel ist es, einen Widerspruch herbeizufiihren, also die Annahme
der Abzéhlbarkeit zu falsifizieren und das Gegentell zu verifizieren. Cantor wahit das Intervall

(0; 1) fur seinen Beweis. Wenn dieses abzéhlbar unendlich sein soll, mussjedem Element aus der
Menge der natirlichen Zahlen eines dieses Intervall s zuzuordnen sein (Bijektion). Auf folgende Art
l&sg sich das veranschaulichen:

N 01 Beispiel

0 o 0,2y, Z2 Z13 Zys Zys Zyg --- 0 “ 0,410847118.
I o 0, 25 Zon Zoy Zoy Zos Zog 1 “ 852222222
2 “ 0, Z3) Z3z 233 Z34 Z35 Z36 2 3 0,1 41468432

3 o 0,Zs; Zyn Zy3 Zas Zas Zag 3 — 0333333309

4 > 0,25, Zsy Zsy Zsg Zs5 Zsg - i 0,998000505

5 > 0, Zsi Zoz Zes Zea Tés Zag o+ 5 o 0,500000000

6 o 6 “

Die Buchstaben mit den Indizes gehen fir Ziffern. Die Ziffer z45 beispielsweise steht in der vierten
Zelle an der funften Nachkommestelle. Die Aufgabe besteht nun darin, eine Zahl zu konstruieren,
die nicht auf der Liste steht. Dazu bildet man die Diagonalzehl a =0, a, & &g a... mit den Ziffern
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Z11 Z22 Z33... . Indiesem Beispidl hief3e die Zahl a =0, 451300.... Der entscheidende Schritt ist,
dassfur die Zahl ein besonderes Bildungsgesetz gilt:

a=1fdlsz #1

g=2fdlsz =1

Also lautet sieim Beispiel a =0, 112111.... Das bedeutet, dassdiese Zahl nicht in der obigen Liste
enthalten ist, da sie sich von jeder Zahl in mindestens einer Ziffer unterscheidet (bei der n-ten Zahl
in der n-ten Ziffer). Somit ist der gewtinschte Widerspruch erreicht und gezegt, dassnicht alle
Zahlenim Intervall (0; 1) auflistbar sind. ,,Quod erat demonstrandum*, die Uberabzahlbarkeit der
redlen Zahlen ist damit bewiesen.

V. Hohere Madhtigkeit — die Potenzmenge und die Kontinuumshypothese

Es snd zwei Arten von Mengen ndher betrachtet worden, némlich die &zéhlbar unendlichen und
die Gberabzéhlbaren. Die dzéhlbaren Mengen haben alle die gleiche Madtigkeit, die
Uberabzéhlbaren eine hthere. Um Mengen mit hdherer Madtigkeit zu finden, ist die Potenzmenge
P(M) einer Menge M von grofRer Bedeutung. Die Potenzmenge P(M) ist die Menge dler
Teilmengen der Menge M. An einem Beispiel sieht das wie folgt aus:

M ={1;2} P(M) ={{} ; {1};{2};{1; 2}}

Die Menge M hat die Mé&chtigkeit 2 und ihre Potenzmenge P(M) die Madhtigkeit 4. Die
Potenzmenge ist also madtiger als ihre Ausgangsmenge. Uber ein kompliziertes Beweisverfahren
kann man zeigen, dassdie Potenzmenge immer madtiger als ihre Ausgangsmenge ist. Die
Madhtigkeit lasst sich allgemein so ausdriicken:

Wenn [M| =n, dann |P(M) | =2"

Da man von jeder Potenzmenge wiederum die Potenzmenge bilden und das beliebig fortsetzen
kann, sieht man, dasskeine madtigste Menge eistiert.

Es gellt sich aber die Frage, um wie viel die Menge der redlen Zahlen im Vergleich zu den
abzéhlbar unendlichen Mengen madtiger ist. Das gleiche Problem taucht auch fur die
Potenzmengen der abzéhlbar unendlichen Mengen auf. Die azahlbar unendlichen Mengen haben
die Madtigkeit xo. Im Jahre 1878stellte Georg Cantor seine so genannte Kontinuumshypothese
auf. Diese besagt, dassdie redlen Zahlen die nachst hthere Madhtigkeit haben Also wird ihre
Madtigkeit mitx; beschrieben. Bel der Potenzmenge ener Menge mit Madtigkeit o geht man
ghrlich vor. Ihre Madhtigkeit wird mit ¢ ausgedriickt. Da man weiR3, dassaus |M | =n

| P(M) | = 2" folgt, schreibt man fir ¢: ¢ =2%
Wie der Name Kontinuumshypothese @er schon sagt, handelt es sch lediglich um eine Hypothese
und nicht um einen beweisbaren Satz. David Hilbert setzte die Kontinuumshypothese auf dem
Internationalen Mathematischen Kongressim Jahre 1900auf den ersten Platz seiner Liste der 23
mathematischen Probleme. Man sieht, dasshier die Mathematik an ihre Grenzen st6(¥. Esist nicht
entscheidbar, ob die Kontinuumshypothese richtig ist oder genau das Gegentell gilt.

In Bezaug auf dieses Problem hat Cantor gesagt: ,, Das Wesen der Mathematik liegt in ihrer Freiheit.”
Damit meinte &, dassdie Mathematik in ihrer Entwicklung vollig frei ist und nur auf die
Widerspruchsfreiheit ihrer Begriff shildungen geaditet werden muss
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