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Aufgabe “zum Warmlaufen” am Semesterbeginn:

a) An einem tisch im Biergarten treffen sich drei Bayern zu einer Variante des Fingerhakelns.
Bei diesem Valkssport haken die Gegner ihre mittelfinger in einen Ring aus metall und ziehen
jeweils so stark sie kénnen. Derjenige, der die anderen zu sich heriiber zieht ist der Gewinner.

Es ist auch eine skizzierte Draufsicht auf dem Arbeitsblatt. Ich beschreibe sie euch jetzt. Es
sitzten Xaver (0,75 KN) Toni (1 KN) und sepp (1,25KN). Xaver und Toni sizen in einem rechten
Winkel zueinander und Sepp sitzt Diagonal zu ihnen.

b) Nach einer Weile setzén sich zwei weitere Bayern dazu und hakeln mit,

Im Uhrzeiger: Xaver 1,5 KN und Toni 2KN, dann Wasi mit 2KN, Sepp mit 2,5 KN und dann Kurt
mit 2KHN.

. T?‘H. .
& 75“} 1;,/ Wa st
aven XAVER Y oy
— 45
g7 Sepp ! Sﬁpﬁf i/
4,35';;// ;Z & d



Umdrucke Vorlesung Baustatik I — 2. Semester — © C.SeeBelberg — 11.3.2004 — Seite 3

Ubung “komplexes gemischtes System”
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Symmetrieeigenschaften ebener Stabwerke (1)
- SchnittgroBen und Auflagerkrifte —

s : symmetrisch a : antimetrisch
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Symmetrieeigenschaften ebener Stabwerke (2)

s : symmetrisch

SchnittgroBen fiir Stiabe in der Symmetrieachse —

a : antimetrisch
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8. Senkrecht zur Systemebene belastete ebene Tragwerke

e Kap 5 bis 7: ebenes Tw mit
Belastung in der Tw-Ebene : g— v ] ___d__m_“l'
auflerdem gibt es : g . #/l T__‘_..__.J’ §
e cbenes Tw mit Belastung senkrecht & 7"}7""""'
zur Tw Ebene —
e rdumliches Tw mit beliebiger ~ -_/ -
Belastung

8.1 Schnittgrofien, Gleichgewichtsbedingungen, Auflagerarten,
Gelenke

Das Tw ist in der x-y Ebene gelegen.

Vorgehensweise bei der Berechnung unverédndert:

- Schnittprinzip anwenden

- Gleichgewicht anschreiben

3 Schnittgroflen :
o (0= (. : Querkraft in z-Richtung
e M, : Torsionsmoment (d.h. Moment um die Stabachse)

e M, : Biegemoment um die y - Achse
Vorzeichendef.: am positiven Schnittufer weisen Schnittgréfen in positive
Koordinatenrichtung

’/E_’

3 Gleichgewichtsbedmgungen D2 QZ—O ; 2M=0; XM=0

-»w‘f

Auflagerarten :

BEZEICHNUNG: d Punktiaget

torsionsiree

Schneiden- oder . l
Emwm Enspanniung

Linienkipplager

Ansicht Grundrifi Angicht Grurgdrin Grundrify Grundril

smeol B = —
0

1 Lagerreaktionen T ol ““‘"*‘T ) _»JG i@

Wertigkeit ~ 1 _ _ 3 7.
Freheitsgrade Q9 % B
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Gelenkarten

Oriltmomentengelenk

B t k X Yoligetenk i Querkrofigelenx
BEZ E.ICHNUNG paegomamin engelen (Torsionsgelenk) = " ”
N - N 1 s i y ]l 5
Schattgroen | . M. M0 2 MM,
1Getenkkrifte) - } 3 LA S - MMy
freibeitsgrode .A‘?V . B, A_n._p‘ .Atpy_.‘ Aw

statische Bestimmtheit : n =a + z - 3¢

SchnittgroBenverlaufe :

e Biege- und Torsionsmomenten konnen iiber Eck Spriinge machen, ohne
dafB3 dort ein Moment angreift

e Die Querkraft bleibt iiber Eck konstant, wenn keine Last angreift oder eine
Auflagerkraft wirkt.

Beispiel
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Beispiel zu Kapitel 8.1
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8.2 Ebene Systeme, riumlich belastet
Beispiel :

1

P \
— &
;}__/ * ,}___/fpz
f ; '

Belastung in der Ebene Belastung senkrecht
MQZ:M)/ Qy:Mz:Mx
Vorgehensweise: Belastung ,,splitten, getrennt berechnen, superponieren

8.3 Allgemeine raumliche Stabwerke

6 SchnittgroBen (3 Krifte, 3 Momente): N, O., O,, M,, M,, M.

6 Gleichgewichtsbedingungen: XF,=0; XF,=0; XF,=0; ZM,=0; ZM,=0; ZM,=0;
Berechnungsprinzip: Freischneiden, GlGew anschreiben
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Festigkeitslehre
1. Einleitung

1.1 Aufgaben der Festigkeitslehre
1.2 Spannungen und Forménderungen
1.3 Die Grundbeanspruchungsarten

2. Zug- und Druckbeanspruchung von Stiben
2.1 Spannungsermittlung
2.2 Dehnungen
2.3 Stoffgesetze und Werkstoffkennwerte

3. Der ebene Spannungszustand
3.1 Symmetrie der Spannungsmatrix
3.2 Drehung des Koordinatensystems
3.3 Hauptspannungen
3.4 Verformungen in der Ebene
3.5 Das Hookesche Gesetz
3.6 Die Vergleichsspannung

4. Biegebeanspruchung
4.1 Normalspannungen bei einachsiger Biegung
4.2 Flachentragheitsmomente
4.3 Schiefe Biegung
4.4 Biegung mit Normalkraft
4.5 Querschnittskern
4.6 Querschnitte mit versagender Zugzone

5. Schubspannungen infolge Querkraft
5.1 Wirkung von Schubspannungen
5.2 Berechnung von Schubspannungen infolge Querkraft
5.3 Spannungsermittlung bei diinnwandigen Querschnitten
5.4 Der Schubmittelpunkt

6. Schubspannungen infolge St. Venantscher Torsion
6.1 Torsion eines kreisformigen Stabquerschnitts
6.2 Torsion diinnwandiger geschlossener Profile
6.3 Torsion diinnwandiger offener Profile
6.4 Vorgehensweise bei der Berechnung von Torsionsaufgaben
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1. Einleitung

1.1 Aufgaben der Festigkeitslehre

Aufgabe der Festigkeitslehre :
« vorhandene Beanspruchungen (Spannungen) feststellen
« erforderliche Abmessungen eines Bauteils festlegen
» auftretende Forménderungen berechnen

Ziel: vorgeschriebene Sicherheit wird mit minimalem Baustoff- bzw.
Kostenaufwand erreicht

Prinzip des Tragsicherheitsnachweises :

Tragwerk /V\/erk@
Einwirkungen Abmessung Werkstoft- Teilsicherheit
G QF A kennwerte ™

Teilsicherheit yf

~_ R\/

N Beanspruchung Sd Beanspruchbarkeit Rd
Festigkeits-
e sd = f(G,Q,F.AfA) Rd = R/yM
Stahlbau Festigkeitsbedingung : Beanspruchung < Beanspruchbarkeit
Stahlbetonbau
Holzbau >d < Rd

1.2 Spannungen und Forménderungen

Werkstoff-
kunde

SchnittgroBen N, Q, M sind innere Krifte, die in einer Schnittfliche wirken.

Der je Flachenanteil vorhandene Kraftanteil wird als Spannung bezeichnet
Spannung o= Kraftanteil / Flachenanteil = dF /d4

¢ ist ein MaB fiir die Beanspruchung des Bauteils.
e Die Spannung ist - wie die Kraft - ein Vektor.
e In einem gezogenen Stab (N) ist die Spannung gleichverteilt :

W ham { EE 1C- B0 s N

e Vorzeichen : Wie bei Schnittgro3en (positive Spannungen zeigen am positiven

Schnittufer in positive Koordinatenrichtung.)
G: positiv immer Zug; negativ immer Druck

e Dimension einer Spannung : Kraft / Fliche
e Einheit : kN/cm®> (oder N/mm?)
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Formdnderungen
Verdanderung der Ausmalle eines belasteten Korpers bezogen auf die Abmessungen des
unbelasteten Korpers. Der Rundstab z.B. lingt sich infolge der Normalkraft :

F = )
| Vi—*

o
Lov.ﬁul"g

Andere Begriffe : Verformung, Verzerrung

1.3 Die Grundbeanspruchungsarten
a) Zug/ Druckbeanspruchung

al) Zugbeanspruchung
Die duBleren Krifte wirken in der Stablangsachse und ldngen den Stab;
z.B. Fachwerkstibe, Seile, Abschleppstange=> Zugspannungen o +F

Die duBleren Krifte wirken in der Stabldngsachse und
verkiirzen den Stab; z.B. Fachwerkstidbe, Sdulen, Stiitzen, :
Puffer von Eisenbahnwaggons. i
=> Druckspannungen ¢ i .
Schlanke, druckbeanspruchte Stibe sind auch auf Knickung zu

untersuchen.

a2) Druckbeanspruchung 4,:

e
4‘ o
&-—

b) Biegebeanspruchung
Die duf3eren Lasten wirken senkrecht zur

Tragerachse und rufen eine Kriimmung R
im Stab hervor.

L
¢) Schubbeanspruchung + Abscherbeanspruchung
Zwei entgegengesetzt gerichtete 4
Krifte wirken in der Ebene senkrecht ] N %
!I
P

. m

=

~

zur Stabachse und versuchen, die
Werkstoffteilchen in dieser Ebene zu ] ‘
verschieben; z.B. Schrauben, Bolzen \ 7 S

7
=> Schubspannungen t — L

5 F

NN

d) Torsionsbeanspruchung
(Verdrehbeanspruchung)
Der Stab wird durch ein Moment um die Stabachse beansprucht. Es folgt eine
Verdrehung der Stabquerschnitte gegeneinander; z.B. Wellen, Zapfen,
Schraubendreher
=> Torsionsschubspannungen t
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2.  Zug- und Druckbeanspruchung von Stiben

(Merkmale eines Stabes :
- seine Querschnittsabmessungen sind klein bezogen auf seine Lange
- erist nur in seiner Langsrichtung auf Zug oder Druck beansprucht.)

2.1 Spannungsermittlung

Ein Stab wird an seinen Enden durch die in der Stabachse liegenden Krifte F belastet.
e Im Schnitt s-s senkrecht zur Stabachse wirken die Spannungen ¢ = N/A.
¢ Sie stehen senkrecht (,,normal) zur Schnittebene.
¢ Die Normalspannungen stehen mit der Normalkraft im Gleichgewicht:

e Messungen zeigen, dal in der Ndhe des Stabendes, an dem eine Kraft
angreift, die Normalspannungen nicht gleichméBig verteilt sind, sondern
Spannungsspitzen auftreten (d.h.: hier ist : ¢ # N/A)

Diese Spannungsiiberh6hung bleibt auf die unmittelbare Umgebung des Kraftangriffs
beschriankt und klingt mit zunehmendem Abstand vom Stabende sehr schnell ab
(Prinzip von St.Venant).

=> Deswegen wird sie im weiteren nicht mehr beachtet.
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Beispiel: konischer Stab mit kreisformigen Querschnitt, durch Zugkraft F belastet.
Wie grof} ist die Spannung ox an einem beliebigen Ort x?

N
‘ 24, N o
2.2 Dehnung

Ein unbelasteter Stab mit konstantem Querschnitt habe die Linge /. Wirkt an
seinem Ende eine Zugkraft, dann verlangert er sich um Al.

{

: N

& T
_*_4,;_@_}

Fee ] —eF

Das Verhiltnis von Langendnderung zur Ausgangslange wird als Dehnung ¢

. Al
bezeichnet : ¢= " (& ist dimensionslos)

Diese Definition gilt nur, wenn & konstant iiber die Stablinge ist. Ist die
Querschnittsfliche # const und/oder N#const, so ist die Dehnung ortsabhingig:

2.3 Stoffgesetz ( Hook sches Gesetz ) und Werkstoffkennwerte

Verformungsgroen und Kraftgroen sind miteinander verkniipft. Die Beziehung
zwischen ithnen heif3t Stoffgesetz. Das Stoffgesetz ist abhdngig von dem verwendeten
Werkstoff und wird aus Experimenten bestimmt.

ound & werden in einem Spannungs-Dehnungs-Diagramm dargestellt.
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Wichtige Punkte der o—¢ Kennlinie:

Proportionalititsgrenze R,= op: Bis R, wachsen
Spannungen und Dehnungen proportional, d.h. es besteht
ein linearer Zusammenhang zw. ¢ und &.

Streckgrenze, Fliefigrenze f,= R.=c,.: Von R, bis zu R,
wachsen die Dehnungen {iberproportional.

Bei Uberschreiten der FlieBgrenze nehmen die
Dehnungen bei praktisch gleichbleibenden Spannungen

zu: der Werkstoft flief3t.

Verfestigungsbereich : AnschlieBend steigt die Kurve
wieder an, d.h. der Werkstoff kann weitere Belastung aufnehmen.

Brucheinschniirung: Bei sehr hohen Spannungen _ - WU J
unterhalb der Bruchgrenze schniirt sich der Staban < |— —— -~ - ©
der Bruchstelle ein. K - 3oy

fu = Ru=0p : Bruchgrenze: der Stab bricht

Elastisches Materialverhalten : Nach Belastung 6< R, und anschlieBender Entlastung nimmt der
Stab seine urspriingliche Lange wieder ein.

Plastisches Materialverhalten: Bei Belastung iiber R, hinaus geht bei Entlastung die Dehnung nicht
auf 0 zuriick, sondern die Entlastungskurve verlduft parallel zum Proportionalititsbereich. Die
verbleibende Dehnung heifit plastische Dehnung €p.

(Bezeichnungen: DIN 50145 Zugversuch: R,, R,; DIN 18800: f,, f.)

Festigkeitslehre-Vorlesung: linear-elastisches Werkstoffverhalten vorausgesetzt

d.h.: Spannungen bleiben unterhalb der Proportionalititsgrenze R,

Werkstoffkennwerte:

E : Elastizititsmodul; Kraft/Fliche, [N/mZ2]

Elastizitiatsgesetz, Hookesches Gesetz: Zwischen Spannung und Dehnung besteht
der lineare Zusammenhang ( Hooke 1635 - 1703): o=FE-¢

Material E [kN/cm?2] y7, ot [10°/°C)
Stahl

Aluminium

Beton
Buchenholz, I Faser
Fichte,senkr.

GuBeisen

Kupfer
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Querkontraktionszahl p

Gleichzeitig mit den Lingsdehnungen tritt eine Anderung des Durchmessers des
Probestabes auf, die Querdehnung g4 bezeichnet wird:

& =
4 [-] kann nicht groBer als 0,5 sein, da das Volumen eines gezogenen Korpers nie
abnehmen kann.

=> Obwohl Zug nur in einer Richtung aufgebracht wird, treten Dehnungen in allen
Richtungen auf'!

Wirmeausdehnungskoeffizient o

Dehnungen werden auch durch Temperaturinderungen hervorgerufen. Die
Liangenidnderung & ist dabei proportional zur Temperaturdnderung AT.

&= o, [1/°C]

Gesamte Stabdehnung :
g =

Beispiel:
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3. Der ebene Spannungszustand

Aus einem Stab wird ein infinitesimal kleines Element mit der Lange dx und der
Hohe dz herausgeschnitten.

Die Kantenldngen dx und dz sind so klein, dall die Spannungen und die Blechdicke t
als konstant iiber die Kantenldngen betrachtet werden konnen.

4 unbekannte Spannungen treten auf : o, oy, 7., %y

. Jx T)CZ
Spannungsmatrix : s =
T,y o .
Wdh: 1. Index : Normalenrichtung der Schnittfliche

2. Index : Wirkungsrichtung der Spannung

3.1 Symmetrie der Spannungsmatrix
Momentengleichgewicht um den Schwerpunkt des Elements ergibt :

Regel: Die Schubspannungen in zwei senkrecht aufeinander stehenden Schnitten sind
gleich. Sie sind beide auf die gemeinsame Schnittkante zu oder von ihr weg gerichtet.

=> es gibt in der Ebene nur 3 unbekannte Spannungen !
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3.2 Drehung des Koordinatensystems

Gesucht ist der Spannungsvektor s = (o), %) In einer beliebigen
Schnittflache.

Dicke des Blechs: t=,,1

cip/ds

x
| f, > Glplds sinyp
o
.E/Q.\s‘ 5

z
Glp/ds cos y
o, dz 14 Ty
y 4 T \”“’%

JE——
lT»-’x ax Tlpldscosg tfplds
opax Tlplds sing
i —

Von der z-Achse aus ist ¢ im Gegenuhrzeigersinn positiv.

Gleichgewichtsbedingungen :

Mit 1,,=1y, ; dx =ds*sin ¢ ; dz=ds*cos @ und Division durch ds ergibt
sich:

1. GL. mit sin @, 2.Gl. mit cos ¢ multiplizieren ; Gleichungen addieren:

Mit :

wird daraus:

Analog ergibt sich nach Subtraktion der 1. und 2. Gleichungen (oben):
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3.3 Hauptspannungen

Hauptnormalspannungen

Die Spannungen o, und vom Schnittwinkel ¢ ab. Bei einem zu bestimmenden ¢*
stellen sich dabei Extremalwerte (=Hauptspannungen) ein.

Bedingung :

Mit

ergibt sich aus der Ableitung der Formel fir o,

Wg. tan(@)=tan(@p+/2) ergeben sich zwei senkrecht aufeinander stehende
Hauptrichtungen zu ¢* und (¢*+ 7 /2) .

Die beiden mit o, und o, bezeichneten Hauptnormalspannungen erhélt man - nach

einigen Umformungen - durch Einsetzen von ¢* in die Gleichung fiir O,

Addiert man die beiden Formeln fiir 5, und o,, 5o erhilt man

Einsetzen von ¢* in die Formel t,, ergibt nach Zwischenrechnung : 7z, (¢*) =0

Fiir Schnittwinkel, die zu den Hauptnormalspannungen fithren, werden die
Schubspannungen 0 !

Hauptschubspannungen = Extremalwerte der Schubspannungen

Bedingung : dz,,/ de = 0 liefert nach Zwischenrechnungen den Winkel ¢=¢**, bei
dem die Hauptschubspannungen auftreten :

@** steht immer in einem Winkel von 45° zu den Hauptachsen.

Durch Einsetzen der Gleichung in die Gleichung fir 7, ergibt sich nach
Zwischenrechnungen die maximale Schubspannung zu :

Fiir die Hauptschubspannungsrichtungen sind die zugehorigen Normalspannungen:
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Hauptspannungstrajektorien

Kurven, deren Tangentenrichtungen den jeweils Ortlichen Verlauf der
Hauptspannungsrichtungen wiedergeben. Da 6, und o, senkrecht zueinander stehen,

schneiden sie sich im rechten Winkel.

Hauptnormalspannungs- | | 3 A= 7T
Irajektorien A IO & a
_ DFUC!'(; _———zug -:h -ty ___"_"'- Y __-__‘:.-___;::__-_-:._ .--_ e W ol .

Die Trajektorien haben z.B. Bedeutung fiir die Lage der Spannglieder beim
Spannbeton.

34 Verformungen in der Ebene

Verformungen und Spannungen treten immer gemeinsam auf, sie bedingen sich
gegenseitig.

Wie auch die Spannungen, ., _*2 % _ % P a

. x a Unp=Us+ u'dX
konnen Dehnungen und & ax o 27rax x
Gleitungen an jedem Punkt des & =2 " =" Y z 3 x

. - . dz 9z ¥ ala
Korpers unterschiedlich sein. l =
Fiir die Dehnungen gilt : *

_ow ou_ -, i
]/xz ax aZ ]/l 72

Wie auch die Spannungen werden die Verzerrungen als tensorielle Grofen
bezeichnet, die deshalb den gleichen Transformationsbeziehungen gehorchen.
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Ersetzt man in den Formeln fiir die Koordinatensystemdrehung und Hauptwerte der
Spannungen oy durch & ; o, durch g, . z,, durch 2 y,, ergibt sich

by = (6, 480+ (5, — ) c0s2p =y, +sin2p

2
1, - +l-(g —¢&.)-sin2 +l -Cc0S2
27/(/) 2 x z ¢ 27/):2 ¢
g +¢ e—&.n 1
& —Zx Zi X z + (=
2= \/( 5 ) 7

Diese Beziehungen sind z.B. bei der Auswertung von Dehnmefstreifen-
MelBergebnissen wichtig.

3.5 Das Hookesches Gesetz

a) Zusammenhang zwischen Dehnung &£ und Spannung o

Die Verzerrungen in einem Bauteil sind von dessen Belastung abhiangig. Fiir einen
Zugstab gilt (s.0.): & =0,/ E

Neben der Lingsdehnung lassen auch in den beiden dazu senkrechten Richtungen
Dehnungen beobachten, die als Querdehnung bezeichnet werden :

& =

d.h.: ein eindimensionaler = Spannungszustand ruft einen rdumlichen
Verzerrungszustand hervor !

Allgemeine Form des Hookschen Gesetzes:

Der Zusammenhang zwischen Schubspannungen und Gleitungen 148t sich
experimentell ermitteln :

G : Schubmodul; Stahl : 8100 kN/cm?

Es laBt sich zeigen, daB isotrope, elastische Werkstoffe nur durch 2
unabhéngige GroBen beschrieben werden. Es gilt :
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3.6 Die Vergleichsspannung
Zugstab, einachsiger Spannungszustand: Versagen (FlieBen), wenn oy = o7 = f«

Ebener Spannungszustand: alle 3 Spannungen tragen zum Erreichen des
Grenzustandes bei. Bei welchen gleichzeitig wirkenden Werten oy, G, , T4, versagt
das Bauteil?

Kann man die beim Zugversuch ermittelten Beanspruchbarkeiten £, in Beziehung
setzen zum FlieBbeginn beim ebenen Spannungszustand?

Aus den unterschiedlichen Spannungsarten o,, G, , Ty, wird ein theoretischer
Vergleichswert o, berechnet, der das Bauteil genauso stark beansprucht, wie die
gleichgroBe Zugspannung einen Zugstab. Dieser Wert wird Vergleichsspannung
genannt.

Das Bauteil beginnt zu flieen, wenn gilt :
oy < o7

Bei Werkstoffen, die nicht flieBen konnen, wird die gleiche Uberlegung auf den
Bruchzustand angewandt.

Eine Vorschrift zur Berechnung von o, wird Festigkeitshypothese genannt.

a) Hypothese der grofiten Normalspannung (Rankine 1858)

Es wird angenommen, dal} die grof3te Normalspannung fiir das Versagen mal3gebend
ist :

Anwendung: Bei sprodem Material (z.B. Glas, Keramik) unter iiberwiegender
Zugbeanspruchung.

b) Hypothese der grofiten Schubspannung (Tresca 1864)
e o, und o, haben das unterschiedliche Vorzeichen

Die Materialbeanspruchung wird durch die grof3te Schubspannung charakterisiert, die
fiir den ebenen Spannungszustand ist:

Tmax =

In einem Zugstab mit o = o, treten die maximalen Schubspannungen unter 45° auf:

!
6{P1}=—6x
= 2
Cmax = : “‘%}3
a.= A

Gleichsetzen liefert : Smax 4oy

2
xz 9

bzw. o,=2-7,, =\/(Ux —-0.)’ +472 , wenn nicht o; und o, , sondern o;

und o, bekannt sind.
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e Haben o, und o, das gleiche Vorzeichen, gilt: o, =

Allgemein gilt: 6, =

Anwendung: Werkstoffe mit ausgepragtem FlieBverhalten und Wl
sprode Werkstoffe mit iiberwiegender Druckbeanspruchung ggg’n
(Bsp.: Druckversuch mit einem Betonwiirfel; Bruch unter 45°)

SN il

¢) Hypothese der Gestaltinderungsenergie (Huber 1904, v.Mises 1913)
(Vergleichsspannung nach v.Mises)
Forménderung eines Korpers = Volumeninderung + Gestaltinderung

Es wird angenommen, da nur diejenigen Energieanteile, die zur
Gestaltinderung fiihren, charakteristisch fiir das Bauteilversagen werden.
Ohne Herleitung wird angegeben :

Diese Hypothese hat sich bei metallischen Werkstoffen bewidhrt und wird
deshalb im Stahlbau allgemein verwendet.

Vergleich der drei Hypothesen im ©;-0, Diagramm :

Der Begriff der Vergleichsspannung ist sinnvoll bei homogenen, isotropen
Werkstoffen, er ist jedoch nicht anwendbar fiir Verbundmaterialien (z.B.
CFK, GFK, Holz)
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Umdrucke Vorlesung Baustatik I — 2. Semester

Flichentragheitsmomente

Definition

I.=[y*dA I, =]y z-dA

2
1,=z"dA

Steiner ‘scher Satz
Das Koordinatensystem y-z wird vom Schwerpunkt aus an

einen beliebigen Punkt parallelverschoben
=2
I,=1,+z -4

L=1.+y -4
[y\z :[yz +Es 'ys
Drehung des Koordinatensystems um den Winkel ¢

<A

Nt

J

1 (Iy +IZ)+1<Iy —IZ)-cos2(p—Iyz -sin2¢

I, =5
I, :l(]y +]z)—l(1y —Iz)-0052q0+1yz -sin2¢
2 2
1 .
L, :E-(]y —1.)-sin2¢p+1,_ -cos2¢p

Haupttragheitsmomente / Querschnittshauptachsen

yz

tan 2% =~
YT

2
I +1 I -1
I, = y2 zi\/( y2 ZJ -I-Iﬁz

Berechnung zusammengesetzter Flichen

Y, §22d4 = Y I+ 2} 4,

I, =
i=1 Ay i=1

Z U dd = Z i+t 4,
i= i=1

[
fz
A;

‘ryz = Z

r.=;l

!r’ZI -|_ ylzIA

IIIM =
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Beispiel: Fulgangerbricke mit dinnwandigem Querschnitt
geg.: Einfeldtrager / = 25 m; Achsmalde des Querschnitts

/ { )
P A
|

—P
“Z A

Schnitt A-A:
5 - 1%8ox 42
55 Ty e b s A 7 o
" !, i T.t =do t=Aol,, Izoo
) ] ! ~
e Y2 Hoox A
@ g k_lz [
fo0 o ; ‘ , t=»o t=Ao
L PN % 7?669 x22
4S5 | Soo ! Lo | Seo ! Soo 1 #9o r
' ' + s i ' !
gesucht: Spannungen infolge der Verkehrslast g = 5 kN/m?
bendtigte Querschnittswerte:
i bi ti A| Zy Zg 'Ai _2. A, Iy,i
cm cm cm? cm cm® cm* cm*
1
2
3
4
5
6
7
8
9

Summe:
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Flichentragheitsmomente

mit dem GauBschen Integralsatz

= dy dz = 5 £ (v,z
| Z I, Vi
(A)
2. 1 n
- z, + z,2 + z
fy . 2 %, Yi%ie 1¥141 1t 24254 1+1)
—_ 2 1 B '
= |lY"dy dz = = ¥ (y,z -z s 2
s L{) T Tz I WaTier T B Y)Yy Y YV +oviy)
T (I 2.y, 0¥ (29,2, ¥ V32407 * 23Y5q7 25497 500)
7Z“+27 e YiZi+1 i¥i+1 1% 7 1% i
» B R TiTier T TV
0O ——— A — @ ™ m 2
,-),%"‘ 5 N R LI . m-_ o
0.0 240 {a)j th) | (=) (q) LTS
0,20 / T 102,00 J 0,20 § 0,800 ~ 0,400 | 0,100
- : 212,008 0.40 ¢1,200 - 2,360 | 0,640
/ 30,40 10,601 2,300 - 2,840 | 1,us0
/ / 1,20 4 11,4c 2,00 f2,240 - 2,000 | o,z40
/ / g8 1100160 10,400 - 1,600 [ ~1,200
1,40 / : / ¢ [1,00 0,40 0,500 - 0,160 | 0,240
L 700401 0,40 0,640 - 0,160 | 0,450
o 10 0,40 11,609,840 - 1,500 | -0,900
| g @ 21,001 1,60] 2,006 - 2,240 | ~0, 240
k— “"|=“ 1 |1,90 | 2,002,300 - 0 2,E00
. : . 41 |o,00| 2,00]0 -0 0
#o,ao#o,aaoILo,ecqu 12 |o,00 [ 0,00 f0 -0 0
. + |33 2,00 0,20
1 - -
z * 28 = 4,360
A = 2,180
L - |- - 2 - - - = - - - -
B : - -k , . otr : t (el
zi*'ziﬂ -"iwiﬂ___(f) Zi2549 {c_)-_ (k) {hj Y ¥4 (c:__(—n) (£} (h)+yizi+yi+1zl+1 e)
B -  al N i A 2 nt
(£} {h) (k) (1) (m) {n) {0) §23]
0,60 14,00 0,360 - 0,080 | 0,112} 16,000 - 4,000 4,800 2,400 + 0,400 + 0,300 ] 1,440
1,00 |1 3,40 1,000 - 0,240 0,486 § 11,560 - 2,800 5,606 13,400 + 0,800 + 0,840 3,226
2,600l 2,80 6,760 - 1,200 {10,898 ] 7,B40 - 1,960 | 11,525 | 7,280 + Q,840 + 7,87 | 21,403
3,60 |f 2,40 |[ 12,860 - 3,200 | 2,342) 5,760 - 1,400 | 1,046 | 8,620 + 2,300+ 1,600 3,130
2,00 0%12,00 4,000 - 0,640 | -4,032 ] 4,000 - 1,000 -3,600 14,000 + 1,600 + 0,400 ] -7,200
0,30 || 1,40 0,640 - 0,160 | 0,115 ] 1,960 - 0,400 | 0,274 11,120 + 0,400 + 0,160 | 0,403
| 2,00 || 0,50 4,000 - 0,640 | 1,633 ] 0,640 - 0,160 | ©0,230 | 1,600 + 0,760 + 0,640 | 1,152
3,20 || 1,40 10,240 - 2,360 | =-7,373 1,960 — 0,400 | 1,498 {4,480 + C,640 + 1,500 | -6,451
3,60 12,40 |[[ 12,360 - 3,200 [ -2,342 | 5,760 ~ 1,400 | ~1,046 | 8,640 + 1,600 +, 2,800 | -3,130
4,720 b 1,40 [[ 16,000 - 4,000 | 33,600 1,960 - © 5,438 | 5,600 + 2,807 + O 23,520
2,001 0 4,000 ~ O . o U -0 o 0 + 0 + 0 Q
0.20| 2,00 0,400 ~ © o 4,000 - O 0 0,400 + © + 0,000 O
12072 77735,4709 TIi_ = 22,975 124?; = 37,453
p— T = e
J:y 2,552 T 1,913 7z T 1.562
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Schiefe Biegung mit Swainscher Formel

- 5 N - Z
I, I, -1 I

v z VE v z VE

sivz) = X M, - I, + M, - I,

Spannungsnullinie

N I, - I, - 12,
Yo — - - -
A My I, + M, I,
N I, - I, - I3,
s - = — —_— = =
’ A M, I, + M-I,

Winkel der Spannungsnullinie

z M, I, +M, -I,
tanfp = — = - E——
y M, I, +M I,
= N/A

=
-
.
=
parallele Z— -

Gerade
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5.  Schubspannungen infolge Querkraft

Die Wirkung von Querkraftschubspannungen 148t sich durch Vergleich der
beiden Verformungsbilder erkennen:

a) Schubspannungen konnen in den Fugen nicht tibertragen werden
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F

y

N\

b) Schubsteifer Verbund

Druckgurt, Verk(rzung
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Plot der resultierenden Schubspannungen fiir den Kastenquerschnitt fiir Qy = 1
(die Lange der Pfeile ist proportional zur Grofe der Spannungen)

EEE EEEENE
i e > > =
s~ W~
-z
X7
~%7
A A
N
‘Detail B Natail A

Plot der resultierenden Schubspannungen fiir den Kastenquerschnitt fiir Qz = 1

Detail B Detail A
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6. Torsion

Ein Balken wird auf Torsion beansprucht, wenn in der Ebene senkrecht zur
Balkenachse ein Kriftepaar angreift.

Die Endquerschnitte eines Stabelements dx sind um den Winkel dS gegeneinander
verdreht.

Die Verdanderung des Drehwinkels 3 wird als Verdrillung bezeichnet :
Verdrillung = a8 =9’
dx

2. mogliche Auswirkung der Torsion : Verwolbung der Querschnitte
=> Querschnitte sind nicht mehr eben (zeigen an einem geschlitzten Rohr aus Papier)

Ly
—

ey
—

]

Wolbfrei oder quai-wdlbfrei sind u.a. folgende Querschnitte :

OO ITT &8

Schneiden sich 2 schmale Rechtecken in 1 Punkt, so liegt ein quasi-wdlbfreier
Querschnitt vor (¢ muf3 nicht const. sein)
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2 Arten von Torsion :
a) St. Venantsche Torsion oder freie Torsion oder primdre Torsion :
e Nur Schubspannungen werden verursacht

b) Wolbkrafttorsion oder sekunddre Torsion (siehe 7. Semester)
¢ ¢s entstechen Normalspannungen (infolge der behinderten Verwolbung)

e immer dann, wenn die Verwolbung behindert ist, tritt Wolbkrafttorsion
zusitzlich zur St. Venantschen Torsion auf.

e Kann niemals ohne St.Venantsche Torsion auftreten.

xef”xl _

MML ;

Wann liegt nur St.Venantsche Torsion, aber keine Wolbkrafttorsion vor ?

e bei wolbfreien Querschnitten immer

e bei nicht wolbfreien Querschnitten nur, wenn die Verwolbung nirgendwo
behindert ist und gleichzeitig M, = const. Dies setzt an den Auflagern
Gabellagerung voraus.

Im folgenden wird ausschlielich die St. Venantsche Torsion behandelt!

6.1 Torsion eines kreisformigen Stabquerschnitts
Stab mit Kreisquerschnitt, R=const., Belastung: Mt ; Schnittgroe M, = My

Verdrehung d$ der um dx benachbarten Querschnitte gegeneinander (¢ positiv
rechts-drehend) . Zwischen d$ und dem Gleitwinkel ybesteht der Zusammenhang :

r d9=y dx =  y=r*d4/dx

= Gleitw, J/[ﬂ/: Uuolve[tw:‘]

d x — ¥

Das Hook sche Gesetz verkniipft den Gleitwinkel y mit der Schubspannung r.
T=Gy=Grd%/dx= Gr &
T ist also proportional zum Abstand von der Stabachse.

a -

-
b e

t verursacht ein Torsionsmoment, das genau dem im
Schnitt wirkenden Torsionsmoment entsprechen mul3 :

MX:II”TdA
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Mitt=Gy=Gr 9 :
My =G&r2dd
=G9 I
Kreiswelle : I,=[r2d4 = n/2 R4

Die GroBe I wird Torsionstragheitsmoment genannt.

Allgemein gilt :
3 =M, /Gy
Die Endverdrehung eines einseitig eingespannten Stabes der Lange / ist
/ .
9=19a — g-="1
0 G-I,

Schubspannungsverteilung (aus umrahmter Formel 4" eliminieren)
=G r-9=G-r M, :er
G-I, I,

Der GrofBtwert tritt am Rand mit » = R auf .

Alle Formeln gelten auch fiir den Kreisringquerschnitt mit :
Iy =" (R~ R))

Bsp.:
geg.: Stabquerschnitt d = 100 mm ; M, = 400 kNcm
ges : I, 77

Fiir nicht kreisformige Vollquerschnitte gilt allgemein:
L4 3 = MX /G IT
e max 7=M,/ Wy (Wrsiehe Schneider, 15.Aufl., S 4.30f)
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6.2 Torsion dilnnwandiger geschlossener Profile
Annahmen : * Querschnitt konstant
* Mx (x) = const.
» Wandstérke #(s) darf verdnderlich sein (s=Umfangskoordinate)

(im Bild My durch M, ersetzen)

e AulBlen- und Innenflichen des Hohlzylinders sind belastungsfrei
=> Spannungen an den Réndern miissen tangential verlaufen.

e Annahme: rist iiber die Wanddicke gleichmifBig verteilt
e Schubflul 7' [Kraft/ Lange] T = 7 * ¢
¢ infinitesimales Rechteck herausschneiden :

Gleichgewichtsbedingung
e XV =0 : Schubfluf3 iiber x konstant ! (d 7x,=d T, =0)
e >H =0 der Schubflul} an jeder Stelle s des Querschnittes gleich ist. (T, = Tx)

Berechnung der Schubspannung 7 :

Das Momentengleichgewicht liefert beziiglich der Stabachse :

.

dM =r -T-ds
M, =¢dM =T -¢r -ds
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. = 2.dA
Es gilt V_L‘d's 2:d An

"9

Umlaufintegral :§r -ds=2-4,

Ay, : von der Mittellinie eingeschlossene Fliache
Es folgt : 1. Bredtsche Formel nach R. Bredt 1842 - 1900 :

T M

X

t 2.4 -1

max 7 tritt an der Stelle der kleinsten Wanddicke min t auf.
T M M

X X

Tmax = =
l : 2 * Am * tmm WT

min

mit Torsionswiderstandsmoment : Wy =2 A4,, tin

Berechnung der Verdrillung
Wie bei den Kreisquerschnitten gilt :
/G =y=r9
Multiplikation mit ds, Integration iiber den Umfang s :
1
Ejtds =% frds =9 .24,
Fiir zwird die 1. Bredt'sche Formel eingesetzt und nach % aufgelost

M
M,
G-4-A st

!

mit Einfithrung des Torsionsflichenmoments :

()

wird daraus die 2. Bredt'sche Formel :
M

4 X

TG,

Bei Stahlbauquerschnitte ist die Blechdicke t; i.d.R. abschnittsweise konstant :

I = 4A§1/(25i/'1i)
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6.3 Torsion dilnnwandiger offener Profile
Schmaler Rechteckquerschnitt :
Schubspannungen flielen anders als bei geschl. Querschnitten

)
1

Faflt man den Querschnitt als die Summe einzelner sehr diinner Hohlquerschnitte
auf, 14Bt sich zeigen :

Aus mehreren Rechtecken zusammengesetzter Querschnitt(ohne Herleitung):

i‘?f:maxi‘

——t]

1 n
I == 5 Z H 31‘ h i
mit WT = IT / Tnax wird
MX Mx ) tmax
maxz7 = =

T [T

Fiir die Verdrillung gilt weiterhin : |9 =
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6.4 Vorgehensweise bei der Berechnung von Torsionsaufgaben

a) Querschnitte, die in Querschnittstabellen enthalten sind (z.B. Schneider 4.30)

I, W1 mit in Tabelle angegebenen Formeln berechnen.
maxz = M, 9 = M, fiir 9 =const gilt: 9=9"-1/
G-I,

T

b) geschlossene Querschnitte
max T an der diinnsten Querschnittsstelle !!!

T M. M. , M,
T=—= Tmax:— l9 =
t 2.4, -t 2.4 -t G-I,
2
! WT:2'Am'tmin

c) Offene Querschnitte
max T an der dicksten Querschnittsstelle !

12 M., M,_-t M
IT e Z I?hi maxr = x X “max 9’ = X

3 =1 Wy Iy G-I
WTZIT/tmax

d) Noch nicht berechenbar mit den vorliegenden Formeln sind ...

e Querschnitte, (die nicht verwdlbungsfrei sind) und (die gleichzeitig in ihrer
freien Verwolbung verhindert sind oder fiir die gilt: M _ # const)

e Vollquerschnitte, die nicht tabelliert sind (Grund: aufwendige Dgl zu l6sen,
Seifenhautgleichnis)

e Mehrzellige Hohlquerschnitte (Grund : statisch unbestimmtes Problem)



