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5. Wahr oder falsch? Ein Integritdtsring ist genau dann ein Korper, wenn je zwei Ele-
mente ungleich Null assoziiert sind.

6. Essei R ein kommutativer Ring. Zeigen Sie: Fiir a, b € R ist das Polynom ax+b genau
dann eine Einheit in R[x], wenn b eine Einheit ist und es n € N gibt mit a” = 0. (Ein
Ringelement a mit dieser Eigenschaft heif3t nilpotent.)

7. Esseien ¢ € Z und n € N. Zeigen Sie: Falls die Gleichung
x"=c

eine Losung in Q hat, dann hat sie auch eine in Z.

8. In dieser Aufgabe bestimmen wir die Einheiten im Ring

Z[\/E]:{cwb\/ieR:a,beZ}.

(a) Zeigen Sie, dass 1+ \/2 eine Einheit in Z[\/z] ist.
(b) Wir definieren eine Funktion N : Z[\/2] - Z durch

N(a+bV2) = (a+bV2)(a-bVv2)=a®-2b%

Zeigen Sie, dass N(xy) = N(x)N(y) fiir alle x, y € Z[+/2] gilt.
(c) Zeigen Sie, dass a + b\/2 genau dann eine Einheit in R ist, wenn gilt:

a> —2b* = «1.
(d) Folgern Sie: Falls a + b\/2 eine Einheit ist mit a > 0 und b > 0, dann gilt
b<a<2b.

(e) Zeigen Sie durch Induktion nach b, dass jede Einheit u = a + b\/2 von Z[\/i]
mit a, b > 0 die Form u = (1+ /2)" fiir ein n € Z hat.
(Hinweis: Verwenden Sie, dass auch (a + b\/2)(~1+ \/2) eine Einheit ist.)
(f) Folgern Sie
Z[\2]* = {i(l +V2)" | ne Z}.



