2.1.2 Gleitkommazahlen



Uberblick:
Gleitkommazahlen

#¢ Gleitkommadarstellung

F& Arithmetische Operationen auf Gleitkommazahlen mit
fester Anzahl von Mantissen- und Exponentenbits

# Insbesondere Rundungsproblematik:

[~]Ergebnisse von arithmetischen Operationen sind evtl. nicht
(exakt) als Gleitkommazahl darstellbar (auch wenn sie im
Bereich zwischen grof3ter und kleinster darstellbarer Zahl
liegen).

[~IMan will zumindest den Fehler moglichst gering halten:
Rundung

[~IVerschiedene Rundungsmodi



Gleitkommadarstellung

Idee: Reprasentiere Zahl durch Vorzeichen, Exponent und Mantisse,
Position des Kommas liegt (im Gegensatz zu Festkommazahlen)
also nicht fest!
Abdeckung eines gréReren Zahlenbereichs bei gegebener Stellenanzahl

Gleitkommadarstellung einfacher Genauigkeit: (-1)SM>»2E

31 3029282726252423 2221 3210
S Exponent E Mantisse M

Gleitkommadarstellung doppelter Genauigkeit: (-1)SM>2E

63 6261 .. . 9352 5150

S Exponent E Mantisse M

Es bleibt noch festzulegen, wie die Mantissenbits bzw.
Exponentenbits als Zahlen M bzw. E interpretiert werden sollen.



Normalisierte Gleitkommadarstel lungen

Beobachtung
Gleitkommadarstellung einer Zahl ist nicht eindeutig !

0.1113% = 0.0111 x24

Definition
Eine Gleitkommazahl (SM,E) heil normalisert,
wenn 1£M<2 d.h. wenn M von der Form 1.m, ... m, ist.

/"

Die 1 vor dem Komma braucht nicht abgespeichert zu werden (® ,hidden bit®)

31 3029282726252423 2221 3210

S Exponent E Mantisse m

m,m, m ,,

Fir eine normalisierte Gleitkommazahl ergibt sich der Mantissenwert M
alsM=1+S_ |

.....

P Die Zahl 0 muss als Spezialfall behandelt werden !



Gleitkommadarstellung - IEEE 754
Standard

31 3029282726252423 2221

S Exponent E Mantisse m

e, e, €

Gemal IEEE 754-Standard werden die Exponentenbits als vorzeichenlose
Zahl interpretiert. Diese Zahl wird als Charakteristik C bezeichnet.

Um auch negative Exponenten darstellen zu kdnnen, wird von der
Interpretation als vorzeichenlose Zahl eine Konstante, der sogenannte
Bias, subtrahiert.

Bei n Exponentenbits wird der Bias gewdhlt als BIAS = 27-1-1, also bei
einfacher Genauigkeit BIAS = 127, bei doppelter Genauigkeit BIAS = 1023.

Bei n Exponentenbits ergibt sich also fur E:

E=C-BIAS=S_, ,.,€2-BIAS
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Gleitkommadarstellung - IEEE 754
Standard

31 3029282726252423 2221

S Exponent E Mantisse m

e, € € m,m, m ,,

Insgesamt ergibt sich also bei k Nachkommastellen der Mantisse und n

Exponentenbits der folgende Wert fir die Gleitkommazahl:

"a2 0 BiaS

(DM = (- D01+ §,F m2)

Die Charakteristiken <1...1>=2"-1 und <0...0>=0 sind fir spezielle
Zwecke reserviert (siehe spater) und werden fir normalisierte
Gleitkommazahlen nicht verwendet.

Damit ist die groBte darstellbare Zahl (2- 2 “) ><(22__1 )
Und die betragsmaliig kleinste darstellbare Zahl 2 2



Gleitkommadarstellung - IEEE 754
Standard

# Naturlich sind nicht alle reellen Zahlen zwischen (2- 2 k) ><(22”'1'1)
und 9-2"'+2 darstellbar.

3¢ Darstellbar sind nur Zahlen auf einem bestimmten ,Raster”. Das , Raster*
wird eng bei kleinen Zahlen und weit bei grof3en Zahlen.

36 Beispiel:
Sei k=2 und zur lllustration der Exponent aus {-1, O, 1, 2}.

1

0 | 111

13,2 b2 1,002 1,002 1,:::1222 1,19222 11,

# Problem:
Ganz dicht bei O gibt es eine ,Llcke“.
Grund ist das ,,hidden bit* 1.m_, ... m,.




Gleitkommadarstellung

36 Beispiel:
Sei k=2 und zur lllustration der Exponent aus {-1, O, 1, 2}.
4 5 6 7
: 2 3 ‘ ‘ ‘ ‘
ETTY I I A
1?”2 b0 1,002 1,m:|222 1,91222 1,1t:|222 1,11222

3 Problem: ,Licke* bei O.

3¢ Abhilfe: Erlaube dicht bei 0 (wenn Exponent minimal, hier also -1) auch
Zahlen ohne hidden bit, sog. denormalisierte Zahlen der Form 0.m_; ... m,,.

4 5 6 7

: 2 3
oondiil L] | | |

1,0 2 2
1,0(]22 10!]22 1,01 2 1,1(]22 1,1122

012 1,072



Sonderfalle IEEE 754 Standard

Der Exponent O spielt beim IEEE 754-Standard eine Sonderrolle:
Sind alle Exponentenbits 0, so wird ausnahmsweise das ,hidden bit* der
Mantissendarstellung weggelassen, so dass die Zahl

" mi 2|) 2-126

dargestellt wird.

Auf diese Weise konnen ,denormalisierte Zahlen* dargestellt werden,
die kleiner als die kleinste darstellbare normalisierte Zahl sind.

Die Null wird folgendermalien dargestellt: Samtliche Mantissenbits und
Exponentenbits sind O.

Die Charakteristik 2"-1 spielt ebenfalls eine Sonderrolle:
Sind alle Exponentenbits 1 und alle Mantissenbits 0, so wird der Wert ¥
dargestellt.



IEEE 754 Standard - Spezialfalle

Normalisierte Zahl + (0 <C<255(2047) m beliebig
Denormalisierte Zahl = 0 m * 0 beliebig
Null + 0 0
Unendlich + 255 (2047) 0
Not a Number t

255 (2047) m * 0 beliebig




Darstellbare normalisierte

Gleitkommazahlen

single precision double precision

Vorzeichenstellen
Exponentenstellen
Mantissenstellen (ohne hidden Bit)

Bitstellen insgesamt
Bias
Exponentenbereich

Darstellbare normalisierte Zahl
mit kleinstem Absolutbetrag

Darstellbare normalisierte Zahl
mit groftem Absolutbetrag

Darstellbare denormalisierte Zahl
mit kleinstem Absolutbetrag

Darstellbare denormalisierte Zahl
mit grof3tem Absolutbetrag

1 1
8 11
23 52
32 64
127 1023
-126 bis 127 -1022 bis 1023
2-126 -1022

(1-2-24) 2128 (1-2-53) 21024

-149

2 2 -1074

(1_2-23) 2-126 (1_2-52) 2-1022




IEEE 754 Standard - Eigenschaften

3B

b

36

Eindeutige Zahlendarstellung, falls auf normalisierte Darstellungen
beschrankt

Nicht alle Zahlen zwischen der kleinsten und grof3ten darstellbaren
Zahl sind darstellbar.

Je naher bei der Null, desto dichter liegen die darstellbaren Zahlen.
Arithmetische Operationen sind nicht abgeschlossen!

Assoziativgesetz und Distributivgesetz gelten nicht, da bei
Anwendung der Gesetze evtl. der darstellbare Zahlenbereich
verlassen wird!



Multiplikation von Gleitkommazahlen

3db 36 3 3F

((_ 1)\/21 XMl XZEl), ((_ 1)\/22 XM 2 XZEZ) = (' :I-)\/ZlAVZ2 XMl XM 2 xRt

Multipliziere die Vorzeichen
Multipliziere die beiden Mantissen

Addiere die beiden Charakteristiken und subtrahiere (einmal) den
Bias-Wert

Normalisierung und/oder Rundung (falls erforderlich)

+(1.000),21-B1S x -(1.110),22-81AS

Multiplikation der Vorzeichen: 0A1=1
Multiplikation der Mantissen: (1.000), x (1.110), = (1.110),

Addition der Exponenten: (1-BIAS)+(2-BIAS)=(1+2-BIAS)-BIAS =
= (3-BIAS)-BIAS
: -(1.110),2(3-BIAS)-BIAS



Multiplikation

Vorzeichen

Multiplikation
der Mantissen

|

Addition der
Exponenten

|

|

Normalisierung/Rundung

|




>Normalisierung und Rundung sind

Interessant!

Am Beispiel der Multiplikation einige
Detalls

sHier nur Multiplikation normalisierter

Gleitkommazahlen.



Normalisierung nach

Multiplikation
M, M, P M,
| | = | |
VAN J AN
N Y Y N
p Stellen p Stellen p Stellen p Stellen

Multiplikation der Mantissen M, und M, (mit p Stellen - p
enthalt auch das hidden bit!) liefere Ergebnis der Lange

2p in P und M,;

M, enthéalt die LSB (Least Significant Bits) des Resultats



P M,
L

\
pO gr\ Y /

guard bit - / sticky bits, s = Usticky bits
round bit

: MSBvon P istO
P/ M,
o1 P |olr \

7/ /
/ /
/ ./

Komma X
Shifte P um 1 Bit nach links und nehme g in P auf




:MSB von P ist 1

P M,
4 | lalr |
| S

erschiebe Komma r sticky bits

Passe Position des Binarpunkts an durch
- Division durch 2 und

- Addition des Exponenten um 1

- Das alte guard-Bit wird Rundungsbit



Situation bel beiden Fallen:
P M

2
4 py Ir] | \

N J
Y

sticky bits

Komma

Flhre nun Rundung durch!



Runden abhangig von r und s

or =0 ® P korrekt
or=1,s=1® P+1ist Ergebnis

or=1,s=0® genau In der Mitte
zwischen zwel darstellbaren Zahlen

Alpy = 0 ® P korrekt h

Alpy =1 ® P+1ist Ergebnis

Qo Qo Qo

~ “round to even”




Andere Rundungsarten

Rundungsmodus

Ergebnis 3 0 Ergebnis < 0

nearest
(round to even)

+1 falls (r Us) U(r Upyo)

+1 falls (r Us) --

-- +1 falls (r Us)




Beispiel

36-5 -1.010 -2
10 1.010 -23
FMultipliziere und normalisiere/runde nach

allen Rundungsarten. Wie grol} ist der
Unterschied?

D




Overflow

FEntsteht, falls nach dem Runden die Zahl
ZU grol3 ist.

o, +1276

2YE +E, +2X27- 127
gE2+127Q (B +E )

Welche Werte kommen in Frage?

Beh.:Fir die Charakteristik kbnnen Werte zwischen -125 und
381 herauskommen!

Berlcksichtigt man Fall 2 bel der Multiplikation der Mantissen,
so konnen Werte zwischen -125 und 382 herauskommen.

|st die Charakteristik grofder 254, so ergibt sich ein Overflow.



Underflow

FEIn “kleines” Ergebnis ist eventuell als
darstellbar.

FWenn beim Shiften nach rechts O
entsteht, dann
FeBeispiel:
1.000 -:2%4.1.000 -2% =1.000 :21%
= 0.001 2126
Je nach Grofle der Mantisse kann es einen
Underflow geben.




Weiltere Spezialfalle

F$+0 Ob ein Operand O ist, wird vorher
Uberpruft

Fo ¥ Vorsicht: 0 - ¥ = NaN (Definition)

F6Die Details sind komplexer und umfassen
weltere Spezialfalle

FRunden entfallt, falls ein Ergebnis mit
doppelter Genauigkeit verlangt




Addition von Gleitkommazahlen

(M, 2% )+ (M, %)= 2%(M, + 2% % xM,)  (O.E.:E 3 E,))

& Angleichung des kleineren an den grolieren Exponenten
8 Addition der Mantissen

8 Normalisierung (falls erforderlich)

# Rundung (falls erforderlich)

+(1.000),521 + -(1.110),22 = +(1.000),21 + -(0.111),22
= +(0.001),21
= +(1.000),2

¥ Rundung nach der Normalisierung analog zur Multiplikation!



Jivision von Gleitkommazahlen

(M, 2% )/(M, 2% )= M, /M, 2% &

#& Division der Mantissen mit integer bzw. Festkomma-Dividierer
¥ Rundung analog Multiplikation



bezZug Zu noneren
Programmiersprachen

F8Es gibt keinen Standard Uber die

Handhabung von fp-Operationen in hoheren
Programmiersprachen

FeBeispiel:

p sel einfach genau,

g sel doppelt genau.

P =qQ; /* Zuweisung, Rundung */

If (p ==q) /* Bedingung nicht erfullt?!? */



LUy U fivilici ol

Programmiersprachen (2)

FgOptimierungen, die “offensichtlich” sind,
konnen Ergebnisse verfalschen.

FeDistributiv- und Assoziativgesetze gelten
nicht nur wegen Bereichsuberschreitungen
bel Anwendung der Gesetze nicht, sondern
auch nicht wegen Rundungsfehlern!

D

FAlternative: Intervall-Arithmetik (Kulisch)




