
Als allgemeinen Satz halten wir fest:

Satz (abzählbare Vereinigung von abzählbaren Mengen)
Sei (An)n P N eine Folge abzählbarer Mengen, und sei

A = Ín P N An.

Dann ist A abzählbar.

Beweis
Wir dürfen annehmen, dass alle An nichtleer sind. Für jedes n P N wählen
wir nun eine Aufzählung (an, m)m P N der Menge An. Weiter sei σ : N → N

2

die Cantorsche Diagonalaufzählung von N×N, d.h. es gilt σ = π−1 mit der
Paarungsfunktion π. Dann ist (aσ(n))nPN eine Aufzählung von A.

Die konstruierte Aufzählung von A erhalten wir, wenn wir für jedes nPN die
Elemente von An in die Spalte n des Gitters N × N eintragen und dann das Gitter
diagonal aufzählen. Sind alle Mengen An abzählbar unendlich und paarweise dis-
junkt, so entsteht eine Bijektion zwischen N und A, wenn wir die Spalten des Git-
ters ohne Wiederholungen füllen.

Im Beweis des Satzes taucht an versteckter Stelle wieder ein unendlicher Aus-
wahlakt auf: Wir wählen unendlich oft eine unspezifizierte Aufzählung.

Überabzählbare Mengen

Unsere Diskussion lässt offen, ob nicht jede unendliche Menge abzählbar ist,
sodass es, wie man vielleicht erwarten würde, im Unendlichen keine Größenun-
terschiede gibt. Dies ist aber nicht der Fall. Das fundamentale Ergebnis, das wie
die Irrationalität der Quadratwurzel aus 2 Eingang in den Grundkreis der ma-
thematischen Bildung gefunden hat, ist, dass die reellen Zahlen R im Gegensatz
zu N, Z, Q, A, Seq, … nicht mehr abzählbar sind. Wir definieren hierzu:

Definition (überabzählbar)
Eine Menge A heißt überabzählbar, falls A nicht abzählbar ist.

Das Herz der Theorie der überabzählbaren Mengen ist:

Satz (Diagonalkonstruktion von Georg Cantor)
Sei (xn)n PN eine Folge in R. Dann gibt es ein x* P R mit der Eigenschaft:

x* ≠ xn für alle n ≥ 0.

Der folgende Beweis ist konstruktiv: Wir können x* konkret angeben, wenn
die Folgenglieder xn bekannt sind. Die Idee ist, x* schrittweise so zu lokalisieren,
dass im n-ten Schritt x* ≠ xn sichergestellt wird. Wir weichen der Folge in diesem
Sinne aus (um nicht zu sagen, dass wir sie austricksen).
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Beweis
Wir schreiben in Dezimaldarstellung

x0 = ±m0, a0, 0 a0, 1 a0, 2 …

x1 = ±m1, a1, 0 a1, 1 a1, 2 …

x2 = ±m2, a2, 0 a2, 1 a2, 2 …

…

xn = ±mn, an, 0 an, 1 an, 2 …

…

mit Dezimalziffern an, m P { 0, …, 9 }. (Dabei können wir im zweideutigen
Fall irgendeine der beiden Dezimaldarstellungen von xn verwenden.)

Für alle n P N definieren wir nun

dn = { 1 falls dn,n ≠ 1,

2 falls dn,n = 1.

Schließlich setzen wir, wieder in Dezimaldarstellung

x* = 0, d0 d1 d2 … dn …

Dann ist x* eine reelle Zahl, die eine eindeutige Dezimaldarstellung besitzt
(da die Ziffern dn nicht in 0 oder 9 terminieren). Nach Konstruktion ist die
Darstellung von x* für jedes n von der Darstellung von xn verschieden.
Aufgrund der Eindeutigkeit der Darstellung von x* ist also x* ≠ xn für alle n.

Ein wichtiges Detail des Beweises ist die Definition der Nachkommaziffern
von x*. Wir können statt 1,2 zum Beispiel auch 3,7 verwenden. Nicht geeignet
sind dagegen 0 und 1. Denn für dn P { 0, 1 } ist nicht mehr garantiert, dass die
Darstellung von x* eindeutig ist.

Wir erhalten:

Korollar (Überabzählbarkeit der reellen Zahlen)
R ist überabzählbar.

Beweis
Annahme, R ist abzählbar. Dann gibt es eine Aufzählung (xn)n P N von R.
Ist nun x* wie in der Diagonalkonstruktion, so ist x* kein Element der
Aufzählung, Widerspruch.

Wir können das Ergebnis kurz und ohne jede Verwendung von philosophisch
belasteten Begriffen so zusammenfassen:

Jede Folge x0, x1, …, xn, … reeller Zahlen lässt eine reelle Zahl aus.
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Der Rest ist Interpretation. Und diese Interpretation hängt vom gewählten Rah-
men ab, der letztendlich durch die Axiome der Mengenlehre gegeben wird. In
diesem Rahmen lautet die Interpretation:

Es gibt Größenunterschiede im Unendlichen.

Untermauert wird diese Interpretation durch den folgenden bestechend allge-
meinen Satz:

Satz (Satz von Cantor)
Sei A eine Menge, und sei f : A → P(A). Dann ist f nicht surjektiv.

Beweis
Wir definieren D P P(A) durch

D = { a P A | a ¸ f(a) }.

Dann ist D kein Element des Wertebereichs von f.

Beweis hierzu
Für alle a P A gilt nach Definition von D:

(+) a P D genau dann, wenn a ¸ f(a).

Annahme, es gibt ein a* P A mit D = f(a*). Dann gilt nach (+) mit a = a*:

a* P D genau dann, wenn a* ¸ D,

Widerspruch.

Nach dem Satz markieren die wiederholten Potenzmengenbildungen

N, P(N), P(P(N)), …, P
n(N), …

verschiedene Stufen des Unendlichen. Sie illustrieren auch die Bedeutung des
axiomatischen Rahmens: Dieser Rahmen garantiert (oder genauer: postuliert),
dass wir die sehr großen überabzählbaren Mengen P

n(N) für alle natürlichen
Zahlen n ≥ 1 bilden können. Wir werden am Ende des Kapitels auf die Unend-
lichkeitsstufen dieser Folge noch einmal zurückkommen.

Der Beweis des Satzes zeigt die Idee der Diagonalisierung in ihrer vielleicht
klarsten Form. Identifizieren wir Teilmengen von A mit 0-1-Folgen auf A, so de-
finiert f : A → P(A) eine (abstrakte) 0-1-Matrix. Der Austausch von 0 und 1 auf
der Diagonalen liefert die Menge D. Anders formuliert: Jede quadratische
0-1-Matrix liefert durch Diagonalisierung eine 0-1-Folge, die keine Zeile (und
keine Spalte) der Matrix ist. Das funktioniert auch im Unendlichen.

Der Satz von Cantor enthält die Überabzählbarkeit der reellen Zahlen als Spe-
zialfall. Denn man kann, was keineswegs trivial ist, zeigen, dass es eine Bijektion
zwischen R und der Potenzmenge der natürlichen Zahlen gibt. Da nach dem
Satz von Cantor keine Surjektion von N nach P(N) existiert, gibt es auch keine
Surjektion von N nach R. Diese Argumentation benötigt keine Dezimaldarstel-
lung reeller Zahlen.
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Mächtigkeitsvergleiche

Licht ins Reich des Unendlichen bringt:

Definition (Mächtigkeitsvergleiche)
Seien A,B Mengen. Wir setzen

|A| ≤ |B| falls es gibt ein injektives f : A → B

|A| = |B| falls es gibt ein bijektives f : A → B

|A| < |B| falls |A| ≤ |B| und |A| ≠ |B|

Wir sagen entsprechend, dass die Mächtigkeit von A kleinergleich (gleich,
kleiner) der Mächtigkeit von B ist.

In der Definition wird die Mächtigkeit nur relational (zwischen zwei Mengen)
definiert, aber nicht festgelegt, was die Mächtigkeit einer Menge A an sich ist.
Dies ist in der Mengenlehre durch Definition der transfiniten Kardinalzahlen
möglich, die kanonische Repräsentanten für unendliche Mengen darstellen.

In der neuen Mächtigkeitsnotation bedeutet:

|A| < |N| A ist endlich

|A| ≤ |N| A ist abzählbar

|N| = |A| A ist abzählbar unendlich

|N| ≤ |A| A ist (Dedekind-)unendlich

|N| < |A| A ist überabzählbar

Es gilt

|N| = |Z| = |N × N| = |Q| = |A| = |Seq|.

Die Überabzählbarkeit von R liest sich nun schlicht als

|N| < |R|.

Über die Struktur der Mächtigkeiten im Unendlichen lassen sich viele Fragen
stellen, und die meisten von ihnen sind alles andere als einfach zu beantworten.
Ein wichtiges Beispiel ist:

Satz (Satz von Cantor-Bernstein)
Seien A,B Mengen mit |A| ≤ |B| und |B| ≤ |A|. Dann gilt |A| = |B|.

Gegeben sind zwei Injektionen von A nach B bzw. von B nach A. Diese Injek-
tionen müssen wir zu einer Bijektion zwischen A und B verschmelzen. Wir zei-
gen hierzu folgenden für sich interessanten Hilfssatz, der Methoden unserer
Analyse Dedekind-unendlicher Mengen aufgreift:
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