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Damit ergibt sich fiir einen tiberabzihlbaren polnischen Raum & das folgende
Bild fiir die projektiven Mengen, wobei wir & weglassen:
sl s} 2 PR
B = Al Al Al Al
ni ni nl nk

n+l

Man kann zeigen, dass fiir alle polnischen Riume & = X, AU Cgilt:
(i) C(&) OA 3(%), falls X iiberabzihlbar ist.

(i) ML), =1 (%) und A} (%) sind abgeschlossen unter der Suslin-Operation
fir alle n = 2.
Nur fiir den Schritt von M{ nach 2| fiihren also die Suslin-Operation und die
Projektion zum gleichen Ergebnis MY (%)g, = MY (% x N)p. Fiirn = 1 gile M1 (%) O
M1 (®)sy 0 1% x N) 5, und fiirn > 2 gilt ML (&) = ML %)g, [T L& X N) fiir alle

iberabzihlbaren polnischen Riume .
Beispiele

Wir stellen einige Beispiele fiir projektive Mengen zusammen, die keine Bo-
rel-Mengen sind.

Biume
Sei 8, | n e N[kine festgewihlte Aufzihlung der Menge Seq (ohne
Wiederholungen). Fiir ein f € ‘€ setzen wir:
S) = {s,eSeq | f(n) =11},
Tr = {fe% | S(f)istein Baum auf N }.

Dieses Vorgehen konnen wir auch so beschreiben: Ein Baum T auf N ist eine
Teilmenge von Seq. Wir identifizieren zunichst einen Baum T mit seiner
Indikatorfunktion ind- : Seq — {0, 1 }. Weiter identifizieren wir dann Seq und N
durch die Aufzihlung [4, | n e NIJDann erscheint T als ein Element von 6.

Die Menge Tr aller Biume auf N ist abgeschlossen in 6 (!). Wir setzen:
T ={TeTr | [T]20}

Man kann nun zeigen, dass Tr* analytisch, aber nicht koanalytisch in € ist.
Folglich ist Tr - Tr* koanalytisch und nicht analytisch.

Irregulire konstruktible Mengen
In Godels Modell existiert eine Wohlordnung von N der Linge w;. Diese
Wohlordnung ist einfach definiert durch:

f <y g, falls ,fwirdvor gin der L-Hierarchie konstruiert“.

In einer geeignet organisierten L-Hierarchie erscheinen die konstruktiblen
Mengen ja nacheinander (in einer transfiniten Rekursion), und wir kénnen
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496 2. Abschnitt  Die Folgenriume

so insbesondere die konstruktiblen reellen Zahlen nach ihrem Erscheinen
wohlordnen.

Eine bereits von Godel durchgefiihrte Komplexititsberechnung zeigt
nun, dass <; 0 N x .\ eine A}-Menge in N x N ist. Wir wissen, dass eine
solche Menge nicht Lebesgue-messbar ist und nicht die Baire-Eigenschaft
hat. Also existiert in L eine bzgl. dieser Messbarkeitsbegriffe nichtregulire
A}-Menge (in N? und damit auch in N'). Da alle analytischen und alle
koanalytischen Mengen messbar sind, ist <[ ein Beispiel fiir eine echte A} -
Menge, d.h. eine Al -Menge, die weder analytisch noch koanalytisch ist. <j,
kann auch nicht in der von den analytischen und koanalytischen Mengen
erzeugten 0-Algebra liegen.

Ebenfalls von Godel ist die (kompliziertere) Konstruktion einer
Menge P e M{(N) in L, die in L die Scheeffer-Figenschaft verletzt. Da
alle analytischen Mengen die Scheeffer-Eigenschaft haben, ist P echt
koanalytisch, d.h. ein Element von I L) = =H).

Summen
Erdos und Stone haben gezeigt: Es gibt eine abgeschlossene Menge A O R
und eine Gs-Menge B 0 R derart, dass A+ B ={x+yeR | xe A, yeB}
keine Borelmenge in R ist. A + B ist analytisch (!) und folglich nicht
koanalytisch.

Differenzen
Sierpiriski hat eine Gg-Menge P [ R? konstruiert derart, dass die
Menge D = { Ix -yl e R | x,y € P} aller P-Abstinde keine Borel-
menge in R ist. D ist analytisch, und damit nicht koanalytisch.

Mengen stetiger Funktionen
Wir betrachten den Raum X = C([0, 1]) aller stetigen f : [0, 1] — R.
Versehen mit der von der Supremumsnorm erzeugten Topologie ist dieser
Raum ein polnischer Raum ¥. Wir setzen:

R = {feX | ferfillt den Satz von Rolle } =
{feX | firallea,be [0, 1] mita < bund f(a) = f(b) existiert ein
a < ¢ < b mit: die Ableitung f'(c) existiert und f'(c) = 0 },
P = {feX | ferfiillt den Mittelwertsatz } =

{feX | furallea,b e [0, 1] mita <b existiert ein a < ¢ < b mit:
f'(c) existiert und f'(c) = (f(b) - f(a))/(b - a) }.
Woodin hat gezeigt, dass R € Z{(%) - M{(&) und P e M3(X) - Z3(X).
Ein weiteres Beispiel in diesem Raum ¥ stammt von Humke und Laczko-
vich: Die Menge P={f o f | f X, rng(f) O [0, 1]} ist analytisch, aber nicht
koanalytisch.

Siehe [Kechris 1994] fiir Beweise einiger dieser Beispiele und fiir andere Beispiele. Wir
verweisen den Leser weiter auf [Rogers et al. 1980] und [ Srivastava 1998].
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6. Borelmengen und projektive Mengen 497

Entfaltete Regularititsspiele

Die Beweise der Regularititsspiele des fiinften Kapitels zeigen: Gilt Det(Z})
(oder gleichwertig Det(})), so hat jede 3} -Menge A [ N die Scheeffer-Figen-
schaft, ist Baire-messbar und weiter universell messbar. Durch eine auf Solovay,
Kechris und Martin zuriickgehende Modifikation der Spiele kénnen wir ein stir-
keres Ergebnis erreichen.

Sei P 06 x 6. Im entfalteten perfekten-Mengen-Spiel G*(P) spielen die Spieler
I und II abwechselnd:

I S0, a0 S15 41 S2, A2

II Co C1 veey

wobei s, € Seq, und a,, ¢, € {0, 1} gilt fiir alle n e N. Spieler I spielt also zusitz-
lich ein Element [, a;, ...Odes Cantorraumes.
Seih = s, ag), co, (51, 21), €1, ...Oeine Partie dieses Spiels. Wir setzen:

fl(h) = SOAEbO g\SlA[bl D’\ E%, fz(h) = BQ, a1, Ay ... (e 6.

Spieler I gewinnt die Partie h, falls (f; (h), f,(h)) € P. Andernfalls gewinnt II.
Seinun A =p[P] e s1 (@) fiirein P e M1 (€ x €). Man zeigt nun:

Satz  (iiber das entfaltete perfekte-Mengen-Spiel)
Sei P e M} (% x ), und sei A = p[P]. Dann gilt:
(i) Gewinnt I das Spiel G*(P), so existiert eine nichtleere perfekte
Teilmenge von A.

(i) Gewinnt I das Spiel G*(P), so ist A abzihlbar.

Die Aussage (i) ist klar: Gewinnt I das Spiel G*(P) mit der Strategie Z, so ge-
winnt I das originale Spiel G*(P), indem er X folgt, aber die zusitzlichen Ziige a,,
ignoriert (oder nicht offen ausspielt, wenn man so will). Der Beweis der Aussage
(ii) orientiert sich eng an dem entsprechenden Argument fiir das originale Spiel,
und kann dem interessierten Leser als Ubung iiberlassen bleiben.

Das Spiel G*(P) ist nun de facto ein Spiel G(P', T) mit einem P’ € M} (N). Gilt
also Det(M}), so haben nach dem Satzalle 37, | (€)-Mengen (und damit auch alle
3!, 1(N)-Mengen) die Scheeffer-Eigenschaft.

Ganz ihnlich ist die entfaltete Version G*(P) des Banach-Mazur-Spiels defi-
niert. Sei hierzu P O N x N. Spieler I und II spielen abwechselnd

I S0, Ao S2, Ay S4, A2
11 S1 S3 ceey

wobeis, € Seq - { ([} und a, € N fir allen e N.
Seih = [{sy, ag), si,(S2, 21), S3, ... Ceine Partie dieses Spiels. Wir setzen:

fl(h) = SOASIASZA... EN, fz(h) = Bo, A1, A2, ... e N.
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498 2. Abschnitt  Die Folgenriume

I gewinnt die Partie h, falls (f;(h), f;(h)) € P. Andernfalls gewinnt II. Man zeigt
wieder in enger Anlehnung an die frithere Argumentation:

Satz  (iiber das entfaltete Banach-Mazur-Spiel)
Sei P e M}(N x N),und sei A = p[P]. Dann gilt:

(i) Gewinnt I das Spiel G*(P), so existiert ein s € Seq mit N, - A mager.
(i) Gewinnt IT das Spiel G*(P), so ist A mager.

Das entfaltete Banach-Mazur-Spiel hat wieder eine I'I,lq—GeWinnmenge, und
aus Det(1}) folgt dann, dass jedes A e L L (N) die Baire-Eigenschaft besitzt.

Schlieilich existieren auch entfaltete Messbarkeitsspiele, auf deren Diskussion
wir hier verzichten. Insgesamt ergibt sich:

Satz  (Det(N}) und 2! _, -Regularitit)
Sein e N, und es gelte Det(T}). Dann hat jedes A € Z1, ;| (N)
die Scheeffer-Eigenschaft, ist Baire-messbar und universell messbar.

Fiir den Fall n = 0 erscheinen bei dieser Argumentation die Regularititseigen-

schaften der analytischen Teilmengen von N als eine Exegese des Satzes tiber die
Determiniertheit abgeschlossener Spiele.

Determiniertheit und Regularitiit der projektiven Mengen

Die Determiniertheit der projektiven Mengen kann man nicht mehr in der
klassischen Mathematik, d. h. innerhalb der Axiomatik ZFC, beweisen, es sei
denn, die Theorie ZFC ist widerspruchsvoll - ein Zusatz, den wir fortan wieder
unterdriicken. Genauer gilt dies bereits fiir die analytischen und koanalytischen
Mengen: In Godels Modell L existiert eine koanalytische Teilmenge P von N,
die die Scheeffer-Eigenschaft nicht besitzt. Das perfekte-Mengen-Spiel zeigt
dann, dass Det(T}) und folglich auch Det(Z1) falsch in L. und damit unbeweisbar
in ZFC sind. (Alles, was in ZFC beweisbar ist, gilt in jedem Modell von ZFC,
insbesondere also in L.)

Weiter zeigt die Existenz von P in L, dass obige Entfaltung bestméoglich ist: Aus Det(M¢)
kann man nicht folgern, dass alle M{(N)-Mengen die Scheeffer-Eigenschaft haben.

Dass in L die Determiniertheit analytischer Spiele falsch ist, relativiert fiir manche das
Leitmotiv ,alle einfachen Mengen sind determiniert“. Andere halten daran festund argu-
mentieren, dass durch die Theorie der unendlichen Spiele und der grofien Kardinalzahlen
ein starkes Argument gegen die Hypothese vorliegt, dass das mengentheoretische Uni-
versum mit L zusammenfillt:

Untersuchungen von Martin, Steel, Woodin und anderen haben aber gezeigt,
dass die Determiniertheit der projektiven Mengen aus der Existenz grofier Kar-
dinalzahlen folgt (die in L nicht existieren kénnen), und weiter wurden die klein-
sten hierzu notwendigen Kardinalzahlen genau bestimmt. Ein noch relativ ein-
fach zu zeigendes Ergebnis ist der folgende Satz von Martin (1970):
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6. Borelmengen und projektive Mengen 499

Satz  (volle MafSe und Determiniertheit)
Es existiere ein 0-1-wertiges volles Maf} auf einer tiberabzihlbaren Menge M,
d.h.ein Mafi p : P(M) — {0, 1} mit M iiberabzihlbar.
Dann ist jede analytische und koanalytische Teilmenge von N determiniert.

Die Voraussetzung des Satzes ist gleichwertig zur mengentheoretischen Hy-
pothese ,es existiert eine messbare Kardinalzahl®, die bereits 1930 von Ulam un-
tersucht wurde und heute zu den prominentesten grofien Kardinalzahlaxiomen
gehort. Die Voraussetzung lisst sich noch etwas abschwichen, es ist aber nach
obigen Bemerkungen iiber L eine Hypothese notwendig, die impliziert, dass
eine nichtkonstruktible Menge existiert (vgl. [Harrington 1978]).

Fiir die Determiniertheit der weiteren Stufen der projektiven Hierarchie miis-
sen wesentlich stirkere Prinzipien herangezogen werden. Der nach langer Suche
gefundene Hauptsatz ist hier das Martin-Steel-Theorem (bewiesen 1985, siche
[Martin / Steel 1988]):

Satz  (Satz von Martin-Steel)
Existieren unendlich viele sog. Woodin-Kardinalzahlen, so ist jede
projektive Teilmenge von N determiniert.
Genauer gilt fiir alle n € N: Existieren n solche Zahlen, so gilt Det(I b.

Man kann weiter zeigen, dass die Existenz nur endlich vieler Woodin-Kardi-
nalzahlen nicht gentigt, um die Determiniertheit aller projektiven Mengen be-
weisen zu kénnen.

Uber das Axiom (AD) der Determiniertheit aller Mengen reeller Zahlen hat
Woodin 1985 gezeigt:

Satz  (Satz von Woodin iiber das Axiom der Determiniertheit)
Die folgenden Theorien sind dquikonsistent, d. h. die Widerspruchsfreiheit
der einen Theorie impliziert die Widerspruchsfreiheit der anderen Theorie
und umgekehrt:

(i) ZFC zusammen mit ,es gibt unendlich viele Woodin-Kardinalzahlen®.
(if) ZF zusammen mit (AD).

Der Leser beachte, dass der Satz von Martin und Steel eine direkte Implikation auf-
stellt, wihrend im Satz von Woodin von relativer Konsistenz oder gleichwertig von der
Existenz von Modellen die Rede ist.

Wir kénnen die in diesen Sitzen auftretenden Kardinalzahlprinzipien nicht
definieren und miissen den interessierten Leser auf die Forschungs- und Spezial-
literatur verweisen. Wichtig und allgemein verstindlich ist aber die Struktur des
Ergebnisses: Grofie Kardinalzahlhypothesen - gewisse iiber ZFC substantiell
hinausgehende Axiome also - implizieren die Determiniertheit von Mengen
reeller Zahlen. Und sie erlauben die Konstruktion von Modellen, in denen jede
Menge reeller Zahlen alle erdenklichen Regularititseigenschaften besitzt. In
diesen Modellen ist dann das Auswahlaxiom notwendig falsch, die Aquivalenzre-
lation von Vitali zum Beispiel kann kein vollstindiges Reprisentantensystem

© Oliver Deiser Reelle Zahlen



500 2. Abschnitt  Die Folgenriume

mehr besitzen. Hinzu kommt, dass sich ein natiirliches Modell ergibt, in dem
(AD) gilt, namlich das sobezeichnete Modell L(R), das genau wie L konstruiert
wird, wobei man aber auf der Stufe 0 statt mit der leeren Menge mitallen reellen
Zahlen startet, die das Mengenuniversum zu bieten hat. Anders: L(R) ist der
transfinite Abschluss von R unter einfachen Operationen, ganz so wie L der
transfinite Abschluss der leeren Menge unter einfachen Operationen ist. Existie-
ren hinreichend grofie Kardinalzahlen, so ist L(R) ein Modell von ZF und (AD).
Dieses Ergebnis stammt ebenfalls von Woodin, unter Benutzung des Satzes von
Martin und Steel.

Damit werden verschiedene mathematische Zweige zusammengefiihrt. Die
Theorie der grofien Kardinalzahlen wird oft als kanonische Erweiterung der
klassischen Axiomatik bezeichnet, und in dieser Erweiterung kann man neue
Sitze iiber die reellen Zahlen zeigen und insbesondere das Kontinuumsproblem
fiir die projektiven Mengen positiv beantworten. Es ist bemerkenswert, dass erst
Objekte einer sehr hohen Komplexitit es gestatten, bestimmte Aussagen iiber
Objekte einer relativ niedrigen Komplexitit zu beweisen. Die Methoden der ma-
thematischen Logik erlauben es zu zeigen, dass die Zuhilfenahme sehr grofier
Kardinalzahlen unvermeidlich ist. Hausdorff, Suslin, Alexandrov und Lusin
konnten nicht ahnen, dass so viele Fragen iiber die projektiven Mengen eine der-
art verwickelte und verfeinerte axiomatische Umgebung benétigen wiirden, um
ihnen eine positive Antwort geben zu kénnen. Fiir negative Antworten geniigt L
und damit eine Erweiterung von ZFC (um das Axiom ,,V =L = | jede Menge ist
konstruktibel®), die ohne grofie Kardinalzahlen auskommt.

Regularitit der projektiven Mengen

Schwicher als Determiniertheits-Aussagen sind Fragen der Regularitit. Die
Regularititseigenschaften der projektiven Mengen sind unabhingig von ZFC.
Neben einer koanalytischen Menge ohne die Scheeffer-Eigenschaft gibt es im
Modell L eine A} (N)-Menge, die weder Baire- noch Lebesgue-messbar ist. Ande-
rerseits hat Solovay 1970 ein Modell konstruiert, in dem jede projektive Menge
die Regularititseigenschaften von Scheeffer, Baire und Lebesgue besitzt.

Fiir die Konstruktion des Modells von Solovay ist wieder eine grofie Kardinal-
zahlhypothese notwendig, wie Shelah 1984 gezeigt hat; es gentigt hier aber bereits
eine sog. unerreichbare Kardinalzahl, was heute als eine eher milde Hypothese be-
trachtet wird. Diese Zahlen wurden bereits 1908 von Hausdorff untersucht. Sie
lassen sich relativ einfach definieren:

Definition (unerreichbare Kardinalzablen)
Sei W, <Ckine Wohlordnung einer iiberabziahlbaren Menge W.
W, <Chat unerreichbare Linge, falls gilt:

(i) Firallexe Wist IPW)I < IW].

(i) Firalle M O W mit IM| < IWI ist M beschrinkt in (W, <[]
d.h. es existiert ein y € W mit: x <y fiir alle x € M.

Eine iiberabzihlbare Kardinalzahl K heiflt unerreichbar, falls eine
Wohlordnung W, <Canerreichbarer Linge existiert mit |W1 = K.
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Der mit Cohens Erzwingungsmethode bewiesene Satz von Solovay lautet nun
(vgl. [Solovay 1965, 1970]):

Satz  (Satz von Solovay iiber Regularitiitseigenschaften)
Es existiere eine unerreichbare Kardinalzahl. Dann gilt:

(a) Esexistiert ein Modell von ZFC, in dem jede projektive Menge
reeller Zahlen die Scheeffer-Eigenschaft besitzt und Baire- und
Lebesgue-messbar ist.

(b) Es existiert ein Modell von ZF, in dem jede Menge reeller Zahlen
die drei Regularititseigenschaften aus (a) besitzt (und in dem das
Auswahlaxiom falsch ist).

Genauer gilt: Bereits fiir die Konstruktion eines Modells, in dem jedes P € Z3(\)
die Scheeffer-Eigenschaft hat, wird eine unerreichbare Kardinalzahl benotigt
(oder eine Hypothese dieser Stirke). Das Gleiche gilt fiir ein Modell, in dem jede
¥1-Menge reeller Zahlen Lebesgue-messbar ist. Genauer hat Shelah gezeigt
(vgl. [Shelah 1984]):

Satz  (Satz von Shelab iiber die Lebesgue-Messbarkeit von 3 %-Mengen)
Es sei jede 3} -Menge reeller Zahlen Lebesgue-messbar.
Sei K = ;. Dann ist K eine unerreichbare Kardinalzahl in L.

Zwei Bemerkungen hierzu: Der Satz liefert ein konkretes Modell mit einer unerreich-
baren Kardinalzahl. Er zeigt weiter, dass unter der Messbarkeitshypothese das Modell L
die erste iiberabzihlbare Kardinalzahl falsch berechnet: Die erste iiberabzihlbare Kardi-
nalzahlim Sinne von L ist sicher nicht unerreichbar in L, da fiir eine Wohlordnung [W, <0
der Linge oy gilt, dass | P(W,,)| =2 IW|, wobei hier wdas erste Limeselement von W be-
zeichnet. Es folgt, dass es unter der Messbarkeitsvoraussetzung nur abzihlbar viele kon-
struktible reelle Zahlen gibt. (Diese Moglichkeit der falschen Berechnung der ersten
iiberabzihlbaren Kardinalzahl in L war schon linger bekannt, aber Shelahs Ergebnis ver-
bindet sie mit einer Messbarkeitshypothese projektiver Mengen reeller Zahlen. Diese
Hypothese impliziert V # L und stirker, dass der transfinite Abschluss der leeren Menge
unter einfachen Operationen nur abzihlbar viele reelle Zahlen erzeugt.)

Zweitens: Ein Ergebnis dieses Typs gestattet es — unter Heranziehung des zweiten G6-
delschen Unvollstindigkeitssatzes - zu beweisen, dass zur Konstruktion eines Modells, in
dem die Voraussetzung gilt (hier also: ,jede Z}-Menge ist Lebesgue-messbar®), nicht auf
eine Hypothese der Stirke der Konklusion verzichtet werden kann (hier also: ,,es existiert
ein Modell mit einer unerreichbaren Kardinalzahl®).

Fiir ein Modell mit Lebesgue-messbaren 3}-Mengen geniigt dagegen ZFC.
Und erstaunlicherweise gentigt ZFC auch, um ein Modell zu konstruieren, in
dem sogar jede projektive Menge reeller Zahlen die Baire-Eigenschaft besitzt.
Dies hat ebenfalls Shelah gezeigt, und damit einen iiberraschenden logischen
Unterschied zwischen den Aussagen ,jede projektive Menge reeller Zahlen ist
Lebesgue-messbar® und ,,jede projektive Menge reeller Zahlen hat die Baire-Ei-
genschaft” aufgezeigt.
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Noch eine weitere Bemerkung: Man kann prinzipiell nicht ausschliefien, dass in ZFC
gezeigt werden kann, dass keine unerreichbare Kardinalzahl existiert. (Dies gilt fiir alle
grofien Kardinalzahlaxiome und ist kein Makel dieser Prinzipien: Grofie Kardinalzahlaxi-
ome erhohen substantiell die Stirke von ZFC, indem mit ihrer Hilfe gezeigt werden kann,
dass ZFC widerspruchsfrei ist.) Damit lautet obige Behauptung genauer: Die Regulari-
tits-Eigenschaften der projektiven Mengen sind unabhingig von ZFC modulo der Konsi-
stenz einer unerreichbaren Kardinalzabl. Der modulo-Zusatz wird der Einfachheit halber
oft unterdriickt, ist aber von prinzipieller Bedeutung. Z. B. ist ein Beweis in ZFC nicht
auszuschliefien, dass eine nicht Lebesgue-messbare }-Menge reeller Zahlen existiert.
Ein solcher Beweis gilt aber als ebenso unwahrscheinlich wie ein Beweis von 0 = 1 in ZFC
selbst (den man ebenfalls nicht ausschlieflen kann). Unerreichbare Kardinalzahlen sind
gutverstandene Objekte.

Esist bemerkenswert, dass die ganze Stirke der klassischen Mathematik nicht
ausreicht, um z. B. zu entscheiden, ob die projektiven Teilmengen von R oder all-
gemeiner der Rdume R", n 2 1, Lebesgue-messbar sind oder nicht. Diese Men-
gen ergeben sich aus der Menge U* = U, _y Z9(R") durch die iterierte Anwen-
dung der sehr einfachen Operationen der Komplementbildungen ¢, und der
Projektionen p,,, mit
c,(A) = R* - A und
paB) = {0 x) | (xq, ..., X, y) eBfiireinyeR }
firallen e Nund alle A 0 R" und B 0O R™*". Schliefit man das System U* aller
offenen Euklidischen Mengen unter diesen beiden Operationen ab, so erhilt
man genau die projektiven Mengen der Euklidischen Ridume. Die Stirke der
klassischen Mathematik reicht noch aus, um Fragen iiber die einfachsten dieser
Mengen beantworten zu kénnen. Fiir komplizierte projektive Mengen brauchen
wir zusitzliche Prinzipien, um Antworten iiber die Natur dieser Mengen geben
zu konnen: Entweder grofie Kardinalzahlen oder regulierende Axiome wie ,,V =
L“ = ,jede Menge ist konstruktibel“. Unter grofien Kardinalzahlen sieht die
Theorie wie eine Erweiterung der klassischen Ergebnisse iiber einfache projek-
tive Mengen aus. Im Universum L dagegen erscheint die klassische Analyse von
Cantor, Hausdorff, Suslin und anderen als bestmoglich. L liefert Gegenbeispiele
knapp hinter den klassischen Sitzen, ohne dabei in irgendeiner Weise patholo-
gisch oder kiinstlich zu wirken. Das Modell zeigt in schoner Weise, dass die erste
Forschergeneration an die Grenzen des innerhalb ihrer Welt Moglichen gesto-
en ist und nicht nur an die Grenzen individueller Verstandeskraft.

Die projektiven Mengen haben eine sehr einfache - fast méchte man sagen
entwaffnend einfache - Definition: Wir starten nur mit den offenen Mengen,
der Rest ist Komplementbildung und Projektion. Dass wir diesen Prozess nur
mit den dufiersten Methoden verstehen konnen, liegt nicht an der Komplexitit
der Operationen selbst, sondern an der Komplexitit ihrer Materie. Im Reich der
reellen Zahlen gibt es eine Reihe leicht zu erreichender Orte, die uns die unge-
heure Weite dieses Reiches besonders klar vor Augen fiihren.

*
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