Zusammenfassung

Kapitel 8:Folgen

Unendliche Zahlenfolgen

Unendliche Zahlenfolgen mitunendlich vielen Folgengliedern gibt man mit (a;; a,; as; ...) oder
(ay; ay; az;...) an. Endliche Zahlenfolgen mitendlich vielen Folgengliedern werden in der Form
(ay; ay; ag; ...;a,) oder (a; ay; ag;...; a,) angefihrt.

Beispiel:
Fur Zahlenfolgen ohne Bildungsgesetz gibt es haufig mehrere Mdglichkeiten, die gegebene Folge
fortzuflhren. Mdchte man die Folge (2;3;5;...) fortsetzen, so ergeben sich die folgenden
Fortsetzungsmaoglichkeiten:

e (2;3;5;7;11;13;17; 19;...) = Folge der Primzahlen,

e (2;3;5;7;8;12;17; 23;...) = Folge, bei der das nachste Folgenglied um +1; +2; +3; +4; ...

vergro3ert wird
e (2;3;5;2;3;5;2;3;5; ...) = Folge, deren Folgenglieder sich immer von vorne wiederholen.

Explizite Darstellung von Zahlenfolgen

Bei der explizite Darstellung von Zahlenfolgen (a,), n € N* wird ein Term fur das n-te Folgenglied
angegeben. In der expliziten Schreibweise kdnnen die einzelnen Folgenglieder a, fur n=1,2,3, ...
berechnet werden.

Beispiel:
Berechne die ersten fiinf Folgenglieder a, bis a; der Zahlenfolge a,, = 2n*-4 mitn€ N*.
(-2; 4; 14; 28; 46)

Graphische Darstellung von Zahlenfolgen

Die graphische Darstellung bildet die Glieder einer Zahlenfolge (a,), n € N* als Punkte auf einer
Zahlengeraden ab.

Eine weitere Moglichkeit zur graphischen Darstellung einer Zahlenfolgen (a,), n € N* ist das Abbilden der
Punkte P,= (n| a,) in einem Koordinatensystem.

Beispiel:
Stelle die Zahlenfolge a, = E —1furn=1, 2, 3, 4, 5, 6 auf einer Zahlengeraden dar.

Rekursive Darstellung von Zahlenfolgen

Bei der rekursiven Darstellung einer Zahlenfolge kdnnen die Folgenglieder aus einem gegebenen
Folgenglied und einem Bildungsgesetz bestimmt werden. Man gibt den Anfangswert a; und die sogenannte
Rekursionsgleichung a,.; an. Die restlichen Folgenglieder kénnen berechnet werden.

Beispiel:

a) Gibdie ersten vier Glieder a; bis a, der Folge a,,; = 2a, — 2-n mita,;= 4 an.
Firn=1:a;,,=a,=2a;,— 2:1=24—-2-1=6,
n=2.a.,=az=2a,—2:2=2:6 -2:2=8,
n=3 az=a;=2a,—2-3=2-6 -—2-3=10.
b) Gib die rekursive Darstellung der Folge a,,=5n + 2 an.
Ersetze n mit n+1 und berechne.
Rekursionsformel: a,,;, =5-(n+1)+2=5n+2=5n+2+4+5=a,+5
Startwert: a;, =5-1+2 =7
c) Gibdie rekursive Darstellung der Zahlenfolge (3;6; 9;12; 15;...) an.
a;=3
ay=-a=3+a,=3+3=6
- a=3+a,=3+6=9
ay=ap1=3+a3;=3+9=12
s-am=3+a,=3+12=15
Rekursionsformel: a,.; = 3 + a,; Startwert: a;= 3
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Monotonie von Folgen

Eine Folge (a,), n € N* mit der Eigenschaft

e a,<a,,firalle n e N* heil3t streng monoton wachsend (bzw. streng monoton steigend).
a, < an. fur alle n e N* heiRt monoton wachsend (bzw. monoton steigend).

a, = a, 4, fur alle n e N* heil3t konstant.

a, 2 a, ., fur alle n e N* heil3t monoton fallend.

a, > a, +4 fur alle n e N* heil3t streng monoton fallend.

Wenn die Vorzeichen der Folgenglieder abwechselnd positivund negativ sind, so ist die
Folge alternierend.

o Wenn die Folge weder fallend noch steigend ist, soist die Folge nicht monoton.

Beispiel:

Ermittle die ersten finf Glieder a; bis as der Folge a, = 2*2 Wie entwickeln sich die einzelnen
n

Folgenglieder? Bestimme das Monotonieverhalten der Folge.

143 2+3 3+3 443 5+3

a, = 4 a,=—=25 a;=—=2 a,=—=175 as=—=16

1 2 3 4 5
Vermutung:
Fur die ersten funf Glieder gilt: a, > a,.1, deswegen kann man vermuten, dass die Folge streng monoton
fallend ist.

Monotonieverhalten:
Aufgrund der Vermutung beginnt man mit der Eigenschait einer streng monoton fallenden Folge:

an > an+l
Term wvon a, und a,.; einsetzen

n+3 (m+1)+3
>

n n+1 o )
multiplizieren mit n-(n+1)

Mm+3) (n+1)>m+4)-n Klammern ausmultiplizieren

n? + 4n+3>n? +4n /—n?
4n+ 3 > 4n /[—4n
3>0

Die Ungleichung ist fur alle n e N* wahr. Damit wurde gezeigt, dass die Folge streng monoton fallend ist.

Beschranktheit von Folgen

o Die reelle Zahl X, heil3t obere Schranke der Folge (a,), n € N*, wenn fir alle Folgenglieder gilt: X, = a.
Die kleinste obere Schranke einer Folge wird als Supremum bezeichnet.

o Die reelle Zahl X, heif3t untere Schranke der Folge (a,), n € N*, wenn fir alle Folgenglieder gilt: X, < a,.
Die groRte untere Schranke einer Folge wird als Infimum bezeichnet.

o Eine Folge (a,) hei’t beschrankt, wenn sie eine obere und eine untere Schranke besitzt.

Beispiel:
Ermittle die ersten funf Glieder der Folge a,, = 4nT_1 und stelle die Folgenglieder in einem

Koordinatensystem dar. Uberpriife die Beschranktheit der Folge und bestimme gegebenenfalls die kleinste
obere bzw. die grof3te untere Schranke.

@, ="2"=3 ¢,=22=35 a,="—=36 q="—=375 a;="—=38
Vermutung: Die ersten funf Folgenglieder liegen im Intervall Ot
[3;4]. In der Abbildung kann man erkennen, dass die ersten u . [
funf Glieder den Wert 3 nicht unterschreiten und den Wert 4 3 %
nicht Gberschreiten. .

Fur die groRte untere Schranke ist X,, = 3 und fiir die kleinste
obere Schranke ist X, = 4 zu untersuchen. ‘

o] b L[ 5| d 7

Behauptung: GroRte untere Schranke ist X, = 3.
. o B} . 4n-1 . .
Beweis: Allgemein gilt: X, < a,. Setze fur X, = 3 und fira, = —— mitn € N" ein:
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Zusammenfassung

3S4r1—1 |'n

n
3n<4n—-1 |—4n
-n< -1 |- (—1)

n =1 Die Ungleichung gilt fur alle natirlichen Zahlen groer oder gleich 1. Alle Folgenglieder sind
daher gro3er oder gleich 3.

Behauptung: Kleinste obere Schranke ist X, = 4.
Beweis: Allgemein gilt X, = a,,. Setze fur X, = 4 und fir a, = 4HT_1 mitn € N* ein:
4n—1

4>

n
4n >4n-1 |—4n
0 = —1 Die Ungleichung ist wahr. Daher sind alle Folgenglieder kleiner oder gleich als 4.

|-n

Grenzwert von Folgen

Die Folge (a,) heil3t konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt.

Die Folge (a,) hei3t divergent, wenn sie keinen Grenzwert besitzt.

Die Folge (a,) ist eine Nullfolge, wenn sie den Grenzwert O besitzt (d.h., sie konvergiert gegen 0).

Fur die e-Umgebung einer Zahl a gibt man das offene Intenall (a— ¢; a + €) an.
Die Zahl a ist Grenzwert (= Limes) der Folge (a,), wenn zu jeder beliebig kleinen Zahl € € R ein
Folgenglied mit dem Index n. € (a,) mit ne N* existiert, sodass fir alle n = n. gilt: |a, -a| < e.

Man schreibt: Man sagt:
lim,_,,a, =a .Limes (= Grenzwert) von a, fiir n gegen unendlichist a"
kurz:a, - a .an geht gegen a.”

Es lassen sich folgende Eigenschaften tiber Folgen formulieren:

Jede konvergente Folge ist beschrankt. jedoch muss eine beschrankte Folge nicht konvergieren.
Beispiel:

Die Folge a, = 2- (—1)" = —2; 2; —2; 2; —2; ...beschrankt (X,= — 2 und X, = 2), hat aber keinen
Grenzwert.

Eine monoton fallende und nach unten beschrankte Folge ist konvergent.

Beispiel:

Die Folge a,, = %Tl ist streng monoton fallend, besitzt die grof3te untere Schranke X,= — 2 und den
Grenzwerta = — 2.

Eine monoton steigende und nach oben beschréankte Zahlenfolge ist konvergent.

Beispiel:

Die Folge a,, = zn%l ist streng monoton steigend, besitzt die kleinste obere Schranke X, = 2 und den
Grenzwert a = 2.

Beispiel:

Ermittle den Folgenindex n. ab dem alle weiteren Folgenglieder der Folge a, = :L; mit n € N* in der
n+:

e-Umgebung mit e= 0,001 um den Grenzwert a = 8 liegen.

Setze in die Ungleichung |a, — a| < ¢ die gegebenen Werte ein:
32n

e 8| < 0,001 bringe den Bruch auf einen gemeinsamen Nenner
|w| < 0,001 vereinfache
4n+3
4;2:: < 0,001 lasse die Betragsstriche weg; der positive Ausdruck wird angeschrieben
24 < 0,004n+ 0,003 /— 0,003
23,997 < 0,004 n /.0,004
n > 5999,25
Ab dem 6000. Folgenglied ist der Abstand zwischen a = 8 und allen weiteren Folgengliedern kleiner als
0,001.
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Zusammenfassung

Berechne den Grenzwert a der gegebenen Folge (a,).
16n3+3n
a)a, =

5—4n3

Hebe die hochste vorkommende Potenz n®im Zzhler und im Nenner heraus und kiirze.

n3-(16+%) 16+ 16
lim —— > = lim——" =—, =—4>a=—4
n—oo n—oo J—
nd- (5= 4) 4 ,
Aufgrund der Grenzwertséatze (ohne Beweis) folgt, dass niz und i far grof3e n gegen null konvergieren, d.h.,

die Folge a, konwvergiert fur n — +% gegen — 4.

7n*+1
b) a, ==
Hebe die hochste vorkommende Potenz n*im Zahler und n® im Nenner heraus und kiirze.
. 1 1
n-- (7 +—4) 7+— 1
. . n . .

lim———= = lim = limn-lim <7+—):+oo
n—co n5 . 1 n—oo 1 n—oo n— oo n4

Aufgrund der Grenzwertsatze (ohne Beweis) folgt, dass die Folge flir grof3e n gegen + strebt, d.h., es
existiert kein Grenzwert, die Folge ist divergent.

Nullfolgen
Die Nullfolgen, also Folgen mit Grenzwert lim,, ., a,, = 0, spielen bei der Berechnung des Grenzwertes
eine wichtige Rolle.

1

Die Folge (an) = (rll) mit lim,_,.,- = 0 ist wichtig und wird h&ufig verwendet. Allgemein lasst sich eine

n

GesetzmaRigkeit formulieren: Ist die gro3te vorkommende Potenz im Nenner gréRer als die im Zahler,
dann liegt eine Nullfolge vor.

Beispiel fur Nullfolgen:
Beispiel: 2 d __2n+1
eispiel: a, = n4—+5 oader a, =

n/l
Folgen in der Form a, =r-s" firr e Rund -1 < s < 1 sind Nullfolgen.
Beispiel: a, = —5-0,8"

Arithmetische Folgen
Eine Folge (a,) mit n € N hei3t arithmetische Folge, wenn die Differenz k zweier benachbarter
Folgenglieder konstant ist, in Formeln ausgedriickt: a,,; —a, = k.

Die arithmetische Folge wird fiir k, d € R mit a, = k —n + d angegeben.

Jedes Folgenglied a, mit n = 1 ergibt sich aus dqrm arithmetischen Mittel seines vorhergehenden und
nachfolgenden Gliedes, man schreibt: a, = 22=1"%nt

Explizite Termdarstellung: a,=k:n + a, Rekursive Darstellung: a,.; = a, + k; ap=d
Eine arithmetische Folge mit k = 0 und a, = d ist eine konstante Folge.

Eine arithmetische Folge mit k > 0 ist streng monoton steigend.

Eine arithmetische Folge mit k < 0 ist streng monoton fallend.

Beispiel:
Die graphische Darstellung einer arithmetischen Folge im Koordinatensystem LR
ermoglicht das Auffassen der Zahlenfolge als lineare Funktion f(n).

Dabei gibt man statt a,= k - n + a, die auf N definierte lineare Funktion mit
f(n) = k-n + d an. Die angegebenen Eigenschaften einer arithmetischen Folge RE;
ergeben sich aus den Eigenschaften einer linearen Funktion.

[e2]

(4]

nj

S

w

Arithmetische Folge mit .
Lineare Funktion mitf(n) =1,5n+ 1.

no

Die im Koordinatensystem als Punkte P = (n | a,) dargestellten Folgenglieder liegen /
entlang der Funktionsgeraden f(n). Es gilt: ag = d.

-
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Zusammenfassung

Beschranktheit von arithmetischen Folgen

Die arithmetische Folge (a,), n e N* mit dem Folgenterm a, =k - n + ag ist
o divergent, wennk # 0 ist,

fir k <0 nach oben beschrankt und nach unten unbeschrankt,

fur k > 0 nach unten beschrankt und nach oben unbeschrankt und

o konvergent, nach unten und nach oben beschrankt, wenn k = 0 ist.

Beispiel:
Gegeben sind ein Folgenglied und k einer arithmetischen Folge. Stelle eine Formel fur a,, aufund

formuliere Aussagen uber die Monotonie, Konvergenz und Beschréanktheit der Folge. Gib, wenn mdéglich,
die untere bzw. obere Schranke an.

a,=17;k=-1,5

a,=-15-2+a, eingesetzt: 17 = (=1,5)- 2+ a, = a, = 20

Formel: a, = —1,5-n+ 20

k # 0 bedeutet, die Folge ist divergent.

k < 0 bedeutet, die Folge ist streng monoton fallend und nach oben beschrankt mit X, = a, = 20.

Geometrische Folgen

Eine Folge (a,) mit n € N heil3t geometrische Folge, wenn der Quotient q zweier benachbarter
Folgenglieder konstant ist, in Formeln ausgedriickt: a:‘i =q

Die geometrische Folge wird fiir ¢, g € R/ {0} mit a,, = c- q" angegeben.

Jedes Folgenglied a, mit n = 1 ergibt sich aus dem geometrischen Mittel seines vorhergehenden und
nachfolgenden Gliedes, man schreibt: a, = \/a,_; - a,,; (Wenn a, 1, a,.; € R*).

Explizite Termdarstellung: a, = a, - q"
Rekursive Darstellung:a,,.; =a,"q a, =c¢

Eine geometrische Folge mit g = 1 und a, = c ist eine konstante Folge.

Eine geometrische Folge mitc > 0; > 1 bzw. ¢ <0; 0< < list streng monoton steigend.
Eine geometrische Folge mit ¢ > 0; 0< q< 1 bzw. ¢ <0; g > list streng monoton fallend.
Eine geometrische Folge mit g < O ist nicht monoton.

Beispiel:
an, T
Die graphische Darstellung einer geometrischen Folge im Koordinatensystem 59 i
ermoglicht das Auffassen der Zahlenfolge als Exponentialfunktion f(n). Dabei d
gibt man statt a, = a, - " die auf N definierte Exponentialfunktion mit 51
f(n) = c - " an. Die angegebenen Eigenschaften einer geometrischen Folge '.f
ergeben sich aus den Eigenschaften einer Exponentialfunktion. 4 K. ()
1
Arithmetische Folge mit 319
Exponentialfunktion mit f(n) = 6 - 0,5" , ™
Die im Koordinatensystem als Punkte P = (n | a,) dargestellten Folgenglieder : '\
liegen entlang des Funktionsgraphen f(n). N
Es gilt: ag=c. R L
o 2 4|6 8

Eigenschaften von geometrischen Folgen

Die geometrische Folge (a,), n € N * mit dem Folgenterm a, = a, - q" ist
e divergent, wenn g> 1 oder wenn q=— 1 ist,

o konvergent mit dem Grenzwert aowenn g = 1ist,

e konvergent mit dem Grenzwert 0, wenn |g| < 1 ist,

e beschrankt, wenn |g] <1 ist, und nicht beschrankt, wenn |q| > 1 ist.
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Beispiel:
Gegeben sind ein Folgenglied und p einer geometrischen Folge. Stelle eine Formel fir a,, auf und

formuliere Aussagen Uber die Monotonie, Konvergenz und Beschranktheit der Folge. Gib, wenn mdglich,
die untere bzw. obere Schranke und den Grenzwert an.

a, =0,16;,p=0,2

a, =a,-p*  eingesetzt: 0,16=a, - 0,2* = a, = 100

Formel: a, = 100 - 0,2"

a, > 0; 0 < p <1 bedeutet, die Folge ist streng monoton fallend.

Ipl < 1 bedeutet, die Folge ist konvergent mit dem Grenzwert a = 0.

Ipl <1 bedeutet, die Folge ist beschrankt mit X, = a, = 100 und X,, = 0.
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